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Vorwort

Die Kenntnis der Einheitengruppe von Ordnungen algebraischer Zahlkoérper ist fiir
das Losen diophantischer Gleichungen von fundamentaler Bedeutung. Dement-
sprechend spielt die Entwicklung effizienter Algorithmen zur Berechnung der Ein-
heitengruppe bei der Bestimmung der konstruktiven Lésungen von diophantischen
Gleichungen, welche durch die steigende Leistungsfahigkeit der Computertechno-
logie wahrend der letzten Jahrzehnte von wachsendem praktischen Interesse ist,

eine entscheidende Rolle.

Die Struktur der Einheitengruppe von Ordnungen algebraischer Zahlkdrper als
endlich erzeugte Gruppe ist durch den Dirichletschen Einheitensatz bekannt. Zur
Berechnung der Erzeuger des torsionsfreien Anteils, der sogenannten Grundein-
heiten, wurden verschiedene Verfahren entwickelt. In reell-quadratischen Kérper-
erweiterungen kann die Grundeinheit als Proportionalitdtsfaktor der Periode der
Kettenbruchentwicklung einer irrationalen Zahl nach Lagrange berechnet werden.
Voronoi verallgemeinerte dieses Vorgehen 1896 mit Hilfe zahlengeometrischer In-
terpretationen fiir kubische Erweiterungen. Eine weitere zahlengeometrische Ver-
allgemeinerung ergab das Verfahren zur Berechnung von unabhéngigen Einheiten
nach Dirichlet fiir Ordnungen beliebiger algebraischer Zahlkorper, das 1989 in
[BP89] vorgestellt wurde. In [Poh93| wird diese Methode in einer erweiterten Ver-
sion in den Gesamtzusammenhang der Grundeinheitenberechnung eingeordnet.
Die darauf basierenden Ausfiihrungen in [Wil93| bilden den Ausgangspunkt fiir
die vorliegende Arbeit. Bei der Berechnung unabhéngiger Einheiten nach Dirichlet
werden Elemente der Ordnung eines Zahlkorpers mit beschrénkter Norm und
bestimmten Konjugiertenbetragseigenschaften (Dirichlet-Elemente) konstruiert,
so dass nach endlich vielen Konstruktionen zwei zueinander assoziierte Elemente
auftreten, deren Quotient dann eine Einheit bildet. Die Konjugiertenbetragseigen-
schaften der Dirichlet-Elemente gewéhrleisten die Unabhéngigkeit der berechne-

ten Einheiten.

Die Berechnung der Einheitengruppe einer Maximalordnung kann innerhalb der
Klassengruppenberechnung mit Relationenmethode (siche [Hes96] und [Poh93])
nach dem folgenden Prinzip geschehen: Elemente des Zahlkorpers F', deren Haupt-
ideale Potenzprodukte von Primidealen aus einer Menge S sind, bilden die mul-
tiplikative Gruppe der S-Finheiten. Durch die Abbildung der Erzeuger der S-

Einheitengruppe auf Vektoren, deren Komponenten aus Bewertungen iiber .S und



Vorwort

Logarithmen bestimmter Konjugiertenbetrége der Elemente bestehen, erhélt man
die Basis eines vollstdndigen Gitters (S-FEinheitengitter), dessen Diskriminante
dem Produkt des Regulators Rr und der Klassenzahl hp entspricht. Zur Berech-
nung der Klassengruppe werden die Bewertungsvektoren von S-Einheiten in eine
Matrix eingefiigt, die in Hermite Normalform transformiert wird (Klassengrup-
penmatriz). Tritt eine Nullspalte in der Klassengruppenmatrix auf, ist die ent-
sprechende exponentielle Kombination der S-Einheiten eine Einheit. Diese Kom-
binationen werden in der sogenannten Einheitenmatrix U, verwaltet. Den Spalten
des Produkts aus Einheitenmatrix und einer Matrix, bestehend aus den Konju-
giertenlogarithmenvektoren der S-Einheiten L, konnen Einheiten der Maximal-
ordnung zugeordnet werden. Die Transformation bei der MLLL-Reduktion dieser
Spaltenvektoren entspricht der Bestimmung eines minimalen Erzeugendensystems
der konstruierten Einheiten und wird auf die Einheitenmatrix angewandt. Die
Generierung von S-Einheiten und die beschriebenen Berechnungen werden solange
durchgefiihrt, bis der Vergleich des Produkts der Determinanten von U, L, und
der Klassengruppenmatrix mit einer analytischen Approximation von Rphp zeigt,
dass eine Basis des S-Einheitengitters und damit implizit auch ein Grundeinhei-

tensystem gefunden wurde.

Die Grundidee dieser Arbeit besteht darin, den Ansatz zur Berechnung von Ein-
heiten aus dem Klassengruppenverfahren mit der Methode von Dirichlet zu kom-
binieren. Die Konstruktion der Dirichlet-Elemente als Elemente der Maximal-
ordnung mit beschriankter Norm legt ihre Verwendung als S-Einheiten nahe.
Durch ganzzahlige lineare Kombination der Bewertungsvektoren von S-Einheiten
unter den Dirichlet-Elementen konnen dann Einheiten konstruiert werden. Die
Konjugiertenbetragseigenschaften der Dirichlet-Elemente begiinstigen zudem die
Unabhéngigkeit der berechneten Einheiten. Gegeniiber der bisherigen Konstruk-
tion unabhéngiger Einheiten nach Dirichlet mit Hilfe von Normbetragsvergleichen
ergibt sich der Vorteil, dass nicht nur Quotienten zweier Dirichlet-Elemente, son-
dern auch andere multiplikative Kombinationen in Betracht gezogen werden, so

dass die Konstruktion unabhéngiger Einheiten beschleunigt werden kann.
Uberblick

In Kapitel 1 dieser Arbeit werden zunichst die zahlentheoretischen und algo-
rithmischen Grundlagen fiir die folgenden Kapitel gelegt. Anschliefend wird das
Vorgehen zur Bestimmung des Grundeinheitensystems einer Ordnung dargestellt,
in dessen Zusammenhang sich die Berechnung unabhéngiger Einheiten, wie wir
sie in den spiteren Kapiteln betrachten werden, einfiigt. Neben der bisherigen
Konstruktion eines Dirichlet-Elements als Produkt erster Basiselemente der LLL-
reduzierten Basen von Moduln wird in Kapitel 2 eine neue Konstruktionsme-
thode mit kiirzesten Elementen von Moduln vorgestellt. Mit der neuen Kon-

struktionsmethode gelingt es, die Normbetragsschranke, die wir fiir die Dirichlet-



Elemente zugrundelegen koénnen, zu verringern, so dass durchschnittlich friiher
Einheiten gefunden werden. In Kapitel 3 erarbeiten wir den oben skizzierten
Ansatz, unabhéngige Einheiten beliebiger Ordnungen durch Linearkombination
von Bewertungsvektoren zu konstruieren. In diesem Zusammenhang wird die Wahl
einer giinstigen Faktorbasis bei der Berechnung von unabhangigen Einheiten der
Maximalordnung untersucht. Zum Abschluss wird in Kapitel 4 das bisherige Vor-
gehen aus Kapitel 2 mit dem Vorgehen aus Kapitel 3 verglichen, um eine optimale
Gesamtstrategie fiir die Berechnung unabhéngiger Einheiten der Maximalordnung

eines Zahlkorpers nach Dirichlet abzuleiten.






1 Einheiten in Ordnungen

Wir wollen in diesem Kapitel zuerst einige Bezeichnungen festlegen und die theore-
tischen Ergebnisse vorstellen, die wir spiter benutzen werden. Anschliefend wird
das Verfahren zur Berechnung von Grundeinheiten in drei Schritten nach [Poh93]
skizziert, zu dessen zweitem Schritt — der Berechnung unabhéngiger Einheiten

nach Dirichlet — sich die zu dieser Arbeit anregenden Modifikationsideen ergeben.

1.1 Zahlentheoretische Grundlagen

Dieser Abschnitt dient vor allem der Benennung der im Folgenden verwendeten
Begriffe und Sachverhalte. Viele Aussagen werden der Kiirze halber unbewiesen
getroffen, sind aber unter anderem in [PZ89] nachzulesen.

Wir betrachten den algebraischen Zahlkérper F = Q(p), der aus Q durch Adjunk-
tion der Nullstelle p eines {iber Q irreduziblen, normierten Polynoms f(t) € Z[t]
hervorgeht. Der Grad der Korpererweiterung [F' : Q] entspricht dem Grad dieses
Polynoms, der hier n sei. In seinem Zerfallungskorper hat das Polynom dann n
Nullstellen. Es sei r; die Anzahl der reellen Nullstellen und 275 die Anzahl der
komplexen Nullstellen, so dass n = r; + 2ry gilt. Die Q-linearen Einbettungen
©1,...¢n von F in C nennt man Konjugationen und die Bilder o) = ¢;(a)
eines Elements a € F' unter den Konjugationen nennt man die Konjugierten des
Elements. Fiir die Konjugierten eines Elements legen wir die folgende Anordnung
fest:

a® ol eR
a(”Jrl), .. ,oz“ﬁrz) e C\R

aMt2 ) = o (m+9) fiir 1 < j < ro.

Die Gesamtheit aller Elemente aus F', die Nullstellen eines normierten Polynoms
aus Z[t] sind, nennen wir die Mazimalordnung op. Ein Unterring R von op, der

ein freier Z-Modul vom Rang m < n ist, heifst Ordnung von F.

Bemerkung: Im Folgenden sei R immer eine Ordnung von F' vom Rang n, so

dass fiir eine Z-Basis wy, . ..,w, von R gilt, dass FF = Quwi + - - - + Qu,, ist.



1 Einheiten in Ordnungen

Mit Hilfe der Konjugierten werden nun Norm und Spur eines Elements o € F
definiert,

n

Nijgl) = [ o (L1)

i=1
n

Tregla) =Y o, (1.2)

i=1

sowie ein Skalarprodukt auf dem Q-Vektorraum F' durch
(,}:FxF—>R:(3:,y)»—>2n:z(i)W (1.3)
i=1
und die davon induzierte positiv definite quadratische Form
Ty F - Rz (z,2) = i FARIES (1.4)
i=1

die wir T5-Ldnge nennen.

Bemerkung: Statt Npq(a) schreiben wir im Folgenden auch oft einfach N ()
fiir Elemente a € F. Fiir Elemente der Maximalordnung n € op gilt, dass
Nr/q(n) € Z.

Proposition 1.1. FEs sei R eine Ordnung des Zahlkérpers F.

(a) Die Anzahl nicht-assoziierter Elemente in R mit beschrdnkter Norm ist end-
lich.

(b) Fiir ein C € R>C ist die Menge A := {o € R | la| < C fiir allei € {1, ... ,n}}
endlich.

Beweis: Siehe Lemma (2.3) und (2.4) in [PZ89] Kapitel 5, Abschnitt 5.2] . a
Ist aq,...,q, eine Z-Basis der Ordnung R, so nennen wir
disc(a, ..., ap) = det(Trp/g(eicy)i<ij<n) = det(agj))%gi)jgn

die Diskriminante der Ordnung R. Die Diskriminante einer Ordnung ist von der
Wahl der Basis unabhéngig. Die Diskriminante D des Zahlkorpers F' wird mit
Hilfe einer Z-Basis der Maximalordnung {wi,...,w,}, Ganzheitsbasis genannt,

definiert und entspricht somit der Diskriminante der Maximalordnung:

Dp = det((TrF/Q(wiwj))1§i,j§n)~



1.1 Zahlentheoretische Grundlagen

1.1.1 Einheiten

Die Menge der invertierbaren Elemente der Ordnung R eines Zahlkorpers F heifst
die Finheitengruppe der Ordnung und wird mit U(R) bezeichnet. Ein Element
€ € R ist genau dann eine Einheit von R, wenn |Np/g(e)| = 1. Die Struktur der
Einheitengruppe wird durch den Dirichletschen Einheitensatz beschrieben.

Satz 1.2 (Dirichletscher Einheitensatz). Die Einheitengruppe U(R) einer Ord-
nung R von F ist das endliche, direkte Produkt der zyklischen Untergruppe der
Torsionseinheiten TU(R) und r = r1 + 1o — 1 unendlichen zyklischen Grup-

pen, die von den sogemannten Grundeinheiten Fq, ..., E,. von R erzeugt werden:
U(R)=TU(R) x (Ey) X ... x {(E,).

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes siehe [PZ89] Kapitel 5, Theorem 2.14]. O

Fiir die Torsionseinheiten a@ € TU(R), also die in R gelegenen Einheitswurzeln,
ist die Bedingung T5(«) = n notwendig und hinreichend. Einen Erzeuger ¢ von
TU(R) konnen wir dann mit Hilfe des Auszdhlalgorz’thmusﬂ bestimmen. Kompli-
zierter ist die Bestimmung und Verifizierung der Basis des torsionsfreien Anteils
von U(R), des Grundeinheitensystems von R. Wir nennen die Anzahl der Ele-
mente eines Grundeinheitensystems von R, im Folgenden bezeichnet mit r, den
Einheitenrang von F'. Eine wesentliche Eigenschaft des Grundeinheitensystems ist

die Unabhéngigkeit seiner Bestandteile in folgendem Sinne:

Definition 1.3 (Unabhéngige Einheiten). Die Einheiten 11, ..., n, werden

unabhdngig genannt, wenn fir
k
Hm’-"i =1 mitmq,...,my €Z
i=1

folgt, dass m1 = ... =my = 0. Kann man mindestens ein m; # 0 wdhlen, so dass

das Potenzprodukt der Finheiten dennoch 1 ergibt, heiffen die Einheiten abhdngig.

Fiir die theoretische Uberpriifung der Unabhingigkeit von Einheiten betrachten
wir die Abbildung

cllog|€(1)|
1 firl<j<nr
L:F* >R e : mit ¢; = ) (1.5)
2 firrp<j<r
crlog |5(7')’

! Siehe Abschnitt ,,Algorithmische Werkzeuge®. Fiir alle Elemente o € R\ {0} gilt Ta(a) > n,
wegen |NF/Q(01)|2 € Z=' und der Ungleichung aus geometrischem und arithmetischem Mit-
tel. Dann ist ein mit der Bedingung T5(¢) < n ausgezdhltes Element ¢ € R\ {0} der gesuchte
Erzeuger von TU(R).



1 Einheiten in Ordnungen

welche die multiplikative Struktur von F'* in eine additive Struktur des R” {iber-
fithrt, so dass das Bild der Einheitengruppe U (R) unter L ein vollstandiges Z-Gitter
im R" bildet. Die Bilder von Einheiten unter der Abbildung aus (|1.5)) nennen wir
im Folgenden L-Vektoren.

Lemma 1.4. Es seic; =1 fiir (1 <i<ry) undc; =2 fir (r1 <j <r +r2).
Fiir jede Finheit € von R gilt

3 i log(|ED]) = ey 4, log(JeT1 7).

Beweis: Wir wenden den Logarithmus auf die Gleichungen
T1+72

1=|Npg(e)l= ] 1e91”

an und erhalten dann durch Subtraktion des letzten Summanden die Aussage. O

Wie ertragreich die Anwendung der L-Abbildung auf Einheiten fiir die theoreti-
sche Beurteilung ihrer Eigenschaften ist, erschliefst sich uns durch den folgenden
Satz.

Satz 1.5. ¢1,...,ex € U(R) sind genau dann unabhdngige Einheiten in R, wenn
L(e1),...,L(eg) linear unabhingig iber R sind.

Beweis: ,,=*: Angenommen L(e1),. .., L(¢) seien linear abhéngig. Dann kénnen

wir einen der Vektoren durch eine Linearkombination der anderen ausdriicken. Es

existieren ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Ao, ..., \; € R, so dass
k
L(e1) = > _ NL(e;) gilt.
i=2
Mit p; == — |\ + 3] fiir 2 <4 < k gilt dann:
k k
L(e1) = Z(Mi +Xi)L(e:) — ZMZ‘L(Q‘)
i=2 =2
k
= Lizieh® - ef™) =Y (i + M) L(es)
i=2
0

= L)z = HZ (ki + Xi) L(ei)l2 < Zluz + Al IL(e)l2 < ZIIL (€i)]l2-

=2

Somit ist || L(n)]||2 beschréinkt und daraus folgt, dass es eine Schranke C' € R>Y mit



1.1 Zahlentheoretische Grundlagen

In®| < C fiir alle 1 <4 < r gibt. Mit Hilfssatz kénnen wir C' sogar so wéahlen,
dass [n("1+72)| < C gilt. Somit sind alle Konjugierten von 7 durch C' beschréinkt.
Die Menge U := {e € U(R)| [¢?| < C fiir 1 <i < n} ist nach Proposition
endlich.

Wir haben gezeigt, dass wir fiir £; entsprechende Exponenten puso,...ur € 7Z
finden, so dass €15 ---ef* € U. Fiir beliebige Potenzen v € N von & fin-
den wir mit derselben Argumentation wie oben (aus der ersten Annahme und
L(e¥) = vL(ey) folgt, dass auch L(e¥), L(e2),..., L(e)) linear abhingig sind.)
Exponenten jio, ... fix, € Z, so dass 5’1’5’;2 - '511;“6 € U. Da die Menge U endlich ist,
existieren dann vy, v, € N mit v; > 15 und entsprechende Exponenten jio, .. ., fig
sowie flg, ..., fix € Z, so dass:

et gl gl — gk % 5/#

vi—Vv2

= 51 H2—H2 |

fAe—fe _
- €5 =1

.. Ek
Demnach sind €1, ..., abhéingige Einheiten.
,<"“ Angenommen €1, ..., seien abhéngige Einheiten. Dann existieren
mi,...,m, € Z mit m; # 0 fiir ein ¢ € {1,...,k}, so dass Hleafn" = 1 gilt.

Daraus folgt, dass

k
()" =1firr<j<r = [ () I =1fir1<j<r
l

Ew

Il
-

zw

=1
N\ My k ]
ST E) ™ =ttt << = [P =11 <<
=1

=1

k . 1 fir1<j<mnr
= [TIE) ™ =1 fir 1 <j <rund ¢; =
=1 2 firr <j<r
k .
:>Zmlcjlog(|(slo))\) =0 fiir 1 <j <r (und ¢; wie oben)
=1

k
= Z mlL(el) =0.
=1

Nach obiger Wahl von my,...,my € Z gibt es ein ¢ € {1,...,k} mit m; # 0.

= L(e1),..., L(eg) sind linear abhéngig. O
Korollar 1.6. Seien €1, ..., unabhdingige Finheiten aus R. Dann gilt fiir jedes
weitere Element e € U(R), dass die Einheiten e,e1,...,e, abhdngig sind.

Beweis: (Konsequenz aus Hilfssatz[[.5]) L(e1), ..., L(e,) bilden eine Basis des R".
L(e) ist davon linear abhéngig. O



1 Einheiten in Ordnungen

Die Betrachtung der L-Vektoren liefert ein niitzliches, theoretisches Kriterium
fiir die Unabhédngigkeit einer Menge von Einheitelﬂ Zusétzlich ermoglicht der
Ubergang zum L-Gitter die Uberpriifung der Fihigkeit dieser Menge, die ganze

Einheitengruppe zu erzeugen, durch die Betrachtung der Regulatoren:

Definition 1.7 (Regulator). Fir Einheiten 1,...,e, € U(R) heifst
Regler, ... e,) i= ldet(L(er), .., L(e,))]

der Regulator von eq,..., ¢,.

Es seien €1,...,e, € U(R) unabhingige Einheiten, Fy,..., F, ein Grundein-
heitensystem von R, ¢ € TU(R) und G eine Untergruppe von U(R) mit
{¢,e1,...,e+} C G. Der endliche Index von G in der Gruppe der Einheiten U(R)
lésst sich durch die Regulatoren ausdriicken:

) B ' B Reg(G) B |det(L(e1), ..., L(e))]
(U(R): G) = (LR L)) = i = e LBy, - LB

Statt Reg(U(R)) schreiben wir auch Regg.

1.1.2 Ideale

Wir betrachten die Menge der Ideale einer Ordnung R, wobei wir das Nullideal
im Folgenden ausnehmen. Ein Primideal p ist ein echtes Ideal von R, so dass R/p

nullteilerfrei ist.

Definition 1.8. Die Addition und Multiplikation von zwei Idealen a,b aus R

definieren wir folgendermaflen:

a+b:={a+b]|acabeb} bezichungsweise (1.6)
k

ab:{Zaibi|kGNunda16a7b¢€bfdr1§i§k}. (1.7)
i=1

Definition 1.9. Seien a, b Ideale aus R. Wir bezeichnen die Beziehung der Ideale
als a teilt b, wenn es ein Ideal ¢ aus R gibt, so dass ac = b. Es gilt:

ab &b Ca.

Definition 1.10. Fiir ein Ideal a der Ordnung R definieren wir die Norm des
Ideals a als N(a) := (R:a) = #R/a.

2 Fiir die praktische Umsetzung sei wie in Abschnitt 1.1.3. auf [FP85] verwiesen.

10



1.1 Zahlentheoretische Grundlagen

Die Menge von Primidealen der Maximalordnung or bezeichnen wir mit Pr. Die
Maximalordnung eines Zahlkorpers ist ein Dedekindring (siehe [PZ89, Kapitel 4,
Theorem (5.9)]). Daraus folgt, dass sich jedes Ideal a einer Maximalordnung ein-
deutig bis auf die Reihenfolge als Potenzprodukt von Primidealen aus o schreiben

lasst:

m ~
a=pytoopt

mit p1,...,p € Pp und my,...,m, € N.

Durch Hinzunahme von negativen Potenzen kommen wir zu der Menge der gebroch-

enen Ideale von op.
Ip :={b C F| xb ist ein Ideal von op fiir ein z € F'}.

Mit dem Begriff Ideal bezeichnen wir im Folgenden alle Elemente dieser Menge.
Die herkémmlichen Ideale a C op spezifizieren wir als ganze Ideale. Die Ideale
a € Ip, fiir die es ein a € F'* gibt, so dass a = aop gilt, nennen wir Hauptideale

von I und bezeichnen die Menge der Hauptideale mit Hp.

Bemerkung: In spdteren Kapiteln werden wir fir a € F* statt des Haupt-
ideals aop hinsichtlich Primidealfaktorisierungsfragen oft vereinfachend o schrei-
ben. Wegen der Isomorphie F*/U(op) ~ Hp ist durch Angabe des Hauptideals
a das erzeugende Element a € F* mit aop = a modulo FEinheiten eindeutig

bestimmidt.

Bei Definition der Multiplikation fiir die Elemente aus Ir wie in (|1.7)), bildet
Ir eine multiplikative abelsche Gruppe mit neutralem Element op. Fiir Ideale
a,b € I gelte a|b, wenn es ein ganzes Ideal ¢ € I gibt, so dass ac = b. Zu jedem

Primideal p € Py existiert ein eindeutiger Homomorphismus
vp: Ip — Z, a > maz{k € Z | p*|a}, (1.8)

der fiir jedes Element aus Ir den Exponenten aus dem Primidealpotenzprodukt
beziiglich des betreffenden Primideals wiedergibt. Jedes Ideal aus Iy lésst sich

darstellen als eindeutiges endliches Produkt

a= H p”p(a)_

peEPR

Das Bild vy(a) eines Elements a € Ip unter dem Homomorphismus aus @)

nennen wir im Folgenden Bewertung von a tber p.

11



1 Einheiten in Ordnungen

Definition 1.11. FEs sei R ein Ring mit Einselement.
FEine Abbildung n: R — ZU{oo} heifit diskrete exponentielle Bewertung von
R, falls fir alle x,y € R gilt:

(i) n(z) =00 &z =0,

(i) n(zy) = n(x) +n(y),

(iii) n(z £ y) = min(n(x),n(y)),
(iv) (1) =

Satz 1.12. Es seien R ein Dedekindring und p ein Primideal # 0 in R. Dann
ist die Abbildung

n falls n € Z2° existiert mit x € p™\p" 1
vy R—=Z:xw—

00 sonst
eine diskrete exponentielle Bewertung von R.

Beweis: Wir zeigen nur (iii): z,y € R beliebig. Da 2 +y € p» @) 4 p»¥) =
ggT(p¥» @) pre(W)) = pmin(ve (2).vp(v) gilt ist die Bewertung vp(x +y) mindestens
min(vp(x), vp(y)). O

Der in definierte Homomorphismus auf der Gruppe der gebrochenen Ideale
I ist eine Fortsetzung einer solchen p-exponentiellen Bewertung des Dedekin-
drings op. Die enge Verkniipfung zwischen Elementen und den davon erzeugten
Hauptidealen in Bezug auf Bewertungen driickt sich dann nochmals in folgender

Aussage aus.

Korollar 1.13. Es gilt vy(o) = vp(aop) V a € op.

Fiir ein Element oo € F und ein Primideal p € Ir nennen wir den Wert v,(a) im

Folgenden Bewertung von o iber p.
Primidealzerlegung in Erweiterungen
Seien nun K und F' Zahlkérper mit K C F und Maximalordnungen ox und op.

Fiir ein Ideal p € Px gibt es eine eindeutige Zerlegung von por in Primideale
‘431, . ,‘Bk von ]PFt

pop = il...mz"' mit 617...,6k6221- (19)

Definition 1.14. Der Ezponent e; € Z2' aus der Zerlegung in heifit Ver-
zweigungsindex von P; iber p und wird mit e(P;|p) bezeichnet. Wir sagen,

dass die Primideale 3; tber p liegen.
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1.1 Zahlentheoretische Grundlagen

Lemma 1.15. Es sei P ein Primideal, dass tiber p liegt. Aquivalent dazu ist jede

der folgenden Aussagen:

(i) Blpor,

(it) B 2 por,

(iii) B 2 p,

(iv) BNox =p,

(v) PN K =p.

Beweis: siehe Lemma (2.12) in [PZ89) Kapitel 6]. O

Definition 1.16. Es sei ‘B, ein Primideal von op, das iber dem Primideal p von
o liegt. Dann gilt N(B;) = #(or /i) = N(p)fi mit f; € Z='. Der Exponent f;
heifit Trigheitsgrad von B; iber p und wird mit f(P;|p) bezeichnet.

Definition und Lemma 1.17. Es sei R eine Ordnung des Zahlkorpers F. Wir

nennen das Ideal
F:={rxeR| xorp CR}
den Fiihrer von R in or. Dann sind

Do,.7 :={a Cop| a Ideal von op, ungleich dem Nullideal, so dass a+F =op},

Dgr.r:={a Cop| a Ideal von R, ungleich dem Nullideal, so dass a +F = R}

multiplikative Monoide mit Kirzungsregeln und es gelten die folgenden Aussagen:

(i) ¢ :Dr g — Do, F: 0 aop ist ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung
(pfl : Dop,f — 'DR,]: ta—ank.
(i) Jedes Ideal a von Dr F hat in R eine eindeutige Darstellung als Produkt von

Primidealen.

Beweis: Siehe Lemma (2.25) und Lemma (2.26) in [PZ89, Kapitel 6]. O

Lemma 1.18. FEs seien K und F Zahlkérper mit Mazimalordnungen op bezie-
hungsweise o und es sei F' = K(p) fiir p € op und f(t) € ox[t] Minimalpolynom
von p mit Diskriminante d(f). Des Weiteren soll F den Fihrer der Gleichungs-

ordnung ok [p] in op bezeichnen. Sei p ein Primideal von ok, dann gilt:

p teilt nicht d(f)ox = porp +F = op

= pop €Dy, 7 -

Beweis: Siehe Lemma (2.29) in [PZ89, Kapitel 6]. a

13



1 Einheiten in Ordnungen

1.1.3 Algorithmische Werkzeuge

Alle in den folgenden Kapiteln vorgestellten Verfahren und Algorithmen wurden
in MAGMA |[BCP97| implementiert. Bei der Implementation wurden Algorithmen
und Funktionen verwendet, die in MAGMA und KANT [KGO06| bereits implemen-
tiert sind. Die implizite Verwendung solcher Funktionen soll fiir die Punkte, die
wir fiir nicht offensichtlich halten, in diesem Abschnitt legitimiert und erldutert
werden. Des Weiteren stellen uns die praktischen Berechnungen vor numerische

Probleme, worauf wir am Ende dieses Abschnitts kurz zuriickkommen.

Gitteralgorithmen

Wichtige Algorithmen, die im Folgenden zur Berechnung von Elementen der Ord-
nung mit bestimmten Eigenschaften benutzt werden, sind der Auszdhlalgorithmus
von Fincke und Pohst und der LLL-Algorithmus. Diese sind in [PZ89], Kapitel 3,
Abschnitt 3.3. zu finden. Die Algorithmen kénnen in der dort angegebenen Form
eine Menge von Elementen eines Gitters als Teilmenge des C™ mit Eigenschaften
beziiglich des Standardskalarprodukts und der davon induzierten, euklidischen
Norm berechnen.

Im Folgenden ergibt sich fiir uns die Notwendigkeit der Berechnung von Elemen-
ten eines Gitters mit Eigenschaften beziiglich anderer Skalarprodukte (-, -), und
davon induzierten, positiv definiten, quadratischen Formen oder Normen. Dabei
wollen wir die Skalarprodukte innerhalb der Algorithmen unverdndert lassen, da
wir auf die Implementation in MAGMA zuriickgreifen wollen. Dazu betrachten wir
die Grammatrix A = ((a;,a;)+)1<ij<x € RF*F fiir das Gitter A = @?:1 Za; mit
innerem Produkt (-, -),. Durch die Cholesky-Zerlegung der Grammatrix A = R'R
gewinnt man eine obere Dreiecksmatrix R € R¥*¥ deren Spalten (ry,...,rs) wir
dann als Basisvektoren eines Gitters A := @le Zr; auffassen kénnen.

Zur Berechnung einer beziiglich der von (-, -), induzierten Norm LLL-reduzierten
Basis von A kann die beziiglich der Standardnorm LLL-reduzierte Basis von
A berechnet werden (wie in [PZ89, Kapitel 3, Algorithmus (3.40)]): in MAG-
MA/KANT kann der LLL-Algorithmus beispielsweise sowohl mit einer Gramma-
tric A = ((@;, @), )1<i j<k oder einer Basismatriz R = (r1,...7y) als auch mit
einem Gitter, das durch Basismatriz oder Grammatriz definiert wurde, initial-
isiert werden. Es wird eine Transformationsmatric T € Gl(k,Z) berechnet, so
dass die Spalten von R -T und die Spalten von B aus der Cholesky-Zerlegung
von T'AT(= B!'B) eine beziiglich der Standardnorm LLL-reduzierte Basis von
EBfZl Zr; sind. Diese Transformationsmatriz angewendet auf die Basisvektoren
ay,...,ag ergibt dann die beziiglich der gewinschten Norm (von (-, ) induziert)
LLL-reduzierte Basis von @?:1 Za;.

14



1.1 Zahlentheoretische Grundlagen

Eine Anwendung des Auszéhlalgorithmus nach Fincke und Pohst ist die Berech-
nung kurzer Gittervektoren. Nach Durchfithrung von quadratischer Ergénzung
(siehe [PZ89) Kapitel 3, Algorithmus (3.11)]) fiir eine positiv definite, symmetri-
sche Matrix A € R¥** erhilt man eine Matrix Q = (g¢; ;) € R¥*¥, so dass fiir
F=(21,...,21)" € ZF gilt:

FAT = qul T; + Z %,jxj

Jj=t1+1

Bei Eingabe dieser Matrix @ und einer Schranke C' berechnet der Auszéhlalgorith-
mus (siehe [PZ89, Kapitel 3, Algorithmus (3.15)]) die Menge {# € Z* | ' A7 < C}.
In einem Gitter A = @le Za; mit Skalarprodukt (-, -). sei nun die Menge der Vek-
toren {a € A | (a,a), < C} zu berechnen. Mit dem Auszdhlalgorithmus berech-
net man die Menge M := {Z € Z" | #' AT < C'}, wobei A = ((a;,a;)+)1<i j<k
die entsprechende Grammatrix ist.

Aus{ae A | (a,a), <C}={ma; +...+zray | (z1,...,2)" € M} ergeben sich

dann die gesuchten Vektoren.

LLL-reduzierte Basis und kurze Elemente eines freien Z-Moduls

In Kapitel 2 sowie bei der Berechnung von Torsionseinheiten und zur Regula-
torabschéitzung wollen wir die Gitteralgorithmen auf einen freien Z-Modul M
vom Rang n € N mit Basis a1, ..., a, anwenden. Wir geben hier an, wie das in
der gegebenen Situation umzusetzen ist.

Sei A € R mit \j = A\j_,, fiir (11 +r2+1 < j < n). Auf dem Modul ist dann ein
inneres Produkt (-,-), und eine davon induzierte, positiv definite, quadratische
Form 75 definiert durch:

77.1 -
(A MxM-—R: 27 Dy

beziehungsweise

n

1 )
Toy: M —R2: s (z,2)) = ZPW(Z)F-

i=1 "%

Die von (-,-), induzierte Norm ||| : M — R2% 2 +— ./(z,x)) nennen wir

T5 x-Norm.

15



1 Einheiten in Ordnungen

Wie definieren einen Monomorphismus

Dy MR, o | Ot . (1.10)

Durch das Bild A := ®,(M) wird ein zu M isomorphes, vollstdndiges Gitter im
R™ definiert. Wir nennen A das mit A gewichtete Konjugiertengitter zu M.

Die euklidische Norm eines Elements ®)(c) des Gitters A entspricht der 75 -
Norm des entsprechenden Elements o € M, denn eine kurze Rechnung zeigt:

[2A(@)]I3 = (Pa(a), ®A(e)) = Pa(a)' Da(ar)

2 2
sz (@) 4 (o)
2

+ m (Re(a(7'1+1)))2 + ()\,,12+1)2 (Im(a(7’1+1)))2

_ ‘O((T1+1)|2
= 4(>\T1+1)2
2

ot G (Relal™ ) s (a2 )

|a(r1+7“2>‘2
=2

T ()’

1
i‘a(1)|2+...+ 1 |a(r1)|2Jr 1 |Oz(”+1)|2+ o (rtra+1) 2
Af )\%1 ()\r1+1)2 (>\7‘1+r2+1)2‘ ‘
> |a(rl+1)‘2
()‘T1+1
SIS SN EE S I S (RS S5
()\r1+7~2) (AT‘1+27‘2>
:ﬁla('r'l+r'2)‘2
r1+72
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1.1 Zahlentheoretische Grundlagen

1 )

n
=1 ?

i

Damit gilt fir die Normen: |®y(a)| = 1/(Pxr(a), Pr(a)) = (TQ,A(Q))% = |la]|x.
Durch eine dhnliche Rechnung (man benutze, dass fiir z,y € C gilt: 27 + Ty =
2Re(z)Re(y) + 2Im(z)Im(y)) kann man zeigen, dass allgemein gilt:

(i az)x = (Pali), Palay)).

Damit gilt fiir die Diskriminante des Gitters:

d(A) = d(@(M)) = \[det((Br(0:) @5 (0))1<i j<n)

= \/det(<0m aj)a)1<ij<n = \/det(TzA),

wobei die Determinante der quadratischen Form als Determinante ihrer Gram-

matrix ({c, ;)x), <ij<n definiert ist. Fir die Diskriminante des Moduls mit

Spur-Bilinearform
Triy s M x M — Z,(8,0) — /(B a)x
gilt dann:
d(M) = disc(an, . .., an) = det(Tryy 5 (i )1<i j<n) = \/det(Tyx) = d(A).

Nun ist die theoretische Grundlage fiir die Losung der folgenden beiden Aufgaben

gelegt:

(1.) Zu berechnen sei eine beziiglich der T5 y-Norm LLL-reduzierte Basis by, . .., by,
des Moduls M mit Ausgangsbasis a, ..., «a,. Die Basis by, ..., b, des Moduls M
sei beziiglich der T x-Norm LLL-reduziert, wenn fiir by,...,b, die Eigenschaft-

en einer LLL-reduzierten Basis (wie in Lemma (3.39) in [PZ89, Kapitel 3|) er-
fiillt sind, wobei die zugrundeliegende Norm ||-||» und die Gitterdiskriminante
\/det(Ts ) ist. Die Eigenschaft des ersten Elements by der beziiglich T, 5 LLL-

reduzierten Basis von M} lautet dann zum Beispiel
1
1 n
by < 280 ((Jdet(T20)) " (1.11)

Wir halten das Vorgehen zur Berechnung der beziiglich der 75 y-Norm LLL-

reduzierten Basis eines Moduls M im folgenden Algorithmus fest.
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1 Einheiten in Ordnungen

Algorithmus 1 : Bestimmung der beziiglich der 75 -Norm LLL-

reduzierten Basis eines Moduls M mit Basis aq,...,ay,

Eingabe : Basis aq,...,a, des Moduls M
Ausgabe : Beziiglich der T5 y-Norm LLL-reduzierte Basis by,...,b,
von M

1. Definiere ein Gitter durch die Bilder der Basiselemente unter ®,:

A= @?:1 Z- 2)(a).

2. Berechne die LLL-reduzierte Basismatrix (¢1, ..., ¢n) des Gitters A

und die zugehorige Transformationsmatrix T € Gl(n,Z), so dass
(@a(ar),..., Px(an))T = (41, - ., dn) gilt.

3. Wende die Transformationsmatrix auf die Basis aq, ..., q, an:
(Otl, ey Oén)T = (bl, ey bn)

4. return by,...,b,.

(2.) Zu berechnen sei die Menge M := {3 € M | T5,(8) < K} fiir K € Ry. Es
sei 3= Brar + -+ Bnan € M und b := (B,...,8,)" € Z". Dann ist:

[@A(B)]* = T2 A(B) = b'Ab mit A = (x (), Pa(a)))1<ij<n-

Wenn man den Auszéhlalgorithmus mit der durch quadratische Ergéinzung (siehe
oben) aus der Matrix A gewonnenen Matrix und der Schranke K initialisiert,
erhélt man die Menge M = {x = (z1,...,2,)" € Z" | x' Ax < K}. Dann ergibt
sich die gesuchte Menge als M = {xloq +odapa, | xXE M}

Bemerkung 1.19 (Kurze Gittervektoren). Wir verstehen im Folgenden unter
der LLL-reduzierten Basis eines Gitters immer eine Basis mit den Figenschaft-
en wie in Definition (3.38) und Lemma (3.39) in [PZ89, Kapitel 3] angegeben.
Der LLL-Algorithmus sei im Folgenden immer der Algorithmus zur Berechnung
ewner solchen Basis. Man kann jedoch auch andere Parameter als in der von
uns hier festgelegten Definition wdhlen, bei denen zum Beispiel die Linge des
ersten Basisvektors durch eine kleinere Schranke beschrinkt ist. Allerdings hat die
Berechnung einer solchen Basis mit dem LLL-Algorithmus dann im Allgemeinen

keine polynomielle Laufzeit mehr.

Fiir die Linge des kiirzesten Elements eines Gitters A der Dimension n kann man
folgende Abschitzung aus Theorem (3.34) in [PZ89, Kapitel 3] angeben:

min {||z]|* | z € A} < V,d(L)*, (1.12)
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1.1 Zahlentheoretische Grundlagen

wobei die Hermitekonstante V! abgeschdtzt werden kann durch:

n 2
< (2) r(1+”+2) .
T 2

Ubertragen auf den Modul M, gilt damit fiir das beziglich der T5 \-Linge kiirzeste
Element des Moduls:

min {Ty(8) | B € My} < Yy (det(Ty)) " . (1.13)

Die Berechnung eines Elements dieser Linge kann mit dem Auszihlalgorithmus

geschehen.

Fiir unsere spéteren Berechnungen treffen wir zuletzt noch folgende Definition:

Definition und Satz 1.20. Sei A = (a;;) € Z"*"™. Fir eine Spalte j der Matriz
A nennen wir den Eintrag a; ; mit dem kleinsten Zeilenindex i, so dass a; ; 7# 0
den Kopf der Spalte. Fir Nullspalten, die keinen Kopf besitzen, sei der Zeilen-
index ihres Kopfes gleich oo.

Dann gibt es eine Matriz U € Z™*™, so dass die Matriz H(A) := AU folgende
Eigenschaften besitzt:

1. Je grifier der Spaltenindex einer Spalte der Matriz, desto gréfier der Zei-
lenindex ihres Kopfes. (Die Nullspalten stehen somit hinten®.)

2. Der Kopf einer jeden Spalte ist strikt gréfer als 0.

3. Fiir die Elemente in der Zeile links neben jedem Kopf gilt, dass sie strikt
kleiner als der jeweilige Kopf und grofier gleich 0 sind.

H(A) bezeichnen wir als Hermite Normalform von A.

Beweis: Siehe dazu [PZ89] Kapitel 3, Theorem 2.6]. Dort wird auch ein Algorith-
mus zur Berechnung angegeben. (Die zusétzliche Reduktion der Eintrége rechts
neben den Kopfen und die Vertauschung der Nullspalten nach hinten ist mit Mul-

tiplikation von unimodularen Z™*™-Matrizen von rechts zu erreichen.) O
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1 Einheiten in Ordnungen

Unabhangigkeit testen

Die Unabhéngigkeit von Einheiten beurteilt und gewihrleistet man theoretisch
anhand der linearen Unabhéngigkeit der L-Vektoren (siehe ) Die reellen
Eintriige dieser Vektoren machen bei praktischen Berechnungen Uberlegungen
zur numerischen Stabilitdt notwendig. So wiirde man zur Entscheidung, dass die
berechneten Einheiten unabhéngig sind, zum Beispiel gerne den Regulator her-
anziehen. Es ist jedoch ein numerisches Problem, zu beurteilen, wann dieser tat-
sachlich ungleich Null ist.

Falls eine Menge von abhingigen Einheiten e1,...,e541 € U(R) vorliegt, von
denen €1, ...,e; unabhéngig sind, kann die Abhéngigkeit hiufig folgenderma-
fen verifiziert werden: Der MLLL-Algorithmus (siehe [PZ89, Kapitel 3, Algo-

rithmus (3.48)]) berechnet zu einer Menge von Vektoren by, ...,bg+1 (in unse-
rem Fall gegeben durch L(e1),..., L(ex+1)) eines k-dimensionalen Gitters, wobei
b1,...,bg linear unabhéngig sind, eine Menge von Vektoren f)l, el Bk mit der

Eigenschaft Zf:ll ZL(g;) = Zle 7Zb; sowie eine Relation my, ... ,Mpy1 € Z mit
Zfill |m;| > 0, so dass mi1L(e1) + ... + mpp1L(ep41) = 0 ist. Mit Hilfe der
gefundenen Relation ldsst sich nun die Abhéngigkeit der Einheiten algebraisch
verifizieren: 7" - - 523’_‘1“ ergibt dann eine Torsionseinheit. Falls der Algorithmus
nicht wie gewiinscht unter Riickgabe einer Relation terminiert, heifst dies nicht,
dass die Einheiten unabhdngig sind. In [FP06, Abschnitt 5] findet sich eine nu-
merisch stabile Alternative zur Verwendung des reellen MLLL.

Fiir die spétere Nutzung halten wir das konkrete Vorgehen zur Ermittlung eines
minimalen Erzeugendensystems 7,...,n, von (e1,...,ex41) fest:

Algorithmus 2 : MLLL-Reduktion fiir Einheiten der Ordnung R

Eingabe : Abhingige ¢1,...,c5+1 € U(R), wobei €1, ..., €, unabhingig

Ausgabe : Unabhéngige n1,...,n: € U(R) mit
My Mi) = (€1, €y ERt1)
ni—e (1<i<k+1)
for i=1,...,k+1do
b; — L(m:)
pij < bibi/B; (1<j<i-1)
b} — b; — >0 pi b}, Bi — (b}, b})
endfor
flag «— false, m «— 2
while flag = false do
l~—m-—1
if |ftm,| > 1 then
T [fma)s M = M /0], Bt < fmg =T
Pon,j ¢+ Mmyj — Ty (1 <7 <1—1)
endif
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1.1 Zahlentheoretische Grundlagen

if T5(nym) = n then
flag « true

N Niy1 (m <0 < k)
endif
if B, < (% — ,u,%%m_l)Bm_l then
M= Bmm—1
B« B, + 2B _1
if B # 0 then
Hm,m—1 < UBm_1/B
B,, < BnBm-1/B
for i=m+1,....k+1do

Him—1 1 pmym—1 0 1 Him—1
—
Hi.m 0 1 L —p Lim
endfor
endif
B,,_1+ B
Nm—1 m
—
N Mm—1
Pt ™ < j<m—2)
Hm,j Hm—1,5

if m > 2 then
m+«—m—1

endif
else
for h=2,...,m—1do
l«~—m-—nh

if |ftmy| > 1 then
T |—/Jm7lJ7 Nm 77m/77f7 Mmyl ~— Umg —T
[, < Hm,g — Ty (1< 5 <1—1)

endif

if To(nm) = n then
flag « true

N — Mit1 (m < i < k)
endif
endfor
m—m+1
endif
endwhile

return 7,...,70
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1 Einheiten in Ordnungen

Unter Voraussetzung einer unbeschrénkten Genauigkeit der reellen Werte wéh-
rend der Berechnungen (in diesem Fall bei der Ermittlung der p; ; und der B;),
lieke sich der angegebene Algorithmus auch fiir den Fall nutzen, dass man iiber
die Abhéingigkeit der Einheit €541 von den Einheiten €1,...,, noch keine Ge-
wissheit hat. In der while-Bedingung brauchte lediglich zusétzlich m < k + 1
abgefragt zu werden und als Ausgabe miissten sdmtliche Einheiten 71, ..., 7511
zurlickgegeben werden. Wenn nach Termination des Algorithmus Ungleichheit
zwischen den beiden letzten ausgegebenen Einheiten besteht, wire dann wahrend
der while-Schleife nie der Fall eingetreten, dass T5(7,,) = n. In diesem Fall wéren
die Eingabeeinheiten unabhangig.

Unbeschrinkte Genauigkeit ist nicht zu gewéhrleisten und um herauszufinden,
ob eine Einheit €541 von den unabhéngigen Einheiten €1, ..., e, unabhéngig ist,
miissen unter Umstdnden andere Mafnahmen, welche eine genaue Fehlerabschét-
zung beinhalten, ergriffen werden. In [FP06] wird ein solcher Test (Algorithmus

4.4.) angegeben, auf den wir uns von nun an praktisch stiitzen werden.

Im Folgenden werden wir an verschiedenen Stellen davon sprechen, ein minima-
les Erzeugendensystem n,...,nm; mit j < k+ 1 von (e1,...,€x41) mit MLLL
zu bestimmen, wobei €1, ...,& bereits unabhéngig sind, die Abhéngigkeit von
€1,--.,Ek+1 aber noch nicht erwiesen ist. Gemeint ist damit immer, dass wir, ori-
entiert an den konkreten numerischen Gegebenheiten, ein geeignetes Verfahren
auswéhlen und benutzen, um zu testen, ob die Einheiten e1,...,e,41 abhingig

sind und gegebenenfalls ein Erzeugendensystem geeignet ermitteln.

22



1.2 Berechnung von Grundeinheiten in drei Schritten

1.2 Berechnung von Grundeinheiten in drei
Schritten

Das vorgestellte Verfahren zur Berechnung von Grundeinheiten einer Ordnung
R besteht aus drei Schritten, deren Kern die Konstruktion eines Systems von
unabhéngigen Einheiten e1,...,, € U(R) nach der sogenannten Methode von
Dirichlet ist. Der Index (U(R) : (C,€1,...,€&r)) einer Gruppe, die diese unabhén-
gigen Einheiten und eine Torsionseinheit ( € TU(R) enthilt, in der gesamten
Einheitengruppe gibt uns Aufschluss dariiber, ob es sich um ein Grundeinheiten-
system handelt. Wenn dies nicht der Fall ist, miissen wir uns entlang der Primteiler
einer oberen Abschétzung dieses Indexes zum Grundeinheitensystem vorarbeiten.
Hier wird nur eine skizzenhafte Zusammenfassung des Vorgehens gegeben, um
die kommenden Ausfithrungen zum zweiten Schritt in den Gesamtzusammenhang
einzuordnen. Details, Beweise der folgenden Aussagen, die genauen Algorithmen

sowie Beschleunigungsmoglichkeiten sind in [Poh93| und [Wil93] zu finden.

Schritt 1: Regulatorabschatzung

Da uns die Einheitengruppe U(R) unbekannt ist, ist der Regulator Regr und
somit auch der Index (U(R) : ((,€1,...,&,)) fir ein konstruiertes System von r
unabhéingigen Einheiten €1, ..., &, noch unbekannt. Durch eine untere Abschét-
zung fiir Regpr, erhédlt man eine obere Schranke fiir den Index. Die in [Poh93]
dargestellte Abschitzung des Regulators beruht auf der Betrachtung der Deter-
minante und sukzessiver Minima einer positiv definiten, quadratischen Form Q
auf U(R). Mit dem Minkowskischen Satz {iber sukzessive Minima ergibt sich die

untere Abschétzung fiir den Regulator als

22 My - - - M,
|2 T < Regp.
nyr

Nun haben wir das Problem auf die Bestimmung unterer Schranken fiir die sukzess-
iven Minima reduziert. Eine Verbindung zwischen den Werten der quadratischen
Form @ und der T5-Lénge wird uns durch die Losung eines Extremalwertproblems
mit Nebenbedingungen gegeben. Die sukzessiven Minima lassen sich damit nun
erstens in solche unterteilen, deren Wert wir bestimmen kénnen, weil es mit dem
Ubergang zum Gitter wie in moglich ist, unabhéngige Einheiten als Git-
terpunkte beziiglich der T5-Norm auszuzahlen, die diese Minima annehmen und

zweitens in andere, deren untere Schranke C' wir kennen

3 Fiir Details, wie zum Beispiel die Moglichkeit, Aufwand einzusparen, indem man Einheiten, an
denen sukzessive Minima angenommen werden, nicht iiber den Normbetrag ausfindig macht,
sondern die ausgezahlten Elemente danach aussiebt, ob sie in einem Primideal enthalten
sind, sehe man sich die Ausfithrungen in [Wil93| an.
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1 Einheiten in Ordnungen

Dieser erste Schritt wird dem zweiten vornehmlich vorangestellt, weil hierbei
bereits unabhéngige Einheiten bestimmt werden, die wir dann zum Zweck der

Aufwandsreduktion in Schritt 2 einbeziehen konnen.

Schritt 2: Berechnung unabhingiger Einheiten

Im zweiten Schritt erfolgt die Berechnung eines Systems von r unabhingigen
Einheiten. Im Rahmen dieser Arbeit wollen wir uns mit der Berechnung von
unabhéngigen Einheiten nach der Methode von Dirichlet beschéftigen. Dazu wird
diese Methode fiir die Konstruktion eines solchen Systems in Kapitel[2] beschrieben

und in Kapitel 3 eine Modifikationsidee vorgestellt.

Schritt 3: Berechnung der Grundeinheiten

Aus dem in Schritt 1 und 2 gewonnenen System unabhéngiger Einheiten ¢1,. .., &,
der Ordnung R gilt es nun, im dritten Schritt ein Grundeinheitensystem von R
zu gewinnen. Der Index von U := ((,€1,...,&,) in U(R) ist endlich und mit der
Regulatorabschétzung aus dem ersten Schritt erhélt man eine Schranke S € N mit
(U(R) : U) < S. Falls es keine Primzahl p unterhalb der Indexschranke mehr gibt,
so dass die Gruppe der unabhéngigen Einheiten U echt in ihrer p-mazimalen Ober-
gruppe U, := {z € U(R)| 3 v € N mit #*" € U} enthalten ist, handelt es sich bei
U um die ganze Einheitengruppe U(R) und die Erzeuger von U sind unser gesuch-
tes Grundeinheitensystem. Man erreicht diesen Fall nun, indem man schrittweise
flir die Primzahlen p unterhalb der Indexschranke S die p-maximale Obergruppe
Up von U mit ihren Erzeugern (f M1, .-, Nr) berechnet. Falls diese echt grofer ist,
nimmt man fiir U im néchsten Schritt (C,7y,...,7,) und setzt das Verfahren mit
den Primzahlen unterhalb der modifizierten Indexschranke S = LWSU)J fort.
Wir kénnen die p-maximalen Obergruppen berechnen, indem wir mit dem Aus-
zdhlalgorithmus bezliglich einer speziellen quadratischen Form T5 ) ermitteln, ob
es fiir
mo,...,mp € {0,...,p—1}, my+---+m, > 0 eine Losung n € U(R) der folgenden
Gleichung gibt:

771’ = Cmo . 5{”1 .. .57“"
Gibt es eine solche Losung, ist nP ein Element in U, dessen p-te Wurzel nicht in U
liegt, sondern nur in Up. Dann ist U nicht p-maximal. Durch Hinzunahme solcher
Losungen 1 zu U und der Berechnung eines minimalen Erzeugendensystems von
(n,€1,...,&) mit dem MLLL-Algorithmus kénnen wir dann das Erzeugendensys-

tem der p-maximalen Obergruppe U, bestimmen.
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1.2 Berechnung von Grundeinheiten in drei Schritten

Das soeben dargestellte Vorgehen ist sehr aufwindig, da man fir die p"-Mdoglich-
keiten von my,...,m, jeweils eine quadratische Form auszdhlen muss. Fiir eine
schnellere Ermittlung der p-mazimalen Obergruppen (wie in [Wil93, S.38 ff] dar-
gestellt) braucht man die Voraussetzung, dass die Ordnung, deren Einheiten zu
berechnen sind, die Mazimalordnung ist. In [Wil93, Abschnitt 4.2.] wird eine
Methode dargestellt, wie man aus den Grundeinheiten der Mazimalordnung die
Grundeinheiten einer beliebigen Ordnung gewinnt, so dass man diesen Umweg

tber die Finheiten der Mazimalordnung ohne Effizienzeinbufle nehmen kann.
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2 Unabhangige Einheiten nach
Dirichlet

In Anlehnung an die Darstellung in [Poh93] und [Wil93| wird das Vorgehen zur
Berechnung von unabhéngigen Einheiten, welches wir als Dirichlets Methode be-
zeichnen wollen, in den ersten zwei Abschnitten dieses Kapitels beschrieben. Im
ersten Abschnitt befassen wir uns mit der Motivation und der genauen Durchfiih-
rung der Konstruktion von sogenannten Konjugiertenfolgen. Im zweiten Abschnitt
betrachten wir die Berechnung von Einheiten als Quotienten von assoziierten Ele-
menten der Konjugiertenfolgen. Von diesen Grundbestandteilen ausgehend kann
man innerhalb des Verfahrens verschiedene Strategien und Methoden wahlen. Im
dritten Abschnitt untersuchen wir alternative Methoden zur Konstruktion der
Konjugiertenfolgen und im vierten Abschnitt des Kapitels beschreiben wir die

Moglichkeit, die Konjugiertenrichtungen zu variieren.

2.1 Konstruktion von Konjugiertenfolgen

Die Grundidee der Methode von Dirichlet ergibt sich aus dem folgenden Lemma,
nach dem fiir Mengen von Einheiten, deren Konjugiertenbetrige unterschiedliche

Bedingungen erfiillen, Unabhéngigkeit gewéhrleistet ist.
Lemma 2.1. Jede r-elementige Teilmenge aus {e1,...,er,4r, } € U(R) mit der

Figenschaft, dass fir allei € {1,...,r1 + ra} jeweils gilt

’egi) >1 und

P <1 firalle j e {1, 42\ i)

ist ein maximales System von unabhdngigen Einheiten in R.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass Einheiten 1, ..., ¢, mit Eigenschaft un-
abhéngig sind. Dazu betrachten wir die entsprechenden Vektoren L(e1), ..., L(e,).
Angenommen die Einheiten seien abhéngig, dann sind die Vektoren linear abhén-
gig iiber R (Satz[L.5). Aus der Anordnung dieser r Vektoren in einer rxr-Matrix

und der Tatsache, dass der Zeilenrang dem Spaltenrang entspricht, schliefsen wir
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2 Unabhiingige FEinheiten nach Dirichlet

auf die Existenz von A1,...,A\, € R mit mindestens einem A\; # 0, so dass
S i log(|sl(i)|) =0 fir alle [ € {1,...,r}. Wahle k € {1,...,r} mit [\
= max{|A;| : 1 <7 <r}. Daman beide Seiten der Gleichung mit -1 multiplizieren

kann, gelte ohne Beschrinkung der Allgemeinheit |Agx| = A;. Dann folgt

0= Neilog(lel’)) = 3 Aici log(|ef]) +Awex log(le(™))
p— N——

i=1
ik <0

> 3" Aeilog(le”) + Mwer log(ef))

i#k
=\ (Z 1og(s§;'>|>) = Akl log (| T)) > 0.

<0

Es ergibt sich also ein Widerspruch. Zum Beweis der Maximalitdt des Systems

unabhéangiger Einheiten kann nun Korollar herangezogen werden. O

Das Konzept einer Folge von unabhéngigen Einheiten, die sich hinsichtlich be-
stimmter Konjugierter unterscheiden, wird in [Poh93| verallgemeinert, um unter
anderem die Einheiten aus der Regulatorberechnung miteinbeziehen zu kdénnen.
Lemma [2.T] garantiert die Unabhéngigkeit der zugehdrigen Einheiten nur fiir ein-
fache Aufteilungen der Konjugiertenindexmenge {1,...,r1+72} in disjunkte Teil-
mengen I := {i} und J := {1,...,r1 + ro}\{i}. Man kann jedoch auch andere
Aufteilungen betrachten, dann ist die Unabhéngigkeit aber sukzessive durch eine
bestimmte Wahl von (I, J) zu sichern. Bevor wir das niaher ausfithren, definieren
wir das Objekt der Diskussion.

Definition 2.2. Ein Paar von Mengen (I,J) nennen wir Konjugiertenrich-
tung, falls I und J disjunkte Teilmengen von {1,... ,r1+rs} sindund 1 < #I <r
gilt. Eine Konjugiertenrichtung (I,J) mit der Eigenschaft #I = 1 nennen wir

einfache Konjugiertenrichtung.

Analog zum Fall der einfachen Konjugiertenrichtungen aus Lemma [2.T ordnen wir
nun einer Aufteilung von Konjugiertenindizes (I, J) eine Einheit zu, die beziiglich

der jeweiligen Konjugiertenindizes bestimmte Betragseigenschaften hat.

Definition 2.3. FEine Einheit ¢ nennen wir Einheit zu einer Konjugierten-

richtung (I,J), wenn gilt:

e >1Viel (2.2)
eW| <1V jeld (2.3)
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2.1 Konstruktion von Konjugiertenfolgen

Wenn wir nun wissen, wie man eine Einheit zu einer Konjugiertenrichtung kon-
struiert, ist im Fall einfacher Konjugiertenrichtungen klar, wie man vorgeht, um
r unabhéngige Einheiten zu finden: Man wéhlt eine r-elementige Teilmenge J der
Indexmenge {1,...,r; +ra}, ldsst ¢ durch die Teilmenge J laufen und konstruiert
zu jeder dazugehorigen einfachen Konjugiertenrichtung ({i},{1,...r1 + ro}\{i})
jeweils eine Einheit. Dann garantiert uns Lemma [2.1] die Unabhéngigkeit dieser r
verschiedenen Einheiten.

Im Falle nicht-einfacher Konjugiertenrichtungen miissen wir die Unabhéngigkeit
der zugehorigen Einheiten durch eine giinstige Wahl der Konjugiertenrichtungen
anhand der L-Vektoren beeinflussen. Wie das geschehen kann, erértern wir in Ab-
schnitt 241

Definition: Eine Menge von r Konjugiertenrichtungen {(Iy, J1),... (I, J.)}, so
dass die zu den Konjugiertenrichtungen gehorigen Einheiten unabhéngig sind,

nennen wir im Folgenden gewdhrleistendes Konjugiertenrichtungssystem.

2.1.1 Eigenschaften von Konjugiertenfolgen

Wie schon angedeutet, werden sich die Einheiten zu einer Konjugiertenrichtung
als Quotienten von Folgengliedern ergeben. Wir nennen ein Tupel (yo,71,- .., Vu)
als Teilfolge von (vg)ken Konjugiertenfolge zu (I,J), wenn die folgenden fiinf
Eigenschaften erfiillt sind:

(1) v =1,

(2) w € R\{0}V k € Z*°,
3) 1= iy Vie 1Y k ez,

4) |

(5) |N(y)| < C fiir eine Konstante C' € R>0,V k € Z29.

) W <DV je Vv kez,

Dabei nennen wir die Elemente der Folge Konjugiertenfolgenelemente oder ab-

kiirzend Dirichlet-Elemente und u die Linge der Konjugiertenfolge.

Die Motivation fiir diese Definition besteht darin, dass bei Konstruktion einer
Folge mit den fiinf genannten Eigenschaften die Folgenelemente paarweise ver-
schieden sind und beschrinkte Norm besitzen. Nach Proposition [I.1] existieren
dann Indizes p > v, so dass 7, ~ 7, und ;% € U(R). Damit ergibt sich eine
Einheit ¢ € U(R) zur Konjugiertenrichtung (I, J) als Quotient dieser Elemente,
denn fiir € := YTZ sind die Bedingungen und erfiillt.

Das erste Folgenglied definieren wir als vy := 1 und alle weiteren Folgenglieder
erhalten wir rekursiv als vg41 = Ok - v mit einem Hilfsfolgenelement By € F,
welches jeweils in Abhéngigkeit vom bereits gegebenen Folgenglied 7, und der
Konjugiertenrichtung (I, J) mit folgenden Eigenschaften definiert wird:
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2 Unabhiingige FEinheiten nach Dirichlet

(i) B € R\ {0},

(i) 18%|>1Viel,

(iii) 8| <1V jeJ,

(iv) IN(Be)| - [N ()| < C.

Wir sehen, dass ein solchermafien definiertes 7,41 die Bedingungen bis

erfiillt. Die Multiplikation mit den Konjugiertenbetriagen von (5 verringert bezieh-

)
)
)
)

ungsweise vergrofert die Konjugiertenbetrdge von 741 im Verhéltnis zu denen
von 7y, fiir die Mengen I beziehungsweise J. Die Elemente der Hilfsfolge (Bi)ken
werden gerade so konstruiert, dass sdmtliche Folgenglieder von (7j)gen durch ein
C beschrénkt sind.

2.1.2 Konstruktion der Hilfsfolgenelemente

Im Folgenden behalten wir im Hinterkopf, dass unsere Konstruktion sich auf (I, .J)
bezieht und verzichten weiterhin auf die explizite Indizierung der Folgenelemente.
Um fiir §y die Erfiillung der vier oben genannten Eigenschaften zu gewéhrleisten,
wird (§j als Element des Moduls M}, := %Rk konstruiert, welches beziiglich einer
speziell gewichteten, positiv definiten, quadratischen Form 75, beschrankt ist.
Die Schranke héngt dabei von 5 und einem zu wéahlenden C € R>0 ab. Bei der
Wahl von € und der davon abhangigen Gewichte A € R™ hat man grundsétzlich
verschiedene Optionen. Wir werden jetzt zunéchst die Zusammenhénge zwischen
der Wahl der Gewichte und den Bedingungen Fiir die konstruierten Hilfsfolgen
herausarbeiten. Im nichsten Abschnitt stellen wir die in [Poh93] vorgestellte Kon-
struktion der 8, mit LLL-Reduktion und die damit einhergehende konkrete Wahl
der Schranke C dar. Eine andere Moglichkeit ist die Konstruktion der £ mit Hilfe
des Auszéhlalgorithmus, die wir in Abschnitt erarbeiten.

Zunéchst benotigen wir zu der gegebenen Konjugiertenrichtung (I, J) eine kom-
plette Aufteilung der Indexmenge {1, ..., 71 + o} in disjunkte Teilmengen I und
J mit den Eigenschaften I C I und J C J sowie #I + #J = r + 1. Praktisch

werden wir uns immer mit der Wahl 7 := I und J := {1,..., 7475 }\I begniigen.

Bemerkung: Es sei darauf hingewiesen, dass man durchaus andere Mdglichkei-
ten hat, (f, j) zu wdhlen. Unser Anliegen wird aber der Vergleich ,ceteris paribus®
zweier verschiedener Suchmethoden entlang der Konjugiertenfolgen zu gegebenen
Kongugiertenrichtungen sein. Deshalb wollen wir diese Wahl hier festhalten (ver-
gleiche [Wil95, Bemerkung 3.5]).
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2.1 Konstruktion von Konjugiertenfolgen

Entsprechend der gegebenen Konjugiertenrichtung (I, .J) und der daraus resultie-
renden Konjugiertenrichtung (f , J ) unterteilen wir die Komponenten eines
Gewichtungsvektors A € R™:

A furve I
A\, = 1<v<r+m), (2.4)
Aj furveld
A= Ny (ri4+re<p<n=ry+2ry). (2.5)
Die Haufigkeit der im Gewichtungsvektor auftretenden A; nennen wir
vi=#{iel:1<i<r}+2 #{iel:r <i<r+1}L (2.6)

Ziel ist es nun, zum Beispiel durch Auszdhlen oder LLL-Reduktion ein Element

Bk € My, zu berechnen, fiir welches die durch

n

1 .
Toa(w) i= Y 55l

=171

(2.7)

definierte Linge in Abhingigkeit von vy und zu bestimmendem C € R beschriinkt

ist. Angenommen es sei ein fj € %R\ {0} mit der Eigenschaft

A2
Toa(Br) € ———= (2.8)
|N ()|
konstruiert worden. Dann schliefft man fiir die Konjugiertenbetrége, dass
R 1 R
i C? C ~
|ﬁ,(€)|<)\i-<2> =Aj-——— Viel, (2.9)
|N (k)| = |N (k)| =
A~ l A
, C? 2 -
\5,(63)|<)\- —_— =Aj-—— VjeJ (2.10)
T\IN ()l IN (&)

gilt, wodurch wir die gewiinschten Eigenschaften (ii)- (iv) fiir die Konjugierten

von B anhand der Wahl des Gewichtungsvektors A gewahrleisten wollen.

Als erste Konsequenz ergibt sich nun die Beschrankung von |N(8x)] - |V (v)], also

Bedingung an (i, denn es gilt:

NG| =TT 18] < ( ¢
=1

= IN(BR)| - IN ()] < ApATC™

Afto T
[N (y) =

_Cc
TIN ()| =

n

)

(2.11)
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2 Unabhiingige FEinheiten nach Dirichlet

Fiir die Normbetragsschranke C' der Konjugiertenfolgenelemente aus (iv) und (5)
kann also der rechtsseitige Ausdruck aus gewahlt werden, der allerdings
noch vom A-Gewichtungsvektor abhangt. Da mit den Gewichten die Erfiillung
der Eigenschaften (ii) und (iii) von §i in Abhéngigkeit von v gesteuert werden
soll, die Schranke C' aber unabhéngig von - sein soll, sind diese so zu wéhlen, dass
sie sich in dem rechtsseitigen Ausdruck gegenseitig aufheben. Fiir eine Konstante
0 € R setzen wir A\; := §” und Ay := ¥ und bestimmen die Exponenten so, dass
AN = 1 gilt. Dann muss (6%)" (6¥)" " = ° gelten und damit x¢+y(n—¢) = 0.
Daraus ergibt sich y = -#-. Mit der vereinfachenden Wahl z = 1 ergibt sich dann

fir die Gewichte:

A; =34, (2.12)
Aji=dmm . (2.13)

Nun bleibt noch, § so zu bestimmen, dass die Ungleichungsrelationen der Konju-

giertenbetrige fiir [ beziiglich 1 erfiillt sind:

(1) Die Abschétzung der Konjugiertenbetriage von [y, fiir die Indizes aus I erhalten
wir aufgrund der Tatsache, dass |N(«)| > 1 fiir Elemente o aus R\{0} gilt. Aus
Ok € ,Y%R\{O} folgt v Bk € R\{0} und daher

1
IN(Br)| > NG (2.14)
Fiir alle Konjugiertenindizes ¢ € I koénnen wir also wie folgt abschétzen:
n 1y -1 L\ n—t
891 = NG T~ 2 1o ('N(’f’i) ) . ('N(%)>
o |67 eI NI\ A€ A;C
(2.15)
1 IN(y)|=D 1 §

INOW)[ Cn=t o NTE X N ()| Gt gt (F ) [N () [ Ot

Fiir alle i € I soll | Bl(;)| > 1 gelten. Das ist unter Beriicksichtigung der in 1D

gegebenen Ungleichung bereits erfiillt, wenn:

# > 1. (2.16)
[N ()=t

Also sollte 0 mindestens gleich
D= |N()[=C" (2.17)

sein, um 1' und damit |,6’,(€i)| > 1 fiir alle i € I zu gewihrleisten.
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2.1 Konstruktion von Konjugiertenfolgen

(2) Des Weiteren soll |6,(€j )| < 1 fiir alle j € J gelten. Mit l} erkennen wir,
dass dies die Giiltigkeit folgender Ungleichung gewéhrleisten wiirde:

1> AIL. (2.18)

0 INOw)I

3=

Somit erhalten wir eine weitere Bedingung fiir die Wahl von § durch die folgenden

Umformungen:

n—e

N v . A .
HMz,\j:§M®5W,_,,ZC’1<:>52<C'I>
© [N (y) = IN ()| *

Das bedeutet, unser § muss mindestens gleich

3=

n—e

é L
di=|—" 2.19
<|N(’)’k)|"> (219

sein, damit 1) und |ﬁ,(cj)| <1Vje J gilt.
Diese zweite Bedingung an ¢ ist schwécher als die obenstehende, denn es gilt
D >d.Mit ¢ —12>0und n/t> 1 sieht man, dass

D/d = [N ()]s C*eD > |N(y)]+ > 1

gilt. Also kénnen wir mit der Wahl von § = D die Erfiillung aller Bedingungen

fiir das konstruierte Element 3 gewihrleisten.

Unbestimmt ist jetzt nur noch die Schranke C. Wir stellen im Anschluss die
in [Poh93] ausgefiihrte Idee dar, bei der die Schranke C entsprechend der LLL-
Reduktion gesetzt wird.
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2 Unabhiingige FEinheiten nach Dirichlet

Konstruktion mit LLL

Zu berechnen ist eine Konjugiertenfolge (v )ren zur Konjugiertenrichtung (I, .J).
Im vorletzten Abschnitt haben wir gesehen, dass wir die Elemente der Konju-
giertenfolge sukzessive konstruieren, in dem wir zu jedem bereits berechneten

Dirichlet-Element v ein (B mit

ToA(Br) < |

02
2.8
N (i)l = '.'

berechnen. Dabei erfolgt die Wahl der Gewichtungskomponenten von A wie im vo-

rigen Abschnitt und gewéhrleistet wie wir dort gesehen haben im Zusammenspiel
mit Bedingung (2.8)) die Erfiillung aller definierenden Eigenschaften der 7.

In diesem Abschnitt berechnen wir ;. als erstes Element einer LLL-reduzierten
Basis by,...,b, des Moduls M, := V%R (siehe Abschnitt 1.1.3). Fiir die quadra-
tische, positiv definite Form 75 , gilt:

|disc(R)|

det(Ty 5) = 2.20)
NCwP (
und fiir das erste Basiselement by = 0} gilt:
1
1 n
o1l < 2300 ((fdet(T,0)) (2.21)
|disc(R)|#
= T2,A(5k:) < 2%("_1)det(T2’A)% = 2% - 5 (222)
IN(y)[ =
Damit ist C bei dieser Konstruktion festgelegt durch
C := 23" D|disc(R)| 2. (2.23)

Dann sind durch die Bedingung (2.8)) alle gewiinschten Ungleichungseigenschaften
fiir die Konjugierten von (j erfiillt. Fiir die Normbetragsschranke C' der Konju-

giertenfolge (vx)ren ergibt sich mit der Folgerung | N (8x)|-|N(v)| < C™ in (2.11))
dann:

C = C™ = 25" D|disc(R)|>. (2.24)

Wir geben zusammenfassend den Algorithmus (Algorithmus [3|) an, mit dem eine
Konjugiertenfolge (vx),cy zu (I,J) berechnet werden kann. Die hier angegebe-
ne Version berechnet eine Konjugiertenfolge (vo,71,...,7,) der Lénge p unter

Beriicksichtigung eventuell bereits berechneter Dirichlet-Elemente vo,71 ..., V-

34



2.1 Konstruktion von Konjugiertenfolgen

Bemerkung 2.4. Die Bedingung und damit die Wahl von 0 als D, aus
der wir die Giltigkeit von \ﬂ](j)\ > 1 fiir i € I herleiten, ist schirfer als nétig.
Praktisch stellt die Wahl von § = D bei der Konstruktion der Hilfsfolgenelemente
durch die resultierende Grifle der \-Gewichte ein Problem hinsichtlich der be-
notigten Prdzision und Rechenzeit dar. Deshalb sollte nach [Wil93] zu Anfang
der Konstruktion fiir 6 die kleinere Schranke d gewdhlt werden. Dann gilt alle
j € J bereits die geforderte Bedingung |,6’,(€J)| < 1. Getestet werden muss dann,
ob es ein i € I mit |6,(f)| < 1 gibt. Wenn dies der Fall ist, wird § verdoppelt
und die Konstruktion mit diesem Wert erneut durchgefihrt, bis das damit kon-
struierte By Bedingung (ii) erfillt. Die Empfehlung, die man aus experimentellen
Untersuchungen ableiten kann, legt in bestimmten Féllen eine erhohte Wahl von
0 zu Anfang jeder Konstruktion nahe. Wir haben fiir das Verhdltnis von D und
d die Abschéitzung D/d > \N(’yk)ﬁ angegeben. Sobald die K