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Kapitel 1

Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Allgemeines

Wir wollen im folgenden einige allgemeine Eigenschaften von Funktionenreihen zusammen-
fassen. Als Beispiele dienen uns dabei die in Mathematik | eingefiihrten Potenzreihen und
Taylorreihen.

Im ganzen Abschnitt sei I C R ein Intervall.

Eine Funktionenfolge (auf I) (f.),,, ist eine Abbildung n  f,,, die jeder ganzen Zahl
n (n > ng) eine Funktion f,, : I — R zuordnet.

Ist (fn),>n, eine Funktionenfolge, so heiBt die Folge (s,) der Partialsummen

n>ngo

)= filz), zel

k=ngo

eine Funktionenreihe (auf ) und wir schreiben hierfiir auch > 2 " fi.

Punktweise Konvergenz

Fiir alle € I erhdlt man aus einer Funktionenfolge <f”)n2n0 eine Folge reeller Zahlen
(fa(2)),>n,- Die Funktionenfolge (f,),,, heiBt punktweise konvergent mit Grenz-
funktion f, wenn fiir alle x € I die Folge der Funktionswerte (f,()),,, gegen f(x)

konvergiert
lim f,(x) = f(x) Ve el
n—oo

Analog fiir Funktionenreihen: Die Funktionenreihe Z;":no fx heiBt punktweise konvergent
mit Summenfunktion s, falls die Funktionenfolge der Partialsummen punktweise gegen s
konvergiert

nh_{go Z fr(x hm sp(x) = s(x) Ve el

k=ng

Beispiele

0 firzel0,1]

(i). fn=a™auf I =0, 1] ist konvergent gegen f(z) = .
1 firz=1.

1
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(ii). fo(z) = nre " auf I = 0, 1] ist konvergent gegen f(z) = 0, denn fiir x # 0 gilt

fule) = - (na?)e

—0 fiir n—o0
(iii). fo(x) = \/iﬁ sin(mnzx) auf I = [0, 1] konvergiert gegen f(z) = 0.

Beispiel (i) zeigt: Grenzfunktionen stetiger Funktionen miissen nicht wieder stetig sein

0.8f 0.8f
0.6 0.6
0.4 0.4

0.2 0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Funktionenfolge (™) (b) Grenzfunktion nicht stetig bei 1

neN

Beispiel (ii) zeigt: Integration darf im allgemeinen mit dem Funktionsgrenzwert nicht ver-
tauscht werden

! ! 2 1T ,on 11 e
/0 fn(:v)dx:/o nxe " dx:—§6_m |0:§—§e_” —

DN | —

aber fol f(x)dz = 0.

Beispiel (iii) zeigt: Differentiation darf im allgemeinen mit dem Funktionsgrenzwert nicht

vertauscht werden
fi(z) = mv/ncos(mnz) also f/(0) =my/n aber f'(x)=0.

n

Um Differentiation und Integration mit Funktionsgrenzwerten vertauschen zu konnen, bendtigen
wir den starkeren Konvergenzbegriff der gleichmaBigen Konvergenz.

Definition. Eine Funktionenfolge (fy),,,, (auf ) heiBt gleichméBig konvergent gegen
die Grenzfunktion f, falls es eine Nullfolge (an)@n0 gibt mit

|fu(z) — f(2)] < ap fir alle x € I,n > ny

Entsprechend heiBt die Funktionenreihe Zzozno fr gleichmaBig konvergent, falls die Funk-
tionenfolge der Partialsummen gleichmaBig konvergiert.

Damit gilt nun
(fa)nsn, gleichmaBig konvergent = (f,),,>,, Punktweise konvergent

Die Umkehrung gilt aber nicht, wie folgendes Beispiel zeigt
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Beispiel (siehe Beispiel (i) oben)
fn(z) = 2™ ist punktweise konvergent auf [0, 1] gegen die Grenzfunktion

)0 firze0,1]
f(x)_{l firz=1

aber nicht gleichmaBig, denn

" firx € [0,1]
0 firx =1

|[fo(2) = f(2)] = {

und speziell fiir x,, = 1 — % gilt

n

| fo(@n) — flan)| = <1 _ l)n nooe 1

Daher kann es keine Nullfolge (a,) mit |f.(z) — f(z)| < a, fiir alle z € [0, 1], wie in der

Definition fiir gleichmaBige Konvergenz gefordert, geben.

Graphische Veranschaulichung gleichmadBiger Konvergenz

1 f+e
f
0.8f f—e
0.6
0.4
02}
05 1 15 2

(f”)nZno ist genau dann gleichmaBig konvergent gegen f, wenn zu € > 0 ein N, existiert
mit der Eigenschaft, dass alle Funktionen f,, fiir n > N, ganz im e-Schlauch um f liegen.

Eigenschaften gleichmdBig konvergenter Funktionenfolgen

Es sei (fu),>n, €ine punktweise konvergente Funktionenfolge (auf I = [a,b]) mit Grenz-

funktion f. Dann gilt

(i). (fn) gleichmaBig konvergent, f,, stetig fiir alle n = f stetig

(ii). (fn) gleichmaBig konvergent, f,, integrierbar fiir alle n = f integrierbar
b b
und / flx)dx = lim [ f.(x)dx
a n—oo a

(iii). (fn) stetig differenzierbar, (f/) gleichmaBig konvergent =
renzierbar, f'(z) = lim, . f,,(x) und (f,) gleichmaBig konvergent.

f stetig diffe-
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Entsprechende Aussagen gelten fiir Funktionenreihen, wenn man obige Aussagen auf die
Funktionenfolgen der Partialsummen anwendet. Insbesondere gilt also fiir eine punktweise
konvergente Funktionenreihe Zf:no fr

> Y pen, [k gleichmiBig konvergent, f, integrierbar fiir alle n
b oo 0o b
= fa Zk’:no fk(l’)dl’ = Zk’:no fa fk($)dx
> (fn) stetig differenzierbar, 37 f; gleichmaBig konvergent

= (TR, fl@) =300, fil@)

Beispiele

(i) Yopoox® ist gleichmiBig konvergent auf [0, b] fiir alle b < 1 mit Grenzfunktion -,

denn
1_xn+1
Zx also
1—3:
1 xn—i—l bn+1 oo
n(T) — = < — 0
@) - T T T s S 1
——
=:an

Insbesondere folgt

o* dr = —bk“:/ dr = —1In(1 —b)

oder aquivalent

0 b)k—H
> (-1 =In(1-0) fir 0<b<1
k=0

Dies entspricht gerade der in Kapitel 10, Mathematik |, aufgefiihrten Potenzreihen-
darstellung von In(1 + x)

= (=1)*
E: raan
<1

k=0

Die Funktionenreihe der Ableitungen > ka*~!

gent auf [0, 0] fiir b < 1 und damit folgt

Zk kel _(1:@) = (1_1x>2 fiir alle 2 € [0, 1] .

Dabei ergibt sich die gleichmiBige Konvergenz der Funktionenreihe >°° | ka*~! auf
[0,0], b < 1, aus den allgemeinen Satzen zum Konvergenzbereich von Potenzreihen
(siehe Kapitel 10, Mathematik | und Ergdnzung hierzu am Ende dieses Abschnittes).
In diesem Spezialfall kann man die gleichmaBige Konvergenz jedoch auch wie folgt
direkt einsehen

ist ebenfalls gleichmaBig konver-

k—
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= d (& d (1— ! 1 z"
k-1 _ @ k) @ _ _
ka Cdx (Zx) dm( 1—x ) (1—x)? (n+1)1—x

—0 glm. auf [0,b]

Fiir Funktionenreihen gilt folgendes einfaches Kriterium fiir gleichmaBige Konvergenz

Gibt es eine Folge (ay,) mit

n>ng

|fe(x)| <ap firallex eIk >ng

und ist die Reihe Zzozno ay konvergent, so ist die Funktionenreihe Z?’:no fr gleichmaBig
konvergent (auf I).

Beispiel. Die Funktionenreihe >/, Cosk(fx) konvergiert gleichmaBig auf R, denn

cos(kx)
L2

1
<
S

und die Reihe Y77 7 ist konvergent.

Potenzreihen

Als Beispiele fiir Funktionenreihen hatten wir bereits in Kapitel 10, Mathematik |, Potenz-
reihen

Zak(:c—xo)k (1.1.1)

kennengelernt. Der Konvergenzbereich von ((1.1.1)) hat die Form

| | |
[ [ I

Y

To—T ZTo To+T
Divergenz Konvergenz Divergenz

fir ein 7 > 0 (auch r = +00). Fiir den Konvergenzradius r gilt dabei die Formel

1

r= -
hmn—>oo n\/ |an|

(1.1.2)

Hinweis. st (x"/|an|> keine konvergente Folge, so muss man in der Formel (|1.1.2

"lim, o durch ”lim sup ("limes superior” ersetzen)
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Einschub: limes superior/limes inferior

Es sei (bn)n>n, €ine Folge reeller Zahlen. Unter dem limsup,,_,. b, der Folge (b,)

versteht man den gréBten Wert b (auch b = +00) fiir den es eine Teilfolge e
brys by gy - (Mg <y < g <mg <...)
der urspriinglichen Folge (b,,),,>,,, gibt, die gegen b konvergiert
Jiry b =
Entsprechend definiert man liminf, . b, als den kleinsten Wert b (auch b = —o0) gegen

den eine Teilfolge (by,, ), der urspriinglichen Folge (b,,) konvergiert.

n>ng

Beispiel. Fiir b, = (—1)", n > 0, gilt

limsupb, = +1, liminfb, = —1.

n—00 n—00

Man bezeichnet limsup,,_,. b, auch als groBten Haufungspunkt der Folge (b,)n>n,,
denn in jeder e-Umgebung von limsup,,_,. b, liegen unendlich viele Folgenglieder der
Folge, aber oberhalb dieser Umgebung liegen jeweils nur endlich viele Folgenglieder. Der
lim sup,,_,, b, ist also der groBte Wert, um den sich die Folgenglieder der Folge (b,,)5>n,
haufen. Entsprechend bezeichnet man liminf,,_,, b, auch als kleinsten Haufungspunkt
der Folge (by)n>ny-

Zuriick zu Potenzreihen: Alternativ gilt fiir den Konvergenzradius die einfachere Formel

. (079
r = lim
n—oo

CLn—‘,—l

falls der Grenzwert existiert.

(i). Yoo ma"™ hat Konvergenzradius r = oo, denn

:‘(k;+1)!

ay

k!

‘:k+1—>oo.
Q41

(ii). Yoo k2¥(x — 2)* hat Konvergenzradius r = 1, denn

ap | k2" _ k11
ape|  |(BFD2M T E4+1 2 27
(iii). Die Potenzreihe > .7 | apz® mit
1 fiir k gerade
ar = N 4 ..
+ fiir k ungerade

hat Konvergenzradius 1, aber
) a
lim
k—o0

existiert nicht.

Ar+1
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Innerhalb ihres Konvergenzbereiches, genauer, auf allen abgeschlossenen Teilintervallen der
Form [zg — r +€,29 + r — €] Clag — 1,20 + r[ fiir alle € > 0, ist die Potenzreihe ((1.1.1]
gleichmiaBig konvergent. Die durch die Potenzreihe (|1.1.1]) dargestellte Funktion

fileg—rixo+r[— R,:BHZak(x—aro)k
k=0

ist also stetig differenzierbar mit Ableitung

= Z kay(x — x20)*!
k=1

und integrierbar mit Stammfunktion

xo)k+1.

Anwendungsbeispiel. Die Funktion f(z) = e~ ist in der Fehlerrechnung von groBer
Bedeutung, besitzt aber keine elementare Stammfunktion. Daher sind die Integrale

nicht elementar zu berechnen. f besitzt jedoch die Potenzreihendarstellung

o0 0 9Nk o0 2k
==y T = ey
y__xz k=0 k= k=0

I-

Fiir die Stammfunktion ®(z) ergibt sich die Reihendarstellung

t?k‘ 0 . $2k‘+1
— —dt —1)f .
0= 3 >V

Also

und fiir den Fehler gilt die Abschatzung

n 2k+1 |£E|2n+1

() - Z(_l)k(Qlf—i— D | = oy ¢

k=0

1.2 Fourierreihen

Eine besonders wichtige Klasse von Funktionenreihen bilden die Fourierreihen. Sie eignen
sich insbesondere zur Behandlung periodischer Probleme.
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Periodische Funktionen

Es sei L > 0. Eine Funktion f : R — R heiBt periodisch mit Periode L, falls
flz+L)=f(x) VzxeR

Bemerkung
(i). Die trigonometrischen Funktionen sind periodisch:

> sin(x), cos(x) haben Periode 27

> sin(nz), cos(nx) haben ebenfalls Periode 27 fiir alle n > 1

(ii). Ist f periodisch mit Periode L, so ist

periodisch mit Periode 27, denn
; L L L .
flat2m)=f <%($+27T)) =f (%erL) =f (%x) = f(x).

Bei der Diskussion periodischer Funktionen kann man sich also auf 27-periodische Funk-
tionen beschranken. Zur Approximation 27-periodischer Funktionen betrachtet man statt
Polynomen oder Potenzreihen geeigneterweise trigonometrische Polynome bzw. Reihen

= 50 Z a, cos(nx) + b, sin(nzx)) (1.2.1)
fur Koeffizienten a,, b, € R.
Eigenschaften
(i). Eine trigonometrische Reihe der Form ([1.2.1]) ist gleichm&Big konvergent auf R, falls
die Reihe -
> (lan] + [bal)
n=1

konvergiert. Hinreichend fiir die Konvergenz dieser Reihe ist die Existenz von o, 5 > 1,
so dass

lim n%a, =0, lim n%b, = 0.
n—oo n—oo

(ii). Eine trigonometrische Reihe der Form ([1.2.1)) ist k—mal stetig differenzierbar, falls

die Reihe .
> nF(lan] + [bal)
n=1

konvergiert. Hinreichend fiir die Konvergenz dieser Reihe ist

lim n%a, =0, lim n’b, =0 fira,f>k+1.

n—o0 n—o0
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In diesem Falle Idsst sich die Ableitung von ¢ durch gliedweise Differentiation (d.h.
unendliche Summe und Differentiation vertauschen) bestimmen:

o0

t'(z) = Z(nbn cos(nx) — nay, sin(nz))

n=1

und dies ist wieder eine trigonometrische Reihe.
Es sei f eine 27-periodische Funktion. Gibt es dann eine trigonometrische Reihe

t(x) = % + Z(an cos(nz) + by, sin(nx))

n=1

mit t(z) = f(x) fir alle z, so heiBt ¢t Fourierreihe zu f und man sagt, dass f in eine
Fourierreihe entwickelbar ist.

Welche Beziehung besteht zwischen f und den Koeffizienten a,,b,? Dazu halten wir
zunachst folgende wichtige Eigenschaft trigonometrischer Funktionen fest.

Orthogonalitdtsrelationen

Fiir ganze Zahlen n,m > 0 gilt
2m
/ cos(mx) sin(nz) dx = 0
0

o 0 firm#n
/ cos(mz)cos(nz)de ={m  firm=n>1
0

2 firm=n=0

o firm #n
/ sin(ma)sin(nz)de =<7 firm=n>1
0 .
0 firm=n=20

Insbesondere gilt also
2m 2m
/ cos(mx)dr =0, / sin(mz)der =0 firallem > 1.
0 0
Ist f in eine Fourier-Reihe entwickelbar, also

flz) = % + Z(an cos(nz) + by, sin(nx))

n=1

und ist die trigonometrische Reihe gliedweise integrierbar (d.h. unendliche Summe und
Integral vertauschen; erfiillt z.B. falls gleichmaBig konvergent), so folgt

2

0

(x) cos(nz) dx = /o ’ (% + Z(am cos(mx) + by, sin(mx))) cos(nz) dx

27
sin(maz) cos(nx) dx
0

2m o 2w
= %/ cos(nz) dx + Z am/ cos(ma) cos(nzx) dx + bm/
0 — 0

= a,T.
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Analog zeigt man

/27r f(x)sin(nx) dx = b,m also
0

a, = / f(x)cos(nz)dxr firn=0,1,2,...

b, = — f( )sin(nz)dx firn=1,2,...

T Jo
Die Koeffizienten der Fourierreihe zu f sind also eindeutig bestimmt.

Definition Es sei f integrierbar auf [0, 27]. Die Zahlen

1 2 1 2m
ap = — f(z)cos(nz)dx, b, =— f(z)sin(nz) dx
T Jo T™Jo
heiBen Fourierkoeffizienten von f. Die mit den Fourierkoeffizienten gebildete Reihe

o0

— 70 2:1 a, cos(nx) + by, sin(nzx))

heiBt Fourierreihe von f.

Bemerkungen
> Fiir den Koeffizienten aq gilt speziell

Qo 1
= d
2~y ) f@dr

Daher heiBt % Mittelwert der Funktion f.
Falls die Funktion f periodisch mit Periode 27 ist, gilt zusatzlich:

> Zur Berechnung der Koeffizienten kann statt tiber [0, 27] iiber ein beliebiges anderes
Intervall der Lange 27 integriert werden, z.B. [—m, 7.

> Ist f (27-periodisch und) gerade, also f(—z) = f(x) fir z € R, so folgt

2 ™
= —/ f(z)cos(nz)dx firn >0
T Jo

b,=0 firn>1

Denn es gilt

2

a,m = f(z) cos(nz) dx = /_Tr f(z) cos(nz) dx =2 /OTr f(z) cos(nz) dx

0

/

f und cos(nz) gerade
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2

b, = i f(z)sin(nz) de = /_7r f(z) sin(nz) dx

= /_(:r f(z)sin(nz) dx + /07T f(z)sin(nz)dx =0

-~

=— [ f(z)sin(nz) dz

Analog gilt: Ist f (2m-periodisch und) ungerade, also f(—z) = —f(z) fir z € R,
so folgt
a, =0 firn>0

2 ™
b, = —/ f(z)sin(nz)dx firn>1
T Jo

Beispiele und weitere Bemerkungen

(i). f sei 2m-periodisch mit

x fir0<z<m
= - 1.2.2
/(@) {QW—ZE firm < ax <27 ( )
Da f gerade, ist b, = 0 fiir alle n und
o o s firn=0
an = —/ f(x) cos(nz) dx = —/ zcos(nz)dr = < 0 fiir n gerade
T Jo ™ Jo 4

——5  fiir n ungerade

Folglich ist

(cos(x) + % cos(3z) + % cos(52) + .. )

(ii). f sei 2m-periodisch mit

f(0)=0 und f(z)=7m—=x fir0 <z < 2rm (1.2.3)

Da f ungerade, ist a,, = 0 fiir alle n und

bn = %/07‘ f(x)sin(nz) dr = %/Oﬂ(w — x)sin(nz) dr = %
Folglich ist
Fila) =2 (singo) + S22 4 S 1) = > sin{na)

Wie bei Taylorreihen gilt auch bei Fourierreihen:
> Die Fourierreihe muss nicht konvergieren.

> Ist 'y konvergent in x, so muss der Wert der Reihe, F'¢(z), nicht mit f(z) iibereinstimmen.
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Hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz der Fourierreihe I ge-
gen f

Satz. st f:[0,27] — R stiickweise stetig differenzierbar (d.h. es gibt eine Unterteilung
0=u29p <z <+ <x, =27 von [0,27], so dass f’ auf |x;_;,z;[ existiert und stetig
fortsetzbar auf [z;_1, x;] fiir alle i), so konvergiert die Fourierreihe F fiir alle z und

flxy) + flx)
2

F(x) = % + Z(an cos(nx) + by, sin(nz)) =

n=1
Hierbei ist

flxy) = lim+f(y) der rechtsseitige Grenzwert, und
Y=

f(xz_) = lim f(y) der linksseitige Grenzwert von f in z.

Yy—T—

In allen Punkten x also, in denen f stetig ist, folgt unter den Annahmen des Satzes, dass
fz) = % + ;(an cos(nx) + b, sin(nz))

Auf jedem abgeschlossenen Teilintervall, auf dem eine stiickweise stetig differenzierbare
Funktion f stetig ist, konvergiert die Fourierreihe Iy dann sogar gleichmaBig gegen f.
Beispiele

(i). Die in (1.2.2)) definierte Funktion f ist stetig und stiickweise stetig differenzierbar.

Daher ist die zugehorige Fourierreihe

Fi(z) = = — 4 (cos(x) + = cos(3x) + = cos(bx) + .. )

T
2 7 32 52

gleichmaBig konvergent gegen f.

Insbesondere gilt zum Beispiel

also

(ii). Die in ([1.2.3) definierte Funktion f ist stiickweise stetig differenzierbar, aber nicht
stetig in 0. Es ist also

Fy(z) =2 Sing‘/‘m) _ f@) ; S v alle 2 £0.

o]
k=
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Gibbssches Phanomen

Ist f stiickweise stetig differenzierbar, aber nicht stetig in x, so konvergiert F(x) gegen
den Mittelwert 1(f(z4) + f(z_)). Die Konvergenz ist nicht gleichmiBig, vielmehr beob-

achtet man in z ein Uberschwingen der Fourierpolynome mit asymptotisch etwa 9% der
Sprunghdhe (genauer: 8,949%).

Beispiel (Sagezahnfunktion aus ([1.2.3))

. sin(kz)
Fi(z)=2) k;
k=1
Fir die Partialsummen

s .k :2(Sin(x)+sin(22a;)+_”+sin§lnx))

gilt

o (@) :/Ow sin ((n+ 1)) P

sin (%) :f\(:giw

Fiir die Ableitung des Fehlers r,(z) = s, (z) — f(z) folgt also
sin ((n+ 1)z
/ (l’) —_ (( - 2) )

sin (595)

us

1
n+3

mit kleinster positiver Nullstelle in z,, = . Hier besitzt der Fehler r,, in der Tat ein

globales Maximum mit

Y | (ALY L () TR
(n) /0 sin (L¢) « /°(n+%)sm(2(n1§))

2
™ sin(u)
> 2 du —7m~ 01789 -7~ 0.09- 27
0o u ~~

Sprunghéhe
~1.8519

Nebenrechnung zur Darstellung der Partialsumme:

n noo 1= einx
/ =9 —9 ikr | _ 2 1T :
s, () 521 cos(kx) Re (gﬂ e ) Re (e o )

o () g (0 6)- e ((043) )

und damit folgt

5n(2) :/0‘” sin((n+§)x) P

s (3
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Allgemeine Perioden

Ist f periodisch mit Periode L > 0, so ersetzt man cos(nz), sin(nz) durch cos (2

sin (2L7r ) Die zugehorige Fourierreihe lautet also

- 2 2
% + ; (an cos (%nx) + b, sin (%nm))

2 [t 92
:Z/o f(33)008<%m> de,n=0,1,2,...
2 [k 2

—Z/o f(ﬂﬁ)Sin<%nw> dr,n=1,2,...

Alle Aussagen zum 2m-periodischen Fall iibertragen sich sinngemaB auf den Fall allgemeiner
Periode.

T nx)

mit

Komplexe Schreibweise

Nach der Eulerschen Formel gilt
e’ =cost+isint,t €R.

Daher konnen wir eine Fourierreihe

oo
% + nz:; an, cos(nz) + by, sin(nx))
auch in der Form .
Z ™, zeR

schreiben, mit den komplexen Fourierkoeffizienten

1 2
Cn = 5o f(z)e " da
0
/ f(x) cos(—nz dm+z—/ f(z)sin(—nz) dx
3 firn=0
= an —iby) firn >0

N N
—~ /_\

a_p,+ib_,) firn<0



Kapitel 2

Kurven in R"

Zur Erinnerung:
I
R"=<X = : fx1, ..., xp €ER
Ty,
ist der n-dimensionale Punktraum mit den bekannten Rechenoperationen Addition und
Skalarmultiplikation. Fiir einen Punkt X = [z1,...,2,]" definieren wir seine Norm durch

1] i= \fat +ad 4o =

mit den bekannten Eigenschaften

(i). Positiv-Definitheit || X | > 0 und || X || = 0 genau dann, wenn X = 0.
(ii). Homogenitat ||aX|| = |af||X]|| fir « € R
(iii). Dreiecksungleichung | X + Y| < || X| 4+ [|Y]|

Fir Punkte X = [z1,...,2,])7,Y = [y1,...,y,]7 ist das Skalarprodukt definiert durch
(X,Y) =2y +2oyp + -+ Y = szyz
i=1

Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
(X < IX]- (Y] fir XY € R™.

2.1 Abstiande und Konvergenz von Folgen

Die Norm definiert einen Abstand zwischen Punkten X und Y in R”, indem wir als Abstand
gerade || X — Y|| nehmen.

Fiir e > 0 und X € R" heiBt die Menge
U(X) ={Y eR": | X -Y| <¢€},
also die Menge aller Punkte Y € R", deren Abstand zu X kleiner als € ist, die e-Umgebung

von X. Geometrisch beschreibt U(z) in

15
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> R! das offene Intervall | X — ¢, X + €|
> R? eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt X und Radius ¢ (ohne Rand)

> R3 einen Ball mit Mittelpunkt X und Radius ¢ (ohne die Balloberfliche).

Mithilfe des Abstandsbegriffes lasst sich nun auch Konvergenz von Punktfolgen in R" de-
finieren:

Definition. Es sei (X},),,, eine Folge von Punkten in R". Die Folge heiBt konvergent
gegen X € R™, falls gilt: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein N. € N mit

| Xx — X|| <e firalle k> Ne
X heiBt Grenzwert der Folge (X),,, und wir schreiben

lim X; = X.

k—o00

Bemerkung

(i). Die Folge (X}) konvergiert gegen X genau dann, wenn fiir alle € > 0 nur endlich
viele Folgenglieder auBerhalb der e-Umgebung um X liegen, d.h. alle, bis auf endlich
viele, X}, liegen in U (X).

(ii). Ist X = [T1gs- s Tng)T und X = [z1,...,2,]7, so gilt:
lim X, = X genau dann, wenn lim x;, =z; firalle t:=1,...,n
k—o0 k—oo

D.h. die Punktfolge (X)i>k, konvergiert in R" gegen X genau dann, wenn jede
Komponentenfolge (z;x)i>k, gegen die Komponente z; von x konvergieren.

Definition. Es sei [a,b] C R ein Interval. Eine Abbildung X : [a,b] — R" heift Kurve
(bzw. Weg) in R™. Die Punktmenge

{X(#) : t € a, 0]}
heiBt Bahn (bzw. Spur) der Kurve X.
Eine Kurve X (t) = [x1(t),...,2,(¢)]7, t € [a,b], in R™ setzt sich zusammen aus insgesamt
n Komponentenfunktionen.
Beispiele. Kurven dienen der Parameterdarstellung von Punktmengen in R", etwa
(i). n =2 Kreislinie Die Kurve
X (t) = [cos(t),sin(t)]" , ¢ € [0, 27]

durchlauft den Einheitskreis in R? einmal im entgegengesetzten Uhrzeigersinn. Ent-

sprechend
X(t) = r[cos(t),sin(t)]" ,t € [0,27] ,7 > 0

fir einen Kreis mit Radius 7.
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(ii). n = 3 Schraublinie
X (t) = [rcos(t), rsin(t),ct]’ ,t € [0,27n],7r > 0,c #0
durchliuft eine Schraublinie in R3.

> r heiBt Radius,
> n heiBt Windungszahl,
> 27|c| heiBt Ganghdhe.

(iii). Ist f : [a,b] — R eine Funktion, so beschreibt
X&) =1t f(@B)],t € [a, 0]
den Funktionsgraph von f als Kurve in R2.
(iv). Sind P,R € R", R # 0, so beschreibt die Kurve
X(t)=P+t-R, teR

die Gerade mit Aufpunkt P und Richtungsvektor R.

Definition. Eine Kurve X =[xy, ..., 2,]7 : [a,b] — R™ heiBt
(i). stetig, falls alle Komponentenfunktionen z; : [a,b] — R stetig sind,

(ii). differenzierbar, falls alle Komponentenfunktionen z; : [a,b] — R differenzierbar
sind. In diesem Falle schreiben wir

LX) = tim S (X (4 h) = X (1) = [1(8), ... (8)]”

X<t) = % h—0 h

X(t) heiBt Tangentialvektor der Kurve X zum Parameterwert . Falls X(t) #0,
so heiBt T'(t) = X (t)/|| X (t)|| Tangenteneinheitsvektor.

(iii). regular, falls X stetig differenzierbar und X (t) # 0 fiir alle ¢ € [a, b].

Interpretation

> Geometrisch: X (t) = limy,_,o +(X(t + h) — X (t))

TV
Sekante

Geometrisch beschreibt X (¢) also die Tangente an die Bahn von X im Punkt X (¢).

> Physikalisch: Stellen wir uns X als Bahnkurve eines Massenpunktes vor, so be-
schreibt X (¢) die momentane Ortsveranderung, also den Geschwindigkeitsvektor des
Massenpunktes im Zeitpunkt .
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2.2 Kurvenlinge
Es sei X : [a,b] — R eine Kurve in R"™. Zu gegebener Zerlegung Z von [a, b] der Form
a=ty<t;<---<t,=0b
beschreibt
=D IX(t:) = Xt
i=1
die Lange des Polygonzuges durch die Punkte
X(a) = X(tg), X(t1),..., X(t,) = X(b)

Ist X stetig differenzierbar, so konnen wir die Lange des i-ten Teilstiicks approximieren
durch

X (t:) — X (tic)|| ~ | X (tima) [ (8 — tiz1)
und damit

Z) e~ Z HX(ti—l)“(ti —ti—1) (2.2.1)

Der Ausdruck auf der rechten Seite (2.2.1]) ist eine Riemann-Summe zur Funktion f(t) =
IIX(t)|| und Zerlegung Z. Konvergiert die Feinheit der Zerlegung Z

§(Z) = max{t; — 1 <i<n}

gegen 0, so passt sich der Polygonzug immer genauer dem exakten Verlauf der Kurve an
und die zugehdrigen Riemann-Summen konvergieren

= SO~ Xl ~ Y K- 1) "5 [ )

Der Fehler, der bei der Approximation von L(X, Z) durch die Riemann-Summe in (2.2.1))
gemacht wurde, geht dabei asymptotisch gegen 0, d.h. es gilt

lim L X, Z) / 12X (8)]] dt .
8(2)—

Definition. Ist X : [a,b] — R™ stetig differenzierbare Kurve in R", so ist die Lange L(X)
von X definiert als das Riemann-Integral

= /bllX(t)lldtz /b \/Xlz(t)+"'+Xn2(t)dt
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Beispiele
(i). X(t) = r[cos(t),sin(t)]7, t € [0, 27], ist stetig differenzierbar, X (t) = r [— sin(t), cos(t)]”,
also gilt .
IX ()] = V/(r(=sin(t)))? + (rcos(t))> =7
—r2((sin(t))>+ (cos(t))2) =r2
und somit

27 27
L(X) = / ||X(t)|] dt = / rdt =r- 27 = Umfang des Kreises mit Radiusr
0 0

(ii). Ist f : [a,b] — R stetig differenzierbar, X (¢) = [t, f(t)]* die Parametrisierung des
Funktionsgraphen, so ist

b b
L0 = [1X @i = [ VIR
seine Lange.

Zum Beispiel ergibt sich fiir die Normalparabel f(t) = t?, t € [—1,1], als Lange fiir
den dazugehorigen Funktionsgraphen

L(X)Z/_llx/l%—élt?dt:\/g%—iln(:gi;)

Haben dabei verwandt, dass 1 (2tv/1 + 4¢2 + In(2¢t + /1 + 4¢?)) Stammfunktion zu
V1 + 42 ist.

Bemerkung. Die Lange einer Kurve kann auch fiir stetige, stiickweise stetig differenzier-
bare Kurven X : [a,b] — R™ definiert werden. (X heiBt stiickweise stetig differenzierbar,
falls eine Unterteilung a =ty < t; < --- < t,, = b existiert, so dass X auf |t;_1,t;[ zu einer
stetig differenzierbaren Kurve auf [t;_1, ;] fortsetzbar ist.)

Beispiel

o, " fir t € [0,1] . 1 fur t € [0, 1]
X(t)—{[t—1,2—t]T fir t €]1,2] also ”X(t)H_{\/ﬁ fiir t €]1,2]

und somit L(X) = fol 1dt + ff V2di =1+ 2.

2.3 Kriimmung von Kurven

Es sei X zweimal stetig differenzierbare regulare Kurve mit Tangenteneinheitsvektor T(t) =
X(t)/||X(t)||. Die Anderung der Geschwindigkeitsrichtung einer Kurve, bezogen auf die
Kurvenlange _

T(t) . T(t+h)—T()

. = lim

X ()] =0 [|X(t+h) = X(1)]

beschreibt die Kriimmungsrichtung von X in X (t). Seine Lange x(t) = || T'(t)|| /|| X (t)|]
heiBt Kriimmung von X im Punkt X ().
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Beispiel. Kreislinie mit Radius r

X(t) = r[cos(t),sin(t)]" , ¢ € [0, 27]
Fiir den Tangenteneinheitsvektor gilt
X(t)
IX (@)1l

Der Kriimmungsvektor, also die Anderung der Tangentialrichtung,

T(#) = —[cos(t), sin(t)] = —%X(t)

= [—sin(t),cos(¢)]”  unabhingig vom Radius 7!

T(t) =

zeigt zum Kreismittelpunkt. Fiir die Krimmung errechnet man «(t) = 1/r. Sie ist also
umgekehrt proportional zum Radius des Kreises.

2.4 Kurven in R?

Essei X : [a,b] — R? eine zweimal stetig differenzierbare regulare Kurve in R® mit 7'(t) # 0
fir alle t € [a,b]. Dann stehen die drei Einheitsvektoren

X(t

T(t)=— (t) (Tangenteneinheitsvektor)
X
T

N(t) = ||TELL§|| (Hauptnormaleneinheitsvektor)

B(t) =T(t) x N(t) (Binormaleneinheitsvektor)

orthogonal aufeinander und bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem (das sogenannte
begleitende Dreibein). Die von 7'(¢) und N(t) aufgespannte Ebene

E(t): X(t)+AT(t) + uN(t) fir\,peR
heiBt Schmiegeebene von X an der Stelle X(¢).
Es sei X' dreimal differenzierbare reguldre Kurve mit T(t) # 0 fir alle t € [a,b]. Die
Anderung der Binormalenrichtung bezogen auf die Kurvenlange
B(t) oy B+ = B(®)
X w0 [X(E+h) = X(@)]

beschreibt das Herauswinden der Kurve aus der Schmiegeebene und wird als Torsionsvek-
tor bezeichnet. Der Vektor B(t) ist orthogonal sowohl zu B(t) als auch zu T'(t), denn

B(t) = %(T(t) x N(t)) =T(t) x N(t) +T(t) x N(t) =T(t) x N(t).
Damit gibt es 7(t) € R mit .
B(t) _
xay OO

Die Zahl 7(t) heiBt Torsion von X im Punkt X (t). Fiir den Absolutbetrag gilt |7(t)| =
IB@/IIX@]-
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Beispiel (Schraublinie)

X (t) = [rcos(t), rsin(t),ct]’ ,t €[0,27n],r > 0,¢> 0

' —rsin(t)| —rcos(t)| 7 sin(t)
X(t)= | rcos(t) | ,X(t)=|—r s(i]n(t) X)) = |—r c(())s(t)

Also gilt
1
T(t) = E[—Tsin(t),rcos(t),c]T,R N/ )

N(t) = [~ cos(t), —sin(t),0]", B(t) =T(t) x N(t) = %[csin(t}, —ccos(t),r]"

Hieraus erhdlt man schlieBlich Kriimmung r(t) = 27 und Torsion 7(t) = 7.
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Kapitel 3

Funktionen in mehreren Variablen

3.1 Definition und erste Beispiele

Es sei D C R"™. Eine Funktion

f:D—=>R,
X = [z1,29,. .. 2, = f(X) = f(z1,29,...,2)

heiBt Funktion in n Variablen.

Beispiele

f(z,y) = 3zy+2r auf R?
f(z,y,2) = e +sin(x+y) auf R?
FX) = IXIPP =2+ +a, af R

3.2 Darstellungsweisen

Wie im Falle n = 1 definieren wir den Funktionsgraphen von f als die Menge

Iy ={(z,f(z)):2€D}CcDxR (CR"™)

Beispiel. Fiir n = 2 beschreibt der Funktionsgraph von f eine Fliche in R?, etwa einen
Paraboloid im Falle von f(z,y) = 22 + ¢

Fiir n > 3 gibt es keine offensichtliche Darstellungsweise des gesamten Funktionsgraphen
(in R?). Im Folgenden diskutieren wir Alternativen.

Schnittkurvendiagramme

Halt man jeweils n — 1 Variablen fest, etwa x4, ..., x,_1, so erhdlt man aus f eine Funktion
in einer Variablen:
t— f(l’l, .. ,In_l,t)

23
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Der zugehorige Funktionsgraph ist die Menge
{(t, fla1,...,2n_1,t)): (21, .., 20 1,t) € D} C R?
und er wird als Schnittkurve (von I'y mit der (x4, .., x,_1)-Hyperebene) bezeichnet.

Beispiel fiir n = 2. Essei f(z,y) = 2>+ y?. Halt man x (bzw. y) fest, so erhilt man in
der jeweils anderen Variablen eine Parabel.

Hohenliniendiagramme

Als weitere Alternative zur Darstellung einer Funktion in mehreren Variablen betrachtet
man Hohenliniendiagramme.

Definition. Zu gegebenem ¢ € R heiBt die Punktmenge
N.={XeD: f(X)=c}

die Niveaumenge zum Niveau c (und fiir n = 2 speziell Hohenlinie zur Hohe ¢).
Man bestimmt die Menge N, durch Auflésen der Gleichung

f(X)=c¢ nach X.

Beispiel fiir n = 2. Es sei wieder f(z,y) = 22 + y>. Die Gleichung 2% + y* = ¢ hat fiir
> ¢ < 0 keine Losung
> ¢ =0 die Lésung z =y =0

> ¢ > 0 einen Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius /c als Lésung.

3.3 Stetigkeit von Funktionen in mehreren Variablen

Aufbauend auf dem Konvergenzbegriff von Folgen in R™ konnen wir nun auch den Stetig-
keitsbegriff auf Funktionen mehrerer Veranderlicher iibertragen.

Definition Essei f: D — R, D C R" und X € R” so dass X Haufungspunkt von D
(d.h. in jeder e-Umgebung U.(X) gibt es Punkte aus D):

(i). (Grenzwerte von Funktionen) f besitzt in X den Grenzwert ¢, falls
lim f(X;) =c
k—o0

fir jede Folge (X;) C D mit limg_,o Xy = X. Wir schreiben in diesem Falle
hmy_»( f(Y) = C.

(ii). (Stetigkeit) Ist X € D, so heiBt f stetig in X, falls
Jimf(V) = f(X)

(iii). f heiBt stetig auf D, falls f in allen Punkten X € D stetig ist.
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Bemerkungen

(i). Die Rechenregeln fiir Grenzwerte fiir Funktionen einer Veranderlichen iibertragen
sich auf Funktionen mehrerer Veranderlicher, also

Jim (V) +g(Y) = lim f(Y)+ lim g(¥)
Jim (V) g(¥) = Jim f(Y)- Jim g(V)
Jim cf(Y) = Jim f(¥)

Y—X g(Y limy_>X g(Y)

3 = falls }llg}(g(Y) #0

(ii). Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt wie im Falle von Funktionen einer Veranderlicher:
Sind f,g: D — R stetig, so sind auch folgende Funktionen stetig:

f+g, f-g,¢cf undgaufDoz{XeD | g(X)#0}

Ist h: £ — R stetig, wobei £ C R mit f(D) C FE, so ist auch die Verkettung h o f
stetig.

Beispiele
(i). Die Projektionen p; : R" — R,z = [x1,...,x,] — x; sind stetig. Damit sind dann
auch die folgenden Funktionen stetig:
> lineare Funktionen f(x) = ajxq + -+ + a,z,
> Polynome in n-Variablen
px) =p(xy,...,2,) = Z Ay, X R2 ke
1<k;<m

> rationale Funktionen (also Quotienten von Polynomen) f]% auf dem Definiti-

onsbereich Dy = {z € R" | ¢(z) #0}

(ii). Die Funktion

0 fiir [z, y]" = 1[0,0/"
ist stetig in 0, denn fiir jede Folge X} = [z, yx]?, die gegen 0 konvergiert, gilt:

w22 22 4 y2)y
|f(xk, yx) — 0] = gkk S(kQ ’“l’“zyi%o
Ty + Ui T + Yj

daher ist limx_,o f(X) = 0 = f(0).
(iii). Die Funktion

ﬂxw:{;ﬁQ fir [z,y)" #[0,0]"

i o) £ 0,07
o a:2+y2 bl b
z,y) = 331
few {o fr i = [0.0] 3
ist nicht stetig in 0, denn fiir die Folge X, = [, ]” gilt limy_,o X; = 0, aber
11 1.1 1
10 =1 (37) = = £ 0= 10,
RS G +G) 2



26 Kapitel 3 — Reif/Stannat/Joswig, TU Darmstadt: Mathematik Il fiir MB — 13. Juli 2011

Eigenschaften stetiger Funktionen

Fiir stetige Funktionen f : [a, b] — R einer reeller Veranderlicher hatten wir bereits gesehen:
> f ist beschrankt
> f besitzt Maximum und Minimum

Entsprechendes gilt fiir die Funktionen in mehreren Veranderlichen. Dazu muss jedoch zuerst
eine Verallgemeinerung abgeschlossener Intervalle im R™ gefunden werden.

Definition. Es sei D C R"” eine Teilmenge

(i). X € D heiBt innerer Punkt von D, wenn es eine e-Umgebung von X gibt, die ganz
in D enthalten ist.

(ii). D heiBt offen, wenn jeder Punkt von D ein innerer Punkt ist.

(iii). X € R™ heiBt Randpunkt von D, wenn jede e-Umgebung von X sowohl Punkte
aus D, als auch Punkte aus dem Komplement R*\ D = {Y € R* : Y ¢ D} enthilt.

(iv). Die Menge aller Randpunkte von D heiBt Rand und wird mit 0D bezeichnet.

(v). D heiBt abgeschlossen, wenn D alle Randpunkte enthilt.
Beispiele
(i). Die e-Umgebung eine Punktes X
U(X)={Y eR": | X = Y| < ¢}
ist selber eine offene Menge mit Rand

AU(X)={Y €R": | X — Y| = ¢}

Folglich ist die Menge {Y € R": || X — Y|| < €} abgeschlossen.
(ii). Rechtecke @ C R* der Form
Q= {[z,y]" 1 1<wr<2-2<y<5}
sind offen, Rechtecke () der Form
Q={lz,y]" 1<2<2,-2<y<5)
abgeschlossen, Rechtecke der Form
Q= {[z,y]" 1 1<r<2-2<y<5}

sind weder offen noch abgeschlossen. Entsprechendes gilt fiir Quader (Q C R3.
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Definition. Es sei D C R" eine Teilmenge
(i). D heiBt beschrankt, falls eine Konstante M existiert mit

IX| <M firalle X € D

(ii). D heiBt kompakt, falls D abgeschlossen und beschrankt ist.

Die kompakten Mengen verallgemeinern die abgeschlossenen, beschrankten Intervalle [a, b]
in R.

Satz. Fiir F: D — R stetig und D C R" kompakt gilt
(i). f ist beschrankt.

(ii). Es existieren X ., Xmin € D mit

f(Xmin) < f(X) < f(Xnmax) VX €D
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Kapitel 4

Differentialrechnung von Funktionen
mehrerer Veranderlicher

4.1 Partielle Ableitungen

Essei D CR", f: D — R eine Funktion und X = [z1,...,2,]T € D ein innerer Punkt.
Fiir kleine A ist

hv— f(xy, ... 21,0+ b, @i, .o, Ty)
wohldefiniert als Funktion von h. Existiert dann der Grenzwert der Differenzenquotienten
in der i-ten Koordinatenrichtung

1 L of
Illlg(l)ﬁ(f(iﬁl,---,ﬂfi+h,---7$n)—f($1,---,$i,--->$n)) = o

(X)

so heiBt f an der Stelle X partiell differenzierbar nach z;, 1 < i < n. Der Grenzwert
%(X) heiBt partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle X.

Die Funktion f heiBt an der Stelle X partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ablei-

tungen g—gﬁ:(X), 1 < ¢ < n, existieren. Der Vektor
of of 4
df(X):=|=— X
grad f(X) i= [ Z2-(X), ..., ()

der partiellen Ableitungen von f in X heiBt Gradient von f in X. Statt grad f ista uch
die Notation V f liblich.

(X)

Bemerkung. Bezeichnen wir mit ¢; = [0,...,0,1,0,...,0]” den i-ten Einheitsvektor im
R™, so kdnnen wir schreiben
of o1
5L0) = lim (X + hes) = £(X)
Beispiel
(i). f(z,y) = 22* + y* auf R2
O (0 ) = lim (£ + hyy) — f(2,9)) = lim ~(2(o + B + o — (2% + 7))
oz Y T Y Y h—0 h Y Y
.1 9
= flg% E(leh—i- 2h%) =4z

29
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Entsprechend gilt %(x,y) =2y

(i). f(z,y) = sin(xy?) auf R?

of .2 2 8_f _ (o2
5 (x,y) =y~ cos(zy”) By (x,y) = 2yx cos(zy”)

Bei partieller Ableitung nach x behandelt man also y wie eine Konstante, und bei
partieller Ableitung nach y behandelt man x wie eine Konstante.

Alternative Bezeichnungen fiir partielle Ableitungen sind f,., fa, fy, f2, ft, - - -

Partielle Ableitungen hoherer Ordnung
Ist f partiell differenzierbar nach x;, so definiert

of

X
8:102-

(X)

wieder eine Funktion in n Verdnderlichen, die man wieder gegebenenfalls nach x; partiell
differenzieren kann:

o (of 0*f . .
— = < <
83:j (6:161) (X) axjﬁxl (X) far 1 =hl=n

Man erhalt auf diese Weise die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f. Die

J 1 <z,]<n

der zweiten partiellen Ableitungen heiBt Hessematrix von f im Punkt X.

Beispiel

(). f(z,y) =22% + y?, also

%(m,y) =da g—g(:ﬁ,y) =2y
und damit
o0 f B o0 f B o0 f B o0 f
duay DY) =0 dyoe =¥ =0 a2 (@y) =4 a7
(i). f(z,y) = sin(xy?), also
92 f

Ere (x,y) = —yt sin(ycy2)

Analog zu den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung bildet man partielle Ableitungen
hoherer Ordnung:
o (). 22
Ox;0x;0xy " " Ox?0x; " "

(z,y) =2
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Hinweise und Warnungen

Bei Funktionen f in einer reellen Veranderlichen folgt aus der Differenzierbarkeit von f die
Stetigkeit von f. Das ist fiir Funktionen in mehr als einer Veranderlichen im allgemeinen
nicht richtig.

Beispiel. Die in (3.3.1)) untersuchte Funktion

. x;:y ;  fur [ij}T # [OaO]T
fy) = {0 v fur [z,y 0

ist nicht stetig in 0. Jedoch gilt

of
ox

of

—-(0,0) = dy

ZL(0,0)=0.

Im allgemeinen ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht vertauschbar, d.h. im
allgemeinen ist z.B.

0*f y 0 f
oxdy "~ Oyoxr
Beispiel
_Jayits firfe,y)” #0007
fz,y) {0 sonst
Fiir [z, y]" # 0 gilt:
of =y 2 2z(2? — y?)
%(fﬂ,y) = y372—+92 +zy 22+y2 (2% +y2)2

Analog gilt

g(x I— s oyt da?y?
gy VT INE R T @)
und 0f/0z(0,0) = 0f/0y(0,0) = 0. Folglich

>*f : of of 1
0.0 = tim - (00 - Sh0.0)) gy 3 b (-1 = 1.

aber

of of of
droy ) = (8y(h 0 -3, 0))_£%h(h =1

Es gilt jedoch allgemein der folgende Satz.
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Satz. Sind die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung stetig, so ist die Reihenfolge der
partiellen Ableitungen bis zur k-ten Ordnung vertauschbar.

Fiir die partiellen Ableitungen von Summen und Produkten gelten dieselben Rechenregeln
wie im Falle n = 1: Sind f, g : D +— R an der Stelle X partiell nach x; differenzierbar, so
sind auch die folgenden Funktionen an der Stelle X partiell differenzierbar nach z;:

(i). Linearitat of + fg fir a, § € R mit

dg
81‘,‘

af
8ZEZ‘

d(af + Bg)

61’2‘ <XO) -«

(Xo)

(Xo)+8

(ii). Produktregel f -g

(iii). Quotientenregel Ist g(X) # 0 fiir X € D, so ist auch g an der Stelle X partiell
differenzierbar nach x; mit

0 <f> O (Xo) - 9(Xo) — f(Xo) - 552, (Xo)
g

Oz
O; (o) = 9*(Xo)

Weiterhin gilt die Kettenregel:

Satz. Essei D C R" offen, f : D — R)Y — f(Y) = f(v1,...,yn) stetig partiell
differenzierbar. Weiterhin sei U C R™ (m > 1) offen,

gi - U — R stetig partiell differenzierbar fiir 1 <:<n

und es gelte
(1(X),...,0.(X)]" € D fiiralle XecU.

Dann ist die Verkettung
F:U—R

X = f(gl<X)7"°7gn(X>>

stetig partiell differenzierbar und fiir die partiellen Ableitungen gilt:

OF ) =3 2 3), - anx)- 2 x)

]:1 N 4

;'iuBe:g Abl. innere Abl.
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Polarkoordinaten in R?

Fir einen Punkt P = B] bezeichne

r(z,y) = H B] H =22+ 12 (Lange des zugehdrigen Ortsvektors)

¢(z,y) = arctan <Q> (Winkel des Ortsvektors zu P mit der x-Achse)
x

die Polarkoordinaten von_P.

Fiir einen Punkt P = Zj mit Polarkoordinaten (r, ¢) gilt also

x=r-cos¢ = gi(r,o)
y=r-sing =g (r,¢)
fur (r, ¢) €]0, 00[ x [0, 27].
Ist eine Funktion f : R? — R gegeben, so beschreibt die Vekettung
F(r,¢) = f(rcos¢,rsin¢)

also dieselbe Funktion in Polarkoordinaten.

Beispiel. Fiir f(xz,y) = e~ @ ") ergibt sich so

F(T’, ¢) _ 6—((rcos¢)2+(rsin¢)2) _ 6—7“2

(*)
Mit Hilfe der Kettenregel lassen sich die partiellen Ableitungen von F' aus den partiellen

Ableitungen von [ berechnen. Aus F'(r,¢) = f(g1(r, @), g2(r, ¢)) folgt

%—f(?“, ¢) = g(rcowb,rsingb) cos ¢ + g—“g(rcosqb,rsinqb) sin ¢

ox
Z—Z(r, o) = g (rcos ¢, rsing)(—rsing) + g—f(r cos ¢, 1 sin @) (r cos ¢)
Y
In obigem Beispiel ergibt sich dann:

oz
oF
or

(4.1.1)

= —2rcos¢ - e cos ¢ — 2rsin ¢ - e sin ¢

r2

= —2re” (hdtte man auch direkt sehen konnen!)

Ableitung entlang von Kurven

Ist v : [a,b] — D stetig differenzierbare Kurve und f : D — R stetig partiell differenzier-
bar, so ist die Funktion

for o bl = f((1) = Fn(t), ., m(?))

stetig differenzierbar nach ¢, und es gilt

(Fe) () =S (Fem @ =3 Fow) a0
i:l%ﬁ,_/ innere

J/

Vv
Ableitung
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rcost

Beispiel. Fiir f(z,y) = e~ @) und 4(t) = [rsint

} ergibt sich dann

(foy)(t) = —271(25)6_(71“)2*72“)2) () — 272(t)€—(71(t)2+v2(t)2) (1)

= (2r2 cos(t) sin(t) — 2r%sin(t) Cos(t)) e =0

4
dt

Setzt man speziell fir Xo € D
fir einen Vektor ¥ € R", so ist y(t) € D fiir t in einer Umgebung der 0, also etwa fiir
t €] — g,¢[. Fiir die Ableitung von f entlang - erhalten wir in t = 0 wegen ~/(t) = ¢

(F 07Y(0) = lim 3 (F(3()) ~ F((0))) = lim & (F(Xo + hi) — F(X0)

h—0 h

Z axz vi = (grad f(Xo), v)

Definition. Ist f: D — R in einer Umgebung von X, € D stetig partiell differenzierbar
und ¢ € R™ ein Richtungsvektor, so heift

of
< 0

aaﬂXo)=,gig%%<f<xo+ha>—f<xo>> (Xo) - vi = {grad §(X0), )

die Ableitung von f ldngs ¥ (im Punkt Xj). Ist ||¢]] = 1, d.h. hat der Richtungsvektor
U Lange 1, so heiBt 07f(X,) die Richtungsableitung von f in Richtung ¢ (im Punkt
Xo). Speziell fiir 7 = ¢; erhalten wir:

of

817f(X0) = ax

(Xo)

> Die Richtungsableitung in Richtung der i-ten Einheitsvektoren stimmt also mit der
partiellen Ableitung nach z; liberein.

> Geometrische Interpretation des Gradienten: Aus der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung folgt fiir ||v]| = 1

lim - (F(Xo + ) — F(X0)) = 0a (Xo) = {arad (Xo), ) < || grad F(X0)]

h—0

und falls grad f(X,) # 0, so gilt die Gleichheit dann, wenn

grad f(Xo)
| grad f(Xo)|l

U=

Der Gradient von f in X zeigt also stets in die Richtung des steilsten Anstiegs
der Funktion.
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Beispiele

(i)- fla.y) =2+ also grad f(x.y) = 2 [y]

Fiir die Richtungsableitungen erhalt man 0z f(z,y) = 2(zv; + yvs).

Insbesondere wird 93 f (z, y) maximal fiir ¥ = —= [x] und 0 fir v_L [ﬂ
f(z,y) Ve |y y

Fiir die Richtungsableitungen erhdlt man 8 ,y) = 2(zvy — yug)

(i). f(z,y) = 2* —y?, also grad f(x,y) =2

l—|

Insbesondere ist Oz f(x,y) = 0 fir ¥ = [ 1

4.2 Die totale Ableitung
Ist f: [a,b] — R differenzierbar in xy €la,b], so beschreibt die Tangentengleichung

g x> f(xo) + f'(o)(w — o)

eine lineare Naherung von f in z.

Die Giite der Approximation kann man dabei wie folgt beschreiben:

fl@) = f(xo)

Tr — 2o

f(@)=g(x) = f(2)=(f(xo)+f (x0)(x—10)) =

TV
—0 fir z—xg

Landau-Symbol

Das folgende ist eine Vereinbarung zur Notation: Es sei D C R"™ und X, € D. Fiir zwei
Funktionen f,g: D — R schreiben wir

F(X) = g(X) + o (X — Xo|")

o ()~ 9(X)
R e o

Das Landausche Symbol o(||X — Xy||*) besagt also, dass der bei der Approximation von f

durch g in der Ndhe um X, gemachte Fehler von einer kleineren Ordnung als || X — Xo|*
ist.

=0.

Wir wollen den Gedanken der linearen Approximation von Funktionen einer reellen Veranderlichen
auf Funktionen in mehreren Veranderlichen iibertragen. Statt Naherungen von f durch eine
Geradengleichung

9(x) = f(20) + f'(z0)(z — mo)
betrachten wir die Niherung von f durch Abbildungen der Form f(Xy) + a’ - (X — Xj)
fiir einen Vektor @ € R”.
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Definition. Es sei D C R", Xy € D innerer Punkt und f : D — R eine Funktion. f
heiBt in X total differenzierbar (oder linear approximierbar), falls ein Vektor @ € R”"
existiert, so dass

f(X) = f(Xo)+a" - (X — Xo) +o(| X — Xol))

fiir X in einer Umgebung von X gilt.
Ist fin Xy € D total differenzierbar, so gilt

> fistin X, stetig
> fist in Xq partiell differenzierbar und es gilt

of of T

d = grad f(Xo) = 8_x1<X0)’ ’87()(0)

In den Komponenten des Vektors @ stehen also die partiellen Ableitungen von f in
Xo. Insbesondere ist der Vektor @ eindeutig bestimmt.

Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt im allgemeinen nicht die totale Differenzierbar-
keit. Jedoch gilt dfas Folgende:

Satz. Falls D C R" offen ist und f : D — R stetig partiell differenzierbar auf D, so ist
f auch total differenzierbar auf D.

Beispiel. Sei f:R? - R, f(z,y) =2 — 2? —y?, also grad f(z,y) = —2[z,y]*
Da f stetig partiell differenzierbar, ist f insbesondere total differenzierbar und die lineare
Niherung von f im Punkt [xg,y]T € R? ist

-1

Y Yo

f(%ZJ):2—$3—y§—2$0($—$0)—2y0(y—yo)+0(‘

etwa in {IO} = {q gilt
Yo 0

f(x,y):O—Q\/ﬁ(x—\@>+0<\/(x—\/§>2+y2) )

4.3 Die Taylorformel fiir Funktionen in n Variablen

Die Taylorformel fiir die Approximation einer differenzierbaren Funktion

f :]a,b[— R
durch Polynome der Form
/ " (m)
f(zo) + / (1x!0) (x — ) + / éflb"o) (x—m)”+- + iG] m(!xo) (x —xo)™

|asst sich auf differenzierbare Funktionen in mehreren Variablen verallgemeinern:
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Satz. Es sei D C R” offen, f : D — R (m + 1)-mal stetig partiell differenzierbar,
Xo € D,v € R", so dass die Verbindungsstrecke

{X(]—i‘tﬁ te [0, 1]}

zwischen X und X + ¢ ganz in D verlauft. Dann gilt die Taylorformel

f(Xo + ) = f(Xo) + 0 f(Xo) + %ng(xo) ..t %‘%ﬂ (Xo) + Rm1(Xo, V)

mit dem Restglied

. 1 m .
Ryi1(Xo, ) = ,35 (X + £D)

(m+1)
fiir ein £ € [0, 1].
Mit der Substitution ¥ = X — X, erhalt man aus

FX0) + 0uf (Xo) -+~ 08 (o)

ein Polynom p(X) vom Grade m in den Variablen z1,...,x,. Wie im Falle n = 1 heiBt p
m-tes Taylorpolynom von f im Entwicklungspunkt X,. Mit diesem Polynom gilt dann

J(X) =p(X) + o (X = XolI™)

Die wichtigen Spezialfille m = 1,2
m = 1: Lineare Approximation. Es sei f zweimal stetig partiell differenzierbar.
f(Xo +7) = f(Xo) + 05f(Xo) + Ra(Xo, V)
= f(XU) + (grad f(Xo),?7> + RQ(X(), 17)
mit Ry (Xo,v) = 5,021 (Xo + £0) fiir ein € € [0,1].
Mit der Substitution 7 = X — X erhalt man hieraus

J(X) = f(Xo) + (grad f(Xo), X — Xo) 40 ([[X — Xol])

p(X)

m = 2: Quadratische Approximation. Es sei f dreimal stetig partiell differenzierbar.

F(Xo+8) = J(Xo) + 06T (Xo) + 5031 (X0) + By(X0.7) s
= F(Xo) + {grad f(X0), 0) + 5 - Hy(Xo)i'+ Rol(Xo, ) -

mit Ry(Xo,v) = 502 f(Xo + £0) fiir ein € € [0,1].

Hierbei ist

82f 82]“ an
8_90%(X0) Ox10x2 (XO) T Ox10zn <X0)

s (X0) GO0 (X - |72 )
. : : : 0

Hy(Xo) =

2 : 2 : 2
Bxiafxl (XO) 81’8715;2 (XO) o 8_£<X0)
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die n x n-Matrix der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f in X,. Die Matrix
H (X)) ist die Hessematrix von f in X. Da die partiellen Ableitungen vertauscht werden
konnen, gilt:

0*f 0*f
Xo) = X
3@-830]- ( 0> 8%8@( 0)
Die Matrix H; (X)) ist also symmetrisch, d.h. es gilt H;(X,)" = H;(X).
Mit der Substitution v = X — X, erhadlt man aus (4.3.1]

fir 1<4,j<n.

FX) = F(X0) + {arad F(Xo), X = Xo) + 5(X = Xo)T - Hy(X0)(X = Xo) o (X — Xo?)

(. J

=p(X)

Beispiele

(i). f(z,y) = €™ ist 3-mal stetig partiell differenzierbar

R
Lo

2
— o%oYo yO 1 + xOyO
Hy(x0,90) = € {1 + Zoto 22

Also ist

T 1 T 9
etoYo | oToyo Yo L — Zo 4 ZeTovo T —Zo Yo I+ xoyo| |x — o
_ _ 1 2 _
Zo Y — Y 2 Y=Y + ZoYo Z Y — Y
= €™ 4 ™% (yo(x — 20) + 0(y — Yo))
1
+ 56%% (w6 (x = 0)? + 2(1 + 2oyo) (x — o) (y — yo) + 25 (y — v0)°)

die quadratische Naherung fiir f im Punkt BO]
0

(ii). f(z,y) =2+ 4wy + 8y* + 3z + 5y + 1

2x9 + 4yg + 3
gradf(mo,yo) = { o i }

dxg + 16y + 5
2 4
Hf($07y0) = {4 16}
also ist die quadratische Niherung in [z¢, yo]” gegeben durch

(z2 + 4xoyo + Syg + 30 + Syo + 1)
+ (220 + 4yo + 3)(x — wo) + (4o + 16y0 + 5)(y — v0))

+ % (2(z — 20)* + 8(z — x0)(y — o) + 16(y — 10)”)

= =143z + 5y +2° +day + 8y* = f(z,y) ©)

d.h., wie im Falle n = 1 stimmt das Taylorpolynom zweiter Ordnung mit f iiberein,
wenn f ein Polynom vom Grad < 2 ist. Analoges gilt fiir Polynome héheren Grades.
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4.4 Anwendung: Bestimmung von Extremalstellen

Wie im Falle einer Funktion einer reellen Variablen definieren wir:

Eine Funktion f : D — R hat in 2y € D ein lokales Maximum (Minimum), falls ein
€ > 0 existiert mit

[(Xo) = f(X)  (bzw. f(Xo) < f(X))
fur alle X € U.(Xy).

Ist f(Xo) > f(X) (bzw. f(Xo) < f(X)) fir alle X € D, so heift X, absolutes Maxi-
mum (Minimum).

Notwendiges Kriterium. Wie im Falle einer Funktion einer reellen Variablen gilt: Ist f :
D — R partiell differenzierbar und X, lokales Extremum (also X, eine lokales Maximum
oder lokales Minimum), so ist grad f(X,) = 0. Man nennt die Nullstellen des Gradienten
von f, also die Stellen Xy mit grad f(X,) = 0 kritische Stellen.

Mochte man also (lokale) Maxima (bzw. (lokale) Minima) einer Funktion bestimmen, so
sucht man zundchst die Menge der kritischen Stellen. Diese kritischen Stellen sind die Kan-
didaten fiir lokale Extrema. Man versucht dann mit den folgenden hinreichenden Kriterien
fiir lokale Maxima und Minima zu entscheiden, ob es sich bei einer gegebenen kritischen
Stelle um ein lokales Maximum oder um eine lokales Minimum handelt. Zur Bestimmung
aller lokalen Extrema muss man schlieBlich gegebenenfalls auch noch das Verhalten der
Funktion am Rand des Definitionsbereiches untersuchen.

Fiir hinreichende Kriterien benétigen wir wie im Falle von Funktionen einer reellen Veran-
derlichen die hoheren Ableitungen von f. Bevor wir ein hinreichendes Kriterium formulieren
konnen, bendtigen wir noch Informationen liber positiv definite Matrizen.

Einschub: Positiv definite Matrizen

Definition. Es sei A = [a;;] eine symmetrische n x n-Matrix (also AT = A, d.h.
a;; = ay; fir 1 <1i,5 <n). A heiBt positiv definit, falls gilt

fTAZ >0 firalle ZeR",Z#0.

A heiBt negativ definit, falls — A positiv definit ist, und indefinit, falls ', € R" existieren
mit
fTAZ >0 und ¢TA7<0

Achtung: Es gibt symmetrische n x n-Matrizen, die weder positiv definit, noch negativ
definit, noch indefinit sind; beispielsweise die Nullmatrix.

Beispiele

(i). A= l(l) ﬂ ist positiv definit, denn

HEIA R |

2
>0 fir m cR? m £0
y y
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(ii)). A= [_01 ?] ist indefinit, denn
al Aei = — &gl = -1
-~
und
&l Ay = — &7 = +1
Bemerkungen

(i). Wir haben in “Mathematik | fiir MB" gesehen, dass fiir eine symmetrische n x n-
Matrix A alle Eigenwerte von A reell sind. Weiter gilt dann:

A positiv definit < alle Eigenwerte von A positiv
A negativ definit < alle Eigenwerte von A negativ
A indefinit < A besitzt mindestens einen positiven

und mindestens einen negativen Eigenwert

(ii). Das folgende Kriterium charakterisiert positive Definitheit einer Matrix mit Hilfe von
Determinanten. Es gilt:

A ist genau dann positiv definit, wenn fir k =1,2,...,n gilt

det | : | >0

(iii). Fir 2 x 2-Matrizen ist dieses Kriterium besonders einfach anzuwenden: die Matrix

a b .
A= [b d ist
ist
positiv definit & a>0 und detA=ad—b*>0
negativ definit & a<0 und detA=ad—b >0

indefinit & det A=ad—b><0
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Fortsetzung: Lokale Extrema

Kehren wir zuriick zu hinreichenden Kriteria fiir lokale Extrema einer Funktion in mehreren
reellen Veranderlichen. Mit Hilfe der Aussagen iiber positiv definite Matrizen erhalt man
nun:

Satz. Essei f : D — R zweimal stetig partiell differenzierbar und Xy € D mit

grad f(Xo) = 0. Es sei H(X,) = [8225; (XO)} die Hesse-Matrix von f in Xp. Dann
gilt:

> falls H¢(X,) positiv definit, so ist X, lokales Minimum
> falls Hf(X,) negativ definit, so ist X lokales Maximum

> falls H¢(X,) indefinit, so ist X kein lokales Extremum (sondern Sattelpunkt)

Spezialfall n = 2 Im Spezialfall n = 2 erhalt man aufgrund von Bemerkung insbe-
sondere fiir f(x,y):

92 52
Hf(xm Yo) = gtxg(%, Yo) %?afy(xo, Yo)
8ygx (ZZ'(], yO) 875 (1307 yO)

und ist
A :=det Hy(wo,y0) = %(130790) : %(IOJJO) - (;;gy(ﬁoayo))Q
so gilt:
> fir A > 0 und %(Io,yg) > () ist 53 lokales Minimum
> fir A > 0 und %(Io,yg) <0 ist 3;3 lokales Maximum

> fir A <0 ist BO] kein lokales Extremum (sondern Sattelpunkt).
0

Beispiel: Elliptisches Paraboloid. Das elliptische Paraboloid f(z,y) = 2? + % hat
genau ein lokales Minimum im Punkt (0, 0); sieche Abbildung [4.1]

Beispiel: Hyperbolisches Paraboloid. Das hyperbolische Paraboloid f(z,y) = 2% — 3
hat keine lokalen Extrema aber einen Sattelpunkt in (0, 0); siehe Abbildung [4.2]
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Abbildung 4.1: Schnitt- und Niveaulinien der Funktion f(z,y) = 2% + 3>

2
s 1
A - 0
-1
15
=2

Abbildung 4.2: Schnitt- und Niveaulinien der Funktion f(z,y) = 2 — y?

15 .15
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Ein etwas komplizierteres Beispiel. Es sei f(z,y) = —x* — y* + 222 + 2¢%. Dann gilt
fiir den Gradienten:

—3 +
grad f(z,y) =4 [_y:a +y] :

Dieser besitzt die folgenden neun Nullstellen:

A=Y,

o [ ) o L4
o P[] -]

Fur die Hesse-Matrix

9.2
Hf(l’,y):4|: 0 _3y2+1

gilt in diesen kritischen Punkten:

> He(A) =4 é ﬂ positiv definit, also ist A; lokales Minimum

> Hp(Ay) =4 _0 (1)} indefinit, also ist Ay Sattelpunkt (ebenso Aj, Ay, As)
> Hy(Ag) =4 _0 _02] negativ definit, also ist Ag lokales Maximum (ebenso A7, As,
Ay) )

Die Funktion ist dargestellt in Abbildung [4.3]

15 -15

Abbildung 4.3: Schnitt- und Niveaulinien der Funktion f(x,y) = —z* — y* + 222 + 2y?
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Kapitel 5

Implizite Funktionen und Extrema mit
Nebendingungen

5.1 Vektorfelder

Bisher haben wir nur reellwertige Abbildungen f : D — R betrachtet. Nun wollen wir
auch Abbildungen
F:D—R™ fir DCR",nm>1

betrachten. Eine solche Abbildung nennen wir Vektorfeld.

Schreiben wir F' = [Fy,. .., F},]7, so erhalten wir zu F' die Komponentenfunktionen des
Vektorfeldes
F,:D—=R, 1<i<m.

> n=1: Ein Vektorfeld F' : D C R — R™ ist nichts weiteres als eine Kurve im R™.

> m=1: Ein Vektorfeld ' : D C R™ — R ist nichts weiteres als eine reellwertige
Funktion in n Veranderlichen.

Beispiel. Ein besonders wichtiges Beispiel ist das Gradientenvektorfeld einer partiell
differenzierbaren Funktion f : R — R; hier wird jedem Punkt X, € R"™ der Gradient
grad f(Xo) im Punkt X, zugordnet.

Gradientenvektorfelder eignen sich beispielsweise auch zur Visualisierung von partiell dif-
ferenzierbaren Funktionen f : R? — R in zwei Variablen: Hierzu wird an endlich vielen
Punkten X, im Definitionsbereich von f der Gradient grad f(Xy) an den Punkt X, “an-
geheftet”; siehe Abbildung[5.1]

Beispiel. Stromung einer zahen Fliissigkeit durch ein Rohr mit Radius 7.
Es bezeichne D C R? ein Rohr mit Radius  dessen Mittelpunkt durch die z-Achse gegeben
ist. Dann beschreibt das Vektorfeld

v:D—R?
[z,y,2]" = c[r? —y* — 22,0,0]" V42 <rte>0.

das Geschwindigkeitsfeld einer zahen Fliissigkeit durch D.

45
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Abbildung 5.1: Gradientenvektorfelder des hyperbolischen Paraboloids aus Abbildung
(links) und der Funktion aus Abbildung [4.3] (rechts)

Definition. Ein Vektorfeld /' : R — R™ heif3t

> stetig (in X,), falls alle Komponentenfunktionen F; stetig (in Xj) sind,

> partiell differenzierbar (in X)), falls alle Komponentenfunktionen F; partiell diffe-
renzierbar (in Xj) sind,

> total differenzierbar in X, oder linear approximierbar, falls eine m x n-Matrix
A existiert, so dass

F(X)=F(Xp) + A(X — Xo) + o(||X — Xo||)
fir X in einer Umgebung von Xj,.

Ist F' total differenzierbar in X, so ist F stetig in X, und partiell differenzierbar in
Xop und es gilt

A= [&Z (XO)} (= Jr(Xo) siehe unten) .

Fassen wir alle partiellen Ableitungen eines Vektorfeldes F im Punkt X, in einer Matrix
zusammen, so erhdlt man die Funktionalmatrix (Jacobimatrix) von F' in X:

g5 (X0) p(Xo) .. o (Xo)
(X)) SE(Xo) ... $E(Xo) OF,
. . . = |5, (X0)
: : : Z;
T (Xo) Fm(Xo) oo FE(Xo)

Jr(Xp) ist also eine m x n-Matrix. In den Zeilen stehen die partiellen Ableitungen der
Komponenten des Vektorfeldes. Ist m = n, so ist Jp(Xj) also eine quadratische Matrix.
Ihre Determinante det(Jr(Xj)) heiBt Funktionaldeterminante von F' in X.
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Beispiel. Polarkoordinaten in R2.

G :]0, 00[x[0, 27[— R?
[r, @] = [rcos¢,rsing]”
also G4 (r, ¢) = rcos ¢, Ga(r, ¢) = rsin ¢ und

Jo(r,6) = (cosgzﬁ —7rsin ng)

sing rcoso

und det(Je(r, ¢)) =7 ((cos ¢)? + (sin ¢)2) =r.
Mit Hilfe der Funktionalmatrix Jg lasst sich die Kettenregel (4.1.1)) nun wie folgt umschrei-
ben: Ist f : R? — R stetig partiell differenzierbar, so ist

F=foG :]0,00[x][0,27[— R
stetig partiell differenzierbar und es gilt
‘]F(r7 ¢) = ‘]f(G(r7 Qb)) ’ JG<Ta ¢) :

Das Symbol - bezeichnet hier das Matrixprodukt der beiden Funktionalmatrizen. In dieser
Form lasst sich die Kettenregel auf allgemeine Vektorfelder verallgemeinern.

Kettenregel fiir Vektorfelder. Essei D C R" offen, U C R™ offen,
G:D—U und F:U—R*
stetig partiell differenzierbare Vektorfelder. Dann ist die Verkettung
H=FoG :D—RF
X = F(G(X))
stetig (partiell) differenzierbar und es gilt fiir Xy € D
Ju(Xo) = Jroa(Xo) = Jr(G(Xo)) - Ja(Xo)
—_—— ——

auBere innere

Ableitung

Die Funktionalmatrix der Verkettung berechnet sich also als Matrixprodukt der beiden
Funktionalmatrizen Jp(G(Xy)) mit Jo(Xo). Da Jp(G(Xo)) eine k x m-Matrix und Jg (X))
eine m X n-Matrix, ist das Matrixprodukt eine k x n-Matrix, wie es Jy(X() auch sein muss.

5.2 Implizite Funktionen

Um eine Funktion ¢ : D C R — R mit den Methoden der Differentialrechnung zu
diskutieren, bedarf es eines expliziten Ausdrucks fiir die Funktion g(z) = y. Mitunter ist
der Zusammenhang zwischen x und y nur durch eine Gleichung

flz,y) =0 (5.2.1)

gegeben, und man hat zu gegebenem = nach y = g(x) aufzuldsen. Gesucht ist also eine
Funktion g mit

F,9(x)) = 0. (5.22)
Man sagt dann, dass g durch die Gleichung ((5.2.1)) implizit definiert ist.
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Beispiele

(). f(z,y)=3z+2y—4

Die Gleichung f(z,y) = 0 fiihrt auf die Gleichung 3z + 2y = 4, die wir nach y
auflosen konnen:

3 3
y:—§x+2, aIsog(x):—§x+2.

(i). f(z,y) =2 +y>—1

Die Gleichung f(x,y) = 0 fiihrt auf die Gleichung 3?> = 1 — 22 mit den Lésungen
y = £+ 1 — a2, |x| < 1. Dies fiihrt auf die beiden implizit definierten Funktionen

g(@)=VI-22,  glr)=-—VI-a?

Wenn wir nun einen Punkt [z, o] mit f(xo,40) = O festhalten, so kdnnen wir,
falls yo # 0, die Gleichung f(x,y) = 0 in einer Umgebung von [z, y0]7 eindeutig
auflosen, denn in einer Umgebung wird das Vorzeichen von y nicht wechseln.

Satz. Essei f: D =]a,b[ x]c,d[— R stetig partiell differenzierbar, [x¢,vo]” € D ein
Punkt mit f(xo,yo) = 0 und f,(z0,y0) # 0. Dann gibt es offene Intervalle I C|a, b[ mit
xo € [ und J Cle,d[ mit yo € J, so dass f,(x,y) # 0 fiir alle [z,y]” € I x J, und es gibt
eine stetig differenzierbare Funktion

g:I—=R  mitg(l)Cled[,g(xo) =10,
so dass f(x,g(x)) = 0 fiir alle = € I. Fiir die Ableitung von ¢ gilt

9'(z) = Ll 9(@)) xel. (5.2.3)

fylw,g(x))

Beispiel. Essei f(z,y) =y? +sinz — 4.
Dann ist [0, 2] Lésung von f(z,y) = 0 und f,(0,2) = 4, also ist die Gleichung

y> +sine —4 =0

in 0 lokal eindeutig nach y auflésbar. Fiir die durch die eindeutig bestimmte Losung implizit
definierte Funktion ¢ gilt: ¢(0) = 2 und

g*(z) +sinz —4 =0
also g(x) = v/4 — sinz. Fiir die Ableitung gilt
, COS T cos T
g'(x) =— = - .
2¢(x) 2v/4 —sinx

was man durch direktes Ableiten von g bestatigen kann.
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Bemerkung. Die Formel (5.2.3) fiir die Ableitung der implizit definierten Funktion g folgt
aus der Kettenregel, denn aus

fx,9(x)) =0

folgt durch Ableiten nach z:

also

Der Satz iiber implizite Funktionen gilt auch allgemeiner:

Hauptsatz iiber implizite Funktionen. Es seien U C R" offen, V' C R™ offen und
F:UxV—>R™, (X, Y]' = F(X,Y)

stetig differenzierbar. Weiterhin sei [ X, Yy]” € U x V eine Lésung von F(X,Y) = 0 und

die m x m-Matrix
oF or;

sei invertierbar (also det(95(Xo,Y;)) # 0). Dann gibt es offene Mengen Uy C U mit

Xog € Upund Vy C V mitYy € V, so dass g—g(X, Y) invertierbar fiir alle [ X, Y]T € Uy x 14,

und es gibt ein stetig differenzierbares Vektorfeld

G:U—Vy mit G(Xo) =Y

und
F(X,G(X))=0 fiir alle X el
sowie 5F OF
— —— _1 . —
Jo(X) = =5 (X, G(X) ™ SL(XG(X)).

5.3 Extrema unter Nebenbedingungen

Gegeben sei eine Funktion f : R™ — R. Mitunter ist es notwendig, ein Extremum von
f nicht auf ganz R™ zu bestimmen, sondern nur auf einer Teilmenge, die mit Hilfe einer
weiteren Funktion g : R™ — R durch eine Gleichung g(X) = 0 implizit definiert ist.

Definition. Ein Punkt X, mit g(Xo) = 0 heiBt relatives Maximum (bzw. Minimum)
unter der Nebenbedingung ¢(X) = 0, falls

f(Xo) = f(X)  (bzw. f(Xo) < f(X))
fur alle X € U.(Xo) N{X € R" : ¢g(X) = 0}.

Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung die zum Auffinden relativer Extrema
unter Nebenbedingungen niitzlich ist.
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Satz (Lagrange-Bedingung). Sind f, g auf einer Umgebung U.(Xj) von X stetig
differenzierbar, hat f in X ein relatives Extremum unter der Nebenbedingung ¢(X) = 0
und ist grad g(Xy) # 0, so gibt es ein A € R mit

grad f(Xo) + Agrad g(Xo) =0. (5.3.1)

Die Bedingung (j5.3.1)) ist gleichwertig mit

fu: (Xo) + Age, (X0) =0 furallei=1,...,n.

Abbildung 5.2: Skizze zu ([5.3.1))

Geometrische Interpretation von (5.3.1). Der Gradient grad g(Xj) zeigt stets in eine
Richtung, die aus Ny := {X € D(g) : g(X) = 0} hinausfiihrt, und zwar genauer in
die Menge g > 0 hinein. Kurven, die ganz in N; verlaufen, haben Tangentialvektoren, die

senkrecht zu grad g(Xj) sind, denn: Ist
v:]—e,e[— Ny

stetig differenzierbare Kurve mit v(0) = Xy, so folgt aus g(y(t)) = 0 fir alle t €] — ¢, ¢]
mit Hilfe der Kettenregel

und somit insbesondere fiir t = 0

grad g(Xo)" - 7/(0) = 0.

Beispiel. Gegeben sei die Funktion

g(z,y,2) =2+ + 22— 1. (5.3.2)
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Dann ist Ny = {[z,y,2]7 € R® : 22 4+ y* + 22 = 1} also die Oberfliche der Einheitsku-
gel S? in R3. Im folgenden bezeichne X, den Nordpol, also X, = [0,0,1]7. Dann steht
grad g(Xo) = 2[0,0, 1]7 senkrecht zur Tangentialebene

E:0z+0y+12z=1
an S? im Punkt X,. Fiir die Kurve
v(t) = [sint, 0, cost]”, te]—m, .
gilt dann v(0) = X; und v/(0) = [cos 0, 0,sin 0] = [1,0,0]%.

Fortsetzung geometrische Interpretation von (5.3.1). Es sei nun f eine Funktion,
die auf einer Umgebung von X definiert ist. Der Gradient grad f(X,) zeigt immer in die
Richtung des steilsten Anstieges von f. Ist also X relatives Extremum, so wird der Gradient
keinen Richtungsanteil haben, der tangential zu N, verlauft. Damit aber muss grad f(Xj)
in dieselbe Richtung wie grad g(X,) oder — grad g(X) zeigen. Folglich miissen grad g(Xj)
und grad f(Xo) linear abhédngig sein, d.h. es gibt ein A € R mit

grad f(Xo) + Agrad g(Xo) =0.

Fortsetzung des Beispiels. Zusitzlich zu der in (5.3.2)) definierten Funktion g betrach-

ten wir die Funktion ] ] ]
_ta b4 L
flz,y,2) = 57 +2y +2,z .
Fiir z > 0 ist f monoton wachsend in z. Daher steht zu vermuten, dass f in Xj sein

Maximum unter der Nebenbedingung ¢g(X) = 0 annimmt. In der Tat gilt
grad f(x,y, ) = 2[2°, ¢, %",
also
grad f(X,) = 2[0,0,1]" = grad g(Xj) .

Damit ist die notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines relativen Extremums in X,
erfiillt. Um zu priifen, ob X ein Maximum ist, miissen nun alle relativen Extrema untersucht
werden. In diesem Falle finden wir alle relativen Extrema unter den Lésungen x,y, z und A
des nichtlinearen Gleichungssystems

gradf(x, Ys Z) + )\gradg(x, Ys Z) =0 mit g(ZL‘, Y Z) = Oa

also
3

T T
2 |3 +2)\ |yl =0 mit =1,
23 2

Dies fuihrt auf

3+ A =0 z(z*+X) =0
Y+ Ay =0 — y(y*+A) =0
2+ Az2=0 2(z24+X) =0.

Wir betrachten zunichst den Fall z # 0, also A = —2%. Dann gilt
y =0 oder y = +x

z =0 oder z = +x
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(i). y =z =0 fithrt wegen der Nebenbedingung g(z,y, z) = 0 auf z = £1, also
1

(ii). y = £z, z = 0 fiihrt entsprechend auf » = i\/%, y = i\/%, also

1 1 1
+—,+—,0) =-.
(+ 7m0 =1
i). y = +x, z = t+x fihrt auf x = +-L1 Yy = +L =41 also
V3 V3 V3

s (i L1 1 ) 1
V3T V3T V3 6
Die iibrigen Falle y # 0 und z # 0 sind analog zu behandeln. Insgesamt gibt es

> 6 Punkte vom Typ (i), die alle relative Maxima sind. Insbesondere ist also der Nordpol
Xy ein relatives Maximum.

> 12 Punkte vom Typ (ii), die alle Sattelpunkte sind.

> 8 Punkte vom Typ (iii), die alle relative Minima sind.

Fiir einen Punkt [z, v, 2]7 mit 2 > 0 und g(x,vy, 2) = 0 gilt

z=z(z,y) =1—22—y2.

Damit erhalt man

1 1 1
Sy 2) = f(ey,2(w.y) = gat+ oyt + 5 (12 = 92)’

als Funktion der zwei Variablen = und y. Die folgende Grafik enthdlt den zugehorigen
Funktionsgraphen. Man erkennt deutlich die relativen Extrema vom Typ (i) und (iii):

Beispiel. Gesucht ist der minimale Abstand des Punktes P = [1,1,1]7 € R? zur Kuge-
loberflache
K:={XeR®:|X|=1}.

Gesucht ist also das Minimum des Abstandsquadrats
f(X) =X - P|* (grad f(X) = 2(X — P))
unter der Nebenbedingung

g(X) = | X|?~1=0 (grad g(X) = 2X)
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Méogliche Kandidaten fiir Minima sind die Punkte X € K mit
grad f(X) + Agradg(X) =0
fir ein A € R, also digjenigen X € K mit
2(X —P)+2XX =0 = I+ NX=P.

Da X € K, muss |1 + \| = | P|| = /3 sein, also A = —1 £ +/3, und damit X = :l:\/igP.
Es ist klar, dass —\/LEP (relatives) Maximum und \%P (relatives) Minimum der Abstandes

ist. Fir den minimalen Abstand erhalt man also

1
—P-P||=Vv3-1.
57|
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Kapitel 6

Parameter- und Wegintegrale

6.1 Parameterintegrale

Viele Funktionen der Analysis erscheinen als Integrale der Form

oder in der Form
d
F(x) = / flz,y)dy.

Im zweiten Fall tritt « als Parameter des Integranden f auf.

Wichtiges Beispiel: Laplacetransformierte
Fla) = / fBetdt,  x €0, o0
0
wobei f : [0,00[— R stiickweise stetig.

Im Folgenden beschranken wir uns auf eigentliche Parameterintegrale:

Satz. Essei D = [a,b] X [c,d] C R? ein abgeschlossenes Rechteck und f : D — R stetig.
Dann gilt fiir die Integralfunktion

F(z) ::/ flz,y)dy, x € la,b

(i). F ist stetig auf [a, b]

(ii). Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge

/abF(x)dx:/ab </cdf(x,y)dy) dx:/cd (/abf(x,y)dx) dy

55
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(iii). Differentiation unter dem Integralzeichen. Ist f zusatzlich stetig partiell nach x
differenzierbar, so ist F' nach x differenzierbar mit Ableitung

d d

Beispiele 6.1.1. (i). F(z) = [ ®@) gt F'(x) = [T cos(tz)dt, F"(x) = — [ tsin(tz)dt

1

(ii). Bessel-Funktionen

1 s
Jn(x) = —/ cos(zsint — nt)dt nez
™ Jo
Mit partieller Integration folgt
1 s
J(x)=—= / sin(zsint — nt) sint dt
™ Jo
T T ) . n T .
= —— (cost)”cos(xsint — nt) dt + — costcos(zsint — nt) dt
™ Jo ™ Jo
AuBerdem gilt
1 s
J(a) = -+ / cos(zsint — nt)(sint)? dt
™ Jo

also
22T (z) + 2 (2) + (2° — n?)Ju(2) =0

Die Funktion J, ist also eine Losung der Besselschen Differentialgleichung

2%y (@) + 2y (t) + (2 —n*)y(x) = 0.

Hangt im Parameterintegral zusatzlich die Integrationsgrenze vom Parameter x ab, so gilt

statt (6.1.1)):

4 [ h()

wf feva=|

9(x)

a_i(x, y)dy + f(x, h(z)W (z) — f(z,9(x))g (z)

Hierbei sind g, h : [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar.
Beispiel 6.1.2. Es sei f: R — R stetig und
1 t
= —/ f(s)sin(k(t —s))ds.
k Jo

Dann gilt

:/0 f(s)cos(k(t—s))ds+f(t)-sin(k(t—t))~1/:/0 £(s) cos(h(t — s)) ds

-~

=0

"(t) = —k;/o f(s)sin(k(t — s))ds + f(t)@g_(/)

1

also ist u Lésung der Schwingungsgleichung

u” (t) + k*u(t) = f(t).



Abschnitt 6.2 — Reif/Stannat/Joswig, TU Darmstadt: Mathematik Il fiir MB — 13. Juli 2011 57

6.2 Integration eines Vektorfeldes entlang von Kurven
Ein Kraftfeld kann man sich als Vektorfeld
F:R®—>R3

denken. In jedem Punkt X bestimmt der Vektor F'(X) die Kraft, die in diesem Punkt wirkt.
Die Bewegung eines Massepunktes durch das Kraftfeld kann durch eine (stetig differenzier-
bare) Kurve X : [a,b] — R? im R? beschrieben werden. Ist a =t < t; < -+ < t, = b
eine Zerlegung Z von [a, b, und beachtet man, dass zur Zeit ¢; der Kraftvektor F'(X(¢;))
auf den Massepunkt in X (¢;) wirkt, so ist fiir seine Bewegung von X (t;) zu X (¢;41) durch
das Kraftfeld die Arbeit

(F(X(t:)), X (tiy1) — X (t:))

zu verrichten. Summation iiber ¢; liefert die insgesamt verrichtete Arbeit entlang des Poly-
gonzuges X (to), X(t1),..., X (t,):

—_

n— n—

(F(X(t:), X (tiy1) — X(t:)) NP (F(X(t:), X (t:)) (tis1 — 1)
$)=X

X (tig1) =X (8)~X (t:) (ti41—t;) =0

Il
o

Konvergiert die Feinheit 0(Z) der Zerlegung gegen 0, also §(Z) — 0, so konvergiert der

bei der Approximation gemachte Fehler gegen 0 und die Summe auf der rechten Seite
konvergiert gegen das Riemann-Integral

b
| e gy ar
Dieses Integral beschreibt also die vom Massepunkt entlang des Weges X verrichtete Arbeit.

Definition. Essei F': D — R" stetiges Vektorfeld, X : [a,b] — D stetig differenzierbare
Kurve. Dann heiB3t

b
| ) Xy
das Wegintegral von F' entlang des Weges X.

Statt f;(F(X(t)),X(t» dt schreibt man auch
/ FdX
w
mit W gleich der Spur von X, also W = {X(¢) : t € [a, ]}

Merkhilfe
X)) also dX(f) = X(1)dt

/ FdX:/Fth
w

und
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Rechenregeln fiir Wegintegrale
(i). Linearitat

/W(aFJrﬁG)dX:a/WFdXJrB/WGdX

(ii)). Umkehrung der Integrationsrichtung: Bezeichnet —1V den Weg IV in umgekehr-
ter Richtung, so folgt
/ FdX = —/ FdX
W w

(iii). Ist X : [a,b] — R™ stetig und stiickweise stetig differenzierbar und a = tg < t; <
v+ < t, = b Zerlegung von [a,b], so dass X :]t;_i,t;[— R™ fortsetzbar zu stetig
differenzierbarer Kurve X; auf [t;_;,t;] fir i = 1,...,n, so definiert man

FdX = /FdXi.

Hierbei bezeichnet W; die Spur des i-ten Teilstiicks X;.

/FdX
w

Physikalische Interpretation: Die gesamte vom Massepunkt entlang der Kurve X
zu verrichtende Arbeit kann abgeschatzt werden durch die Weglange L(X) multipli-
ziert mit dem Maximum der Betrage der angreifenden Krafte.

(iv).
< LX) max{[|F(X (@) - t € [a,b]}

Beispiel 6.2.1 (Isolierter Wirbel). Wir betrachten die Funktion

Flz,y) = xgin [_ﬂ auf B2\ {0}. (6.2.1)

. cost
Es sei X(t) = r sin f

Mittelpunkt 0. Dann gilt
21T . T .
/ FdX:/ {—smt} {—smt} df — 9
W 0 cost cost

Beispiel 6.2.2 (Wegunabhingigkeit). Es sei

, t € [0,27], der Weg entlang der Kreislinie mit Radius r und

Flz,y) = Fﬁ;y} eR?. (6.2.2)

1

1] und zwar einmal entlang

Wir integrieren F' entlang des Weges von 0 nach [

Xi(t) = ==
ST e- 1T 1<t<2
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Abbildung 6.1: Vektorfelder aus den Beispielen (links) und (rechts)

und einmal entlang

Dann folgt

foras= [ R [ [P Bl
free= [T [ [TE0T ]

:/23(t—1)2dt: (t—12 =1

Auch entlang des Weges X3(t) = t[1,1]7, t € [0, 1], erhdlt man

1 37T 1
/ FdX3:/ F”;} H dt:/ =14t =1
W3 0 t 1 0

Definition. Wegintegrale, deren Werte nur von Anfangs- und Endpunkt, nicht aber vom
eigentlichen Weg dazwischen abhangen, heiBen wegunabhangig.

und

6.3 Potentialfelder

Definition. Ein Vektorfeld F' : D — R™ heiBt Potentialfeld (bzw. konservativ, bzw.
Gradientenfeld), falls eine partiell differenzierbare Funktion ¢ : D — R existiert mit
F = grad ¢. Die Funktion ¢ heiBt Stammfunktion und U := —¢ heit Potential.

Das Vorzeichen vor dem Potential U ist dabei so gewahlt, dass F' = grad ¢ = —grad U
stets in Richtung des starksten Potentialabfalls zeigt.
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2
Beispiel 6.3.1. Das Vektorfeld F(z,y) = [Sigy} aus Beispiel [6.2.2| ist ein Potentialfeld,

denn
F(z,y) = grad ¢(z, y) fiir o(z,y) = 23y

Beispiel 6.3.2. Das Vektorfeld F'(x,y) = [_xy] aus (|6.2.1)) ist ebenfalls ein Poten-

1
2 +y2

tialfeld, wenn man als Definitionsbereich R? \ { [ﬂ T = 0} wahlt, denn:

F =grad ¢ fir ¢(x,y) = arctan <g> )
x

Methoden zur praktischen Berechnung einer Stammfunktion ¢ aus F' werden wir spater
kennenlernen. Zunachst jedoch zeigen wir fiir Potentialfelder die Wegunabhangigkeit.

Satz (1. Hauptsatz fiir Kurvenintegrale). Essei D C R", F' : D — R" ein stetiges
Potentialfeld mit Stammfunktion ¢. Weiter seien A, . € D zwei Punkte. Dann gilt fiir jede
stetig differenzierbare Kurve X : [a,b] — D mit X(a) = A, X (b) = E:

/W FdX = ¢(E) — ¢(A) (6.3.1)

Beweis. Die Funktion ¢ — (¢ o X) (), [a,b] — R ist stetig differenzierbar nach ¢ mit
Ableitung

9 (00X) ()= 30 22 (X(0)in(1) = mrad o(X ()" - X(1) = FX(0)" - X(1).

i=1 Oz;

Damit ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
b . b d
| pax= [ Fa@y k@i = [ 5 60X)0d = 6(X0)-0(X(@) = 6(E)-6(4).
w a a

Bemerkungen

(i). Fiir einen geschlossenen Weg ist ¢(E) = ¢(A), und damit gilt fiir das Wegintegral

/ FdX =0.
W

(ii). Fir Potentialfelder ist das Wegintegral mit Hilfe der Stammfunktion ¢ einfach gemaB

der Formel (/6.3.1]) zu bestimmen.

(iii). Ist ¢ Stammfunktion von F, so auch ¢ + c fiir jede Konstante ¢ € R

Beispiel 6.3.3. In der Situation von (|6.2.1)) ist das Wegintegral fWFdX entlang des
geschlossenen Weges
cos(t)

X(t)=r Lm(t)] t € [0,2n]
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nicht 0. F ist also kein Potentialfeld auf R\ { 0 }.

Schriankt man den Definitionsbereich von F ein auf D, = R? \ { B} T = 0}, so ist F

jedoch ein Potentialfeld (siehe Beispiel ) mit Stammfunktion ¢(x,y) = arctan (%)
Man beachte, dass der Weg X nicht in D, verlauft. Es ergibt sich also kein Widerspruch
zum Satz.

2
Beispiel 6.3.4. F(z,y) = 3§3y1 ist Potentialfeld mit Stammfunktion ¢(z,y) = x3y. Fiir

jeden stetig differenzierbaren Weg X : [a,b] — R? von {8} nach {ﬂ gilt also

/FWX:MLU—MQM:L

Dies erklart das Beispiel 6.2.2] (und [6.3.1]).

Fiir Potentialfelder F' sind Wegintegrale besonders einfach mit Hilfe einer zugehorigen
Stammfunktion zu berechnen. Es ist daher von groBem Interesse, fiir ein gegebenes Vek-
torfeld F' entscheiden zu kdnnen, ob es ein Potentialfeld ist oder nicht.

Fy
Wir konnen ein zugehoriges Entscheidungskriterium wie folgt ableiten: Ist /' = | : | ein
F,
Potentialfeld, also F' = grad ¢ auf D und ist I stetig partiell differenzierbar, so folgt

OF, 8¢
8L€j (l’) N 83338:5@ (1') ’

1<u,j<n

die Stammfunktion ¢ ist also zweimal stetig partiell differenzierbar und die Reihenfolge der
partiellen Ableitungen vertauschbar, d.h.
oF; 0%¢ 0% OF}

1<i,j<n

Damit haben wir eine notwendige Bedingung an ein stetig differenzierbares Vektorfeld
I gefunden, so dass F' Potentialfeld ist. Umgekehrt l3sst sich jetzt hieraus auch ein hin-
reichendes Kriterium ableiten.

Definition. Eine Menge M C R"™ heit sternférmig, falls es einen Punkt S € M gibt,
so dass fiir jedes x € M die Verbindungsstrecke zwischen S und X

{1-t)S+tX :te0,1]}
ganz in M liegt.
Beispiele

> R™ ist sternférmig, ebenso U (X) fiir beliebige X € R".

> R™\ { X } ist nicht sternformig!
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Satz (2. Hauptsatz fiir Kurvenintegrale). Es sei D C R" offen und sternférmig,
F=|[F,...,F,)" : D — R" stetig partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt: F ist
ein Potentialfeld, genau dann wenn

OF,  OF,
61’]’ N axl

fir 1<i,j<n (6.3.2)
auf D.

Bemerkungen
(i). Die Bedingung (6.3.2)) heiBt Integrabilitatsbedingung.

(ii). Erfullt F' die Integrabilitatsbedingung (6.3.2)), ist D jedoch nicht sternférmig, so
kann man den Hauptsatz zumindest auf sternférmige Teilmengen von D (z.B. e-
Umgebungen) anwenden.

Niedrigdimensionale Spezialfille

(i). n=2

Aquivalent zu (6.3.2) ist 2&& = 99,

(ii). n=23
F1($17$2,$3)
F(z1,x9,23) = | Fo(x1, 22, T3)
F3($1,$2,1’3)

Aquivalent zu (6.3.2) ist

oFy,  0F; oFy, OF; oFy,  0F;

a[EQ 81‘1 ’ 0$3 81‘1 ’ 8$3 81’2

. . 322y ;
Beispiel 6.3.5. F(z,y) = e erfiillt (6.3.2]), denn

OF: OF:
a_yl(x7y) - 3"1:2 = T;(xay)
Beispiel 6.3.6. ['(z,y) = @ {—%y} erfiillt (6.3.2) auf R\ { 0 }, denn

oF, -1 21 y? — a?
@Y = st e T e
Oy 2?4y (24972 (P +y?)
0F; 1 222 y? — a2
@Y = S e T e
Oz @4y (49?2 (P +y?)

Folglich ist F' ein Potentialfeld auf jeder sternférmigen Teilmenge von R?\ { 0 }.
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6.4 Praktische Berechnung von Stammfunktionen

Wir diskutieren zundchst niedrigdimensionale Spezialfille, bevor wir uns einer allgemei-
nen Methode zuwenden. Wir verwenden die Notation des 2. Hauptsatzes fiir Kurveninte-
grale und setzen voraus, dass alle genannten Bedingungen —insbesondere die Integrabi-

litdtsbedingungen (6.3.2)— erfiillt sind.

6.4.1 Der Fall n =2

Gegeben:
P(x,
F(:E,y) = [ng z;}
mit der Integrabilitatsbedingung
or _ o
oy  Ox
Gesucht: eine Funktion ¢ mit
_ 09 09
P = %7 Q - 8_y

Ansatz. Aus P = % folgt

¢@ww:/P@wa+ww

fiir eine noch zu bestimmende Funktion g. Ist ¢ differenzierbar, so folgt

Qmwz%mwzgjfmwm+ﬂw

und Auflésen nach ¢'(y) liefert
g (y) =Qzy) - %/P(ﬂc,y) dx

Beispiel. Die Funktion
F(z,y) = 2cos(2? + y?) B]

erfiillt die Integrabilitatsbedingung (6.3.2)). Fiir die Stammfunktion machen wir den Ansatz

S

o(x,y) = /?w cos(2® +y?) dx + g(y) = sin(a? +y*) + g(y)

~~
d

T

sin(z2+4y?2)

Dabei ist g zu bestimmen durch

0
d(y) = 2y cos(z? + y*) — 5 sin(z? +y*) = 0.
)

Es folgt ¢ = ¢ und somit
o(z,y) = sin(z® + y*) +c.
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6.4.2 Der Fall n =3

Gegeben:
F1($,y,2>
F(ﬂ?,y,Z) - FQ(xvy’Z)
Fs(z,y,2)

mit der Integrabilitatsbedingung

Gesucht: eine Funktion ¢ mit

%

= =
1 83’,"

Ansatz. Aus F} = % folgt

¢(x7y7z) - /Fl(xayvz) dx +g(y7 Z)

fiir eine noch zu bestimmende Funktion g(y, z). Ist g partiell nach y differenzierbar, so folgt

0 0 0
mmmbé%%azafmmmmwiww

und somit

g_z(yaz) = Fy(z,y, 2) — % /Fl(x,y,z) dx (6.4.1)
Wegen der Integrabilitdtsbedingung
oF, R
or Oy

hangt die rechte Seite von (|6.4.1)) nicht von x ab. Wir kdnnen also schreiben

0
h(y,Z) = FQ(%,y,Z)—a—y/F1<x,y,Z)dl'

Integrieren von h bzgl. y liefert
ov:2) = [ hly.z) dy+ 1)
mit einer noch zu bestimmenden Funktion [. Einsetzen fiir g liefert

o(x,y,2) = /F1<I7yaz) dl‘+/h(y72) dy +1(z)

und ist [ differenzierbar, so folgt wegen % = Fj hieraus

, B B
1) = Fie2) - o [ Fleyde— 5 [ by, dy
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Beispiel 6.4.1. Die Funktion

20y + 1
F(x,y,2)= | 2+ 2
y+1

erfiillt die Integrabilitatsbedingung (6.3.2)). Es ist z*y+x ein unbestimmtes Integral [ Fi(x,y, z)dz
und damit

$(x,y,2) = 2"y + 2+ g(y, 2).

Fiir die partielle Ableitung g—g haben wir

0
a—z(y,z) = 2242 — x> =z =: h(y,z2)

=F3(z,y,2) :B%(ny—i—x)
und da zy ein unbestimmtes Integral [ h(y, z)dy ist, folgt

9(y, 2) = zy +1(2)

mit
I'(z) = y+1 — 0 - = 1.
)=yl - O -
=F3(z,y,z) %(SUQ?H‘T) :%(zy)

Hieraus folgt I(2) = z + ¢, also
gy, z2) =zy+z+c

und schlieBlich
o(x,y,2) =2’y +x+zy+2+ec.

6.4.3 Integration entlang geeigneter Wege

Eine weitere Methode zur praktischen Berechnung von Stammfunktionen die in jeder Di-
mension funktioniert, ist die Integration entlang geeigneter Wege. Dazu wahlt man
einen Anfangspunkt A € D aus. Zu gegebenem Endpunkt £ € D wahlt man dann einen
beliebigen stetigen, stiickweise stetig differenzierbaren Weg X in D, der A mit E verbindet:

X:[01]—-D, XO0=A4, X1)=E.
Dann setzt man .
o(E) ::/FdX (:/0 (F(X(t), X (t) dt> (6.4.2)

wobei die letzte Gleichheit fiir stetig differenzierbare Wege X gilt.

Wichtig. Das Integral auf der rechten Seite von ((6.4.2) ist unabh&ngig vom gewahlten
Weg. Dies wird durch die Integrabilititsbedingung an F' und die Sternformigkeit des Ge-
bietes D erreicht.
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Bemerkung. Da die Menge D sternférmig beziiglich eines geeigneten Punktes S ist, ist
A = S und fiir X die Strecke von S nach E oft besonders bequem. Fiir einen beliebigen
Anfangspunkt A und ist dann der “Umweg iiber S” als Weg von A nach E besonders
geeignet.

Beispiel. Wir betrachten nochmal das Beispiel [6.4.1} also
2zy +1
F(z,y,z)= | 2+ 2z
y+1
Hier ist D = R®. Dannist zu A=0und X = [z,y,2]7 € R?
Xt)y=tX, tel01]

ein 0 mit X verbindender Weg, also

1
o) = [ Fax = [ (Fex@). X o)
0
1
= / ((2tPzy + 1) x + (2% +tz) y + (ty + 1)z) dt
0
R I L
—Sxy T 3:(:y 22y 2yz 2
=2’y +ar+zy+z

Stammfunktion zu F.



Kapitel 7

Integration in R"

7.1 Das Riemann-Integral in R"”

Wir betrachten zunéchst im Falle n = 2 eine nichtnegative stetige Funktion f : [a,b] X [c,d] —
—_—

=1
[0, 00]. Wie berechnet man das Volumen V' des dreidimensionalen Kérpers mit Grundflache
la,b] x [c,d], dessen Hohe von dem Funktionsgraphen von f bestimmt wird?

Zur Naherung wahle eine Zerlegung Z von [a,b] X [c,d] in N Rechtecke [}, der Form
[k:[ak,bk] X {Ck,dk] 1§k§N

die sich bis auf Randpunkte nicht iiberlappen und die ganz I = [a, b] X [c, d] ausschépfen,

also
N
I= U I,
k=1

Fiir jedes Teilrechteck I, sei
> my das Minimum von f auf I,
> M, das Maximum von f auf I

Hierzu bilden wir die Untersumme von f bzgl. Z

N
sp(Z) = my-|Ii]
k=1

wobei |[;| = Flache des Rechtecks I, also |Ij| = (bx — ax) - (d, — c) fur I, = [ag, bg] ¥
[ck, di]. Somit ist my, - |I| das Volumen des Quaders mit Grundflache I, und Hohe my

Analog bilden wir die Obersumme von f bzgl. Z

N
SH(Z) = M- |I|.
k=1

Dann gilt offensichtlich
sp(Z) <V < Sp(Z).

67
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Verfeinert man Z durch weiteres Unterteilen der Rechtecke I;,, so wichst die Untersumme
und fallt die Obersumme.

Es sei
d(Z) = groBte Flache eines Teilrechtecks von Z = max {|I;| : 1 <k < N}

die Feinheit der Zerlegung 7.

Lasst man §(Z) gegen 0 konvergieren, so konvergieren die Folgen der Untersummen und
die Folgen der Obersummen gegen den gemeinsamen Grenzwert V/, d.h. es gilt

i si(2) = m Si(2) =V

Wichtig. Der Grenzwert V ist unabhdngig von der Wahl der Folge der Zerlegungen Z.

Beispiel. Wir betrachten f(z,y) = xy auf I = [0,1] x [0,1]. Zu N € N wahle Zerlegung
in N2 Teilrechtecke

E—1 k [—1 1
= Sy < [Srw] sk

N 'N N 'N
also 1 1 ]
I — [ —
il =5 § = 3
Offenbar ist k1) 1) y
2 < flry) < 5 auf Iy
~~
=my =My,

und damit

q
!

N—-1N-1

=1 =1 "1 k=1 I=1
=k =1 N ¢
=(3(N+1)N)

a by
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mit a; < b; definieren wir das abgeschlossene n—dim. Rechteck

T
I'=[AB={X=|:|€eR":aq;<z; <bhfirl<i<n
Tn

= [al,bl] X [&Q,bg] X X [an,bn] .

Mit |I| := [],_,(bx — ai) bezeichnen wir das n—dimensionale Volumen des Rechtecks
I. Eine Zerlegung Z von [A, B] ist eine endliche Folge von Rechtecken Iy, ..., Iy, die sich
bis auf Randpunkte nicht liberlappen und fiir die gilt

[A,B}:C[J[k.

Zur Zerlegung Z bilden wir die Untersumme von f

N
sp(Z) = mu - | Ii]
k=1

und die Obersumme von f
N
SH(Z) = My |I|
k=1
wobei
my = Minimum von f auf I
M, = Maximum von f auf I}
Wie im Falle n = 2 sei

d(Z) = groBtes n-dim Volumen eines Teilrechtecks von Z = max{|I;| : 1 < k < N}

die Feinheit der Zerlegung ~.

Definition. Essei f : [A, B] — R eine beschrankte Funktion. Gilt dann

= i Z)= 1 A
VS ) = R, 51
so heiBt f (Riemann-) integrierbar (auf [A, B]) und der gemeinsame Grenzwert V' der
Unter- bzw. Obersumme heiBt das (Riemann-) Integral von f (auf [A, B]).

Schreibweise:

flre, .. zn)d(zy, ..o x,) =V
[A,B]

Satz. Essei f : [A, B] — R stiickweise stetig (d.h., es gibt eine Zerlegung [A, B] =
Ur_1[Ak, Bi], so dass f auf | Ay, By[ stetig und stetig fortsetzbar auf [Ay, By] fir alle k).
Dann ist f Riemann-integrierbar.
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Rechenregeln.
(i). Linearitat

/[AB}(af(a:l,...,xn) + Bg(x1, ... w))d(zy, .. T0)

=« flzy, .. ) d(zy, ... x,) + 0 g(xy, . xp)d(xy, ... xy)
[A,B] [A,B]
(ii). Additivitat Fiir [A, B] = I, U Iy, wobei I3, I5 bis auf Randpunkte disjunkte Rechte-
cke, gilt

— flzr, .o xn)d(zy, ... x,) = flze, . xn)d(xy, ... xp)
[A,B] I

+ flzr, .. xn)d(zy, ... xp)
Iy

(iii). Monotonie [ < g auf [A, B|

= f(a:l,...,xn)d(xl,...,xn)S/ g(x1, ... x)d(xy, ... xy)
[A,B] [A,B]

7.2 Praktische Berechnung — iterierte Integrale

n=2: Essei f : [a,b] X [c,d] = R (Riemann-) integrierbar.
—_—

=I
Dann gilt

> Existiert fiir alle z € [a, b] das Riemann-Integral

d
/ flz.y)dy
(&
so existiert das iterierte Integral

[([ o)
/fxy (z,9) /(/f:vydy)dm

> Analog gilt: existiert fiir alle y € [c, d] das Riemann-Integral

/ [z y)d
so existiert das iterierte Integral

/j(/jf(x,y)dx) dy
fenan= [ ([ rana) a

und es gilt

und es gilt
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Bemerkungen

(i). Die Voraussetzungen sind insbesondere dann erfiillt, wenn f stetig ist auf I = [a, b] x
e, d].

(ii). Hat f(z,y) = g(x)h(y) Produktform und sind g, h integrierbar (z.B. stetig), so ist
[ ey = [s@n ey = [o@de [ nwa.

(iii). Durch Induktion nach n kénnen auch n—dimensionale Integrale durch iterierte Inte-
grale praktisch berechnet werden: obige Aussagen lassen sich sinngemaB auf den Fall
n > 3 libertragen.

Beispiele

(i). [;cos(2x +y)d(x,y) fir I =[0,7] x [0, 5]

cos(2z + y) ist stetig auf I, also integrierbar, und damit gilt

/COS(Ql’ +y)d(z,y) = / /2 cos(2x +y)dy | dx
I 0

JO

J/

-

T
=sin(2z+y)|3

= /07r <sin (2:17 + g) — sin(2:v))> dx

1 1
= ——cos (2:6 + E) 0 +=cos(2x) |§

2 2 2
1 (5 > 1 s 1 1
= ——cos | =m | += cos <—) +—cos(2m) —=¢cos0 = 0.
o~
2 2 2 2 QT 2 -

=0 =0

(ii). Essei I =10,1] x [0,2]. Dann gilt mit g(z) = z* und h(y) =y
| & dew = [ awyde- [ nway=g-2-3.

(iii). Essei I =[0,1] x [0,2] x [0, 3]. Dann gilt

1 2 3
VT q(ry,2) = | e*dr- | eVdy- | ¥ dz
1

—e2% .Y .32
— 16290 ’1 .eY ‘2 __632 ’3
) 0 0 3 0
1 1
25(62—1)-(62—1)~§(69—1).

I
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(iv). Essei I =0,1]*. Dann gilt

1 1 1
/(x+y+z)2d(x,y,z):/ / /(:U+y+z)2dz dy | dz
I o |Jo |Jo )

-

=2 [(z4y+1)3—(z+y)?]
|
12
[(x+2)° g —2(z + 1) |g +2° |§]

(35—3-25+3):150—5

[(z+2)' =2z + 1)+ 2" do

I
S—

| =8[=s

60 2°

D
o

7.3 Das Riemann-Integral iiber kompakte Mengen

Statt n—dimensionale Rechtecke [A, B] kann man Funktionen auch iiber kompakte Mengen
integrieren. Dazu definieren wir zu gegebener Teilmenge K C R"™ die Funktion

() 1 fallsx e K
T ey
K 0 fallsz¢K

Die Funktion 1x heiBt Indikatorfunktion oder charakteristische Funktion der Menge
K.

Definition. Es sei K C R” eine kompakte Menge, f : K — R beschrankt und Ix =
[A, B] das kleinste n—dimensionale Rechteck, das K enthilt. Ist dann die Funktion

flz) firze K

Al 2R, z+—
ol Ik {0 fiir v € Ix \ K

Riemann-integrierbar auf Iy, so heiBt f (Riemann-) integrierbar auf K und man setzt

/Kf(ml,...,xn)d(xl,...,:En) ::/IK(f-1K)<a:1,...,xnm(:ﬁ,...,xn)

Linearitdt und Monotonie des Riemann-Integrals liber n—dimensionale Rechtecke iibertragen
sich auf Integrale iiber kompakten Mengen. Dariiber hinaus gilt die

Additivitat Ist f integrierbar auf den kompakten Mengen K, K5, so ist f auch integrierbar
auf K7 U K5. Sind K7 und K5 nicht tiberlappend, d.h. haben sie héchstens Randpunkte
gemeinsam, so gilt

/ flzy, . o xn)d(zy, ... x,) = flzr, .. xn)d(zy, ... xp)
Ki1UKo K

_|_/KZf(x1,...,$n)d($1>---axn)
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Ein kompakte Menge K, fiir die insbesondere ihre charakteristische Funktion 1k integrier-
bar ist, heiBt messbar. Ist f : R" — R stetig, K C R" messbar, so ist f Riemann-
integrierbar iiber K.

Bemerkung Fiir f =1, also f(xy,...,x,) = 1, lasst sich
/ Ld(zy,...,zp)
K
als n-dimensionales Volumen der Menge K interpretieren. Ist & messbar und fK ld(zy,...,z,) =

0, so heiBt K Nullmenge.

Beispiele fiir Nullmengen
Jedes n-dimensionale Rechteck der Form

I=1la, ] x ... x{a;} x ... X [a,,b,]

also jedes n-dimensionale Rechteck, bei dem eine oder mehr Seiten zu einem Punkt zusam-
mengezogen sind, ist eine Nullmenge, denn

/Ild(xl,...,xn):(bl—al)m..-(ai—ai)-...-(bn—an):O.

Einzelne Punkte sind Nullmengen, ebenso Vereinigungen von Nullmengen, d. h.
K;, K5 Nullmengen = K; U K5 ebenfalls Nullmenge.
Ist K kompakt, f : K — R stetig, so ist der Funktionsgraph
Iy ={(z,f(z)) : X € K} CR""!
eine Nullmenge.

Wichtig Ist K eine Nullmenge und f integrierbar auf K, so ist

/ flzy, .. xn)d(zy, ..., x,) =0.
K

7.4 Praktische Berechnung iiber Normalbereiche

7.4.1 Normalbereiche in R2

Definition. Es sei K C R? eine kompakte Menge.

(i). K heiBt y-projizierbar, falls es zwei stetige Funktionen g,k : [a,b] — R gibt mit

k= {[7] s o) < <ni) o € o

(ii). K heiBt x-projizierbar, falls zwei stetige Funktionen I, : [¢,d] — R existieren mit

k={[1] s <o < veeal

Y
(iii). Ist K x— oder y—projizierbar, so heiBt K ein Normalbereich.

(iv). K heiBt reguldr, falls die berandenden Funktionen g, h (bzw. [, 1) stetig differenzier-
bar sind.
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Satz. |Ist K ein Normalbereich und f : R? — R stetig, so ist f integrierbar auf K und
es gilt mit den Bezeichnungen obiger Definition:

> Falls K y—projizierbar ist:

/Kf(x,y) d(z, y) :/ab (/g:)’”)f(x,y) dy) dx

> Falls K xz—projizierbar ist:

d r(y)
ijwaawzf(w)fwwm)@

Beispiel: Kreisring

Flache eines Kreisringes mit innerem Radius 7 und duBerem Radius R

(] <[]l <o

K ist kein Normalbereich, jedoch konnen wir K in zwei nur am Rand iiberlappende Nor-
malbereiche gleicher GroBe aufteilen: K = K, U K_ mit

o= ([ el v}

K, (bzw. K_) sind y—projizierbar mit

0 fir z € [-R, —r]
g(x) = r2—ax?  fur]—rr
0 fur z € [r, R]

und h(z) = vV R? — a2 fir x € [—R, R] fir K. Folglich betrigt die Flache A, der oberen
Halfte

+R h(z) +R
A= [ [ tewydy | do= [ hGe) - gla) ds
- g

R () —-R

h(z)—g(x)

+R +r T T T
= VR? —22dx — \/T2—$2d$:§R2—§T2:§(R2—7‘2)
R r

(.

Folglich ist die Fliache des Kreisringes K gleich w(R? — r?).
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Berechnung des Schwerpunkts

Fiir eine messbare kompakte Menge K C R? ist der Schwerpunkt |:JJS:| definiert durch

S

1 / 1
rs=— [ xd(x,y) und ysz—/ yd(zx,y).
K] S " K] SV

Hierbei bezeichnet | K| die Flache von K, also

K= [ 1.

Ist K speziell ein Normalbereich der Form

K:{m :Ogygh(x),xe[a,b]}

Y

so errechnet man als Schwerpunkt

b h(z) 1t
/ / xrdy dx:—/ zh(z) dx
a JO |K| a
—_—
zh(x)

h(z)
Ys = / / ydy | de = / Y dx .
[K| 2|K|

l
2h

Der geometrische Schwerpunkt eines solchen Normalbereiches ist also der Punkt

1 [f rh(z) dx

1
WWgHM»WJ_fh

fb:ch(:v) dx ]
3 [, (h(@))? da

Speziell: Schwerpunkt eines Halbkreises mit Radius R
h(x):\/RQ—x2 r € [-R,R|

Ty = MQ;{Q x\/R2 —22dx =0

Ys = 73 f+R32 vPdy = 1 [2R° — §R%) =

7T

Der geometrische Schwerpunkt hat also die Koordinaten [é()l_%}
3w

7.4.2 Normalbereiche in R?

Im folgenden betrachten wir Normalbereiche K C R3. Riumliche Normalbereiche sind
analog definiert zum zweidimensionalen Fall:
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Definition. Es sei K C R3 eine kompakte Menge. K heiBt Normalbereich bzgl. der
xy-Ebene, wenn es

> zwei stetige Funktionen g, h : [a,b] — R, sowie

> zwei stetige Funktionen u,v : A := { [ﬂ ;9(x) <y < h(z),z € a, b]} —R
gibt, so dass
T
K=< 1yl :ulzy) <z<ov(ry) gle) <y<h(x) xelab
2 ™,

Entsprechend definiert man Normalbereiche bzgl. der xz-Ebene und bzgl. der yz-Ebene.

Sind die berandenden Funktionen g, h und u, v zudem stetig differenzierbar, so spricht man
von reguldaren Normalbereichen.

Beispiel. Eine Kugel

K= Y :x2+y2+z2§R2
z

ist ein Normalbereich bzgl. der xy-Ebene mit
g(x) = —h(x) = =V R? — 22 auf [-R, R]
u(z,y) = —v(z,y) = -/ B2 —a? —y2.
Weitere Beispiele fiir Normalbereiche sind Quader.
Satz. (Integration iiber raumliche Normalbereiche) Ist K ein raumlicher Normalbereich

bezgl. der xy-Ebene und ist f : R® — R stetig, so ist f integrierbar iiber K und es gilt mit
den Bezeichnungen der obigen Definition:

h(x) U(xy
/fx Yy, z)d(x,y, 2 / / / (z,y,2)dzdydz.

Beispiel. Das Volumen V' der Kugel K mit Radius R berechnet sich als

R27x2 R27I27y
V= /1dxy, / / / ldzdydx
RQ—IQ—y
VRZ—z2

& / VvV R? — 2?2 —y?dydx
-R

VRI_22

R
kk 4
() 7r/ VR? — x2dx = §7TR3
-R

—

Fiir die Gleich de [ dz =zt (firc € R)und 2|V -7V =2 /RE 4% — 2
iir die Gleichung (%) wurde [ dz = z-+c (fiir ¢ )un Z’f\/m vy

benutzt. Bei (xx) wurde verwendet, dass die Flache der halben Einheitskreisscheibe 7/2
betragt.
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Bemerkung. Einfacher gelingt die Berechnung des Volumens mit Hilfe von Kugelkoordi-

naten (siehe Abschnitt [7.6.2)).

7.5 Der Greensche Satz

Der Greensche Satz stellt eine Beziehung zwischen einem Doppelintegral iiber ein Gebiet
und einem Wegintegral langs dessen Randkurve her. Er ist ein Spezialfall des GauBschen
Divergenzsatzes (vgl. [8.3.1)); daher wird er auch “GauBscher Integralsatz in der Ebene”
genannt.

Zur Erinnerung. Ein Normalbereich K C R? heiBt regulér, falls die berandenden Funk-
tionen g, h : [a,b] = R (bzw. I, 7 : [a,b] — R) stetig differenzierbar sind.

Ist K ein regularer Normalbereich, so lasst sich der Rand 9K von K durch stetig differen-
zierbare Kurven parametrisieren.

Beispiel. Es sei K y-projizierbar, also
K = {{x] cg(r) <y <h(x),ze [a,b]}

Wir konnen als Parametrisierung des Randes also die Zusammensetzung der vier Kurven

i

o
~

S—
I

[t,g()]" fiir t € [a,b], Xa(t) := [b,th(b) + (1 —1t) g(b)]" fiir t € [0,1]
[t, h(t)]" fiir t € [a,b], Xu(t) :=[a,th(a)+ (1 —1t)g(a)]” fiir t € [0,1]

i

—~
~

SN—
Il

wahlen. Es gibt also einen stetigen, stiickweise stetig differenzierbaren Weg X, der den
Rand von K positiv orientiert durchlduft. Dabei bedeutet positiv orientiert, dass der
Rand entgegen des Uhrzeigersinns durchlaufen wird, d.h. beim Durchlaufen des Randes
liegt das Gebiet immer links. Das bedeutet in diesem Falle, dass die Wege W3 und Wy zu
X3 und X, in umgekehrter Richtung durchlaufen werden miissen, das heiBt

/FdX: FdX+/ FdX+/ FdX+/ FdX
0K Wi Wa —-W3 —Wy

:/ FdX+/ FdX — FdX — FdX.
Wy Wa W3 Wy

Satz (Greenscher Satz). Es sei K C R? wie oben, F' = [F}, F5]T : D — R? stetig
differenzierbares Vekorfeld, wobei D C R? offene Teilmenge, die K enthilt, also K C D.

Dann gilt
oF;, 8F1> /
— — — | d(z,y) = FdX 75.1
/K ( O Ay (@) oK ( )

wobei der Rand 0K von K positiv orientiert zu durchlaufen ist.
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Beispiel. (Berechnung der Fliche von K) Seien K und X (t) = [z(t), y(t)]" wie im Satz.
Dann folgt fiir F(z,y) = (—y,x)’ aus dem GauBschen Integralsatz:

Flache von K = |K| = %/K(l — (1)) d(z,y)

1 [ (0F, OF
L[
2Jok LT

b
=5 [ a0 -yt a

(7.5.2)

Merkregel. Mit dz(t) = &(t) dt und dy(t) = y(t) dt folgt

1
]K]:—/ xdy —ydx
2 Jor

Mit dem GauBschen Integralsatz lasst sich also der Flacheninhalt von K als Wegintegral
entlang des Randes OK berechnen.
Beispiele

(i). Die Ellipse K mit Hauptachsen der Lange 2a und 2b fiir a,b > 0 lasst sich schreiben

als ) )
T T Yy

K = T — 4+ =<1

) w1

Die Menge K ist ein Normalbereich und darstellbar in der Form

k= {[1] st <v <)o e faal)

mit

Eine positiv orientierte Parametrisierung des Randes ist somit

xo =y rene
also (F(X(t)), X(t)) = ab und daher

1 1 27
Flache der Ellipse = —/ FdX = —/ abdt = mab .
2 Jox 2 Jo

(ii). Die in Abbildung[7.1] dargestellte Hypozykloide K hat die Randkurve

(cost)?

X(@t) = {(Smt)g} also X(t) =3 {

—sint(cost)?

cost(sint)? ] ¢ €10, 2]
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MER

((sint)*(cost)® + (sint)*(cost)?) dt

Folglich ist

K| =

3 [ 3
= 5/0 (sint)?(cost)*dt = il

Abbildung 7.1: Hypozykloide mit Randkurve ((cost)?, (sint)?3)

Ist X = [z,y]” wie oben eine positive orientierte stetig differenzierbare Parametrisierung

des Randes, so beschreibt
_ 1 y(t)
N0 = e | o)

die (duBere) Normale an K im Punkte X (¢).

st dann F' = [ F } so folgt
Fi|’

% N % = divF,  (FX0), NXODIX O] = (F(X(1)), X (1))

(mit div F(z,y) = 8F1 L(x,y) + (:c y)) und damit bekommt der GauBsche Integralsatz

(7.5.1) die Form
[ dvF@p ) = [ (FN)ax
K oK

Wir werden den Satz in dieser Form auf raumliche Bereiche im letzten Kapitel verallgemei-
nern; vgl. Abschnitt [8.3.1]
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7.6 Die Substitutionsregel

Die Substitutionsregel fiir das eindimensionale Riemann-Integral besagt, dass

g(b)

b
/ flot@Ng@dr= [ 1) dy

g(a

fiir eine stetig differenzierbare Funktion g. Ist ¢’ > 0 (oder ¢’ < O)EI, so konnen wir diese
Identitdt auch wie folgt schreiben:

F(9(2))g (2)]dz = / f(y)dy.

[a,b] 9([a,b])

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist eine Verallgemeinerung auf n—dimensionale Riemann-
Integrale. Dabei ersetzen wir [a,b] durch eine kompakte messbare Menge K C R" und ¢
durch eine Abbildung

g1
g=1:11:U—=>V
gn

mit folgenden Eigenschaften:
> U,V offen,
> g ist bijektiv,
> ¢ und die Umkehrabbildung ¢g=! : V' — U sind stetig differenzierbar.

Ox;

dung g. Dann heiBt die Determinante der Funktionalmatrix

Mit J,(z) = <%(x1,‘..,xn)>l<ij<n bezeichnen wir die Funktionalmatrix der Abbil-

det J,(x)

die Funktionaldeterminante.

Satz (Substitutionsregel). In der obigen Situation sei f : K — R stetigund K C V.
Dann folgt

/ Fyr, - yn)d(ys, .o yn) = / flg(x, ..., zn))|det Jy(xq, ..., zn)| d(z1, ..., 20)
K g 1K)

Hierbei bezeichnet
T

g K)=¢X=|:]:9X)eK

In

die Urbildmenge von K unter der Abbildung g.

1Beachten Sie, dass hieraus folgt, dass g streng monoton, also umkehrbar ist.
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7.6.1 Spezialfall: Polarkoordinaten in R?

U =10, 00[ x ]0, 2], szQ\{

x] : y:O,xZO},g:U%V, H - {rcpw}
Y QD rsmgo
__|cosp —rsing _

Bir) = [l A ety )] =

Ist also K C V kompakt, und f: K — R stetig, so folgt

/ f(z,y)d(z,y) = / f(rcosg, rsing)rd(r, )
K g7 1(K)

Beispiel.

Es sei K halbes Kreissegment mit innerem Radius R; und duBerem Radius R».
In Polarkoordinaten gilt

g‘l(K)—{L’;] R <r<Rype B’;”H:[Rlﬂﬂx r 3 }

22"
Folglich ist

Rs
/ f(rcosp,rsinp)rd(r,p) = / (
g HK)

§7T
/ f(rcos g, rsinp) dgp) rdr

Ry z

22442
Etwa f(z,y) =e = , also

N

f(reosp,rsing) =e™ 7
ergibt

22142 Ro -2 R2
/ e d(z,y) = / me 2rdr=m (6_21
9~ (K) Ry

7.6.2 Spezialfall: Kugelkoordinaten in R?
Betrachte die Menge U =0, 00[ x ]0,27[ x | — 7, 7[ und die Abbildung
7 cOS  cos O

7 sin  cos 6
rsin 6

g(r, ¢, 0) =
Geometrische Deutung der Variablen
> r = Lange des Ortsvektors Pzu P

> 6 = Winkel von P mit der (z,y)—Ebene (“geographische Breite")

> ¢ = Winkel von der Projektion von P auf die (z,y)—Ebene mit der x—Achse
(“geographische Lange")

81
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x
Die Abbildung g ist eine Bijektion auf die Menge V =R3\ < |y| : y=0,2>0
z
Es gilt
cospcost —rsinpcosf —rcosysinf
Jy(r,p,0) = |sinpcosf rcospcosf —rsinpsind
sin 0 rcosf

und

| det J,(r, p,0)| = [r*(cos p)*(cos 0)* + r?(sin ) (sin 6)* cos
+ 1%(cos ) (sin ) cos § + r%(sin ) (cos 0)?|
=r?cosf.

Ist also X' C V kompakt und f: K — R stetig, so folgt
/ flz,y,2)d(z,y, 2) :/ f(rcos @ cos®,rsinpcosf, rsinf)r? cos d(r, p, 0)
K 9~ 1(K)

Beispiel 7.6.1. Die Menge K sei eine halbe Kugelschale mit innerem Radius R; und
auBerem Radius R5. In Kugelkoordinaten gilt:

r

3 T T
HK) = TR <r< To T T
70 ? Rl_r_RQ’we{z’f}’ee[ 2’2]
R R x| T2 x[_ﬁq
- 1, 2 2727{_ 2,2

Zwar liegt g7'(K) nicht ganz in U, die Ausnahmemenge g~!(K)\U ist aber eine Nullmenge
und somit dndert sich der Wert des Integrals nicht. Fiir eine stetige Funktion f : K — R
ergibt sich aufgrund der Substitutionsregel:

/K F(,y,2) d(2,y, 2)

= / f(rcos @ cos@, rsinpcosf, rsinf)r? cos§ d(r, ¢, 0)
9 (K)

Ro EP 4T
:/ (/2 ( ’ f(rcosgocos@,rsingpcosG,rsinb’)cos@d&) dgp) 2 dr
Ry bl =2

Fiir das Volumen ergibt sich etwa (per Integration von 1x).

Ry r3m r+% 9
V = / / cos 0 df dpr? dr = gW(Rg’ — RY)
R Jz J-

%
Fiir das Volumen der Hohlkugel erhalt man entsprechend

vzgn(R‘;’—Ri’).

Fir Ry = 0 erhalt man hieraus als Spezialfall das Volumen der Kugel mit Radius R:

4
V: §7TR3.
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7.6.3 Spezialfall: Zylinderkoordinaten in R?
Betrachte die Menge U =10, 0o x |0, 27| xR.

Die Abbildung
7 COS
g(r.p,z) = |rsing
z
ist eine Bijektion auf die Menge
x
V=R\{ |y| :y=0,2>0
z

In Zylinderkoordinaten kann ein Zylinder Z mit Radius R und Hohe H also ganz einfach
beschrieben werden als Menge

Z =10, R] x [0,27] x [0, H].
Fiir die Funktionalmatrix gilt
cosp —rsing 0
Jy(r,p,2) = |sing rcosp 0
0 0 1
und fiir die Funktionaldeterminante erhalt man

|det Jy(r, @, 2)| = 1.

Fiir eine stetige Funktion f : K — R, mit K C V kompakt, ergibt sich

/ flz,y,2)d(z,y,2) = / f(reosp,rsing, z)rd(r, ¢, z).
K g~ 1K)

7.6.4 Weitere Beispiele

Vollzylinder K sei ein Ausschnitt mit Offnungswinkel @, aus einem Hohlzylinder der
Hohe H mit innerem Radius R; und duBerem Radius R», also in Zylinderkoordinaten

9 ' (K) = [Ry, Ry] x [0, 0] x [0, H].

Fiir die Ausnahmemenge ¢~ (K) \ U gilt dieselbe Bemerkung wie im letzten Beispiel [7.6.1]

Fiir das Volumen des Zylinderausschnitts erhalt man etwa

Ro ©o H 1
V:/ / / rdzdedr = = (R5 — R}) ¢oH .
R1 0 0 2

Fir Ry = 0, o9 = 27 bekommt man als Spezialfall das Volumen des Vollzylinders mit
Radius R und Hohe H

V =7R’H .
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Rotationskorper.  Gegeben sei eine stetige Funktion f : [a, b] — [0, co[. Durch Drehung
des Funktionsgraphen von f um die x-Achse erhalt man einen Rotationskorper K. f heiBt
die Kontur des Rotationskorpers. Als Punktmenge ist K gegeben durch

K= {[x,y,z]T cw € la, byt + 22 < f(x)z} .

Zur Beschreibung von Rotationskorpern eignen sich die folgenden Zylinderkoordinaten ganz
besonders:

g(z,r, ) = [x,7Ccos go,rsingo]T.

In diesen Koordinaten ist der Rotationskorper K namlich gegeben durch

g HK) = {[m,r,gp]T s x € [a,b],r €10, f(x)],p €0, 27r]} )

Halt man den Winkel ¢ fest, etwa ¢ = g, so erhdlt man als Menge aller Punkte aus
g ' (K) mit diesem Winkel die Menge

9 (EK)go = {lz,r,00]" + € [ab],r €0, f(2)]}

und diese ist ein Normalbereich (r-projizierbar). Es folgt

/g_l(K)%Td(x,r) :/ab/of(x)rdrdl’: %/ab(f(m))de_

Integriert man schlieBlich noch iber alle Winkel ¢ € [0, 27], so erhilt man das Volumen V/
des Rotationskorpers:

V:/ lg(z,y,2)d(x,y, 2) :/ det Jy(x,r, @) d(z, T, )
K g HK) S———~——

=T

= /0% (/gl(K)wrd(a:,T)> dp = W/ab<f(gj))2 dr .

Das Volumen V' des Rotationskorpers mit Kontur f betragt also
b
V= 7r/ (f(x))? d.

Kreiskegel. Ein Kreiskegel der Hohe h und Grundflache mit Radius r besitzt die Kontur
f(z) = 72 auf [0, h]. Als Volumen ergibt sich

V:W/Oh(%:c)2 dl’:WT2g.

Kiihlturm. Der Rotationskdrper zur Kontur f(z) = cosh(z) = 3(e” 4+ ¢™*) auf [—1,1]
hat die Form eines Kihlturmes. Als Volumen errechnet man

1 1 1
V= 71'/ (cosh(z))? dx = 7T/ 1(62“ +e? +2)dr =7(l+ 4_1(62 —e?).
—1 —1
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Statt einer Kontur konnen wir auch ganze Flachen F' um die x-Achse rotieren lassen. Fiir
das Volumen V des so entstandenen Rotationskorpers gilt die Formel:

V = 2mro|F).

Hierbei bezeichnet ry den Abstand des Schwerpunktes von F' zur Drehachse, also

),
ro=— | yd(x,y).
*TIE S Y

Torus (oder Volischlauch, Reifen). Der Torus entsteht durch Rotation eines Kreises.
Es sei r der Radius diese Kreises, also |F| = 772, und der Mittelpunkt liege in der zy-
Ebene und habe die Koordinaten [0, R,0]”. Da dieser mit dem Schwerpunkt des Kreises
iibereinstimmt, betragt der Abstand ry des Schwerpunktes zur z-Achse ry = R, also

V =21%%R.
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Kapitel 8

Vektoranalysis

8.1 Divergenz und Rotation

Es sei D C R" offen und F' = [F},..., F,]7 sei stetig differenzierbares Vektorfeld. Unter
der Divergenz des Vektorfeldes [ versteht man den Ausdruck

F,
div F(X ng XeD.
LTk

Es sei D C R? offen und F = [Fy, Fy, F3]T : D — R3 stetig differenzierbar. Unter der
Rotation des Vektorfeldes [ versteht man den Ausdruck
g (X) = 52(X)
rot F(X) = | 25 (X) — 9% (x)

Merkhilfen
T
o | [F(X) 21 [R(X)
divE(X)=| : | | : rot F(X) = |52 | x |F(X)
. F,(X) e F5(X)

Man beachte, dass rot /' = 0 aquivalent ist zur Integrabilitatsbedingung

oF;  OF; 1< <3
i
3% ox; ' ¥
(siehe ((6.3.2))). Insbesondere ist die Rotation eines Gradientenfeldes F' = grad ¢ einer

zweimal stetig differenzierbaren Funktion ¢ gleich 0. In diesem Sinne misst rot F' die Ab-
weichung des Vektorfeldes F' von einem Gradientenfeld.

Geometrische Bedeutung der Rotation. Eine starre Drehung um die durch einen Rich-
tungsvektor @ beschriebene Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w wird beschrieben
durch die Abbildung

Aoz — A3T2
F:xr—waxzr=w|azr; — a3
A1 — Q221

87
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Die zugehorige Abbildungsmatrix lautet also

0 —das a9
A=w| a3 0 —a
—Qa2 aq 0
und diese Matrix ist schiefsymmetrisch: AT = —A.

Es sei nun F = [F}, Fy, F3]7 ein beliebiges differenzierbares Vektorfeld. Zu gegebenem
Punkt X ist dann die lineare Approximation von F'in X gegeben durch

X +— Xo+ JF(X())(X — XO) .

Beachte nun, dass

0 OF _ OF OB _ OF:

or, om 07 0 G 9n
rOtF(Xo)X(X—X()): 6_902_6_901 0 8_1";_8_332 (X—Xo)

OFy _ OF 0Fy _ 0F 0

8331 (9223 312 313

= (Jr(Xo) — Jr(Xo)")(X — Xo).
rot F'(Xg) beschreibt also den schiefsymmetrischen Anteil der linearen Approximation des

Vektorfeldes F' in X,. Diesen kdnnen wir als starre Drehung um die durch rot F'(Xy)
beschriebene Achse auffassen.

Bemerkungen

(i). Laplace-Operator Ist f : D — R™ zweimal stetig differenzierbar, so folgt

g_afl(X) 62]0 aZf
di df(X))=di : =—X)+...+ —=(X
iv(grad f(X)) = div e o0+t 55 (X)

Die Zuordnung f +— div(grad f(X)) heiBt Laplace-Operator. Statt div(grad f(X))
schreibt man auch Af(X).

(i). Ist F': D — R? ein Gradientenfeld, also F'(X) = grad f(X) fiir eine Funktion f, und
ist f zweimal stetig differenzierbar, so folgt aus der Vertauschbarkeit der partiellen
Ableitungen von f

rot F'(X) = rot(grad f(X)) =0.

Es gilt also: Jedes stetig differenzierbare Potentialfeld hat Rotation 0.
(iii). Ist F: D — R? zweimal stetig differenzierbar, so folgt

div(rot F(X)) =0.
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8.2 Integration iiber Flachen

Definition. Es sei D C R? offen und die abgeschlossene Hiille D := DUOD sei messbar
und kompakt. Es sei G C R? offen, D C G, und

F
F=|FK|:G->R?
F;

sei stetig differenzierbar und die Matrix

Gn(X) G
Jr(X) = | 92(X) o
LX) 2h(X)

habe fiir alle X = [z,y]T € D vollen Rang (d.h. Rang 2, d.h. die Spaltenvektoren sind
linear unabhiangig).

Dann heiBt F regulédre Fliache (iiber D) und die Punktmenge

T
F = ) . ZL‘l:Fl(X),IQZFQ(X),CCg:F?,(X) ﬁjreinXGD
x3

heiBt reguldres Flachenstiick.

Beispiel 8.2.1. Kugeloberfliche im R3

x
F(X)= y auf G ={X : | X| < R}
RZ— 22 — 42
ist stetig differenzierbar und
1 0
Jp(X) = 0 1

_ z _ Y
\/R2712,y2 \/R2,x2,y2

hat fiir alle X € G vollen Rang. Es sei D = {X : [|X|| < R — ¢} fiir ein € €]0, R], also
D={X:||X||<R—¢}. Dann ist

F:D—R?
eine regulare Flache.

Es sei I eine regulire Fliche iiber D. Fiir X € D heiBt die durch die Vektoren

2(X) 2 (0
Fo(X) = 83—?()() und  Fy(X) = ?(X)
G (X) G (X)
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aufgespannte Ebene
T(X): F(X)+ AF,(X) +pF,(X), ApeR
Tangentialebene an die Flache F' im Punkte X. Der hierzu orthogonale Vektor

1

N = R < B

F.(X)x F,(X), XeD

heiBt Normalenvektor an die Flache F' im Punkte X.

Beispiel 8.2.2. In der Situation des Beispiels ist

also

< 8

R2—$2—y2

Die Tangentialebene T'(X') im Punkte X wird durch die Vektoren F,(X) und F,(X) auf-
gespannt. Der Flacheninhalt des von F,(X) und F,(X) aufgespannten Parallelogramms ist
gerade || F,(X) x F,(X)]|. Dies motiviert:

Definition. Es sei F' regulire Fliche iiber D,
H:F—-R stetig.

Dann heiBt
| HP@ P G) % Fye)l dla) = [ Hdo

das Oberflachenintegral von H iiber der Flache F.

Insbesondere heilt

[ do= [ IR x Byl dey)
F D

der Flacheninhalt der Flache F'.

Beispiel 8.2.3. In der Situation des Beispiels [8.2.1] ist

2 2 R2
ety L1=

2 _ R
1B BN = T e

Fiir die Oberflache der Halbkugel F ergibt sich damit

/da—/ ul d(x,y)
- o VR — 22— 42




Abschnitt 8.3 — Reif/Stannat/Joswig, TU Darmstadt: Mathematik Il fiir MB — 13. Juli 2011 91

mit G = {[z,y]" : 2?2 + y* < R%}. Zur Berechnung des Integrals auf der rechten Seite
wihlen wir Polarkoordinaten im R?:

7 COS
g(r,¢) = [rsirup] :

also g71(G) =0, R[ x ]O 27[, und damit

R
d(x —rd(r,
/ RQ—xQ—y 9) /gl(c)\/R2—r2 ()
R 21 TR
— ———— dodr=27R%.
|| =
———

=—4 RVRZ—2

Die Oberfliche der Halbkugel mit Radius R betrigt somit 2rR? und die Oberfliche der
Kugel mit Radius R somit 47 R

8.3 Integralsatze

Die folgenden Aussagen lassen sich verstehen als dreidimensionale Varianten des Hauptsat-
zes der Differential- und Integralrechnung (n = 1) bzw. des Greenschen Satzes (n = 2; vgl.
Abschnitt . In allen Fallen geht es um die Gleichheit von zwei Integralausdriicken, bei
denen auf der einen Seite ein Integral iiber eine kompakte Menge steht und auf der anderen
Seite ein Integral iiber dessen Rand.

8.3.1 GauBscher Divergenzsatz

Satz (GauBscher Divergenz- oder Integralsatz). Es sei K C R? ein regulirer Nor-
malbereich, K C G, G offen, H : G — R? stetig differenzierbares Vektorfeld und
N : 0K — R3 duBere Normale des Randes 0K, so gilt

/dide(a:,y,z) :/ (H,N)do .
K oK
Beispiel 8.3.1. (i). Wir berechnen den Fluss [, . (H,N)do des Vektorfeldes

2z
H(z,y,2z)= |v+y
0

durch die Oberflache der Kugel
K 2>+ +22<R?.

Nach dem GauBschen Divergenzsatz gilt
4
/ (H,N) do :/ div Hd(z,y,z) = / ld(z,y,2) = —7R®
OK K K 3
(siehe Beispiel [7.6.1]).



92 Kapitel 8 — Reif/Stannat/Joswig, TU Darmstadt: Mathematik Il fiir MB — 13. Juli 2011

(ii). Zu berechnen ist der Fluss [,,.(H, N)do des Vektorfeldes
H(z,y,z) = |%y

durch die Oberflache des Zylinderausschnitts
K x2—|—y2§1,—1§z§1.

Nach dem GauBschen Divergenzsatz gilt

/8K<H, N) do :/ div H d(z,y, z)

K

1 21 1
Z/(y2+aﬁ2)d(ar,y,2:)=/ / / r2rdrdedz = 7.
K o Jo J-1

wobei wir in der vorletzten Gleichheit Zylinderkoordinaten eingesetzt haben (siehe

Beispiel [7.6.4)).

Zur geometrischen Interpretation des GauBschen Divergenzsatzes. Das Ober-
flachenintegral [,, (H,N)do beschreibt den mittleren Fluss des Vektorfeldes H durch
die Oberfliche OK von K (von innen nach auBen). Beschreibt H das Geschwindigkeitsfeld
einer Flissigkeitsstromung, so gilt

Fo(X) x Fy(X)
F(X) < By (X))
= (H(X),F(X) x (X)) do(X).

J

(H(X), N(X)) do(X) = (H(X) MIE(X) < Fy (X)) d(x,y)

Spatprodukt vo‘rT H(X),Fp(X),Fy(X)
Zur Erinnerung: Das Spatprodukt von H(X), F,(X), F,(X) ist gerade das Volumen des von

den drei Vektoren aufgespannten Parallelepipeds. Also beschreibt (H(X), N(X)) do(X)
das Volumen derjenigen Fliissigkeit, die durch das Oberflachenelement do stromt und damit

/a (H Ny do

das Gesamtvolumen der durch die Oberfliche stromenden Fliissigkeitsmenge. Nach dem
GauBschen Divergenzsatz ist diese Menge gleich dem Integral

/ div Hd(z,y, 2)
K

tiber die Divergenz von H. Fiir jede ganz in K liegende Kugel K,.(X) mit Mittelpunkt X
und Radius r gilt insbesondere

/ dide(x,y,z)—/ (H,N)do
(X) K (X)
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und fiir kleine Radien wird gelten
/ divHd(z,y,z) ~div H(X) - | K. (X)],
Ko (X)

also
1

|KT(X)’ 0K (X)

Damit wird deutlich: die Divergenz von H misst den aus einer Volumeneinheit austretenden
Fluss. Deshalb heiBt div H(X) auch die Quelldichte. Punkte X mit

div H(X)

(H,N)do .

> div H(X) > 0 heiBen Quellen
> div H(X) < 0 heiBen Senken.
H heiBt quellenfrei, wenn div H(X) = 0 fiir alle X.

lllustrationen. In einer Kugel K betrachten wir die Geschwindigkeitsfelder zweier Fliissig-
keiten:

(i). Gleichférmiger Durchfluss

U1
H(z,y,z) = |v2| also divH =0
U3

und daher fKR div H d(x,y, z) = 0. Fiir das Oberflachenintegral gilt andererseits:

/M (H, N dor — /G@,Fm X Fy(z,y)) d(z,y) + /G@,Fx X Fy(z, ) d(z, ) = 0

x
(siehe Beispiel[8.2.1)). Hierbei bezeichnet F(a:, Y, 2) = Yy die Ober-

—/R?— 12— 2

flache der unteren Halbkugel.

(ii). Geschwindigkeitsfeld mit Quelle

x
H(z,y,2) = |y| ,divH(z,y,z) =3, also
z

4
/ div Hd(x,y, 2) = 3|Kg| = 3-7nR* = 47 R®.
Kn 3
Andererseits

/8[( <H7 N> do = 2/G \<F’ FI X Fy> (ZI}, y) d(l’, y)

_ 32442 /p2_ 2 .2
= R27I727y2+ R?2—z2%2—y

R2
= 2/ d(r,y) = 2R2TR*.
o VR2 — 2% — 42
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8.3.2 Stokesscher Integralsatz

Satz. Essei F': G C R? — R? eine regulire Fliche iiber D, D C G, G offen. I/
sei zweimal stetig differenzierbar, D sei ein Normalbereich und X : [a,b] — R? eine
positiv orientierte stetig differenzierbare Parametrisierung des Randes D. Dann ist Y () =
F(X(t)), t € [a,b], eine positiv orientierte Parametrisierung des Randes O.F von F C R3.
Es sei H : U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit 7 C U. Dann gilt

/(rotH,N)da: HdY .
F oF

Beispiel 8.3.2. Es sei R > 0 und

i
F(x,y) = y , Jmy" e D ={X eR*: || X| < R}
RQ _ ZL‘2 _ yQ

die Flache, die die Oberflache der oberen Halbkugel mit Radius R beschreibt, also N (z,y) =

x —y

y | . Desweiteren sei H(z,y,2z) = | = |, also rot H(x,y,z) = [0,0,2]7, und
1

-1
R2 g2 42

damit

JE 77 R
JREe e,)

/(I'OtH,N>dO':/2N3dO':
F F D R? — 22 — 2

R 27
= / / 2r dr dp = 21 R* .
0o Jo

Andererseits kénnen wir 9D durch die Kurve

cost

X(t)=R [Sint} t € [0,27]

parametrisieren, also folgt fiir die Kurve

Rcost
Y(t)=F(X(t)) = |Rsint| ,t €]0,27]
0
dass
on | —Rsint T —Rsint
HdY:/ Rcost .| Rcost | dt =2rR?.
oOF 0 1 0

Zur geometrischen Interpretation des Stokesschen Intergralsatzes. Das Wegin-
tegral fafHdY beschreibt die Zirkulation des Vektorfeldes entlang des Randes von F.
Analog zum GauBschen Integralsatz ergibt sich fiir jedes kreisformige Teilstiick S,.(X) der
Flache um einen Flachenpunkt X:

/ (rotH,N)da—/ HdY
Sr(X) 05r(X)
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und fiir kleine Radien r wird gelten
/ (rot H, N) dor ~ (rot H(X), N(X))|S,(X)|
S (X)

also
1

150 (X)] Jos, x)

Hiermit wird deutlich: (rot H, N) misst die Zirkulation pro Flacheneinheit und heiBt ent-
sprechend Wirbelstdarke von H um N.

HdY .

(rot H(X), N(X))
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