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Technische Details:

(i) Organisatorisches Konzept
> Vorlesung
> Ubung
> Tutorien
(ii) Hausaufgaben
> Zweiergruppen
> 50% der erreichbaren Punkte notwendig zur Klausurzulassung
(iii) Klausuren
> Scheinklausuren am Ende des Semesters
> Modulklausur im Sommer
(iv) Sprechstunden
(v) Literatur
> kein Skript, aber Notizen
> Greub: Linear Algebra: v. 23 (Graduate Texts in Mathematics): v. 23,
4. Auflage, Springer 1995
> Jahnich: Lineare Algebra: Mit 110 Testfragen (Taschenbuch), 11. Auflage,
Springer 2008
> Scherfner und Volland: Lineare Algebra fiir das erste Semester (Broschiert),
Pearson 2006

Diese Notizen sind aus verschiedenen meiner Vorlesungen an der TU Darmstadt und der
TU Berlin erwachsen. Inspririert haben mich diverse Biicher und ein Vorlesungsskript von
Karl-Herrmann Neeb.
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KAPITEL 0
Motivation

0.1. Zahlbereiche

N:={0,1,2,...} = Menge der natiirlichen Zahlen mit Addition “+”, Multiplikation “+”
und Anordnung “<”.

7 := NU (—=N) = Menge der ganzen Zahlen. Gleichungen der Art a + = b kénnen in Z
fiir beliebige a,b € N (oder auch a,b € Z) gelost werden.

Q:= {§: p,q € Z, q # 0} = Menge der rationalen Zahlen —. Gleichungen der Art az+b =
¢ kénnen in Q fir beliebige a,b, ¢ € Z mit a # 0 gelést werden (bzw. a,b,c € Q).

R = Menge der reellen Zahlen, entsteht aus Q durch Vervollstéindigung (1 Analysis).

C = Menge der komplezen Zahlen (1 Analysis). Gleichungen der Art az? + bx + ¢ = d
konnen gelost werden fiir beliebige a,b,¢,d € R (bzw. C) mit (a,b) # (0,0).

Es gilt:

Korper
———
NCZCRCRCCO

Ringe

0.2. Vektorrechnung in R¢ (bzw. C%)

motiviert z.B. durch die Physik
—BILD—
Addition “+” Subtraktion von Vektoren, Skalarmultiplikation.

0.3. Vektorraume

> mathematische Konzeption zur Grundlegung der “Vektorrechnung”
> zwei Abstraktionsrichtungen
o beliebig viele Dimensioen, nicht nur 1,2, 3; sogar oo-dimensional
o beliebige Korper als Koordinatenbereiche (wichtig z.B. fiir Kryptographie).

0.4. Skalarprodukte und Determinanten

> Zusétzlich zur Vektorrechnung Winkel zwischen Vektoren und Vektorlingen
> dadurch: Grundlegung der Elementargeometrie.

0.5. Lineare Gleichungssysteme

—BILD—
Gesucht: Menge aller Losungen (z,y) fiir das lineare Gleichungssystem:

20=x+2
2u=4—=x

7
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8 0. MOTIVATION

Eliminiere y:
d—zr=04+2&2=2v1=u.

Setze x ein: .
2y:1+2:3(:>y:§.
0.6. Symmetriebegriffe
—BILD—
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KAPITEL 1

Grundlagen

1.1. Aussagenlogik und Quantoren

1.1.1. Aussagen. Die (Aussagen-) Logik handelt von mathematischen Aussagen, die
nach gewissen Regeln aus einer gewissen Menge von Symbolen gebildet werden. Eine
wohlgeformte Aussage hat entweder den Wahrheitswert “wahr” oder “falsch”.

BEISPIEL 1.1.1. Aussagen:

> “0 € Z”, bzw. “0 ist eine ganze Zahl”
> 24 2="5
> “a+a=2-a gilt fiir alle natiirlichen Zahlen a”

BEMERKUNG 1.1.2. Ob eine Aussage wahr oder falsch ist, hdngt vom axiomatischen Kon-
text ab.

Aus bereits vorhandenen Aussagen A und B lassen sich wie folgt neue Aussagen bilden:

> Negation: —A ist wahr genau dann, wenn A falsch ist; lies als: “nicht A”

> Konjunktion: A& B ist wahr genau dann, wenn A und B beide wahr sind; lies
als: “A und B”. Manchmal schreibt man auch “A A B”.

> Disjunktion: AV B ist wahr genau dann, wenn mindestens A oder B wahr sind;
lies als: “A oder B”

> Subjunktion: A = B ist definiert als (—A) V B; lies als: “aus A folgt B”

> Aquivalenz: A < B ist wahr genau dann, wenn die Wahrheitswerte von A und
B gleich sind (d.h. beide wahr oder beide falsch); lies als: “A ist dquivalent zu
B??

1.1.2. Wahrheitstafeln. Diese Konstruktionen neuer Aussagen aus bestehenden las-
sen sich durch die folgende Wahrheitstafel zusammenfassen:

A|B|~A|A%B|AVB|A=B|AB

wlwl| f w w w w
w| fA f]f w / /
flwl] w f w w /
flrf w f f w w

Durch Inspektion aller moglichen Wahrheitswertbelegungen lassen sich zum Beispiel fol-
gende Sdtze der Aussagenlogik ( Tautologien) beweisen:

(i) AV (mA) Tertium non datur
(ii) 7(AV B) & (=A)&(—=B) und (A& B) < (—A)V (=B) De Morganschen Regeln
(iii) Eﬁ%@)z(é&\? 34> }Kommutatz'm'ta‘t
(iv) (A&B)&C < A&(B&C)

(

AVB)VC & AV (BV(O) } Assoziativitdit

9
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10 1. GRUNDLAGEN

A&(BV C) < (A&B) V (A&C)
) AV (B&C) < (AV B)&(AV C)

Zusétzlich gelten die folgenden Regeln des logischen Schlieffens, die man ebenfalls durch
Inspektion der Wahrheitstafel verifizieren kann:

SaTz 1.1.3 (Direkter Schluss). [A&(A = B)| = B
SATZ 1.1.4 (Indirekter Schluss). [(-B)&(A = B)] = A

} Distributivgesetze

BEWEIS.
A|B||-B|A= B|(-B)&(A= B)|-A|[(-B)&(A = B)] = -4
wiw| f w f f w
wl f| w / / f w
Jflwl] f w f w w
flfl w w w w w

SATZ 1.1.5 (Kontraposition). (A = B) = (-B = —A)

Der folgende Satz dient dazu, eine andere Beweismethode als durch Wahrheitstafeln zu
demonstrieren.

BeispiEL 1.1.6. Es gilt [A = (B V C)] < [(A&—B) = (.
BEWEIS.
[A= (BV()]
& [-AV(BVO) < [(-AV B) V(|
& [-(mAV B) = C] & [(A&—B) = (]

BEIsSpPIEL 1.1.7. Die folgende Aussage gilt z.B. iiber Q:
M=0=>A=0 oder pu=0

Dies ist gleichwertig zu:

A -B c
1.1.3. Quantoren. Sei I eine Menge und (A;);c; eine Familie von Aussagen.

DEFINITION 1.1.8 (Allquantor). “Vi € I : A;” ist eine Aussage, die wahr ist genau dann,
wenn die Aussage A; wahr ist fiir jedes @ € I; lies als: “fiir alle 7 € T ...”.

DEerFINITION 1.1.9 (Existenzquantor). “3i € I : A;” ist eine Aussage, die wahr ist genau
dann, wenn es (mindestens) ein i € [ gibt, so dass A; wahr ist; lies als: “es existiert ein
el ...

DEFINITION 1.1.10 (Quantor zur eindeutigen Existenz). “3li € [ : A;” ist eine Aussage,

die wahr ist genau dann, wenn es genau ein i € I gibt, so dass A; wahr ist (d.h. fiir alle
anderen j € I\{i} ist A; falsch).

BEISPIEL 1.1.11. [3n € N : n? = 5] ist falsch.
BEISPIEL 1.1.12. [Vg € Q: 3r € Q : 2r = ¢| ist wahr.
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1.3. RELATIONEN UND FUNKTIONEN 11
1.2. Mengenlehre

Hier wird nur ein naiver Zugang zur Mengenlehre angeboten.

DEFINITION 1.2.1.

(i) Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterscheidbarer Ob-

jekte zu einem ganzen. Die Objekte heiflen Elemente der Menge.
(ii) Extensionalitit: A= B = Vr:x € A< x € B)
(iii) leere Menge: () := {x: x # x}
(iv) ACB: (Ve:z€ A=z € B)

(v) AC B:= (AC B)&(A+# B).

(vi) Potenzmenge P(A) :={z:z C A}
BEMERKUNG 1.2.2. Ungehemmte naive Mengenbildung fiihrt zu Widerspriichen; z.B.
(Russell): Es sei R := {z: = ¢ z}. Die naive Frage: ‘Gilt “R € R” oder “R ¢ R”?’ fiithrt auf
einen Widerspruch. Die axiomatische Mengenlehre 16st dieses Problem, indem sie solche
Fragen als syntaktisch unzuldssig ausschlieft.

Ahnlich wie man Aussagen miteinander verkniipfen kann, kann man auch Mengen mit-
einander verkniipfen. Es seien im Folgenden A und B Mengen.

DEFINITION 1.2.3.
(i) A\B :={2: 2 € Aund x ¢ B} Differenzmenge
(i) AN B :={z: 2z € Aund x € B} Schnittmenge
(iii) AUB :={z: z € A oder z € B} Vereinigungsmenge
SATZ 1.2.4. Es gilt:

() ANB=BNA
(1)) AUB=BUA
(1)) AN(BNC)=(AnB)NC
(iv) AU(BUC)=(AUB)UC
(v) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(vi) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Vergleichen Sie mit den in Abschnitt [1.1.2 aufgefithrten Sétzen der Aussagenlogik.

1.3. Relationen und Funktionen

DEFINITION 1.3.1 (Geordnetes Paar). (z,y) := {{z,y},{z}}
SATZ 1.3.2. (z,y) = (2/,¢y) e x=2"undy =y

BEWEIS. Sei (z,y) = (2/,y'). Dann folgt ({z,y} = {2/,¢'} und {z} = {2'}) oder
({x,y} = {2’} und {z} = {2/, y'}). Wir unterscheiden zwei Fille.
Fall 1: x = y. Dann ist {z} = {2/, ¢’} und damit x =2’ = ¢/
Fall 2:  # y. Dann ist {z,y} # {2’} und damit {x,y} = {2/,y'}. AuBerdem gilt {z} =
{z'}, also x = 2/ und dann auch y = ¢/'.
Die umgekehrte Inklusion folgt direkt. ([l
DEFINITION 1.3.3. Zu zwei Mengen X, Y heifit

rxy = {(r,y): € X und y € Y}

das kartesische Produkt von X und Y.
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12 1. GRUNDLAGEN

DEFINITION 1.3.4. Eine (bindre) Relation auf zwei Mengen X und Y ist eine beliebige
Teilmenge von X x Y. Falls R C X X Y, so setzen wir

rRy & (z,y) € R.
DEFINITION 1.3.5. Sei R eine Relation auf M

(1) R heiit reflexiv, falls
Ve e M :zRx

(ii) R heiBt symmetrisch, falls
Ve,y e M : xRy < yRx
(ili) R heiBt antisymmetrisch, falls
Ve,y € M : cRy&yRr =z =1y
(iv) R heiBit transitiv, falls
Vr,y,z € M : xRy&yRz = wRz.
DEFINITION 1.3.6. > Eine Aquivalenzrelation ist reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv.
> Eine Ordnungsrelation ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.

DEFINITION 1.3.7. Sei M eine Menge und P C P(M). Dann heifit P Partition von M,
falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

>VmeP:m#0D
>Vm,m' e P:m#m' =mnNm' =0
>U{m:meP}=M
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf eine Menge M. Zu x € M setze
(2] = {y€ M : x ~y} Aquivalenzklasse
SATz 1.3.8. Die Aquivalenzklassen {[z].: x € M} einer beliebigen Aquivalenzrelation ~
partitionieren M. Umgekehrt definiert jede Partition eine Aquivalenzrelation.
BewEIs. Ubung. O
BEISPIEL 1.3.9. Betrachte die Menge der ganzen Zahlen Z, und wahle m € Z.
r=py & dkel:km=x—y

Die Relation =,, wird als “kongruent mod m” gelesen. Die Kongruenzrelation ist eine
Aquivalenzrelation, denn:

> =, ist reflexiv:
SeizreZ=0-m=x—x=1x=,, .
> =,, ist symmetrisch:
Seien x,y € Z mit x =, y = ex - k € Z:

km=x—y=(-km=y—z=y=, .

> =, ist transitiv:
Seien x,y,z € Zmit x =, yund y =, z = ex-k,l € Z,sodass km =z —y
und im=y—z= (k+l)m=2—z2=12=, 2
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1.3. RELATIONEN UND FUNKTIONEN 13

> Die resultierenden Partitionen sehen so aus:
7 = {0,2,—2,4,—4,...}U{l,-1,3,-3,... } firm =2
und

7z = {0,3,-3,6,—6,... yU{l,—2,4,-57, -8, ... }U{2,—1,5,—-4,8 —7,... } fr m = 3

> Aquivalenzklassen:

[z]l=,, = {z,x+m,x+2m,....} = x4+ mZ.
DEFINITION 1.3.10. Eine Relation R C X x Y heifit Funktion von X nach Y, falls gilt
Vee X:dyeY :zRy
und
Vee X :VyeY VY eY :aRy&kaxRy = y=1y.

Man spricht von Rechtseindeutigkeit. Notation: “R : X — Y.
Die vorherige Definition verlangt, dass eine Funktion jedem Element des Definitionsbe-

reichs X ein Element des Wertebereichs Y zuordnet. Lisst man diese Bedingung weg,
redet man von einer partiellen Funktion.

DEFINITION 1.3.11.
(i) Eine Funktion f: X — Y heiit injektiv, falls
Vo, o' € X @ f(x) = f(o) =z =1".
(ii) Eine Funktion f: X — Y heiit surjektiv, falls
VyeY :dee X : f(x)=y.
(iii) Eine Funktion f : X — Y heifit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
(iv) Zu X’ C X ist
fX) = {f(2): z e X}
das Bild von X unter f.
(V) ZuY’' CY ist
fYh = {reX: f(x)eY'}
das volle Urbild von z unter f.

DEFINITION 1.3.12. Seien A, B,C' Mengen und f: B — C' und g : A — B Abbildungen.
Die Abbildung

feg:A—C:ra— f(g(a))
heifit Verkettung von f und g. [ hier auch als “erst g, dann f” |].
Seien A, B,C,D Mengenund f:C — D, g: B— C, h: A— B Abbildungen.
SATZ 1.3.13.
folgoh) = (fog)oh.
BEWEIS. Sei a € A. Dann gilt

[f o (goh)l(a) = f((goh)(a)) = fg(h(a)))
= (fog)(h(a)) = [(fog)ohl(a)
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14 1. GRUNDLAGEN
1.4. Gruppen, Ringe, Koérper
DEFINITION 1.4.1. Eine (binére) Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung
*: M X M — M: (m,m') — mx*m

BEMERKUNG 1.4.2. Je nach Verkniipfung sind teils sehr unterschiedliche Notationen {ib-
lich.

BEISPIEL 1.4.3. (i) M =7, x = + < Addition
(ii) M =R, * = - « Multiplikation
(iii) M beliebig, U und N Verkniipfungen auf P(M).

DEFINITION 1.4.4. Seien A, B Mengen. Dann bezeichnet
AP = {f: f:B— A}
die Menge aller Abbildungen von B nach A.
BEISPIEL 1.4.5. Sei M eine Menge. Dann ist die Verkettung
o: MM x MM — MM
eine Verkniipfung auf M™.
DEFINITION 1.4.6. Eine Verkniipfung % : M x M — M heif3t

> kommutativ : & Vr,y e M :xxy=yxx
> assoziativ <= Vr,y,z € M : (xxy)*xz =z * (y * 2).

DEFINITION 1.4.7. Ein Tupel (M, %) aus einer nicht-leeren Menge M # () und einer
assoziativen Verkniipfung * heifit Halbgruppe.

BEISPIEL 1.4.8. Dies sind Beispiele fiir Halbgruppen:

(vii) (R\{0},

DEFINITION 1.4.9. Eine Halbgruppe (G, *) heifit Gruppe, falls gilt
(i) existiert e € G, so dass fiir alle g € G gilt:

exg =g

und
(ii) zu jedem g € G existiert ein h € G, so dass

hxg = e.

BEMERKUNG 1.4.10. Man kann zeigen, dass in einer Gruppe genau ein Element e mit der
Eigenschaft i existiert. Dies heifit das Neutralelement von G. Ebenso existiert zu jedem
g € GG genau ein h € G mit der Eigenschaft [ii. Dieses Element heifit das zu g Inverse und
wird oft mit ¢! bezeichnet.

BEISPIEL 1.4.11.

(i) (Z,+) ist eine Gruppe. Das Neutralelement ist 0, das zu a € Z Inverse ist —a.
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1.4. GRUPPEN, RINGE, KORPER 15

(ii) (R,+) ist eine Gruppe. Auflerdem ist (R\{0},-) auch eine Gruppe. In diesem
zweiten Fall ist das Neutralelement 1, und das zu z € R\ {0} Inverse ist .

(iii) Sei E eine Menge mit genau einem Element e € E. Dann ist (F,*) eine Gruppe
fiir x : (e,e) — e. Wir nennen (FE, ) eine triviale Gruppe.

(iv) Sei [y := {0, 1}. Durch die folgende Tafel sei eine Verkniipfung + : Fo x Fy — [y

definiert:
+ 0|1
01]/0]1
11110

Dann ist (Fs, +) eine Gruppe mit dem Neutralelement 0.
(v) Sei M eine nicht-leere Menge und sei Sym(M) := {f: (f : M — M bijektiv)}.
Dann ist (Sym(M), o) eine Gruppe mit einem Neutralelement

idy,, M —M:m—m.

Die Elemente von Sym(M) heiflen auch Permutationen. Die Gruppe selbst heifit
symmetrische Gruppe.

BEWEIS. Wir betrachten hier nur das letzte Beispiel.

Die Verkettung o ist eine Verkniipfung auf Sym (M), weil die Verkettung von bijektiven
Abbildungen bijektiv ist. Aus Satz[1.3.13/folgt, dass (Sym(M), o) eine Halbgruppe ist.
Sei f : M — M eine beliebige bijektive Abbildung, und m € M. Es gilt (idy of)(m) =
f@dy(m)) = f(m), also idy;of = f. Da f bijektiv ist, existiert die Umkehrabbildung
[~ M — M (und die ist ebenfalls bijektiv).

Es gilt (f~'o f)(m) = f(f~'(m)) =m =idy(m), also f~' o f =idy,. O

DEFINITION 1.4.12. Sei R eine Menge mit zwei Verkniipfungen + : R x R — R und
-1 R x R — R. Das Tripel (R, +,-) heiit Ring, falls gilt:

(i) (R, +) ist eine kommutative Gruppe.
(i) (R,-) ist eine Halbgruppe.
(iii) Es ist (a + b)c = ac + be sowie a(b+ ¢) = ab + ac fiir alle a,b, ¢ € R.

BEISPIEL 1.4.13.

(i) (Z,+,-) ist ein Ring.
(H) ([R7 +7 ')7 (Qa +, '), (C, +, ) sind Ringe.

DEFINITION 1.4.14. Ein Ring (K, +, -) mit additiven Neutralelementen 0 € K heifit Kor-
per, falls (K\{0},-) eine kommutative Gruppe ist. Das Neutralelement 0 heifit Nullele-
ment, und das mult. Neutralelement heif3t Einselement.

BEISPIEL 1.4.15.

(1) (Qv =+, ')7 (lRa -+, ')7 (Cv -+, ) sind Kérper
(i) (Z,+,-) ist kein Korper.
(iii) Wenn man auf der Menge Fo\{0} = {1} aus Beispiel 1.4.11[(iv)) die triviale
Multiplikation - betrachtet, so ist (Fg, +, -) ein Kérper mit genau zwei Elementen.
Es ist definiert 0-0=0und 0-1=1-0=0.

BEMERKUNG 1.4.16. Man kann fiir die lineare Algebra, die Korper wesentlich als Koordi-
natenbereiche benotigt, weitgehend auf die Kommutativitat der Multiplikation verzichten;
dies fiithrt zu linearen Algebra iiber Schiefkdorpern.
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16 1. GRUNDLAGEN
1.4.1. Restklassenringe und endliche Kérper von Primzahlordnung. Seim &€
Z. In Beispiel 1.3.9 wurde gezeigt, dass
r=py:&e dkel:km=x—y

cine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklassen [z] =,,= = + mZ heiBen Kongruenz-
klassen modulo m.

Auf der Menge Z/mZ := Z/=,, definieren wir zwei Verkniipfungen:
(x4+mZ)+ (y+mZ) .= (x+y)+mZ und (z+mZ)-(y+mZ) = (zy)+mZ.
Es ist die Wohldefiniertheit zu zeigen:

Seien x,2’,y,y € Z mit x =, ' und y =,,, y'. Dann gibt es h,l € Z mit km = x — 2’ und
Im =y —v'. Es folgt weiter

(@ +y)+mZ = (&' +mZ)+ (y +mZ)
= (x —km+mZ)+ (y — lm+ mZ)
= (z4+mZ)+ (y+mZ) = (x+y)+mZ
Analog folgt (2'y') + mZ = (vy) + mZ.
SATZ 1.4.17. (Z/mZ,+,-) ist ein kommutativer Ring.

BEWEIS.

> 0+ mZ ist das additive Neutralelement.

> Addition und Multiplikation sind beide assoziativ und kommutativ.
> Es gibt ein multiplikatives Neutralelement 1 4+ mZ.

> Es gelten die Distributivgesetze.

SATZ 1.4.18. (Z/mZ,+,-) ist ein Korper genau dann, wenn m eine Primzahl ist.
Bewers. Ubungsaufgabe. 0

1.4.2. Bemerkungen.

> Statt x + mZ schreibt man oft auch z oder sogar nur z.
> Fiir m prim schreibt man auch F,, := Z/mZ. Verifizieren Sie, dass fiir m = 2
diese Notation auch zu Beispiel [1.4.11{(iv)) passt.

Die “Gleichartigkeit” algebraischer Strukturen wird durch den Isomorphiebegriff prézi-
siert. In diesem Sinn gelten (bis auf Isomorphie) die folgenden Eindeutigkeitsaussagen:
>Z/07 =7
> Z/17 = {0} trivialer Ring
>Z/ml=7/nl = mEn
> Fiir m prim ist F = Z/mZ der einzige endliche Korper mit m Elementen.

BEMERKUNG 1.4.19. Es gibt (eindeutig bestimmte) endliche Korper zu jeder Primzahl-
potenzordnung.
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KAPITEL 2
Vektorriaume

2.1. Definitionen und erste Beispiele

DEFINITION 2.1.1. Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum (oder Vektorraum tiber K) ist
ein Tupel (V,+,-) bestehend aus einer Menge V', einer binéren Verkniipfung (Addition)
+:VxV =V

sowie einer Skalarmultiplikation
KXV =V,

so dass gilt:

(i) (V,+) ist eine kommutative Gruppe.
(i) Vo,w e V:VA\p e K :

(&) A+p)-v=(Av)+(p-v)
(b) A+ (v4w) =(A-v) + (p-w)
() Ae(p-v)=(A-p)-v

(d) 1-v=w

BEMERKUNG 2.1.2. Die analoge Definition, bei der der Kérper K durch einen (kommu-
tativen) Ring R ersetzt wird, fithrt zum Begriff des R-Moduls.

BEISPIEL 2.1.3. Fiir n € N ist der Standard-K -Vektorrraum

L1
K' = Kx---xK = : DX, Loy, Ty €K
n—mal T,
mit der Addition
3} (! T+
: +| = :
und der Skalarmultiplikation
Y1 AU
A : = :
Yn Aln
ein Vektorraum. Um dies zu zeigen, verifizieren wir die Axiome [2.1.1({) und [2.1.1(ii):
0
Der Nullvektor 0 := : ist wegen
0
L1 L1 L1
0+ = L] = +0
T, T, Ty,
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18 2. VEKTORRAUME

1 —x
ein Neutralelement fiir die Vektoraddition. Das zu : additive Inverse ist —
T —Tn
xy
wegen
Tn
—x Ty -1+ 11 0
+ : = : = : = 0.
—Tn T —Tp + Xy 0

Da die Addition in K assoziativ und kommutativ ist, ist auch die Addition in K™ assoziativ
und kommutativ.

Seien A\, u € K und v, w € K™ beliebig mit

U1 wq
Vo= : und w =
Up Wy,
Dann gilt
o (A4 p) vy Ay + vy
At v =QA+p-| | = ; = :
Up, A+ p) - v, v, + oy,
AUy o vy [ Uy
= : + : = |A- : + e
AUy, Uy, Up, | Un
— (A 0) + ().

Die iibrigen Eigenschaften lassen sich analog beweisen.
BEISPIEL 2.1.4. Sei M eine beliebige Menge (und K ein beliebiger Korper). Es ist
KM = {f: f: M — K}
die Menge aller Abbildungen von M nach K. Mit der punktweise definierten Addition:
f+9g:M—K:m— f(m)+ g(m)
und der ebenfalls punktweise definierten Skalarmultiplikation
Af:M—K:m— \f(m)
ist (KM, +,.) ein Vektorraum.

2.2. Linearkombinationen

Es sei (v1,vg, ..., v;) ein geordnetes k-Tupel (bzw. Familie der Lénge k) von Vektoren aus
einem K-Vektorraum V.

DEFINITION 2.2.1. Ein Vektor v € V heifit

> Linearkombination von (vy,...,vy), falls existieren Aq,..., Ay € K, so dass gilt
’U:>\1U1—|—"'—{—)\kvk.
> Affinkombination von (vy,...,vy), falls existieren A,..., Ay € K, so dass gilt

v = ANy + -+ A\up und zusétzlich Ay +---+ X\, = 1.

Notizen zur Linearen Algebra — (© Michael Joswig, TU Darmstadt & TU Berlin — 8. Juli 2009



2.2. LINEARKOMBINATIONEN 19

DEFINITION 2.2.2. Speziell fiir K = R (oder allgemeiner einen angeordneten Korper K)
heiit eine Affinkombination
Avg + - ApUg

Konvezkombination, falls zusétzlich 0 < \; < 1 fiir alle 1 <17 < k.
DEFINITION 2.2.3. Das k-Tupel (vq,. .., vg) heiit linear unabhdingig, falls gilt:

VAL ) ERF o+ e =02 N == )\, = 0.
Andernfalls linear unabhdngig.
LEMMA 2.2.4. Sei (vy,...,vx) linear unabhdingig.

(i) Fiir jede Permutation m € Sym({1,... ,k}) ist auch (vz1), ..., Vr)) linear un-
abhdngig.
(11) Jede Teilfamilie (vy,...,v;) firi < k ist linear unabhdngig.

BEWEIS. Seien Ai, Ao, ..., A\ € K gegeben mit
0 = Muza) + -+ MeUa(ey = Apryv1+ 0+ Ar-1(iy U -

Dann folgt Ar-1(1) = -+ = Az-1) = 0. Angenommen (v1, vy, ..., v;) wére linear abhéngig
fiir ein ¢+ < k. Dann existieren A;, \o...,\; € K und A\, # 0 fir 1 < h < ¢, so dass
Ay + -+ - 4+ Ny = 0 ist. Hieraus folgt nun

)\1111+"'+>\ivi+0‘vi+1+"‘+0'vk =0

mit A, # 0. Dies steht im Widerspruch zur Annahme, die Familie (vy,...,v;,) sei linear
unabhéngig. 0
BEISPIEL 2.2.5. Im Standard-K-Vektorraum K™ sind die Einheitsvektoren
0
1 : 0
0 0 :
€1 = . ) , €k = 1 P y Ep =
. 0 0
0 , 1
0

linear unabhéngig.
BEISPIEL 2.2.6. Sei V' beliebiger K-Vektorraum und V' > x # 0. Dann ist (z) linear
unabhéngig und (x,z,...,z) linear abhéngig.

~——

k-fach, k > 2

DEFINITION 2.2.7. Eine unendliche Familie von Vektoren aus K heifit linear unabhdngig
falls jede endliche Teilfamilie linear unabhéngig ist.

BEMERKUNG 2.2.8.

> Wegen Lemma lasst sich der Begriff der linearen (Un-)Abhéngigkeit auch

auf Mengen von Vektoren anwenden.
> Der Nullvektor 0 € V ist linear abhéngig.

PROPOSITION 2.2.9. Fiirn > 2 sind vy, vs,...,v, genau dann linear abhdngig, falls einer
dieser Vektoren eine Linearkombination der iibrigen ist.

BEWEIS. Gilt \jv; + -+ -+ A0, = 0 mit \; # 0, so folgt v; = > —% v;. Ist umgekehrt
i
zum Beispiel vy = pyvg + « -+ + pvp, so folgt (—1)vy + pyve + -+ + ppv, = 0. O
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20 2. VEKTORRAUME
2.3. Unterraume

Sei V ein K-Vektorraum.

DEFINITION 2.3.1. Eine nichtleere Teilmenge U C V heifit Teilraum (oder Unterraum)
von V, falls gilt VA, up € K Yu,v € U:

Au+pv € U.
BEMERKUNG 2.3.2.

> Wegen U # () existiert u e U = 0-u=0¢€ U.
> Falls U Unterraum von V', schreiben wir “U < V7.

BEISPIEL 2.3.3.
(i) Esist {0} <V und V < V.

(ii) Die Losungen x = (x1,...,x,) € K™ des homogenen linearen Gleichungssystems
a1 ry + o+ Ty, = 0
Q11 + -+ QT = 0

bilden einen Teilraum von K™.
(iii) Betrachte den R-Vektorraum R¥ aller Funktionen von R nach R mit punktweise
definierter Addition, vergleiche Beispiel 2.1.4. Dann bilden
> die stetigen Abbildungen C(R) einen Teilraum,
> die differenzierbaren Abbildungen einen Teilraum usw.
(iv) Betrachte die einmal stetig differenzierbaren Losungen u € C*([0,1]) der Diffe-
renzialgleichung

w(t) = alt) - ult)
fir a € C([0,1]). Dann gilt fir alle A\, x € R und fiir alle Losungen u, v, dass
wegen
a(t)Au(t) + po(t)) = da(t)u(t) + pa(t)v(t) = Au(t) + po(t)
die Funktion Ay + pv € C*([0, 1]) wieder eine Losung ist. Das heifit die Losungs-

menge bildet einen Teilraum von C*([0, 1]).

PROPOSITION 2.3.4. Seien U, W Teilrdume des K -Vektorraums V. Dann sind UNW und
die Unterraumsumme

U+W = A{u+tw: uelUweW}

Unterrdume von V.

BEWwWEIS. Wir betrachten zunéichst den Schnitt U N W <
rx,y e UNW. Wegen U < V ist Az + puy € U. Und wegen W
Insgesamt ist also Ax + py € UNW.

Nun betrachten wir die Unterraumsumme U+W C V. Seien Ay € K und uqy+wq, us+wsy €
U + W. Dann ist

V. Seien \,pu € K und
< Vgt Ao + py € W.

Apg +wy) + plug +wy) = Aur + piug + dwy + pwy € U+ W
U ew
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2.4. UNTERRAUME VON R? 21

DEFINITION 2.3.5. Sei V' ein K-Vektorraum und M C V. Die Menge

hnK(M) = {Alml + - +/\mmn : )\z S K,mi € M}
heiit lineare Hiille (oder linearer Aufspann) von M in V. Falls M = () setzen wir
ling (M) := {0}.

PROPOSITION 2.3.6. Der Aufspann lin(M) ist der kleinste Unterraum von V, der M
enthdlt.

BEWEIS. Zunéchst zeigen wir, dass lin(M) ein Unterraum ist. Ohne Einschriankung
konnen wir M # () annehmen. Seien A\, u € K sowie A\ymq + -+ + Ay, Nym + -+ - +
Apm!, € lin(M). Dann gilt

AAimy + -+ Apmy,) + p(ANym 4 -+ Apml,)
= Mumy+ -+ A\my, + pNimi + -+ pXm!, € lin(M).
Wir miissen nun noch die Minimalitédt beweisen. Hierzu betrachten wir einen Unterraum

U <V mit U D M. Es ist zu zeigen, dass gilt U D lin(M). Wéhle Ay,..., A, € K und
my,...,my, € M. Wir zeigen \ymq + --- + A\,m,, € U durch Induktion nach n.

Anfang: Fiir n = 1 ist Aymy € U, weil my € U und U ein Unterraum ist.
Voraussetzung: \ymqi + -+ \,_1my,_1 € U.
Schluss: \ymy + -+« + A\ymy, = L(Aymg + -+ Aymymy—q) + Aomy, € U 0

2.4. Unterriume von R?

Wie sehen die Unterrdume des reellen Standardvektorraums R? aus? Offenbar gilt {0} <
R? und R? < R2.
Sei U < R? mit U # 0 und v € U \ {0}. Dann gilt
lin(u) = {Mu: AeR} C U.
—BILD—
Falls existiert v € U\ lin(u), dann gilt U = R?: Seien

u = (ul) und v = (U1>.
Ug Vg

Offenbar ist ujvy — viug # 0 wegen v ¢ lin(u). Sonst gilt:

(%1 U1 uivT — uUvy
Uy — 1 = =0,
V2 U2 UV — VU2
aber v und v linear unabhéngig.

Sei < 1 ) € R? beliebig. Dann ergibt sich

X2

Ul U1
(Vo — v122) ( u ) + (uy g — ugwy) ( v )
2 2
o U1VT1 — ULV1T9 + U111y — UV1T1
UV2X1  — U2V2T2 U1V2T2  — U2V

_ _ 1
= (ul’UQ u2U1> ( o >
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22 2. VEKTORRAUME

Weil nun uqvy — ugvy # 0 ist, folgt weiter
T .
( . ) € lin(u,v)

PROPOSITION 2.4.1. Die nicht-trivialen Unterrdume von R? entsprechen genau den Ge-
raden durch den Ursprung.

Insgesamt also lin(u, v) = R?.

2.5. Wie testet man lineare (Un-)abhingigkeit?

BEISPIEL 2.5.1. Drei Vektoren (u,v,w) € R? sind genau dann linear abhingig, wenn
AN, p,v) € R3\ {0} : A+ po + vw = 0.

Betrachte
1 0 3
0 1 -1
u = . ., v = 1 und w = 4
0 2 -2

Diese Vektoren sind linear abhéngig, wenn existieren A, u, v € R, nicht all gleich 0, so dass

A +3v = 0

v +v =0

(1) -\ u —4v 0
20 —2v = 0

Das heifit, die Vektoren sind linear abhéngig genau dann, wenn das homogene LGS (1)
nicht-triviale Losung hat. Wegen

Bu+v+w =0

existiert eine nicht-triviale Losung, und u, v, w sind linear abhingig.

2.6. Basen und Erzeugendensysteme

Sei V ein K-Vektorraum.

DEFINITION 2.6.1. (i) Eine Menge M C V heifit Erzeugendensystem von V, falls
lin(M)=V.
(ii) Eine Familie in V" heifit Basis, falls sie ein linear unabhéngiges Erzeugendensys-
tem bildet.

BEISPIEL 2.6.2. Im Standard-K-Vektorraum K" ist die Familie der Einheitsvektoren

(61, €a, ... 7€n)

eine Basis, die Standardbasis von K™. In Beispiel 2.2.5 haben wir gesehen, dass die Ein-
heitsvektoren linear unabhéngig sind. Zu zeigen bleibt, dass sie den gesamten Raum K"
aufspannen:

L1
Sei x = : € K™. Dann ist

Tn

r = me; +xeey + -+ xne, € lin(er, ... e,).

Notizen zur Linearen Algebra — (©) Michael Joswig, TU Darmstadt & TU Berlin — 8. Juli 2009



2.6. BASEN UND ERZEUGENDENSYSTEME 23

BEISPIEL 2.6.3. Betrachte den Unterraum U = lin(u,v,w) < R*, wobei u,v,w wie in
Beispiel [2.5.1 gewéhlt sind.

Wir zeigen, dass (u,v) eine Basis von U ist. Fiir A\, u € R folgt aus

A 0 A

0 peol I _
| T /" = 4=\ =0,
0 21 20

dass A = p = 0 ist. Also ist das Paar (u,v) linear unabhéngig. Aulerdem ist w = 3u — v,
das heifit w € lin(u, v). Daher gilt U = lin(u, v), und (u,v) ist eine Basis von U.

BEISPIEL 2.6.4. Das Paar (1,1) ist eine Basis des reellen Vektorraums C.

DEFINITION 2.6.5. Ein Vektorraum V' heifit endlich erzeugt, falls er ein endliches Erzeu-
gendensystem besitzt.

SATZ 2.6.6. Sei V' # {0} ein K-Vektorraum und (v;);e; eine Familie von Vektoren aus
V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) (vi)icr ist eine Basis von V.
(ii) (vi)ier ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem von V', d.h. YJ C I ist (v})jes
kein Erzeugendensystem von V.
(111) (v;)ier ist eine unverldngerbare linear unabhéngige Familie, d.h. V.J" 2 I ist
(vj)je linear abhdngig.
(1v) (v;)ier ist ein Erzeugendensystem von V', aus dem sich jeder Vektor von V ein-
deutig linear kombinieren laft.

BEWEIS. | (i) = (ii) | Sei (v;);er Basis von V. Angenommen, (v;);cs ist kein unverkiirz-

bares Erzeugendensystem von V. Dann existiert J C I, so dass lin{v;: j € J} = V. Sei
ip € I\ J. Dann existieren jy,...,jx € J und Ay,..., \x € K, so dass

Uio = )\1’[)]‘1 + -+ )\kvjk .

Aus Lemma 2.2.9/folgt dann, dass (v;,,vj,,...,vj,) linear abhéngig ist. Dies steht wegen
Lemma 2.2.4 im Widerspruch dazu, dass (v;);c; Basis ist.

(i) = Sei (v;)ier unverkiirzbares Erzeugendensystem von V.

Behauptung: (v;);e; ist linear unabhéngig.

Wegen V' # {0} ist I # . Falls I = {ig} einelementig, so ist wegen V # {0} auch
v, # 0, also (vy,) linear unabhéngig. Wir nehmen nun also an #1 > 2. Wire (v;);¢; linear
abhéngig, wiirden wegen Proposition 2.2.9 Indizes i, 71,...,1; € [ existieren mit v;, =
AU, + -+ A, und Aq, ..., Ay € K. Dies steht im Widerspruch zur Unverkiirzbarkeit.
Behauptung: Es existiert kein J 2 I, so dass (v;);e linear unabhéngig.

Angenommen, so ein J C [ existiert doch. Dann existiert jo € J \ I. Da (v;);e; Erzeugen-
densystem ist, existieren Ay, ..., Ay € K und ¢1,...,%; € I, so dass vj, = \v;, +-- -+ v,
Damit ist (v;),er linear unabhéngig wegen Proposition 2.2.9.

(iii) = (iv)| Sei (v;)ier unverléngerbare linear unabhéngige Familie von Vektoren in V.

Behauptung: (v;);er erzeugt V.
Sei v € V. Dann ist die um v verldngerte Familie linear abhéingig. Daher existieren
MAL .., A € Kund 1q,...,1, € I, so dass

AU+ Nvp 4+ v, = 0

Notizen zur Linearen Algebra — (©) Michael Joswig, TU Darmstadt & TU Berlin — 8. Juli 2009



24 2. VEKTORRAUME

und (A, Aq, ..., %) # (0,...,0).
Angenommen A = 0. Dann folgt (Ay,...,Ax) # (0,...,0) und deswegen ist (vy,...,vx)
linear abhingig. Hieraus schlieBen wir A # 0 und v = —& ¢, — --- — 2t 4, Das heifit

lin{v;: i e I} =V. ’ '
Behauptung: Vo € V3, ...,y € K\ {0}, i1,...,i, € [:
Vo= AU+ Aug .
Wir nehmen also an, dass existieren A\y,..., A\, € K, iy,...,4 € I und Nj,... A\,

i, 1, mit

v = >\1/Ui1+”'+>\kvik = )\,1 ,:/1++>\;€/UZ;€,
Setze J = {i1,... 0,1, ... 0} Far j € J\ {ir,...,ig} setze \; = 0. Ebenso fiir
i€ J\{i1,... i} setze \; = 0.

= Z >\jvj = Z /\;-Uj

jeJ jeJ
= Z()\j—A;)Uj =0
JjeJ

= N=XN Vjield

weil (v;);er linear unabhéngig.

(iv) = (i) | Sei (v;)ier ein Erzeugendensystem von V', aus dem sich jeder Vektor eindeutig

linear kombinieren l&sst.
Behauptung: (v;)es ist linear unabhéngig.

Angenommen (v;);c; ist linear abhéngig. Dann folgt, dass existieren ig, i1,...,1; € I,
A, A € Komit v;) = A\vy, +- - -+ Ay, . Also lésst sich v;, auf zwei verschiedene Arten
linear kombinieren. O

KOROLLAR 2.6.7 (Basisauswahlsatz). Sei V' ein K-Vektorraum und vy, ..., v, ein (end-
liches) Erzeugendensystem von V. Dann existiert eine Teilmenge J C {1,...,n}, so dass
(vj)jer Basis von V' ist.

BEMERKUNG 2.6.8.

> Insbesondere besitzt jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.
> Es gilt: Jeder Vektorraum besitzt eine Basis. Der Beweis fiir diese stérkere Aus-
sage benutzt das Auswahlaziom.

2.7. Lineare Gleichungssysteme

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem (LGS)

annxry oo+ apr, = B

(2) : : :
11 ot Ty = On

Fragen:

(i) Gibt es eine Losung?

(i) Falls ja: Ist die Losung eindeutig?
(iii) Falls nein: Beschreibe alle Losungen.
(iv) Gibt es einen Algorithmus?

DEFINITION 2.7.1. Das lineare Gleichungssystem (2|) heifit homogen, falls 5; = --- = 3, =
0. Andernfalls heifit (2) inhomogen.
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BEMERKUNG 2.7.2. Aus Beispiel 2.3.3 wissen wir, dass die Losungsmenge eines homoge-
nen linearen Gleichungssystems in n Unbestimmten iiber K ein Unterraum von K™ ist.

Konkretisierung von Frage im homogenen Fall: Bestimme eine Basis!

Wir betrachten besonders einfache Spezialfélle von (2):

BEISPIEL 2.7.3. Gegeben a, # € K, gesucht z € K in
ar = /.

Die folgenden Fille treten auf:

> a# 0=z =[/aist die eindeutige Losung.
> a=0und § # 0 = es existiert keine Losung.
> a=0und =0 = jedes x € K ist Losung.

Im homogenen Fall (d.h. 5 = 0) gilt:

> o # 0 = Losungsmenge = {0}
> a = (0 = Losungsmenge = K.

BEISPIEL 2.7.4. |m = 1, n = 2| Fiir oy, § € K:

a1 T + a1y = .

Fallunterscheidung:

> a; # 0 = Fiir beliebiges 2o = A € K setze x1 = —z—f)\ + O% Dann ist die

Losungsmenge

{0 ) es]

Falls zusétzlich G = 0 ist

a2
{ ( lal > } Basis des Losungsraums.

—BILD—

Losungsmenge im homogenen Fall: Gerade durch 0; im inhomogenen Fall:

dazu parallele Gerade.
904120,0427&02>5L’2:O%.

Losungsmenge
{2 )nend
a2
—BILD—
Falls zusétzlich 7 = 0, so ist (1)
> a; =ay =0& 3 # 0= es existiert keine Losung.

} eine Basis des Losungsraums

0 1

> a; =y = 3 =0= K?ist Losungsmenge und { ( 1 ) , ( 0 > } ist eine Basis.
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2.8. Der Gauf3-Jordan-Eliminationsalgorithmus

Carl Friedrich GauB8 (1777 — 1855), Camille Jordan (1838 — 1922).

Beobachtung: Die Losungsmenge des linearen LGS (2) dndert sich nicht unter den folgen-
den elementaren Zeilenoperationen:

(E1) Addiere zu einer Gleichung das A-fache einer anderen Gleichung fiir beliebige
e K.

(E2) Tausche zwei Gleichungen.

(E3) Multipliziere eine Gleichung mit A € K \ {0}.

Falls a7 # 0 subtrahiere das
z—i—fache der 1. Gleichung von der zweiten

%—fache der 1. Gleichung von der dritten

Sml-fache der 1. Gleichung von der m-ten.

Falls ay; = 0 finde ein «;; # 0 und vertausche die 1. Gleichung mit der i-ten.
Falls kein solches oy existiert, (d.h. oy = ag; = -+ - = a1 = 0), dann tue nichts.

Algorithm A: Erster Schritt des Gauf}-Jordanschen Eliminationsalgorithmus.

Danach sieht das modifizierte LGS so aus:

/ / / _ /
a1+ Qe+ ... toq,r, = 0
/ / _ /

Qgoo+ ... FQ5,T, = [Py

/ / _ /

ol oTot ... +al,x, = 3

Die unteren m — 1 Gleichungen des modifizierten LGS kénnen nun wie in Algorithmus /A
behandelt werden.

Nach m — 1 Schritten hat das dann entstandene LGS die folgende Zeilenstufenform:

MiZin Vg% o s F VinTn = O

V252 L o + o+ VonZn = 09

(3) Yeili A e Y, = O,
0 = 5r+1

0 = J,

Dabei gilt Vk € {1,...,7} : v, # 0und j; < jo < -+ < j, < nsowie 0 < r < m. Die
Unbestimmten x;, heiflen Piwotvariablen.

DEFINITION 2.8.1. Die Zahl r heiit Rang von (3).

Wie bestimmt man die Losungsmenge L des LGS (3) (und damit die von (2))7
Fall 1: 6,1 # 0 oder 6,5 # 0 oder ... oder ¢, # O‘ = L=10.
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2.8. DER GAUSS-JORDAN-ELIMINATIONSALGORITHMUS 27

Fall 2: [, 1 =+ =0, = O‘ Dann gehen wir wie folgt vor:

Wihle beliebige Werte aus K fiir jede der n — r Nicht-Pivotvariablen.
Lose dann die r-te Gleichung auf:

xjr = 77:]'17— (57’ - ’Yrvjr‘i‘ll‘jr“!‘l - ’YTnITL)
Danach die (r — 1)-te Gleichung etc.
Die Losung ist genau dann eindeutig, wenn gilt r = n und 0,41 = --- = d,,, = 0.

Algorithm B: Bestimmung der Lésungsmenge eines LGS in Zeilenstufenform.

BEISPIEL 2.8.2. LGS iiber R in Zeilenstufenform mit m = 3 und n = 4 ohne Losung:

T, + X9 + 213 = 0
\/51‘3 — T4 = %
1 = 2

Es gilt r = 2, j; = 1 und j, = 3. Die Pivotvariablen sind also x; und x3.

BEISPIEL 2.8.3. Das LGS

r + To + 2373 =0
Ty + 2%2 =1
2Il + r3 = 2

iiber 3 mit m = n = 3 lédsst sich in einem Gauf3-Schritt umformen zu

ry + X9 —+ 2%3 =0
T2 + r3 = 1
To + = 2

Nach einem weiteren Gauf3-Schritt entsteht die Zeilenstufenform

r1 + 19 + 21‘3 =0
To + r3 = 1
21’3 =1

Es gilt r = 3, 51 = 1, jo = 2 und j3 = 3. Alle Variablen sind Pivotvariablen. Auflésen
ergibt
25 = 2, a9y =1-2=2 a2, =0-2-1=0.

Die eindeutige Losung ist also

T = 2 | € F3.

2.8.1. Der homogene Fall. Im homogenen Fall sind sédmtliche 0, = 0, und, falls
r < n, kobnnen wir n — r verschiedene Losungen by, ..., b,_, wie folgt konstruieren:

> by, entsteht wie in Algorithmus/Blerlidutert, wobei man fiir die k-te Nicht-Pivotvariable
1 und fiir alle anderen Nicht-Pivotvariablen 0 wahlt und anschlieend die Werte
fiir die Pivotvariablen ausrechnet.

PROPOSITION 2.8.4. (by,...,b,_,) ist eine Basis des Lisungsraums.
BewEis. Ubungsaufgabe. OJ

Falls r = n, so besitzt das homogene System als einzige Losung die Nulllosung.
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28 2. VEKTORRAUME

2.8.2. Der inhomogene Fall. Tm inhomogegen Fall wird (wie in Algorithmus B)
eine beliebige spezielle Losung & von (3) berechnet. Jede andere Losung ergibt sich als
Summe einer Losung des zugehorigen homogenen Systems und z.

BEIsSPIEL 2.85. K=C,m=3,n=4

Ty + To + T3 + 14 = 0
2wy + 3izs = 1+2
ry + 3$3 + (1 + 3,‘)%3 + 14 = 142

besitzt die Zeilenstufenform

T+ 1y + r3 + x4y = 0
2%y + 3ixs — 142

Hier ist 7 = 2, und die Nicht-Pivotvariablen sind z3 und z4. Spezielle Losung (fir T3 =
ZZ‘4 = O)

Das zugehorige homogene System

Ty + X9 + X3 + x4 = 0

21’2 + 3’LZE3 = 0
hat Basislosungen
b1y ba1
o bio o b2
by, = 1 und by, = 0 ;
0 1
wobei gilt 2b15 + 3i = 0, also by, = —%i und by = —bs — 1 = -1+ gz Auflerdem ist
2bgs = 0, also byy = 0 sowie by; = —bgy — 1 = —1. Insgesamt ist die Losungsmenge
1 3
—5 =1 —1 —13—‘52 -1

—351

1 .
5t . S
2 2
0 + lin i ,
0 0

— O O

2.9. Der Basisaustauschsatz

Sei V' fiir im gesamten Abschnitt ein K-Vektorraum, der endlich erzeugt ist.

LEMMA 2.9.1 (Austauschlemma). Sei (vy,...,v,) eine Basis von V und w = \jv; +-- -+
N, €V Ist ke {1,....r} mit \y #0, dann ist
(Ula vy Uk—1, Wy Vg1, - - - 7UT')

wieder eine Basis von V.

BEwEis. Wir konnen ohne Einschriankung annehmen, dass £ = 1 ist; andernfalls
numimerieren wir um.
Behauptung: (w, v, ..., v,) ist Erzeugendensystem von V.
Seiv € V mitv = pyvy+- - -+ v, fiir geeignete p; € K. Es gilt v; = /\1—1w—§—fv2—- . ‘—i—i’Um

und damit ist v = {tv; + (o — “j\—i‘Q)vg + o4 (e — “/1\’1\”)1)7«.

Behauptung: (w, v, . ..,v,) ist linear unabhéngig.
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Seien i, fla, . .., pr € K und pw + pove + - - - 4+ prw, = 0. Dann folgt
HALUL A+ Ay - A U F oV e e,
= pAvr + (pAg + pi2) + -+ (A + v, = 0.

Aus der linearen Unabhéngigkeit von (vy, ..., v,) folgt dann also

/,L)\l = ILL)\Q“F/,LQ = ... = u)\T—l—,ur = 0.
Da nun \; # 0 ist, folgt © = 0 und hieraus wiederum ps = --- = pu, = 0. 0J
SATZ 2.9.2 (Basisaustauschsatz). Sei (vq,...,v,) eine Basis von V, und sei (wy,. .., w,)
eine linear unabhingige Familie von Vektoren in V. Dann gilt n < r, und es gibt Indizes
iy ey €{1,...,1}, so dass (wy, ..., Wy, Vi, ..., v; ) wieder eine Basis von V ist.

BEWEIS DURCH INDUKTION NACH n.
Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen.

Induktionsvoraussetzung: Sei also n > 1, und sei (w, ..., Wnp—1,%4;, ..., v; _,,,) €ine Basis
von V.

Induktionsschritt:

(i) Behauptung: n <r
Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir, dass n — 1 < r ist. Angenom-
men n = r + 1. Dann ist (wy,...,w,_ 1) Basis von V, aber (wy,...,w,) linear
unabhéngig. Dies steht im Widerspruch zu Lemma [2.2.4(ii).
(ii) Behauptung: es existiert & € {1,...,7 — n + 1} mit der Eigenschaft, dass
(W1s o Wiy Uiy ey Uiy Vi oy - - -5 Vi, ) Basis von Vst
Nach Induktionsvoraussetzung existieren Ay, ..., Ap_1, 1, fhr—ni1 € K,
so dass w, = Awy + -+ + A\ qWpo + vy, + o0+ flpopg1v;,_,,, ist. Falls
1 = fg = -+ = ly_ni1 = 0 wire, so folgte, dass (wy, ..., w,) linear abhéngig
ist. Dies ist aber nicht der Fall, und so existiert k£ € {1,...,r—n+1} mit pu; # 0.
Die Behauptung folgt dann aus dem Austauschlemma.

O

KOROLLAR 2.9.3. Jede Basis von V' ist endlich.

BEwEIS. Nach Voraussetzung besitzt V' eine endliche Basis (vy, ..., v,). Angenommen,
es existiert eine zweite Basis, die unendlich ist. Dann existiert eine linear unabhéngige
Familie (wy,...,w,41) der Linge r + 1, was aber im Widerspruch zum Austauschsatz
steht. O]

KOROLLAR 2.9.4. Jede Basis von V' hat dieselbe Ldnge.

KOROLLAR 2.9.5 (Basiserginzungssatz). Jede linear unabhdngige Familie in V' lisst sich
zu einer Basis fortsetzen. Insbesondere ist jede linear unabhdngige Familie hochstens so
lang wre eine Basis.

2.10. Der Dimensionsbegriff

DEFINITION 2.10.1. Ist V ein K-Vektorraum, so bezeichnet

r, falls V eine Basis der Lénge r besitzt

dimK V.= {
o0 sonst

die Dimension von V iber K.
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30 2. VEKTORRAUME

BEISPIEL 2.10.2.
(i) dimg K™ = n fiir n > 1.
(i) dimg{0} = 0. Setze daher K° := {0}.
(iii) dim¢ C = 1 und dimg C = 2.
(iv) dimq R = oo (ohne Beweis).
PRrROPOSITION 2.10.3. Sei V' ein K-Vektorraum mit dimg V' < oo und U < V' ein echter
Teilraum. Dann gilt dimg U < dimg V.

BEWEIS. Sei (ug,...,u;) Basis von U und (vy, ..., v,) Basisvon V. Da U C V existiert
veV\Uund v & lin(uy,...,u,). Aus Proposition [2.2.9 folgt also, dass (u1, ..., u,v)
linear unabhéngig ist. Aus Korollar 2.9.5/folgt £+ 1 < n und damit die Behauptung. [

2.11. Exkurs: Matroide

In diesem Abschnitt geht es um weitreichende kombinatorische Verallgemeinerungen der
zuvor untersuchten Begriffe.

Zu einer Menge M bezeichnen wir die Menge aller k-elementigen Teilmengen von M mit
(). Falls M endlich ist mit Kardinalitit #M = n, so gilt P(M) = U}, (V).

DEFINITION 2.11.1. Sei E eine endliche Menge, r € N und B C (). Das Paar (E, B)
heit Matroid vom Rang r, falls fiir je zwei verschiedene A, B € B gilt, dass fiir jedes
Element a € A ein b € B existiert, so dass (A \ {a}) U {b} € B ist.

DEFINITION 2.11.2. Sei (E, B) ein Matroid.

> Die Elemente aus B heilen Basen des Matroids.

> Eine Teilmenge X C E heifit unabhdngig, falls es eine Basis gibt, die X enthélt;
andernfalls heifit X abhdngig.

> Ein Element aus F, das in keiner Basis vorkommt, heif3t Schleife.

> Eine Teilmenge C' C E heifit Kreis, falls jede echte Teilmenge von C' unabhéngig
ist.

BEISPIEL 2.11.3. Sei E eine beliebige endliche Menge. Dann ist (F,{{z}: x € E}) ein
Matroid vom Rang 1.

BEISPIEL 2.11.4. Sei F = {1,2,3,4,5} und B bestehe aus den Mengen

{1,2,3} {1,2,5} {1,3,4} {1,3,5} {1,4,5}
{2,3,4} {2,3,5} {2,4,5} {3,4,5}

Dann ist (£, B) ein Matroid vom Rang 3.

2.11.1. Matroide aus Vektorriaumen. Es sei (vj,vs,...,v,) eine endliche Fami-
lie von Vektoren eines K-Vektorraums V. Wir setzen F := {1,2,...,n} und U :=
ling{vy,vq,...,0,} sowie

= {BCE: {v;:i€ B}ist Basisvon U} .
SATZ 2.11.5. Das Paar (E,B) ist ein Matroid vom Rang dimg U.

BEWEIS. Dies ist genau die Aussage des Basisaustauschsatzes, angewendet auf den
K-Vektorraum U. ]

Frage: Was sind die Schleifen und Kreise eines solchen Matroids?

Notizen zur Linearen Algebra — (©) Michael Joswig, TU Darmstadt & TU Berlin — 8. Juli 2009



2.11. EXKURS: MATROIDE 31

BEISPIEL 2.11.6. Das unter Beispiel 2.11.4 angegebene Matroid wird von der Vektorkon-
figuration
(1,0,0) (1,1,0) (1,0,2) (1,2,0) (1,3,4)

in Q% erzeugt.
2.11.2. Matroide aus Graphen.

DEFINITION 2.11.7. Das Paar (V, E) heifit (endlicher) Graph, falls V' eine endliche Menge
und E eine beliebige Teilmenge der Menge {{x,y}: =,y € V'} ist. Die Elemente aus V/
heilen Knoten, die Elemente aus £ Kanten.

BEISPIEL 2.11.8. Sei V' eine beliebige endliche Menge.
> (V,0) ist ein Graph.
> (V, (‘2/)) ist ein Graph, der vollstindige Graph mit Knotenmenge V.

Sei I' = (V, E) ein endlicher Graph, der zusammenhéngend ist. Ferner sei B C P(FE) die
Menge aller Teilmengen von Kanten, die aufspannenden Baumen von I' entsprechen.

SATZ 2.11.9. Das Paar (E,B) ist ein Matroid vom Rang #V — 1.
Frage: Was sind die Schleifen und Kreise eines solchen Matroids?

Zuséatzliche Literatur zum Thema:

P. Léuchli: Matroide, Eine Einfiihrung fiir Mathematiker und Informa-
tiker. Hochschulverlag vdf, Ziirich 1998
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KAPITEL 3
Lineare Abbildungen und Matrizen

3.1. Definitionen und ein erstes Beispiel

Seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K.
DEFINITION 3.1.1. Eine Abbildung f : V' — W heifit K-linear, falls gilt

fu+ pw) = Af(u) + pf(v)
fiir alle u,v € V und A\, p € K.
Sei f:V — W eine lineare Abbildung.
DEFINITION 3.1.2.
(i) Die Menge
img f = {f(v): veV}CW
heifit Bild von f.
(ii) Die Menge
ker f == {veV: flo)=0} CV
heifit Kern von f.
Fiir jede lineare Abbildung f: V — W gilt f(0y) = O, also Oy € ker f und Oy € img f.
Insbesondere sind Kern und Bild nie leer.
BEISPIEL 3.1.3. Sei V' beliebig und vy, ...,v, € V. Dann ist die Abbildung

L1 n
fK"—=Vio=|": Hzﬂiivi
T, i=1
linear. Es gilt
img f = ling(v1,...,v,)
und
ker f = {z € K": xyv1 + -+ 2,0, =0} .
Hieraus folgt: ker f =0 < (vy,...,v,) linear unabhéngig.

PROPOSITION 3.1.4. Fine lineare Abbildung f : 'V — W st injektiv genau dann, wenn
ker f = 0 ist. Auflerdem gilt fir alle u,v € V:

fu)=fv) & u—veckerf.
BEWEIS. Seien u,v € V beliebig. Dann gilt
(4) 0 = flu)—f(v) = flu—v) & wu—vekerf.

Sei nun f: V — W injektiv. Sei x € ker f. Also f(x) =0 = f(0). da f injektiv ist, folgt
x=0.

Sei umgekehrt ker f = 0. Wir wollen zeigen, dass f injektiv ist. Seien w,v € V mit
f(u) = f(v). Dann ist nach unserer Voriiberlegung (4) u — v € ker f = {0}, woraus mit
u = v die Behauptung folgt. O

33
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34 3. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN
3.2. Dimensionsformel und Rang

Fiir das Folgende erweitern wir die Addition von N auf N U {oco} durch:

u+o0o = oo =: co+u firallemeNU{oo}.
Wiederum seien V und W Vektorrdume tiber K.

SAaTz 3.2.1 (Dimensionsformel). Sei f : V. — W eine K-lineare Abbildung. Dann gilt
dimg ker f + dimg img f = dimg V.

BEWEIS. Falls dim V' = oo, so ist zu zeigen
(5) dimker f = oo oder dimimg f = 0.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass k£ := dimker f € N und [ := dimimg f € N ist.
Wir miissen zeigen, dass dim V' = k + [ ist. Sollte uns dies gelingen, folgt dann auch (5)
fiir dim V' = oo durch Kontraposition.

Nach unserer Voraussetzung existiert eine Basis (v1,...,v;) von ker f und eine Basis
(wi,...,w;) von img f. Fiir jedes j € {1,...,1} existiert ein vy; € V mit f(vgy;) = w,.
Wir wollen zeigen, dass (vy, ..., vx) ganz V erzeugt.

Sei v € V. Dann gibt es 1, ..., € K mit

fv) = mwi+ -+ ww, = pyf(vgsr) + -+ pf (Vi)
= f(aVpgr + -+ mvgs) -
Hieraus folgt

UV — Vg1 — - — MUgs € ker f = lim(vy, ... 0p) .

Nun bleibt zu zeigen, dass (vy, ..., v,y) linear unabhéngig sind. Seien Ay, ..., Ay € K
mit
(6) )\11)1 + -+ )\kHUkJrl = 0.
Dann ist

K+l k4

0 = fOQ_dv) = D Nfilvi) = Meprwr 4+ + e

i=1 i=1
Aus der linearen Unabhéngigkeit der (wy,...,w;) ergibt sich Apy; = -+ = Ay = 0. Nun
ist aber (vy,...,vx) ebenfalls linear unabhingig, und daher folgt aus der Gleichung (6)
A== =0. OJ

SATZ 3.2.2. Sei f: V — V eine lineare Abbildung und dimV < oo. Aquivalent sind:
(1) f ist injektiv,
(i1) f ist surjektiv,
(111) f ist bijektiv.
BEWEIS. Sei n = dim V. Die Dimensionsformel lautet dann dim ker f4+dimimg f = n.
Hieraus folgt
f injektiv. &  kerf = 0 <« dimker f =0
& dimimg f=n & imgf =V & fsurjektiv.
OJ
BEMERKUNG 3.2.3. Fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume existieren stets injektive

lineare Abbildungen, die nicht surjektiv sind und surjektive lineare Abbildungen, die nicht
injektiv sind. Siehe Ubungsaufgaben.
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DEFINITION 3.2.4. Sei f: V — W linear iiber K. Die Zahl
rankyg f = dimg f(V) = dimg img f
heifit Rang von f iiber K.

Falls dim V' < oo, so gilt wegen der Dimensionsformel 3.2.1
rank f = dimV — dimker f.

BEIsPIEL 3.2.5. Wir setzen das Beispiel [3.1.3] fort, wobei wir spezialisieren V' = K™.
Wiederum wéhlen wir vy, ..., v, € V. Die Abbildung
T n
fK'"—=K":x=|": Hlevi
T, i=1
ist linear. Dann gilt
f bijektiv. & finjektiv & kerf = 0
< (vy,...,v,) linear unabhéngig

< (v1,...,v,) ist eine Basis.

3.3. Der Hauptsatz iiber lineare Abbildungen
Wiederum sind V' und W beides K-Vektorrdume.

PropoOSITION 3.3.1. Sei (vq,...,v,) eine Basis von V und f : V. — W eine lineare
Abbildung. Es gilt:

(1) ling (f(v1), ..., f(vn)) = img f.
(11) rank f ist genau die mazimale Linge einer linear unabhingigen Teilfamilie von
(f(vl)v AR f(vn))
(11i) f surjektiv < rank f = dim W.
(iv) f injektiv < (f(v1),..., f(v,)) linear unabhdngig.
(v) f bijektiv < (f(v1),..., f(v,)) Basis von W.

BEWEIS.

(i) Sei w € img f. Dann existiert v € V mit w = f(v), und existiert Ay,..., A\, € K,
so dass v = Ay + -+ + A\, Also st w = f(v) = f(Mvr + - + \op) =
).flf(vl) +eeet )\nf(vn)

(ii) Ubungsaufgabe.

(iii) Falls f surjektiv ist, also img f = W, so gilt rank f = dimimg f = dim W. Die
Umkehrung folgt analog.

(iv) Falls f injektiv ist, also ker f = 0, so gilt rank f = dim V. Alsoist (f(v1),..., f(vn))
linear unabhingig. Wiederum folgt die Umkehrung analog.

(v) Dies folgt aus (iii) und (iv).

O
SATz 3.3.2 (Hauptsatz iiber lineare Abbildungen). Sei (vy,...,v,) eine Basis von V, und
seien wy, . .., w, € W beliebig. Dann existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

f:V — W mit der Figenschaft
fvi)) = w; firalleie{1,2,...,n}.
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BEWEIS. Jeder Vektor v € V' hat eine eindeutige Darstellung als Linearkombination
Vo= AUt Aoy,

mit \; € K. Wir setzen f(v) := Awy + -+ + A\yw,. Wegen v; =0-v;+---+0-v;_1+1-
Vi + 0 v+ -+ 00, ist f(v;) = w;. Offenbar ist f linear. Angenommen es existiert
eine weitere lineare Abbildung ¢ : V' — W mit g(v;) = w; fiir alle i € {1,2,...,n}. Dann
gilt fiir beliebiges v = Ajv; + -+ -+ A\,v, € V, dass

g(v) = Z)\ig(vi) = Z)\iwi = ZAif(Ui) = f(v)
i=1 i=1 i=1
ist. Insgesamt folgt g = f. O

Sei V' ein K-Vektorraum mit dim V' = n < co. Wihle eine Basis (vy,...,v,) von V. Der
Standard- K -Vektorraum K" hat (ey, ..., e,) als Basis. Wegen Satz[3.3.2 existiert eine ein-
deutig lineare Abbildung f : K™ — V mit f(e;) = v; fiir alle i. Wegen Proposition[3.3.1(v)
ist f bijektiv.

DEFINITION 3.3.3. Eine bijektive K-lineare Abbildung heifit K - Vektorraum-Isomorphismus.

Zwei K-Vektorraume V und W heiflen isomorph iiber K, falls ein K-Vektorraum-Isomor-
phismus von V' nach W existiert.

KOROLLAR 3.3.4. Sei V' ein beliebiger n-dimensionaler K -Vektorraum mit n < oo. Dann
1st V' isomorph zu K™.

BEISPIEL 3.3.5. Der Vektorraum der Polynome vom Grad < d iiber dem Korper K ist
als K-Vektorraum isomorph zu K91,

3.4. Matrizen

3.4.1. Definition und Notation.

DEFINITION 3.4.1. Sei X eine Menge und m,n € N\ {0}. Eine m x n-Matriz M mit
Koeffizienten in X ist eine Abbildung

M:A{1,....m} x{1,...,n} - X.

BEMERKUNG 3.4.2. Wir hatten die Elemente aus K™ als n-Tupel von Elementen aus K
eingefiihrt. Bachten Sie, dass sich das n-Tupel (vq,vs,...,v,) mit der Abbildung 1
V1,2 — Ug,...,n — v, identifizieren ldsst. Ein Zeilenvektor der Lange n ist somit auch
eine 1 x n-Matrix, und ein Spaltenvektor der Lénge m ist auch eine m x 1-Matrix.

Ublicherweise schreibt man eine Matrix M : {1,...,m} x {1,...,n} — X als rechteckiges
Schema:

M(1,1) ... M(1l,n)

M = E - :
M(m,1) ... M(m,n)

3.4.2. Matrizen aus linearen Abbildungen, Teil I. Seien V und W Vektor-
rdume iiber K und f : V — W eine lineare Abbildung. Seien B = (vy,...,v,) und
C = (wy,...,w,) Basen von V bzw. W. Fiir jedes j € {1,...,n} existiert eindeutig
bestimmte fi15, ..., tm; € K mit

f(v;) = prjwr + -+ LW, -
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DEFINITION 3.4.3. Die Matrix
15 = {1,...,m} x{1,...,n} - K
(2, 7) = pij
heifit (darstellende) Matriz von f beziiglich B und C.
BEISPIEL 3.4.4. Sei Fy = {0,1} der Korper mit 2 Elementen und

- {(0.0-0-0)

Die Vektoren e; = (§) und ex = ({) bilden die Standardbasis von V. Die Abbildung

T 0
- ()-()

ist linear; vergleiche Beispiel [3.2.5] Beziiglich der Standardbasis B = (ey, e5) gilt

vl = (5 9)

3.5. Vektorrdume von linearen Abbildungen

Seien V und W Vektorrdume iiber K. Dann ist die Menge WV aller Abbildungen von
V nach W mit der punktweisen Addition und punktweisen Skalarmultiplikation ein K-
Vektorraum.

DEFINITION 3.5.1.

(i) Homg (V, W) :={¢ : V — W: ¢ linear iiber K'}. Die Elemente von Hom (V, W)
heiflen auch K -Vektorraum-Homomorphismen.

(ii) Endg (V) := Homg (V, V). Die Elemente aus End g (V') heilen auch K - Vektorraum-
Endomorphismen.

PROPOSITION 3.5.2. Die Menge Homy (V, W) ist ein K -Unterraum von WV.
BewEis. Ubungsaufgabe. 0
Im Folgenden seien U, V, W stets K-Vektorraume.

PROPOSITION 3.5.3. Es gilt:

(1) Die Identitit idy : V — V : v+ v ist linear.
(ii) Ist ¢ : U — V linear und bijektiv, dann ist auch die Umkehrabbildung ¢~ :
V — U linear.

(111) Sind ¢ : U — V und ¢ : V. — W linear, so ist auch ¢ o : U — W linear.
BEWEIS.

(i) Offensichtlich ist die Identitéat auf V' eine lineare Abbildung.
(i) Seien vy,v9 € V und A\, Ay € K. Da ¢ : U — V bijektiv ist, existieren eindeutig
u, ug € U mit p(u;) = v; fiir i = 1,2. Es ergibt sich

P (Avr + Aawn) e (Mp(ur) + Aap(us))
= o e\ur + Aauz)) = Aug + Agug
= M H(v1) + Ao (),

und ¢! ist linear.

(iii) Ubungsaufgabe.

Notizen zur Linearen Algebra — (©) Michael Joswig, TU Darmstadt & TU Berlin — 8. Juli 2009



38 3. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN
0

PROPOSITION 3.5.4. Seien @1, : U — V' sowie 1,19 : V. — W lineare Abbildungen.
Dann gilt:

(1) P10 (p1+ @2) =11 01 + 11 0 @,
(i) (1 +1h2) 0 o1 = by 0 1 + 102 0 1,
(ii) (Mb1) o o1 = Ay 0 @) fiir alle X € K.

BEwWEIS. Wir beweisen die erste Behauptung. Sei v € U. Dann ist

[1 0 (o1 + @2)|(u) = Pi(p1(u) + pa(u))
= ti(e1(w)) + Ui(p2(u) = [1op1+ 11 0p(u).
Die beiden anderen Aussagen zeigt man analog. 0
SATZ 3.5.5. Das Tripel (Endg(V),+,0) ist ein Ring mit Eins. Das multiplikative Neu-
tralelement ist die Identitdt idy .
BEWEIS.

> (End(V), +) ist eine abelsche Gruppe.
> Die Verkettung beliebiger Abbildungen ist assoziativ, siehe Satz[1.3.13.
> Die Distributivgesetze gelten wegen Proposition [3.5.4.

O

BEMERKUNG 3.5.6. Da Endg (V') zusétzlich ein K-Vektorraum ist und auflerdem Propo-
sition [3.5.4(iii) gilt, ist Endx (V') sogar eine K -Algebra.

3.6. Die allgemeine lineare Gruppe

DEFINITION 3.6.1. GLg (V) :={¢:V — V : ¢ linear und bijektiv}.

BEMERKUNG 3.6.2. (GLg(V),0) ist eine Gruppe, genannt die allgemeine lineare Gruppe
auf V.

BEISPIEL 3.6.3. Wir setzen das Beispiel [3.4.4 mit K = F, und V = 2 fort. Als Basis
von V' wihlen wir wiederum die Standardbasis aus e; = (§) und ey = (9). Die Menge
Endf,(F3) besteht aus 16 linearen Abbildungen, deren Matrizen beziiglich der Standars-
basis folgendermaflen aussehen:

)

(0) (oY) (o)

Eh e[y

(
(

o) o
) o

_ O

—_ =

|
|
)

Die mit eckigen Klammern markierten Matrizen entsprechen dabei genau den invertier-
baren linearen Abbildungen. Es gilt also # GLy F5 = 6.
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3.7. Vektorriume von Matrizen

Sei K im Folgenden stets ein Korper.
DEFINITION 3.7.1. Seien m,n € N. Dann ist
KX K{l ..... m}x{1,...n}

die Menge aller m x n-Matrizen iiber K.

Notation:

Qpp o0 Qg
=: (Qij)1<i<m, 1<j<n-

Ampm1 c 0 Oy

PROPOSITION 3.7.2. Mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation ist K™*"
ein K -Vektorraum der Dimension mn.

BewEis. Ubungsaufgabe. 0

3.7.1. Matrixmultiplikation. Wir definieren eine weitere Verkniipfung: Seien («;;) €
K™™ und (8;;) € K™". Dann ist

(i) - (Big) = (i) € K™
mit
Vik = Z%’j'ﬂjk
j=1
die Produktmatriz von (;;) und (f3;;). Die Abbildung - : K™™ x K™ — K" heifit
Matrixmultiplikation.

PROPOSITION 3.7.3. Die Matrizmultiplikation - ist assoziativ.

BewEis. Ubungsaufgabe. O
BEeispiEL 3.74. K =Qund [l =2, m=3,n=2.
2 0 1Y) (1) 143 - 1 —1/3
-1/2 3 0 1 a —1/2 35/6
BEispiEL 3.7.5. K =Fund l=m =n = 2.

01\ (11) _ (10
11 10 - 01
Die folgende Aussage entspricht Proposition 3.5.4.

PROPOSITION 3.7.6. Seien Ay, Ay € K™ und By, By € K™ Matrizen sowie \ € K.
Dann gilt:

(1) Ai(Bi + Bz) = A1 B1 + A1 By,
(ZZ) (Al + AQ)Bl = AlBl -+ AgBh
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BEWEIS. Wir zeigen die zweite Behauptung. Seien A; = (ag;)), Ay = (a@)), By = (8;;)
und (A; + As) By = (7). Dann gilt

m

Yo = 3 (o)) + )8 = Z% Bie + Z% Bt
j=1
Ferner ist . .
A1By = (Z ag)ﬁjk>i,k und  AB; = (Z Oég)ﬁjk)z‘,ka
und hieraus folgt die Behau:pjtung. Analog fiir die anderen lj)zilden Aussagen. O

3.7.2. Die K-Algebra der quadratischen Matrizen. Die Matrix
1 0
E, = e K™
0 1

heifit n-rethige Finheitsmatriz. Eine Matrix A € K™ " heif$t invertierbar, falls B € K™*"
existiert mit AB = F,,. Wegen E, F, = E, ist insbesondere E,, invertierbar.

DEFINITION 3.7.7. GL,, K := {A € K™ : A invertierbar}.
ProposiTION 3.7.8. (GL,, K, -) ist eine Gruppe.

BEWEIS.

> Seien A, C' € GL,, K. Dann existieren B, D € K"*" mit AB = CD = FE,,. Wegen
der Assoziativitat der Matrixmultiplikation ist (AC)(DB) = A(CD)B = AB =
E,, und es folgt AC € GL, K.

> Die Einheitsmatrix F,, ist das Neutralelement.

> Die Matrixmultiplikation ist assoziativ.

> Invertierbarkeit sichert die Existenz von Inversen per Definition. Man rechnet
nach, dass aus AB = E,, auch BA =F, folgt Dies bedeutet, dass die Inversen
auch tatsichlich wieder in GL,, K liegen.

O

BEISPIEL 3.7.9. Die allgemeine lineare Gruppe GL; K ist (als Gruppe) isomorph zur
multiplikativen Gruppe des Korpers K.

BEISPIEL 3.7.10.
GLy Ty = {(98),(%1),(69),(19),(51),(14)}

Eine Matrix (ayj);; € K™ heiit Diagonalmatriz, falls a;; = 0 fir alle ¢ # j. Zu
61, (52, . >5n € K sei diag((51, 52, . :511) = (&ij)i,j) mit

Qi =
/ 0 sonst

die zugehorige Diagonalmatrix in K™*™. Aus der Definition der Matrixmultiplikation er-
gibt sich unmittelbar, dass

(7) diag(dy, da,...,0,) - diag(ni, m2, ..., M) = diag(d1m1, 02m2, - -+, 0n1n) -
Insbesondere ergibt sich die folgende Proposition.

Dies gilt, obwohl die Matrixmultiplikation im Allgemeinen nicht kommutativ ist.
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PROPOSITION 3.7.11. Diagonalmatrizen sind genau dann invertierbar, falls alle Diago-
naleintrdge von 0 € K verschieden sind.

Analog zu Satz gilt das Folgende.

SATZ 3.7.12. Das Tripel (K™*", +,-) ist ein Ring mit Eins. Das multiplikative Neutral-
element ist die Einheitsmatriz E,,.

BEMERKUNG 3.7.13. Wiederum analog zu Bemerkung 3.5.6 ist K™*" wegen Propositi-
on [3.7.6(iii) eine K-Algebra. Ihre Einheitengruppe ist GL,, K.

3.8. Lineare Abbildungen aus Matrizen

Sei K im Folgenden wieder ein Korper.
1

Wir nehmen eine Matrix A = (o;;) € K™ " und einen Vektor z = ( : ) € K". Wenn wir

In

K™ mit K™ identifizieren, erhalten wir durch Spezialisierung der Matrixmultiplikation

... Op T anry oot aip®y,
e = | e Kk
Am1 .. Oy Tn Q17 +-- ATy

BEMERKUNG 3.8.1. Das lineare Gleichungssystem

apry +oo+ ar, =

A1 T1 + -+ Qpp Ty, = ﬁn

lasst sich nun schreiben als Az = b, wobei A = (a;);; € K™ und b = (5;); € K™.
Hierbei ist

L1

L2

Tn

ein Spaltenvektor von Unbestimmten. Die Matrix (A|b) € K™*"*+1  die dadurch entsteht,
dass man die Spalte b and die Matrix A rechts anfiigt, heiffit auch erweiterte Koeeffizien-
tenmatriz des linearen Gleichungssystems Ax = b.

LEMMA 3.8.2. Die Abbildung
g K" —= K™z Ax.
15t linear.

BeEwEIs. Fiir x,y € K™ und A\, u € K ist

3760 3.7.661)

pa(Ax +py) = A(Az + py) (Az) + A(py) =" (A)z+ (nd)y
= Apa(x) + ppaly) -

0

Die Spalten von A sind genau die Bilder der Standardbasisvektoren unter der linearen
Abbildung p4:
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LEMMA 3.8.3. Es gilt fir allei € {1,...,n}, dass
Qg
vale;) = Ae; = : = i-te Spalte von A.
Qi
Hieraus folgt unmittelbar
imgps = pa(K") = {be K™: Jx € K" : Az = b}
= ling(paler),...,palen))
= Unterraum von K™, der von den Spalten von A aufgespannt wird
=: Spaltenraum von A.
Nochmals anders ausgedriickt: Im Bild der Abbildung ¢4 liegen genau diejenigen Vektoren
b e K™, fiir die das lineare Gleichungssystem Ax = b eine Losung besitzt.
3.8.1. Der Rang einer Matrix.
DEFINITION 3.8.4. Der Rang der Matrix A is definiert als
ranky A = rankg p4 = dimgling(pa(er),...,alen))-

BEISPIEL 3.8.5. Betrachte

A = € 33,

N O =
O = O
[N NR

o

Wende Gauf-Jordan-Elimination an auf das GLS Ax = 0, und wir erhalten eine 3 x 3-

Matrix tiber F3 in Zeilenstufenform:
1 01
B =101 2
0 0 O

Der Rang des zugehorigen linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform ist zwei. Au-
Berdem gilt:

1 0 1 1 0 1
ol +21] = 2] wd [o]+2(1] = (2],
0 0 0 2 0 2

und hieraus folgt, dass ranky, B = ranky, A = 2 ist.

SATZ 3.8.6. Der Rang einer Matrix A € K™*" entspricht stets dem Rang einer Zeilenstu-
fenform aus dem Gaufs-Jordan-Algorithmus, angewendet auf das lineare Gleichungssystem

Ax = b fir be K™ beliebig.

BeEwEIs. Wir zeigen: Die elementaren Zeilenoperationen (E1), (E2) und (E3) verén-
dern den Rang der Matrix A nicht. Beachten Sie, dass die rechte Seite b fiir die Definition
des Rangs einer Zeilenstufenform eines linearen Gleichungssystems unerheblich ist.

(E1) Addiere zu einer Zeile i das A-fache der Zeile j: Dann ist die transformierte
Matrix A" = LA, wobei L = E,, + AE;; und

) 1 fallsk=4dund j =1
Eij = (Mu)gy mit ny = { J
0 sonst

Wegen i # j folgt E}; = 0. Also ist (E, + AEy;)(Ep — AEij) = Ep,, und insbe-
sondere ist L invertierbar. Diese Matrix L ist eine Transvektion.
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(E2) Tausche zwei Reihen 7 und j: Dann ist die transformierte Matrix A’ = LA mit

1 falls k=1¢{i,j}
L = (7Tkl>k,l mit my = 1 falls (l{,l) € {(Z,]), (j,Z)}
0 sonst

Es folgt L? = E,,, insbesondere also ist L € GL,,(K). Diese Matrix L ist eine

Permutationsmatrix.
(E3) Multipliziere die i-te Reihe mit A € K \ {0}: Dann ist die transformierte Matrix
A" = LA, wobei
L = diag(1,...,1, A ,1,...,1)
i-te Stelle

Die Proposition [3.7.11] besagt, dass wiederum L invertierbar ist.

Zusammenfassend stellt sich heraus, dass sich alle drei elementaren Zeilenoperationen
als Multiplikation der (erweiterten) Koeffizientenmatrix mit einer invertierbaren m x m-
Matrix von links schreiben lassen.

Sei nun A” Zeilenstufenform zu A. Dann existieren Ly, ..., Ly € GL,,(K), so dass A" =
LipLy_y...L1Abzw. A" = L"Afir L” = LyL;,_, ... L, € GL,, K ist. In Satz/3.8.11|werden
wir zeigen, dass gilt:

QOA” = ¢L” OSOA'

AuBlerdem ist ¢~ invertierbar und daher ling p4» = @+ (ling p4), also

rankg A” = dimgimg s = dimgimg e, = rankyg A .

3.8.2. Aquivalenz von linearen Abbildungen und Matrizen.
SATZ 3.8.7. Die Abbildung
O K™" — Homg (K", K™) : A pa

ist ein K -linearer Isomorphismus. Die inverse Abbildung ®' ordnet einer linearen Ab-
bildung ¢ : K™ — K™ die Matriz [¢] von ¢ beziiglich der Standardbasen von K™ und K™
2.

BEWEIS.
Behauptung: @ ist bijektiv.

Seien A, B € K™*" mit p4 = ¢p. Offenbar gilt [p4] = A. Damit ergibt sich fir ®(A) =
®(B), also 4 = pp, dass dann A = [pa] = [pp] = B ist. Dies besagt, dass ® injektiv ist.
Sei ¢ € Hom(K™, K™) beliebig. Dann ist ®([p]) = ¢, das heiit @ ist surjektiv.

Behauptung: & ist linear.
Seien A, B € K"™*" und \, u € K sowie x € K".

PNA+ pB)(z) = oaarus(x) = (AMA+ uB)(x)
= Mz +pBr = Apa(z) + ppp(r) = (A(A) + pd(B))().
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BEMERKUNG 3.8.8. In Proposition |3.5.3/ wurde gezeigt, dass die Umkehrableitung einer
bijektiven linearen Abbildung selbst wieder linear ist, angewendet auf ® bedeutet dies:

e+ p] = Alp] + puly]
fir alle p,¢ € Hom(K™, K™) und A\, p € K.

KOROLLAR 3.8.9. dimg Homg (K™, K™) = mn.
BEIsPIEL 3.8.10. Sei K = Q und m = n = 2. Betrachte
2 -1 -2 0
A = (1/2 0) und B = (0 2).

Sei x = () beliebig. Dann ist

®(A+ B)(z) = (1(/)2 _21> (i;) N (1/212?2932)

2ry — —2z
= ( 11/2x1 2) + ( 2@1) = ®(A)(x) + P(B)(z).
Fiir die Abbildungen heifit dies ®(A + B) = warp = pa + ¢ = P(A) + ¢(B).

SATZ 3.8.11.

(i) Fir A € K™ und B € K™™ gilt ps0¢op = pap.
(ii) Fiir ¢ € Hom(K', K™) und ¢ € Hom(K™, K™) gilt [p o ¢] = [¢] - [¢].
(111) Die Abbildung

¢ K" — End(K") : A pa

ist (ein K-Vektorraumisomorphismus und) ein Ringisomorphismus. Insgesamt
ist ® ein Isomorphismus von K-Algebren.

BEWEIS. Wir beweisen zunichst die erste Aussage. Hierzu seien A € K™ und B €
K™ ™, Dann gilt fiir alle z € K™, dass

(pacyp)(x) = palep(r)) = pa(Br) = A(Bz) = (AB)z = pap(z).
Die zweite Aussage beweist man analog, und die dritte Aussage ist ein Spezialfall der
ersten. 0

3.9. Die Transponierte einer Matrix
Sei A = (Ozij)id‘ e Kmxm,

DEFINITION 3.9.1. Die Matrix

11 Qo1 ... (6751
Q12 Qg2 Qm2
tr . __ _ nxm
A" = (o) = | .. | €K
Q1p Qop - Opp

heiflt Transponierte von A.

Offenbar gilt A" = A, und Diagonalmatrizen &ndern sich nicht unter Transposition.

PROPOSITION 3.9.2. Seien A € K™ und B € K™ ". Dann gilt (AB)" = BY. A",

Bewris. Ubungsaufgabe. O
KOROLLAR 3.9.3. Wenn A € GL, K ist, so auch A", und es gilt (A=1)" = (A")""
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BEWEIS. Es gilt A"(A™)" = (4'A)" = E," = E,. O

BEMERKUNG 3.9.4. Der Zeilenrang von A ist definiert als die Anzahl linear unabhéngiger
Zeilen von A. Dies ist dasselbe wie der (Spalten-)rang der Transponierten A™.

KOROLLAR 3.9.5. Fiir A € K™ " gilt: rankx A" = ranky A.
BEWEIS. Sei A” = L"A Zeilenstufenform von A wie im Beweis zu Satz 3.8.61 Man
sieht direkt: Der Rang von A” ist dasselbe wie der Zeilenrang von A”. Dies bedeutet
rank A = rank A” = rank A" = rank (L”A)" = rank(A"L"") = rank A"
U

3.10. Matrizen aus linearen Abbildungen, Teil 11
Sei V' ein K-Vektorraum mit dimV = n und B = (by,...,b,) eine Basis von V. Dann
lasst sich v € V' eindeutig schreiben als v = A1by + - - - + \,b,. Setze
M
g == | : | € K".
An

Die Abbildung
kg V — K" v [v]g
0

ist ein K-Vektorraum-Isomorphismus, weil das Bild von B wegen [b;]z = i|= e; eine

0
Basis von K™ ist.

Seien V und W Vektorrdume iiber K und und f : V' — W eine lineare Abbildung. Zu
Basen B = (by,...,b,) und C = (¢q,...,¢p) von V bzw. W ist

s = ([(f)le, [fB2)le, - [F(Ba)le)
die Matrix von f beziiglich B und C.
ProprosITION 3.10.1. Fiir alle v € V' gilt
(15 - [o)s = [f(v)]e-
Dies ist gleichbedeutend mit [f]G - k5(v) = (ke o £)(v) baw. [f]§ = [kc o f o Kkz'].
BEWwEIs. Da die Abbildungen von V nach K™

v [flg-[ls und v e [f)]e

beide linear sind, geniigt es, sie auf einer Basis zu vergleichen, beispielsweise auf der
Basis B:

[f15 - [bils = [flg-e: = i-te Spalte von [f]g = [f(b;)]c -
]

Fiir jede lineare Abbildung f : V' — W existiert zu gegebenen Basen B bzw. C eine Matrix
[f]%. Wir definieren die Abbildung

UG Homg (V, W) — K™« f— [fIS
analog zu Satz3.8.11.

SATZ 3.10.2. Die Abbildung V5 : Homg (V, W) — K™" ist ein K-linearer Isomorphis-
maus.
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46 3. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

BEMERKUNG 3.10.3. Wir betrachten den Spezialfall V' = K" und W = K™. Sind B und
C die Standardbasen von K" bzw. K™, so gilt UG = &1,

ProOPOSITION 3.10.4. Seien U, V,W Vektorriume iber K mit Basen A, B bzw. C. Fir
lineare Abbildungen g :U — V und f:V — W gilt dann

[fogs = 15 9a-
Genauer: Das Diagramm
U s, Vv L, W
Kp R n R Km
915 il
1st kommutativ.
BEWEIS.
[foglh = [kcofogonry'] = [kco forg orgogory]
= [keo forg'l-[ksogory] = [fl5-[d5.

3.11. Basiswechsel

Seien B = (by,...,b,) und B’ = (b},...,b)) Basen des K-Vektorraums V. Jedes v € V
lasst sich nun beziiglich B und beziiglich B’ darstellen:

A1 AL
g = : und  [v]p = :
An X
Insbesondere gilt fiir die Vektoren b}, ..., b :
0
S14 :
[b;]B - und [b;]B’ = 1 = e;.
Sni
0
Es gilt
Si1 c Sim
S o= - ] = [idylh.
Snl P Sni

Dies ist die Transformationsmatriz des Basiswechsels von B’ nach B. Weil die Spalten von
S eine Basis von K™ bilden, ist S invertierbar und es gilt S~' = [idy]% .
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3.12. NOCHMALS LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 47

BEISPIEL 3.11.1. Seien V =R? B = (({),(?)) und B'=((2?),(3")). Dann ist

(2 -1 L 1(2 1
S_(l 2) und S _5<—1 2).

Dies ergibt sich aus der folgenden Rechnung:

< () =5 (52 ()

A %)\14-%)\2
< {XQ = —Ian+2x

—Bild—
PROPOSITION 3.11.2. Sei f : V — W linear. Ferner seien B, B’ Basen von V und C, C’
Basen von W. Setze S = [idy]5 und R = [idw]S . Dann gilt
e = R-[f5-9 und
g = R-[flg-57".
BEWEIS. Folgt aus Proposition [3.10.4. O

3.12. Nochmals lineare Gleichungssysteme

Betrachte das lineare Gleichungssystem

anry oot T, = B

(8) : : :
A1 T1 + o+ Qpn Ty = 671

tiber dem Korper K, bzw. in Matrixschreibweise: Az = b fir A = (ay)i; € K™,
b= (0;); € K" und einen Spaltenvektor z = (z,); von n Unbestimmten. Das zugehorige
homogene System ist

(9) Az = 0.
Es sei (A[b) € K™+ die erweiterte Koeffizientenmatrix von (8)

3.12.1. Basislosungen des homogenen Systems. Die Losungen von (9) bilden
einen Unterraum U von K". Dabei ist dimg U = n — rankxg A =: k. Eine Basis von

(ug,...,ur) von U heiit System von Basislésungen von (9). Jede Losung von (9) ist
Linearkombination der Basislosungen.

3.12.2. Existenz von Losungen. Das homogene System (9) hat stets die triviale
Losung x = 0.

PROPOSITION 3.12.1. Aquivalent sind:

(i) Das inhomogene System Ax = b hat mindestens eine Lisung.
(ii) Die rechte Seite b liegt im Spaltenraum von A =1img 4.
(117) rank A = rank(A|b).
PROPOSITION 3.12.2. Aquivalent sind:

(1) Das lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt fiir jedes b € K™ eine Lisung.
(i1) Die lineare Abbildung ¢ ist surjektiv.
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48 3. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN
(111) rank A = m.
3.12.3. Die Menge aller L6sungen des inhomogenen Systems. Angenommen,
das inhomogene System hat mindestens eine Losung zy € K™. Dann ist
ro+U = {x0+)\1u1+~~+>\kuk: i EK}
die Menge aller Losungen von (8)

3.12.4. Lineare Gleichungssysteme mit quadratischer Koeffizientenmatrix.
Sei nun m = n, das heifit die Koeffizientenmatrix A € K™*" ist quadratisch.

PROPOSITION 3.12.3. Aquivalent sind:

(i) Das lineare Gleichungssystem Ax = b hat eine eindeutige Lisung.

(i1) Das lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt fir jedes b € K™ eine Lisung.
(111) rank A = n.
(iv) Die Matriz A ist invertierbar.

3.13. Matrixgleichungen und Matrixinversion

Wir betrachten Matrizen A € K™*" und B € K™*P. Wenn wir die k-te Spalte von B mit
br. bezeichnen, konnen wir insgesamt p lineare Gleichungssysteme

(10) Ar = b, fir1<k<p

betrachten. Sind alle diese Gleichungssysteme losbar, kénnen wir jeweils Losungen aus-
wéhlen und zu einer Matrix X € K™*P zusammenstellen. Auf diese Weise erhalten wir
eine Losung der Matrizgleichung

(11) AX = B.

Umgekehrt liefert jede Losung der Matrixgleichung (11) simultan je eine Losung fiir die
p Gleichungen .

Speziell fiir m = n = p und B = FE,, erhalten wir fiir A € GL,, K invertierbar die Inverse
als Losung der Matrixgleichung
AX = E,.

Umgekehrt gilt: Falls eine solche Losung nicht existiert, ist die Matrix A nicht invertierbar.
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KAPITEL 4
Affine Geometrie

4.1. Quotientenridume

Sei V' ein K-Vektorraum und U ein Unterraum.
DEFINITION 4.1.1. Sei x € V. Dann heifit die Menge
r+U = {z+u: uelU}
Nebenklasse von U in V.
PROPOSITION 4.1.2. Sei U < V. Dann ist
VIU = {z+U:zeV}
eine Partition von V.
BeEwers. Offensichtlich iiberdeckt V/U die Menge V. Sei z € (z +U) N (y + U), das
heifit, es existieren u,u’ € U, so dass x +u = z = y+u'. Hieraus folgt z —y = —u € U.

Seiu” € U beliebig. Dann gilt z+u" = y+u' —u+u" € y+U, insgesamt also z+U C y+U.
Aus Symmetrie folgt  + U = y + U, und damit gilt die Behauptung. U

Auf der Menge V/U lassen sich wiederum eine Addition und eine Skalarmultiplikation
definieren:
(x+U)+w+U) == (z+y)+U und A-(z+U) =)+ U.

Man rechnet nach, dass diese Operationen wohldefiniert sind, also nicht von der Wahl der
jeweiligen Repréasentanten der Nebenklassen abhingen.

PROPOSITION 4.1.3. Das Tripel (V/U,+,-) ist ein K-Vektorraum.
DEFINITION 4.1.4. Der K-Vektorraum (V/U, +,-) heifit Quotientenraum von V nach U.
PROPOSITION 4.1.5. Ist V' endlichdimensional, so gilt dim U + dim(V/U) = dim V.

BEWEIS. Sei (uq,us, ..., u) eine Basis von U. Dann existieren Vektoren vy, vy, ..., v, €
V', sodass (uq, ..., ug, vy,...,v;) eine Basis von V' ist. Wir definieren die lineare Abbildung

(12) 7y V=V : Nug+ -+ g + o1 + -+ =+ fn U = Ajug + -+ + Ay, -
Offensichtlich gilt img 7y = U, und die Behauptung folgt aus der Dimensionsformel. [
Die Abbildung 7y aus (12) heifit kanonische Projektion auf U.
PROPOSITION 4.1.6. Sei p € Endg (V') mit o(U) C U. Dann definiert

o VIU—=V/U : 24U @x)+U
eine lineare Abbildung.

BEWEIS. Es ist wiederum die Wohldefiniertheit zu zeigen. Seien z,y € V mit x +U =
y+ U, also x —y € U. Dann folgt ¢(x) — ¢(y) = ¢(x —y) € U. O

Die in Proposition [4.1.6 definierte Abbildung ¢ : V/U — V/U heifit die von ¢ auf dem
Quotienten V/U induzierte lineare Abbildung.

49
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50 4. AFFINE GEOMETRIE

4.2. Affine Riaume

Sei wieder V ein K-Vektorraum.

DEFINITION 4.2.1. Ein affiner Unterraum von V ist eine Nebenklasse x + U eines belie-
bigen Unterraums U in V. Die Menge aller affinen Unterrdume von V' wird mit AG(V)
bezeichnet. Wir setzen dimg (z + U) := dimg (U).

DEFINITION 4.2.2. Fiir vy, vy,...,0, € V und Ay, Ao, ..., A\, € K heifit die Linearkom-
bination AjvjAgve + - -+ + A, um eine Affinkombination, falls >~ A; = 1. Die Menge aller
Affinkombinationen aus M C V heifit affine Hiille von M und wird mit aff M bezeichnet.

PROPOSITION 4.2.3. Fir M C V st aft M der kleinste affine Unterraum, der M enthdlt.

BEWEIS. Sei x € M und my,ma,...,my € M sowie A, Ag, ..., A\ € K. Dann ist

k

k k
=1 =1 ;

Offensichtlich gilt S>F A + (1 = 2%, \)) = 1, und deshalb ist
af M = v+ lin{y—az: ye M} .
Die Behauptung folgt damit aus Proposition 2.3.6. U

Eine endliche Menge M C V heifit affin unabhhdingig, falls dim aft M = #M — 1.

BEMERKUNG 4.2.4. Sei M C V endlich. Dann bilden die affin unabhéngigen Teilmengen
von M ein Matroid auf der Grundmenge M.

Im Folgenden betrachten wir stets die Situation V' = K™; insbesondere ist V' endlichdi-
mensional. Statt AG(K™) schreiben wir auch AG,, K.

Die affinen Unterrdume von K™ sind genau die Losungsmengen von Systemen endlich
vieler linearer Gleichungen in n Unbestimmten {iber K. Die linearen Unterrdume sind
genau die Losungen der homogenenen linearen Gleichungssysteme.

DEFINITION 4.2.5. Die affinen Unterrdume der Dimension 0, 1, 2, n — 1 heiflen (affine)
Punkte, Geraden, Ebenen bzw. Hyperebenen.

PROPOSITION 4.2.6. Fliir jede affine Hyperebene H existiert eine lineare Abbildung pp -
K" — K vom Rang 1 und ein o € K, so dass

H = {zeK": py(x)=a} .
Umgekehrt ist jede solche Menge eine affine Hyperebene.
BEWEIS. Sei H = 2+ U mit z € K" und U < K", wobei dimU = n — 1. Dann

existiert eine lineare Abbildung ¢y : K™ — K mit der Eigenschaft, dass U = ker ¢y ist.
Aus der Linearitéit von g folgt die Behauptung. O

DEFINITION 4.2.7. Zwei affine Unterrdume x + U und y + W mit 1 < dimU < dim W
heiflen parallel, falls U < W ist. Zwei nicht-parallele disjunkte affine Unterrdume heiflen
windschief.
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4.3. Exkurs: Affine Ebenen

DEFINITION 4.3.1. Es sei P eine Menge und £ C P(P). Das Paar (P, £) heifit abstrakte
affine Ebene mit Punktmenge P und Geradenmenge L, falls gilt:

(i) Es gibt ein Viereck, das heifit es existieren vier Punkte, von denen keine drei auf
einer Geraden liegen.
(ii) Je zwei Punkte p,q € P liegen auf genau einer gemeinsamen Geraden p V g.
(iii) Fiir jeden Punkt p € P und jede Gerade L € L existiert genau eine Gerade
L' € L, die durch p geht und parallel zu L ist.

Ist K ein Korper so ist AGy K eine abstrakte affine Ebene. Die Umkehrung gilt aber
nicht. Es gibt zum Beispiel eine nicht-desarguessche affine Ebenen mit 64 Punkten und
72 Geraden!!

PROPOSITION 4.3.2. Sei A = (P, L) eine endliche affine Ebene. Dann existiert eine Zahl
n € N, so dass jede Gerade genau n Punkte enthdlt, und jeder Punkt liegt auf genau n+1
Geraden. Auflerdem gilt #P = n? und #cL = n® + n.

BEWEIS. Sei (p1, p2, ps, pa) ein Viereck mit Ly = py V po, Ly = pa V po, Ly = p3 V py
und Ly = py V p1. Ferner sei n die Anzahl der Punkte auf L;. Es ist p3 € L, und die
Abbildung

[Llap?)] L — 'Cp:s tpr=pVops
ist wegen der Eindeutigkeit der Verbindungsgerade injektiv. Zusammen mit dem Paralle-
lenaxiom folgt #L,, = n + 1. Da p3 & Ly folgt analog #L, = #L,, = n etc. 0J

Die Zahl n in Proposition 4.3.2| heifit Ordnung von A.

VERMUTUNG 4.3.3. Die Ordnung einer endlichen abstrakten affinene Ebene ist eine Prim-
zahlpotenz.

SATZ 4.3.4 (Bruck-Ryser 1949). Wenn n der Form 4k+1 oder 4k +2 ist fir k € N und n
1st nicht Summe zweier ganzzahliger Quadrate, dann tritt n nicht auf als Ordnung einer
endlichen affinen Ebene.

SATz 4.3.5 (Lam 1991). Es gibt keine affine Ebene der Ordnung 10.

4.4. Affine Abbildungen

DEFINITION 4.4.1. Eine Abbildung ¢ : K™ — K™ der Form

p(r) = v+y()
mit v € K™ und ¢» € Hom(K", K™) heifit affin. Der Rang von ¢ ist definiert als der Rang
von . Gilt m = n und rank ¢ = n, so heifit ¢ affine Transformation.

Das Bild eines affinen Unterraums unter einer affinen Abbildung ist wiederum ein affiner
Unterraum.

BEISPIEL 4.4.2.

> Die Abbildung = — v + x ist eine Translation.
> Invertierbare lineare Abbildungen (auf K™) heilen auch lineare Transformatio-
nen.

D R. Hughes und F.C. Piper: Projective planes, Graduate Texts in Mathematics, Vol. 6. Springer-
Verlag, New York-Berlin, 1973.
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52 4. AFFINE GEOMETRIE

Die affinen Transformationen von K" bilden eine Gruppe AGL,, K, die von den linearen
Transformationen und den Translationen erzeugt wird.

4.5. Exkurs: Polytope

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschliefSlich den Korper der reellen Zahlen. Es be-
zeichnet R die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen.

DEFINITION 4.5.1. Sei M C R™. Dann heif3t die Menge
pos M = { Az + Aoxo + -+ + N+ N € Rsg, 2 € M}
die positive Hiille von M und die Menge
conv M = afft M Npos M

die konvexe Hiille von M.

DEFINITION 4.5.2. Ein (konvexes) Polytop ist die konvexe Hiille endlich vieler Punkte
in R".

BEISPIEL 4.5.3. Wir setzen [n]| := {1,2,...,n} und e; := ., ¢; fiir I C [n]. Das Polytop
conv{e;: I Cn|} = [0,1]"
heifit n-dimensionaler Einheitswiirfel.

DEFINITION 4.5.4. Sei M = ([n], B) ein Matroid auf der Menge [n]. Dann heift
conv{ep: B € B}
das Matroidpolytop zu M.

LEMMA 4.5.5. Das Bild eines Polytops unter einer affinen Abbildung ist wieder ein Poly-
top.

DEFINITION 4.5.6. Ein Zonotop ist ein affines Bild eines Einheitswiirfels.

Notizen zur Linearen Algebra — (©) Michael Joswig, TU Darmstadt & TU Berlin — 8. Juli 2009



KAPITEL 5
Determinanten

5.1. Voriiberlegungen

Ziel: Einfithrung einer Abbildung
det : K™" — K
mit den folgenden Eigenschaften:

(i) det(E,) =1

11) det(AB) = (det A)(det B)

ii) det(A™) = det A

iv) Falls A € GL,, K, so ist det A # 0.

v) Speziell fir K = R, soll det A das Volumen des Parallelepipeds der Spalten (oder
Zeilen) von A ergeben.

In Abschnitt 2.4 wurden sdmtliche Unterrdume von R? bestimmt. Dabei kam auch heraus,

dass die Vektoren
( U1 ) q < U1 )
U9 V2

in R? genau dann linear unabhéingig sind, wenn gilt

zu zelgen U1
0 7é U1V — UV det .
Uz U2

Sei K im folgenden stets ein beliebiger Korper. Wir identifizieren ab jetzt oft K™*" =;
K" x - x K". Das heifit wir fassen eine Matrix

—
n -mal
aiy ... Qip
c Kan
Ap1 -+ Qpp
auf als das n-Tupel ihrer Spalten
aii Q1n
e
Gn1 Qpmp,

5.2. Multilinearformen

DEFINITION 5.2.1. Eine Abbildung F': K" x --- x K" — K heift:
n-mal
(i) Multilinearform auf K™ (oder n-Form), falls fur alle i € {1,2,...,n}, fiir alle
vy, ..., 0, € K7 fiir alle A, p € K und fiir alle x,y € K™ gilt:

F(vy, oo 01, A 4 0y, Vg1, -, 0) = AF (01,00, m, 00 0,) + wF (01,0 Y, 0,)
Das heifit, die Abbildung F ist linear in jeder ihrer n Argumente.
53
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54 5. DETERMINANTEN

(i) alternierende Multilinearform auf K™, falls (i) und zusétzlich gilt:
F(vy,...,v,) =0, falls v, =v; fiir i # j.

(ili) normierte alternierende Multilinearform (oder Determinantenform), falls aufier
(i) und (ii) zuséatzlich:

F(E,) = F(ey,...,e,) = 1.

BEMERKUNG 5.2.2. In der Literatur findet man statt der Eigenschaft (ii) oft die Eigen-
schaft

F(..., 2 ,..., y ,...) = =F(.., y ,..., © ,...)
(13) ! ! f !
v J ? J

> Es gilt ,,(ii) = (13)“. Denn: Ohne Einschréinkung sei n = 2. Dann gilt:

—
=
Z

F(x,y)+ F(y,r) = F(r,y)+ F(y,z) + F(r —y,x —y)

=

F(x,y) + F(y,r) + F(v,z —y) — F(y,z — y)
F(z,x) + F(y,y)
0.

> Die Umkehrung gilt nur fiir den Fall, dass in K die Ungleichung 2 :=1+1# 0
gilt (das heifit die Charakteristik von K ist ungleich zwei):

=

—
=H
Z

2F(z,z) = F(x,7)+ F(x,x) 1 F(z,z) — F(x,z) = 0.
BEISPIEL 5.2.3. Fiir K = [, existiert auf F3 eine nicht-alternierende 2-Form, die (13)

aber nicht (i1) erfiillt:
X1 U1
F = .
<(x2)’<y2 )) T1Y1 + T2Yo

Wir wollen Beispiele iiber einem beliebigen Kérper K aber in niedrigen Dimensionen
studieren.

BEISPIEL 5.2.4. Die Abbildung idg : K — K ist eine Determinantenform auf K = K*.
Denn:

> fiir n = 1: multilinear = linear
> fiir n = 1: alternierend keine zusétzliche Bedingung
> idg (1) = 1, also ist die alternierende Multilinearform normiert.

BEISPIEL 5.2.5. Die Abbildung

F:K2xK2:((Z;),(z; ))Hulvg—uwl

ist eine Determinantenform auf K?2. Denn:

Uy ) vy _ / /
FAAM )Tl = (Auy + puy)vy — (Aug + pub)vy
2 Ug Vg

= Muyvy — ugvy) + p(ujvy — uhvy) /
= (o)) () ()
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5.2. MULTILINEARFORMEN 55

Damit ist F' eine Multilinearform. Auflerdem gilt

(8 (1)) = e — o
F((o)- (1)1

LEMMA 5.2.6. Sei F' : K" X --- x K" — K eine alternierende Multilinearform und
V1,0 € K™ Dann gilt F(vy,...,v,) =0, falls (vq,...,v,) linear abhdngig.

sowie

BEWEIS. Ohne Einschrankung sei v1 = Agvg + - - - + A\, v,. Dann gilt
F(vi,...,u,) = F(Agva 4+ + X\yvp, v, ..., 0p)

= Z)\iF(Ui,’UQ,...,Un) = 0.
k=2

O

SATZ 5.2.7. Set F' : K" x --- x K" — K eine alternierende Multilinearform mit der
Figenschaft F(ey,...,e,) = 0. Dann ist F' die Nullabbildung.

BEwEIS. Wir fithren den Beweis per Induktion nach n. Fiir den Induktionsanfang
n =1 gilt:
Fle1) =0 = VA€ K : F(X\e;) = AF(e;) =0.
Sei n > 2 und die Behauptung bereits beweisen fiir alle alternierende (n — 1)-Formen. Wir
zeigen zunéchst

(14) VO’ - Sym({l, Ce ,n}) . F(ea(l), . 7€a(n)) = O .
Es sei o eine beliebige Permutation. Dann gilt
F(eg(l), BRI 5 PRI ,ea(n)) = —F(el, e 60(1), c. ,Gg(n)) .
Die Abbildung
F o !(n_l X e xKn—i—>K D (Y2, - Yn) = Fe, ( ; ),..., ( yO >)
g 9 n
-1

n

ist eine alternierende (n — 1)-Form. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also F; = 0. Wir
erhalten (fiir o(1) # 1)

F(eo(l),...,el,...,eo(n)) = —F(el,...,60(1),...,60(n)
= —Fl(eg.(Q),...76;(1)7...,€;(n)) = 0.

Hier bezeichnet ausnahmsweise €}, den (k — 1)-ten Standardbasisvektor in K"~! um eine
Verwechslung mit den Standardbasisvektoren von K™ zu vermeiden. Damit gilt (14).

Im néchsten Schritt zeigen wir
(15) Vag,...,x, € K" : F(er,x1,...,2,) =0
Wir schreiben z; als A;e; + A; mit \; € K und A; € lin(ea, ..., e,). Dann ergibt sich
F(ey,xo,...,x,) = Fleg, Aaer + Aoy ..  \er + Ay)
= F(ey, Aae1, Azer + Az, .., Aper + Ay)
+ F(ey, Ao, Azeq + Az, ..o, \er + Ay)
= F(e1, Ao, Azer + Ag, ..., e + Ay)
= ... = F(e,\g,...,\,) = Fi(Ag,...,A,) = 0.
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Schlieflich seien x1,...,x, € K™ beliebig. Wiederum schreiben wir x; = \;e; + A; mit
Ai € K und A; € lin(ea, ..., e,).
F(l’b...,l'n) = F()\lel +A1,l’2,...,$n)
= F(A1€1,$27...,$n) +F(A1,{E2,...,l’n)
= F(A,x9,...,2,),

weil (Ay, xo, ..., 2,) linear abhéngig ist. Damit folgt weiter
F(Il,...,ZL‘n) = F(Al,ZL'Q,...,(L'n) = ... = F(Al,AQ,...,An) = 0,
weil aulerdem auch (A, Ag, ..., A,) linear abhingig ist. O

KOROLLAR 5.2.8. Seien F,G : K" x --- x K" — K alternierende Linearformen mit
F(ei,...,e,) = G(e1,...,e,). Dann gilt F = G. Insbesondere gibt es hdchstens eine
Determinantenform auf K™.

Bewrrs. Ubungsaufgabe. O

5.3. Konstruktion der Determinantenform auf K"

In den Beispielen [5.2.4 und [5.2.5 hatten wir bereits Determinantenformen auf K = K*
und K? konstruiert:

D K—-K:zx—x

u v
D22K2XK2I(( 1>,( 1))!—>U1U2—U2U1.
U2 U2
Fiir n > 3 gehen wir induktiv vor, d.h. wir gehen davon aus, dass wir eine Determinan-
tenform
D, :\K”*1 X oo X K"*i—> K
ntl

bereits konstruiert haben. Wegen Korollar 5.2.8 ist D,,_; dann auch eindeutig bestimmt.

Wir setzen

n

(16) Dy (A) = Z<_1)i+j@ian—l(Aij)
j=1
fir A= (a;;) € K" x---x K" = K™ und ¢ € {1,...,n}. Dabei ist
Oé.u a.ij i a1 . Aqp
A’Lj - (51 Q5 i - € K(n—l)x(n—l)
: (07951 . Qnn
anl an] Oénn 17‘7

durch Streichung der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A hervorgegangen. Die Formel
heifit Laplace- Entwicklung nach der i-ten Zeile.

Statt D, (A) = D,,((a;)) schreiben wir auch |o;| bzw. Dy (aq, ..., a,) fir A = (aq,. .., ay).
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BEISPIEL 5.3.1. Uber dem Korper K = [F; entwicklen wir eine 3 x 3-Matrix nach der
ersten Zeile:

0 12 00 10 10

1 - 0- _

288 0’02‘ 1‘22’+2‘20‘
=21-2-2-00+2(1-0-2-0)
=22 =1.

Nun entwickeln wir dieselbe Matrix noch einmal nach der zweiten Zeile:

0 12 1 2 0 2 0 1

10 0|= —-1- —

2 0 9 '02‘*0’22‘ 0‘20’
= —(1-2-2-00 = =2 = 1.

In beiden Féllen kommt dasselbe heraus.

PROPOSITION 5.3.2. Die Abbildung D,, : K™" — K ist eine Determinantenform.

BeEwEIs. Die Abbildung a; — «;; D,,—1(A;;) : K™ — K ist linear, weil die j-te Spalte
in der Streichmatrix A;; gar nicht auftaucht. Hieraus folgt, dass

n

Dn(A) = ) (=) Dy (Ay)

j=1
multilinear ist.

Sei A = (oy;) € K™ mit benachbarten Spalten aj = aj41, die gleich sind. Es gilt

n

Dn(al, R ) L7 " ,Cln) = Z(—l)lJr]Ckl]Dn,l(A”)

=1
= (=)D, 1 (Ag) + (=) oy Dy 1 (Aigga),

denn in allen anderen Fillen hat A;; zwei gleiche Spalten. daher ist D,, alternierend. Die
Normiertheit ist klar. O

Wegen Korollar[5.2.8 ist D,, die einzige alternierende normierte n-Form iiber dem Korper

K.

DEFINITION 5.3.3. Die Abbildung D,, : K™*" — K heifit die Determinante auf K". Wir
schreiben det := D,,.

5.4. Eigenschaften der Determinante
PROPOSITION 5.4.1. Fiir A € K™ gilt det(A™) = det(A).

BEWEIS. Betrachte die Abbildungen
D": K" x---x K" = K"™" — K

n
(Familie von Zeilenvektoren)
mit
n

(17) D"(A) == > (~1)Pay D" (Ay)

=1
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mit A = (a;;) und D'(a) = a. Dies ist die Laplace-Entwicklung nach der j-ten Spalte.
Wie in Proposition zeigt man, dass D" eine normierte alternierende Multilinearform
auf K™ ist. Aus Korollar folgt dann det = D™, also det(A"™) = D"(A) = det(A). O

PROPOSITION 5.4.2. Seien A, B € K™™. Dann gilt

(i) det(AB) = det(A) det(B).
(ii) Falls A invertierbar ist, gilt det(A) # 0 und det(A™') = [det(A)] .

BEWEIS. Seien by,...,b, die Spalten von B. Dann sind Abq,...,Ab, die Spalten
von AB. Betrachte die Abbildung Fy : K™" — K mit Fa(B) = Fa(by,...,b,) =
det(Aby, ..., Ab,) = det(AB). Die Abbildung F) ist multilinear und alternierend. Seien
ai, . ..,a, die Spalten von A. Dann ist

FA(E,) = Fale,...,e,) = det(ay,...,a,) = det(A).

Analog ist durch G4(by,...,b,) := det(A) det(by, ..., b,) eine weitere alternierende Mul-
(

tilinearform auf K™ gegeben, die Ga(ey, ..., e,) = det(A) erfillt. Aus Korollar folgt
Fy = G 4; insbesondere ergibt sich

det(AB) = Fu(B) = Ga(B) = det(A)det(B).

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten: Fiir a € GL,, K gilt ndamlich det(A) det(A™1)
det(E,) = 1.

SATZ 5.4.3. Sei A € K™". Aquivalent sind:

(i) A€ GL,(K), das heifit A ist invertierbar.

(i1) det(A) # 0.
(111) Fiir alle b € K™ ist das lineare Gleichungssystem Ax = b eindeutig losbar.
(iv) Die Spalten von A sind linear unabhdingig.

(v) Die Zeilen von A sind linear unabhdingig.

(vi) rank A = n.

Bewers. Falls A € GL,(K), so ist nach Proposition[5.4.2 det(A) # 0. Ist dagegen A ¢
GL,(K), so sind die Spalten von A linear abhéngig nach Proposition [3.12.2, und wegen
Lemma 5.2.6 ist dann det(A) = 0. Die {ibrigen Aussagen wiederholen Proposition [3.12.3

O

O

SATZ 5.4.4 (Leibnizformel). Sei A = (ay;) € K™*™. Es gilt:

det(A4) = Z SgH(U)Oq,o(l)Oéz,a(Q) ©r Qo (n)

oeSym{l,...,n}

Hierbei bezeichnet sgn(o) € {£1} das Signum der Permutation o. Dies ist 1, falls o gerade
ist, also als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen geschrieben werden kann.
Falls o ungerade ist, ist es —1.

BEWEIS. Ubungsaufgabe. O

5.5. Ahnlichkeit von Matrizen

DEFINITION 5.5.1. Zwei quadratische Matrizen A, B € K™*™ heiflen dhnlich, falls existiert
S € GL,(K) mit B= S"'AS.

Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge K™*". Die folgende Aussage ist eine
Konsequenz aus Proposition
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PROPOSITION 5.5.2. Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinante.

Diese Beobachtung erlaubt es, einem beliebigen linearen Endomorphismus
p: K" — K"
seine Determinante zuzuordnen: Seien B, B’ beliebige Basen von K™. Dann existiert S €
GL,(K) mit
lels = S7'[¢]sS.
Die Matrix S ist die Matrix des Basiswechsels von B nach B’ aus Abschnitt[3.11. Es folgt,
dass det(y) := det[yp|p wohldefiniert ist.

5.6. Determinanten und der Gauf3-Jordansche Eliminationsalgorithmus

PROPOSITION 5.6.1. Sei A = (a;;) € K™ eine obere Dreiecksmatrix, das heifit o;; =0
fiir alle i > j. Dann gilt det(A) = aqj1g -+ Q.-

BEWEIS. Beweis per Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 1 klar. Sei also
n > 2 und
11 *

A —
0 fa T
Durch Streichen der ersten Zeile und der der ersten Spalte ergibt sich
Qoo *
Ay = )
0 O

und die Laplace-Entwicklung nach der ersten Zeile liefert det(A) = ay;det(Ayp). Die
Streichmatrix A;; ist wieder eine obere Dreiecksmatrix, hat aber eine Zeile und eine
Spalte weniger. Nach Induktionsannahme ist damit det(A;;) = qag - @y, und es folgt
die Behauptung. O

Wegen det(A™) = det(A) gilt dieselbe Aussage auch fiir untere Dreiecksmatrizen.

SATZ 5.6.2. Die Determinante einer Matriz ldsst sich mit dem Gaufs-Jordanschen Elimi-
nationsalgorithmus berechnen.

BEWEIS. Sei A € K™*" beliebig. Der Gauf}-Jordan-Algorithmus formt A durch endlich
viele elementare Zeilenoperationen zu einer Matrix B in Zeilenstufenform um. Eine Ma-
trix in Zeilenstufenform ist eine obere Dreiecksmatrix. Die elementaren Zeilenoperationen
entsprechen der Multiplikation mit Matrizen von links, vgl. Beweis zu Satz

(E1)  A"= LA, wobei L = E,, + AE;; fiir i # j. Es gilt det(L) = 1.
(E2) A’ =LA, wobei

1 falls k= I & {i, j}
L = (ﬂ-kl)k,l mit T = 1 falls (]C,l) € {(Z,]), (],Z)}
0 sonst

Es gilt det(L) = det (9}) = —1.
(E3) A" =LA, wobei

L = diag(1,...,1,\1,...,1) fir A#0
Es gilt det(L) = A.
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Um eine Zeilenstufenform zu erreichen, geniigen die Operationen (E1) und (E2). Hieraus
folgt

(18) det(A) = det(B)-(-1)",

wobei ¢ die Anzahl der Anwendungen von (E2) ist. Die Determinante von B lésst sich aus

Proposition berechnen, und aus dem Determinantenmultiplikationssatz erhalt
man die Determinante von A aus . [

BEISPIEL 5.6.3. Sei K = C und

0 144 0 1 0 147 0
g ¢ 1 0 ofefo 1—i 0
0 0 1 2 0 0 1 2
0O -1 0 = 0O -1 0 =
1 0 1+4 O 10 1+2 O
(E1) 01 1—-2 0 (E2) 01 1—-2 0
00 1 2 0 0 i
00 1—12 12 0 0 1 2
1 0 142 0
EY 01 1—¢ 0
00 1—2 )
00 0 1(65-1
Fiir den letzten Schritt beachte, dass (1 —i)™' = 1(1 + 1) ist, also
1 1 5 1
2 —(14i)i = 2—=(i—1) = 2 —~
2( + )i 2(2 ) 55

Da einmal (E2) angewendet wurde, ergibt sich

det A — 1-1-(1—i)~%(5—z’)-(—1) ~3i-2.

5.7. Matrixinversion und Adjunkte
Fir A = (a;;) € K™ setze
aff = (=1)*Fdet A, fir 1 <ik<n
und A% := (af) € K™ Die Matrix A# heit Adjunkte von A.
PROPOSITION 5.7.1. Es gilt A- A" = A¥A=detA-E,.
BEWEIS. Der Koeffizient der Matrix AA# an der Stelle (i, k) lautet

n

S agad = S (1) ay det Ay = det A’
=1

j=1

wobei A" aus A entsteht, wenn man die k-te Zeile durch die i-te ersetzt. Es ergibt sich
sofort

Z C(Z”O(#;g _ O, fallsz#k

o 7 det A, fallsi==k.

KOROLLAR 5.7.2. Fualls A € GL,, K 1ist, dann gilt

1
-1 = A7
det A
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5.8. Die Determinantenabbildung aus dem Blickwinkel der Analysis

Wir betrachten den Fall K = R.
PROPOSITION 5.8.1. Die Abbildung

det : R = R" — R
ist eine differenzierbare Abbildung.

Dies folgt aus der Konstruktion von det per Laplaceentwicklung. Insbesondere ist det
stetig. Dies impliziert, dass die Menge

GL,R = det (R \ {0})

eine offene Teilmenge von R™*" ist.
Aus Korollar [5.7.2 wissen wir, dass fir A € GL,, R gilt, dass

1
-1 _ ) A#
det A

ist mit A# = (o) und
aft = (=1)"* det Ay, .
Auflerdem ist fiir ein festes Paar (i, k) die Abbildung

1
A'_)detA‘Oéi : GL,R — R
differenzierbar. Hieraus ergibt sich unmittelbar:

PROPOSITION 5.8.2. Die Abbildung
A— A GL,R — GL,R

ist differenzierbar.

Die Situation fiir K = C ist entsprechend.

BEMERKUNG 5.8.3. Der Betrag der Determinante der reellen Matrix A ist genau das
Volumen des Parallelotops, das von den Spalten (oder den Zeilen) von A aufgespannt
wird.

5.9. Cramersche Regel

Betrachte das lineare Gleichungssystem
(19) Az = b

fir A € K™ und b € K" iiber einem beliebigen Korper K. Bekanntermaflen ist
genau dann eindeutig l6sbar, wenn det A # 0, also A € GL, K ist. Das heifit, falls A
invertierbar, ist
o = A_lb

die eindeutige Losung von .
Sei nun A € GL,, K mit Spalten (a1, ..., a,). Dann gilt mit Korollar 5.7.2/ A~! = . A#
mit o, = (—1)"* - det Ay;. Oder anders ausgedriickt: A~" = (7;,) mit

(— 1)k

1
Yik — det A detAkl = mdet(al,...,ai,l,ek,aiﬂ,...,an)
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&1 b1
Sei xy = < : ) die eindeutige Losung von (19) fiir b = ( : ) Dann ist
&n bn
u (—1)H—k det(al, N b, Aiily - - ,an)
(20) ¢ Z det A CCV KOk det A

Die Formel (20) heifit Cramersche Regel.
Wir spezialisieren wieder K = R. Seien A : U — GL,R:t— A, und b: U — R" : t —
by stetige (differenzierbare) Abbildungen fiir ein (offenes/geschlossenes/halboffenes/un-
eigentliches) Intervall U C R. Sei ferner xz; € R" die eindeutige Losung des linearen
Gleichungssystems A;xz = b;. Dann ist die Abbildung

t—z : R—R"

ebenfalls stetig (differenzierbar).

BEISPIEL 5.9.1. Wir betrachten
sint Lsin(t?) — 1
) ) 10 10
A.[O,S]—>GL2ﬂ?.tl—><1+t2 cost

und

1

Die durch A;z; = b; implizit definierte Lésungskurve z : [0,5] — R? ist in Abbildung5.9.1
skizziert.

b:[0,5] — GLoR : t (%)

-0.5 -0.25 0.0 0.25 0.5 0.75 1.0
Lo brggo v b b b

-0.8 —

-1.6 —

-2.4 —

/\

ABBILDUNG 1. Losungskurve aus Beispiel [5.9.1

5.10. Exkurs: Algorithmische Aspekte

5.10.1. Numerische Stabilitit. Naive Implementierung des Eliminationsverfah-
rens ergibt schnell Probleme mit beschrankter Rechengenauigkeit. Selbst wenn man sorg-
faltig implementiert, sto8t man aber an Grenzen, wenn die beteiligten Matrizen ungiinstig
konditioniert sind.
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Die folgende Rechnung wurde mit Maple (Version 10) ausgefiihrt.
with(LinearAlgebra):
A:=proc(k)
Matrix([[1-10"(-k),1-2*10" (-k)],
[1-2%10" (-k),1-3*10" (-)]);
end:
Jede der so definierten Matrizen A ist invertierbar:

A(k);

1—2-107% 1—-3.107*

w4/
45 1

Wir wihlen eine rechte Seite in Abhéngigkeit von k so, dass (1,0) stets die eindeutige
Losung des Gleichungssystems Az = by, ist.
b:=proc(k)
A (k).Vector[column]|([1,0]);
end:
evalf(A(1)),evalf(b(1));

[ 0.9000000000  0.8000000000 ] [ 0.9000000000 ]

{ 1—107* 1—2-10’6}

A(1);

0.8000000000 0.7000000000 0.8000000000
GaussianElimination(A(1));
1% 4/5
0 —5

Mit exakter Arithmetik lédsst sich das Gleichungssystem fiir beliebig hohes k korrekt 16sen:
LinearSolve(A(10000),b(10000));

LUDecomposition(A(1));

[10 [10] [% 4/5]
0 1 21 0 —g

A (1).MatrixInverse(GaussianElimination(A(1)));

[10
8
81

Jetzt probieren wir das eingebaute numerische Verfahren fiir & € {1,2,...,8}.

for k from 1 to 8 do
LinearSolve(evalf(A (k)),evalf(b(k)))
od;

1.00000000000001754
0.99999999999998002
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1.0
—0.0

1.0
-0.0

0.99999999988919974
0.000000000110911280150349909

]

1.00000111020196991
—0.00000111021307209279602

1.0 |
—0.0

1.0
-0.0

Error, (in LinearAlgebra:-LA_Main:-BackwardSubstitute) inconsistent system

Das numerische Verfahren bricht bereits bei £ = 8 mit einer Fehlermeldung ab, die korrekt
dariiber informiert, dass die Genauigkeit hier verloren gegangen ist. Die zuvor berechneten
Losungen (fiir £ < 7) weichen nur in geringem Mafl von der richtigen Losung ab. Eine
naive Implementierung hat bereits bei diesen simplen Beispielen kaum eine Chance auch
nur in die Ndhe der korrekten Losung zu kommen.

Interessant ist nun k& = 9. Hier gibt Maple eine falsche Losung aus, ohne dies zu erken-
nen. Uberdies wird nicht-existente Genauigkeit suggeriert, da sich scheinbar ein glattes
Ergebnis bei (1/2,1/2) ergibt:
LinearSolve(evalf(A(9)), evalf(b(9)));

0.500000000500000041

0.500000000000000000

Um sicher zu gehen, hier noch einmal die Eingabe in obiges Verfahren. Dies soll zeigen,
dass das Problem nicht daran liegt, dass die Eingabegenauigkeit bereits iiberschritten
wire (wie etwa bei k = 20).
evalf(A(9)), evalf(b(9));

0.9999999990 0.9999999980 0.9999999990

0.9999999980 0.9999999970 |~ | 0.9999999980

Der Grund dafiir, dass die Numerik hier so kompliziert ist, liegt darin, dass die beiden Fi-
genwerte der Matrix Ay, auf sehr unterschiedlichen Skalen leben. Die Matrizen Ay besitzen
eine sehr hohe Konditionszahl. Dies &uflert sich beispielsweise darin, dass die Determinante
fast verschwindet.
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for k from 1 to 10 do evalf(Eigenvalues(A (k))) od;
[ 1606225775 ]
—0.0062257748

1.960051019
—0.0000510191

1.996000501
—0.0000005010 |

1.999600005
—0.0000000050

1.999960000
—0.0000000001 |

1.999996000 |
0.0

[ 1.999999600 |
0.0

1.999999960 |
0.0

[ 1.999999996 |
0.0

oo

5.10.2. Komplexitidtsbetrachtungen.

BEMERKUNG 5.10.1. Der Aufwand, die Determinante einer n x n-Matrix auszurechnen
betrdgt im ungiinstigsten Fall:
(i) O(n'°s™) via Leibnizformel,
(ii) O(n'°8™) via rekursiver Laplace-Elimination,
(iii) O(n?) via GauB-Jordan-Elimination.
Gezahlt werden jeweils arithmetische Operationen (Addition, Multiplikation, Subtraktion,
Division) im Grundkoérper K.
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KAPITEL 6

Polynome

6.1. Arithmetik

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.
DEFINITION 6.1.1.
(i) Ein (abstraktes) Polynom mit Koeffizienten in R ist eine Abbildung
p:N—=R

mit # {i € N: p(i) # 0} < oco. Das heifit die abstrakten Polynome entsprechen
genau den endlichen Folgen in R (beliebiger Lénge).

(ii) Die Zahl degp := max{i € N: p(i) # 0} fiir p # 0 heifit Grad von p. Wir setzen
deg (0 := —o0.

(iii) Fiir p # 0 heiit der Koeffizient lc(p) := p(degp) der Leitkoeffizient von p.

BEMERKUNG 6.1.2. Das Nullpolynom 0 = (0,0,0,...) besitzt keinen Leitkoeffizienten.
Fiir p # 0 gilt stets le(p) # 0.

Ublicherweise schreibt man das Polynom (ag, ay, ..., ax,0,0,0,...) als formale Summe
oo+ ant + aot? + - + oyttt

wobei ¢ ein beliebiges nicht mit einer anderen Bedeutung belegtes Symbol ( Unbestimmite)
ist. Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in R iiber der Unbestimmten ¢ wird mit
R[t] bezeichnet. Via der Einbettung r — (r,0,0,0,...) gilt R C R[t].

Auf RJ[t] lassen sich eine Addition + und eine Multiplikation - definieren. Seien p, ¢ € R[t].

(i) p+q:N— R:i— p(i)+ q(i), das heiBt die Addition von Polynomen ist die
punktweise Addition von R-wertigen Funktionen.

(ii)p~q:D\l—>R:k»—>§)p(z’)~q(k—z’).

In der iiblichen Notation sieht das dann fiir p = > ;t* und ¢ = Y ;" so aus:
i=0 i=0

max(k,l) ‘ k+1 i .
pta= Y (u+f)t wd p-g = (3 afiy)t.
=0 =0 j=0

Es gilt deg(p + ¢) < max(deg(p),deg(q)) und deg(p - ¢) = degp + deggq.

PROPOSITION 6.1.3. Das Tripel (R[t], +,-) ist ein Ring mit additivem Neutralelement 0
und multiplikativem Neutralelement 1.

67
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6.2. Polynome mit Koeffizienten in einem Korper
Sei K ein Korper und ¢ eine Unbestimmte.
PROPOSITION 6.2.1. Mit der Polynomaddition und der Skalarmultiplikation
Ap == Xp@i): N— K)

fir A\ € K und p € K|t] ist K[t] ein K-Vektorraum.

Da das Einselement des Korpers K mit dem Einselement des Rings K[t] tibereinstimmyt,
ist K[t] insgesamt eine K-Algebra.

PROPOSITION 6.2.2. Die Polynome 1,t,t* ... bilden eine Basis von K|t]. Insbesondere
gilt dimg K[t] = oc.

BEWEIS. Jedes Polynom p = Z?:o a;t' mit d = degp ldsst sich eindeutig darstellen
als

o + ot + ast? 4+ -+ - + agt?.
O

PROPOSITION 6.2.3 (Division mit Rest). Zu a,b € K[t] mit b # 0 ezistieren eindeutig
bestimmte Polynome q,r € K[t] mit a = q-b+r und degr < degb.

BEWEIS. Der Beweis ist konstruktiv. Seien a,b € K[t| mit b # 0.
Wir setzen ¢; := 0 und ry := a. Wir nehmen an, dass ein k£ > 1 gilt degr, > degb. Dann
definieren wir induktiv:
(21) Qo1 = lc(ry)/ lc(b)tdeemn—desd
(22) Th+1 = Tk — Q10
Anschlieend wird & um eins erhoht und die Induktion in einer Schleife fortgesetzt. Das
Verfahren terminiert, weil der Grad von 7, sich in jedem Schleifendurchlauf vermindert.
Firk=1gilta=0-0+a=q -b+ ri. Induktiv gilt dann fiir £ > 1, dass

k+1 k

(ZQk)'b+Tk+1 = (ZQk)'b+C]k+1'b+T‘k—C]k+1-b
=1 =1
= a—Tp+ Q1 b+ — Qi1 b = a.

Sei nun k£ minimal, so dass degr, < degb. Dann erfiillen ¢q := Zle qr und r := r; die
geforderten Bedingungen.

Der Beweis der Eindeutigkeit ist eine Ubungsaufgabe. U

Die gy definierende Gleichung (21) ist die einzige Stelle, an der wir benutzt haben, dass K
ein Korper ist. Genauer gesagt: Wir haben verwendet, dass lc(b) in K stets invertierbar ist.
Betrachten wir statt K einen beliebigen kommutativen Ring, so gilt die Proposition [6.2.3
fiir jedes Polynom b, dessen Leitkoeffizient lc(b) invertierbar ist.
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6.3. Einsetzungsabbildung und Nullstellen

Sei nun wieder R ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins. Zu jedem Polynom p =
> a;t" € RJt] existiert eine Abbildung

pP R—R:x—ay+ox+- -+ agz?,
die Einsetzungsabbildung von p.

BEISPIEL 6.3.1. Betrachte p = t* — 1 € R[t]. Dann ist
p(0) = -1 p (1) =p"(-1) = 0.
BEISPIEL 6.3.2. Betrachte p = t? +t € F,[t]. Dann ist
p(0)=0"+0=0, p"(1)=1*+1=0.
Beachte, dass p* identisch verschwindet, obwohl p # 0 gilt.
BEISPIEL 6.3.3. Betrachte p = t? +t + 1 € Q2*?[t]. Dann ist

(12 (1 2Y L2y (10
Pl1o)=(1to) "{1o 0 1
(32 2\ (5 4
=l12)7" 1) =~ \23)
DEFINITION 6.3.4. Ein Element = € R heifit Nullstelle des Polynoms p € R][t], falls

p*(z) = 0 ist.

PROPOSITION 6.3.5. Sei x eine Nullstelle von p € R[t]. Dann gilt, dass t—x das Polynom
p teilt.

_ N

Die Teilbarkeit in einem beliebigen Ring ist definiert wie fiir ganze Zahlen.

BEWEIS. Wegen lc(t — x) = 1 ist die Polynomdivision in R[t] wie in Proposition 6.2.3
moglich. Ohne Einschréankung sei d := degp > 1. Fiir p = Z?:o a;tt ergibt die Division
mit Rest durch (f — x) dann

o+ o+ apr? -+ agr? = pi(z) = 0.
U

KOROLLAR 6.3.6. Jedes Polynom vom Grad d hat hichstens d (verschiedene) Nullstellen.

Fiir das Folgende vergleiche mit den Beispielen [6.3.1/ und [6.3.2!

BEISPIEL 6.3.7. Die Nullstellen von t* — 1 € R[¢] sind genau 1 und —1.

BEISPIEL 6.3.8. Die Nullstellen von ¢? + ¢ € F,[t] sind genau 0 und 1.

PROPOSITION 6.3.9. Sei K ein Korper und A € K™™. Dann ist die Abbildung
Oy K[t] — K™ 1 p—p*(A)

ein. Homomorphismus von K-Algebren, das heifit, eine K-lineare Abbildung, die gleich-
zeitig ein Ringhomomorphismus ist.

BEWEIS. Ubungsaufgabe. O]
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70 6. POLYNOME
6.4. Die Einsetzungsabbildung fiir Matrizen

Sei K ein Korper.

PROPOSITION 6.4.1. Fir jede invertierbare Matrix A € GL, K existiert ein Polynom
p=> ait' € K[t] C K™"[t| vom Grad d < n?® mit

A7V = pr(A) = apE, + a1 A+ aA? - agAl
und ag # 0.

BEWEIS. Wegen A(AB + uC') = AAB + pAC ist die Abbildung
Ly: KM — K™" : B— AB
linear. Da A € GL, K, ist L4 bijektiv; das heifit, L4 € GL(K™*™).
Sei k = min{ie N: (B, =A" A= A" A% ... AF)linear abhéingig}. Dann existieren
Bo, 1, - -+, Brk—1 € K, so dass
(23) AF = BoE, + BiA + B A%+ - B AFTL
Dann gilt
A = A(BoEn 4 1A+ Bo A+ - 4 B AN = BoA+ BAT+ -+ B AF
= BoA+ BA> + -+ + B2 AY T 4 B 1 (BoEn + BrA + B AP+ - + B AR
= BoBk-1En + (Bo + B1Bi-1) A+ (b1 + B2Bu-1)A> + -+ (Br—z + Buo1Bror) A
Dies bedeutet insbesondere, dass der Unterraum
U= lin{A": k>1} < K™".

die Basis B 1= (E,, = A%, A' = A, A2 ..., A*71) besitzt. Es gilt dim U = k, und k—1 < n?,
weil U ein Teilraum von K™*" ist. Nach Konstruktion ist L4(U) C U. Da aber L4 bijektiv
und U endlichdimensional ist, folgt LA(U) = U. Also ist Ly *(U) = La-1(U) = U. Damit
ist

ANE,, A A% AR = (AT B, A A% AR
ebenfalls eine Basis von U. Insbesondere ist A~! € U, und es existieren eindeutig be-
stimmte Koeffizienten ag, a1, ..., a,_1 € K mit

A7l = B, + g A+ asA? + - ap AR
Aus der Gleichung (23) folgt dann
E, = AA™' = apA+ o A2+ -+, AF
= A+ a A+ a2 A+ 1 (BB + BLA 4 B AP 4 - + B AV
= 180En + (a0 + a1 B) A+ (a1 + a1 o) A2+ -+ + (o + g1 ) A

Aus der eindeutigen linearen Darstellbarkeit von FE, beziiglich der Basis B folgt, dass
ag_13y = 1 ist. Dies bedeutet a;_1; # 0 und [y # 0. Induktiv zeigt man durch Betrachten
von A" = ATTA~L dass B; # 0 fiir alle ¢ > 0 gilt. Wiederum wegen der eindeutigen
linearen Darstellbarkeit von F,, folgt dann oy + ag_16; = 0, und hieraus aqg # 0. ]

1 2 )
A:<10)€®22
. (32
v - (13)
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BEISPIEL 6.4.2. Betrachte

wie in Beispiel [6.3.3| Dann ist
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1
1
ist A € GLy Q. Es gilt

9 - 3 2 1 2 2 0 B
A_A_zE“<12 “l1o) o) =0
Damit ist der Unterraum U aus dem Beweis zu Proposition [6.4.1
U = lin{E,, A A% ...}

Wegen

2
([

zweldimensional mit

(En, A)
als einer Basis. Wir erhalten
1
At = A'E, = A‘l(E(A2 — A))
2 2 2

Das heiit p = —1/2 — 1/2t € Q**?[t] ist ein Polynom mit p*(A) = A~".

6.5. Interpolation

Sei K stets ein Korper.

SATz 6.5.1 (Lagrange-Interpolation). Gegeben seien d + 1 paarweise verschiedene Stiitz-
stellen xg, x1,...,24 € K mit d+1 Stiitzwerten yo, y1,...,yqs € K. Dann existiert ein ein-
deutig bestimmtes Polynom p € K|t| vom Grad hochstens d mit der Eigenschaft p*(x;) = y;
fir alle i € {0,1,...,d}.

BEWEIS. Betrachte die Lagrange-Polynome

t—
Li - a:k

T — X
kg "t k

fir i € {0,1,...,d}. Es gilt deg L; = d sowie

Li(m) = b — 1 fallsi=k
0 sonst.

Hieraus folgt unmittelbar, dass p := Zj:o yoL; die gewiinschte Interpolationseigenschaft
besitzt. Offenbar gilt degp < d.

Angenommen, es géibe ein zweites Polynom ¢ vom Grad hochstens d mit ¢*(x;) = y;. Dann
gilt fiir die Differenz r := p — ¢, dass r*(x;) = p*(x;) — ¢"(x;) = y; —y; = 0 ist fiir alle
i € {0,1,...,d}. Also hat r mindestens d + 1 paarweise verschiedene Nullstellen. Wére
r # 0 ergibe sich hieraus ein Widerspruch zu Korollar[6.3.6. O

SATZ 6.5.2 (Viete-Formeln). Firp € K[t] vom Gradd > 1 und k € {1,2,...,d} mit

d d
p = Z%‘ti = OédH(t — 0.
i=0 i=1
gilt

Z ﬁilﬁiz s ﬁlk - (_1)dik06d7k/04d .

11 <tg<--<ip
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72 6. POLYNOME

BEWEIS. Beweis per Induktion nach d. Fir d = 1 gilt a1(t — 1) = agt — a1 =
agt + ap. Durch Koeffizientenvergleich erhdlt man —ay3; = o oder 1 = —ag/a;. Im
Induktionsschritt gilt dann

d d—1
aq [t - 8) = aalt —5a)- [t - 5)
i=1 i=1
d—1
=t =B (D (DT YT BB, Bt
k=1 11 <ip<--<ip<d—1
d—1
= ag(t’ =) (~=1)** Z BinBiy -+ By 107"
k=1 i1 <ig <o <ip<d—1
d
— Bt =Y (=0T YT BB Bi, Bat™)
k=2 11 <io<-<ip_1<d—1

Die beiden Summen lassen sich nun zusammen fassen, wenn man die Randterme extra
betrachtet. Wir erhalten

d
Q4 H(t —B3;) = ag(t! + (1) gt + (=1 Z Bit™ = B1B2- -+ Ba1fa
i=1

i1<d—1

d—2
- Z ﬁ’hﬁig e sz td_k)

k=2 i1 <ip<--<ip<d

(1
d—1
= ad(td + Z(_l)dik Z ﬁilﬁiQ T ﬁlk tdik)
k=1

11 <io<-<ip<d

6.6. Fundamentalsatz der Algebra

SATZ 6.6.1 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante Polynom p € Clt] zer-
fallt in Linearfaktoren.

BEWEIS. Der Beweis dieses Satzes geht iiber die Moglichkeiten einer Anfingervor-
lesung hinaus. Es gehen wesentlich analytische bzw. topologische bzw. funktionentheo-
retische Methoden ein. Siehe en.wikipedia.org fiir einen Uberblick iiber verschiedene
Beweisstrategien. U

KOROLLAR 6.6.2. Jedes nicht-konstante Polynom p € R[t] zerfdllt in lineare und quadra-
tische Faktoren.

BEWEIS. Sei p € R[t] mit degp = d > 1. Aufgefasst als Polynom mit komplexen
Koeffizienten zerféllt p in Linearfaktoren, also

p = (t=2)(t—2) - (t=2)

fir z; € C. Fiir z € C gilt p*(z) = m, weil die Koeffizienten von p reell sind. Insbhsondere
folgt: Wenn z Nullstelle von p ist, so auch z. Fiir z € C\ R teilt (t — 2)(t — z) € R]¢] das
Polynom p. Die komplexen Nullstellen 21, 29, ..., 24 sind entweder reell, oder sie kommen
in konjugiert-komplexen Paaren. Hieraus folgt die Behauptung. U
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6.7. Quotientenkorper

DEFINITION 6.7.1. Ein Ring R heifit nullteilerfrei, falls fiir alle a,b € R\ {0} gilt ab # 0.

Sei im folgenden stets R ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins. Auf der Menge
R x (R\ {0}) fithren wir die folgende Relation ein:

(a,b) ~ (¢c,d) &= ad=bc
Man rechnet nach, dass ~ ein Aquivalenzrelation ist.

PROPOSITION 6.7.2. Die Menge Quot(R) := (R x (R \ {0}))/ ~ mit der induzierten
Addition und Multiplikation ist ein Korper.

BEISPIEL 6.7.3. Quot(Z) = Q.

BEISPIEL 6.7.4. Der Quotientenkérper des Polynomrings Kt] ist der Korper der rationa-
len Funktionen K(t).

Wenn @ der Quotientenkorper von R ist, so lasst sich via der Einbettung
r—(x,1) : R—Q

der Ring R als Teilring des Korpers Q auffassen. Typischerweise schreiben wir die Aqui-
valenzklasse des Paars (a,b) € R x (R \ {0}) als Bruch a/b. Der Quotientenkorper () ist
also die Menge aller Briiche in R.

6.8. Exkurs: Multivariate Polynome

Sei K ein Korper. Fiir paarweise verschiedene Unbestimmte ¢4, ..., 1, sei
K[tl, Ce ,tn] = (K[tl, e atn—l])l[tn]
Koeffizienten

induktiv definiert. Dies ist die Algebra der multivariaten Polynome in den Unbestimmten
t1,...,t, mit Koeffizienten in K.

Die folgende Notation ist iiblich. Fiir m € N" sei
¢ = glmemamn) gz g e K[ty )
das Monom mit dem Ezponenten m.

LEMMA 6.8.1. Die Monome bilden eine K-Basis von K|ty ..., t,].

Damit hat also p € K[ty,...,t,]| eine eindeutige Darstellung
meN™

als Linearkombination von Monomen. Klarerweise ist diese Summe endlich, also
#{meN": o, #0} < 0.

up= > aut™e Klty,...,t,] existiert wiederum eine Einsetzungsabbildung
meN"™

21
pr  K"—=K: | |+~ g Ty

meN™
Tn
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74 6. POLYNOME

DEFINITION 6.8.2. Das Nullstellengebilde
V(p) = {z e K": p*(x) =0}
eines multivariaten Polynoms heifit (affine) algebraische Hyperfliche.

Oft schreiben wir statt der durchnummerierten Unbestimmten ,t1“, ,t5%, ... auch unter-
schiedliche Symbole wie ..z, ,,y“ etc.

BEISPIEL 6.8.3. Betrachte p = 2°+y?—1 € R[z,y|. Dann ist V(p) C R? der Einheitskreis.
Die Hyperfliche V(y — 2?) C R? ist die Normalparabel, und V(xy — 1) C R? ist die
Standardhyperbel.

DEFINITION 6.8.4. Das multivariate Polynom
er = > ity ety € K[ttt
1 <dg<-<ip
heifit k-tes elementar-symmetrisches Polynom in n Unbestimmten.

Die Viete-Formeln aus Satz6.5.2/lauten dann so: Fiir ein univariates (monisches) Polynom
p=>4_oartt € K[t] vom Grad d > 1, das also ay = 1 erfiillt, und das in Linearfaktoern

p="(t—0)(t—B2) - (t — Ba) zerfillt, gilt
GZ(ﬁl, 627 s 7ﬂd) = (—1)d_kad_k .

BEISPIEL 6.8.5 (Steele). Betrachte p = (t —u)(t—v)(t —w) € K[u,v,w,t] C K(u,v,w)[t].
Die Viete-Formeln besagen dann

p = t3—eit’ +est — ey
wobel ey, €9, €3 die drei elementarsymmetrischen Polynome in Ku, v, w] sind. Dann ist
0 = p'(u)+p"(v) +p"(w) = (v’ + 0+ ') —er(u’ +0° +w”) +ezer — ey
oder, in expandierter Form
(u® +v* +w?) = 3uvw = (u+v+w)(u? +v° +w? — uw — uw — vw) .

Die letzte Gleichung gilt fiir Polynome im Ring Ku, v, w]. Substituiert man nun wiederum
Elemente aus K, so ergibt sich beispielsweise im Spezialfall u+ v+ w = 0 die Konsequenz
u? + 03 + w? = 3uvw, also etwa 2% + 3% — 5% =8 427 — 125 = —90 =3-2-3 - (-5).

DEFINITION 6.8.6. Ein multivariates Polynom p = > . amt™ € K[ty ts,. .., t,] heift
symmetrisch, falls fiir alle 0 € Sym({1,2,...,n}) gilt

D S s A S A A SRR

meNn meN™

PROPOSITION 6.8.7. Die symmetrischen Polynome bilden einen K -Unterraum von K|ty, s, . ..

und die elementar-symmetrischen Polynome bilden eine Basis.
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KAPITEL 7
Euklidische und unitire Vektorriaume

7.1. Bilinearformen

Sei K ein beliebiger Korper und V' ein K-Vektorraum.

DEFINITION 7.1.1. Eine Abbildung f : V x V — K heifit K-Bilinearform, falls gilt

flau+ pu',v) = af(u,v)+ Gf(u',v) und

fu,av+ Bv') = af(u,v)+ B8f(u,v)

fiir alle o, 8 € K und u,u',v,v" € V. Eine K-Bilinearform f heifit reflexiv, falls
flu,v) =0 < f(v,u)=0

fiir alle u,v € V. Eine reflexive Bilinearform heifit ausgeartet, falls ein u # 0 existiert mit
der Eigenschaft, dass f(u,v) =0 = f(v,u) ist fiir alle v € V.

BEISPIEL 7.1.2 (Standardskalarprodukt). Sei V' = K™ der Standard-K-Vektorraum der
Dimension n. Fiir

(24)

Uy U1
u = : und v =
Unp Un,

setze f(u,v) = u™ v = uy v;+- - -+u, v,. Offenbar ist f bilinear und reflexiv. AuBerdem ist
f nicht ausgeartet: Sei u # 0. Ohne Einschriankung sei dann u; # 0. Wahle vy, ... v, € K
beliebig. Setze & = uyvy + - -+ + upv, und vy = (1 — ) - u;'. Dann ist

Uy 4 F U, = wvr = u(l—z)ut = 1.
BEMERKUNG 7.1.3. Das Standardskalarprodukt ist symmetrisch, das heifit es gilt
(25) flu,0) = f(v,u)

fiir alle u,v € K. Jede symmetrische Bilinearform ist offensichtlich auch reflexiv.

7.2. Das euklidische Skalarprodukt auf R”

DEFINITION 7.2.1. Im Fall K = R heifit das Standardskalarprodukt auch euklidisches
Skalarprodukt. Eine {ibliche Notation ist

(u,v) == u"v = v+ + U,

PROPOSITION 7.2.2. Das euklidische Skalarprodukt ist R-bilinear, symmetrisch und positiv-
definit, das heifit zusatzlich zu (24) und (25) fir alle v € V' gilt

(v,v) > 0 wund

(26) (v,v) > 0 fallsv#0.

DEFINITION 7.2.3. Die euklidische Norm (oder Ldinge) eines Vektors v € R™ wird definiert
als
loll == V{v,v) = yJoi+--+vi.
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76 7. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME
7.3. Das hermitesche Skalarprodukt auf C"

Wir suchen ein ,,passendes” Skalarprodukt auf C".

BEISPIEL 7.3.1. Sei f : C? x C*> — C das Standardskalarprodukt auf C2. Dann gilt
f((1,4),(1,4)) = 12 4+ i* = 0. Daher ist das Standardskalarprodukt auf C? keine Erweite-
rung des euklidischen Skalarprodukts, die irgendwie mit einem Langenbegriff in Zusam-
menhang zu bringen wire.

Bekanntermaflen ist die Konjugation
Tiz=xH4y — Zi=r— 0y

ein Korperautomorphismus der komplexen Zahlen mit der Eigenschaft z = z fiir alle
z € C. Die komplexen Zahlen lassen sich als Paare reeller Zahlen auffassen: C =; R? und
besitzen somit bereits eine euklidische Lange:

2| = |z +iyl = Va2+y? = Ve+iy)(e—iy) = Vzz.

Wir setzen die Konjugation fort auf C* durch

Zn Zn
fiir z € C".

DEFINITION 7.3.2. Das hermitesche Skalarprodukt auf C" ist definiert durch

(z,w) = ( : , : ) = 2w o= w2, W,

Zn Wnp,

PROPOSITION 7.3.3. Das hermitesche Skalarprodukt ist C-semi-bilinear, hermitesch und
positiv definit, das heifst es gilt fir alle o, 3 € C und z,2',w,w’ € C":

{ (vz+ p2w) = alz,w) + B, w)
(z,aw+ pw') = alz,w)+ Bz, w')
(28) (z,w) = (w,2)

{ (z,2) > 0
(29)
(z2,2) = 0 fallsz=0

(27)

Das hermitsche Skalarprodukt ist zwar nicht symmetrisch, aber immerhin noch reflexiv.
BEMERKUNG 7.3.4. Allgemein werden nicht ausgeartete, reflexive Semi-Bilinearformen
als Skalarprodukte bezeichnet. Semi-Bilinearformen heiflen auch Sesquilinearformen.

7.4. Euklidische und unitire Riume

DEFINITION 7.4.1. Sei V' ein R-Vektorraum mit einer symmetrischen, positiv-definiten
R-Bilinearform (-,-) : V- x V — R. Dann heif3t (V, (-, -)) euklidischer Raum.

DEFINITION 7.4.2. Sei V' ein C-Vektorraum mit einer hermiteschen, positiv definiten C-
Semi-Bilinearform (-,-) : V' x V' — C. Dann heifit (V, (-,-)) unitdirer Raum.
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BEISPIEL 7.4.3. Aufler (R", (-,)) ist auch jeder Teilraum mit dem eingeschrinkten eukli-
dischen Skalarprodukt ein euklidischer Raum.

Analog fiir Teilrdume von C".

Sei (V, (-,-)) ein unitdrer Raum. Insbesondere ist V' ein komplexer Vektorraum mit Ska-
larmultiplikation

CxV —=V:A\v)— A\
Diese a3t sich einschranken auf reelle Skalare:

RxV —=V:(\v)— v

und man erhalt einen reellen Vektorraum Vg Weiter ist dann

(v.0) = Re(w,w) = ¢ ((v,0) +(w,0) 2 2 ((w,w) + o))

eine R-Bilinearform auf Vg, die symmetrisch und wiederum positiv definit ist, das heift
(Vg, (+,+)) ist ein euklidischer Raum.

DEFINITION 7.4.4. Sei (V, (-, -)) ein euklidischer oder unitdrer Raum. Dann definiert
[o]] =V {v,0)
die Norm von v € V. Ferner heilen v, w € V orthogonal, falls gilt (v, w) = 0. In diesem

Fall schreiben wir v L w. Vektoren der Norm 1 heiflen Einheitsvektoren.

Die Orthogonalitétsrelation ist symmetrisch, weil das euklidische und das hermitesche
Skalarprodukt reflexiv sind.

Weil wir im Weiteren den euklidischen und den unitédren Fall weitgehend parallel behan-
deln wollen, ist es bequem stets K fiir den Koeffizientenkorper zu schreiben. Das heift
K = R, falls V' euklidisch ist, und K = C im unitéaren Fall. Dazu beachte, dass 7 = r fiir
r € R. Damit werden die Bilinearitat (24) und die Symmetrie (25) zu Spezialfillen der
Semi-Bilinearitét (27) bzw. der Hermitizitat (28).

BEMERKUNG 7.4.5. Fir a € Kund v € V gilt

lov] = VSav,av) = Vaa-/(v,v) = |af-[jv].
BEMERKUNG 7.4.6. Es gelten die Polarisierungsidentititen

(i) im euklidischen Fall:

(lz +ylI* = llz = wl*)

I,

(r,y) =
(ii) und im unitdren Fall:
(w,y) = Uz +yl" = llz —ylI* +ille +yll” = iflz —al") .

Das heifit sowohl im euklidischen als auch im unitdren Raum ist das Skalarprodukt durch
die Norm bestimmt.
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7.5. Geometrische Eigenschaften euklidischer und unitidrer Riume.

Im Folgenden werden die Beweise stets simultan fiir den euklidischen und den unitéren
Fall durchgefiihrt. Sei nun (V, (-, -)) ein euklidischer oder unitidrer Raum. Der Koeffizien-
tenkorper wird wieder mit K bezeichnet.

SATz 7.5.1 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz). Fir z,y € V gilt
[z, )] < =] - lyll

BEWEIS. Da die Abbildung = +— x? monoton auf R> ist, geniigt es zu zeigen |(z, y)|* <
|z|? ly||*. Damit ist die Behauptung #quivalent zur Ungleichung

(z,y) - (z,y) = (v,y) - (y,2) < (2,2) (y,9).

Wir unterscheiden zwei Félle. Angenommen es gilt y = 0. Dann ist (z,y) - (y,z) =
0 = (z,2){(y,y). Sei also nun y # 0. Aus der Positivitéit folgt dann (y,y) > 0. Setze

v = (2,y)/{y,y) € C. Dann gilt

(29)
0 < (z—yy,2—-7y)
D (2,2) = (@,99) — (v, ) + (v, 79)
= (o, 2) — 3w, y) — 7y, 7) + 17, )
= (z,2) = (¥, y) — vy, 2) + 77y, v)
= (z,2) —v{y, x)
Also folgt v(y, z) < (x,x), das heifit
(z,y) - {y,2)
BT < (z,x).

0

DEFINITION 7.5.2. Zu x,y € V\{0} sei der Winkel v € [0, 7] zwischen = und y definiert
durch

Re(z, y)
cosy = ————=.
|| - [yl
BEMERKUNG 7.5.3. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung|7.5.1 folgt, dass
1 < Belwy)
] Iy

ist. Damit ist v € [0, 7| eindeutig festgelegt. Insbesondere gilt = 1 y genau dann, wenn
cosy = 0, also v = /2 ist.

— Bild —
SATZ 7.5.4 (Satz des Pythagoras). Fir x,y € V. mit x Ly ist ||z + y||* = ||z||* + ||y]|*
BEWEIS. Sei z L y, das heifit (x,y) = 0 = (y, z). Weiter gilt wegen (27), dass
lz+yl* = (@ +y,a+y)

= (z,2) + (z,9) + (v, 2) + (v, ) = |z|>+|ly|?
ist. ]
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7.6. Metrische Riume

DEFINITION 7.6.1. Sei M eine beliebige Menge. Eine Abbildung
0 MxM—Rs
heifit Metrik, falls gilt fiir alle x,y, z € M:
6(z,y) = o(z,y)
z,y) > 0 und O(z,y)=0<zx=y
d(z,2) < d(z,y)+0(y, 2)
In diesem Fall heifit das Paar (M, §) metrischer Raum.

SATZ 7.6.2. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer oder unitirer Raum. Dann definiert

eine Metrik auf V.

BEWEIS. Die Symmetrie von ¢ ergibt sich aus

ly =zl = (=D =yl = 1-llz-yl = llz-yl,
und die positive Definitheit folgt aus (29). Weiter ergibt sich
lz+yll* = (z+y.z+y)

= (z,2) +(v,y) +(y,2) + (y,v)
7.5.1

< el + 20l iyl + llyl®
= (=l + llylh?
Aus der Monotonie von z +— z? : R>g — R folgt damit die Dreiecksungleichung. U

PROPOSITION 7.6.3. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer oder unitirer Raum. Dann gilt:

(i) |z +yll = llz|| + |yl & es existiert & € Rsg mit y = ax sowie
(it) |{z,y)| = ||z| - ly]| < x undy sind linear abhingig.

BewEis. Ubungsaufgabe. O

LEMMA 7.6.4. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Raum mit zugehoriger Metrik 6. Fir alle
x,y €V existiert my, € V eindeutig mit

1
Mz, myy) = 0y, myy) = 5 d(z,y).
Der Punkt m,, heiffit Mittelpunkt zwischen x und y.
BEWwEIS. Ubungsaufgabe. 0J

SATZ 7.6.5. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Raum mit zugehoriger Metrik 6. Sei ferner
0V =V eine Abbildung mit ©(0) = 0 und

5(p(x), ¢(y)) = d(z,y)
fir alle x,y € V, also eine (abstandserhaltende) Isometrie. Dann ist ¢ linear.

BeEWwEIS. Ubungsaufgabe. Man zeige der Reihe nach:

> go(ml.’y) = My(z)0(y) fur alle T,y € V,
> p(2z) = 2p(z),
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> (x4 y) = ¢(z) + ¢(y) und schlieBlich
> p(ax + By) = ap(x) + Be(y) fir alle z,y € V und alle o, 8 € R.

7.7. Weitere Beispiele

7.7.1. Bilinearformen und Matrizen. Sei K eine beliebiger Koérper und f eine K-
Bilinearform auf dem K-Vektorraum V. Wir setzen hier voraus, dass dimg V =n < oo
gilt. So erhalten wir nach Wahl einer Basis B = (by, bs, ..., b,) von V eine Matrix

[fls = (fij)i; € K"

(30) fluv) = [uls” - [fls - [v]s.
Umgekehrt definiert jede n x n-Matrix via (30) eine K-Bilinearform auf K™. Eine Ma-

trix M € K™ heifit symmetrisch, falls M = M ist. Offenbar ist f genau dann eine
symmetrische Bilinearform, wenn die Matrix [f]|z symmetrisch ist.

BEISPIEL 7.7.1. Die symmetrische Matrix H = (§ }) € K?*? definiert die K-Bilinearform
h auf K? mit

hu,0) = (u1,us) - (‘f é) - (Z) — (u ) (2;) — U1+ w0

Betrachtet man speziell K = R, so ist die symmetrische Bilinearform h nicht positiv
definit, zum Beispiel gilt

h(G)G)) — 11411 = 2,
h((é)(é)) —0-1+1-0 =0

h((_ll),(_ll)) = (C1) 141 (1) = 2.

BEISPIEL 7.7.2. Fiir m,n € N definiert die relle Diagonalmatrix
diag(1,1,...,1,—1,~1,...,—1)

——
m n

und

eine R-Bilinearform f,, , auf R™*" mit

(U, 0) = ugvy 4+ ugVa + -+ + UV — Ut 1Vms1 — Umt2Ums2 — = — UmtnVUm-in -

Diese symmetrische Bilinearform ist genau dann positiv definit, wenn n = 0 ist. Die
Bilinearform f,, ¢ ist das euklidische Skalarprodukt auf R™. Fiir m = 0 ist die Bilinearform
negativ definit.

Analoges gilt fiir (komplexe) Semi-Bilinearformen. Eine Matrix M € C™" heifit her-
mitesch, falls gilt MY = M. Jede hermitesche Matrix definiert eine hermitesche Semi-
Bilinearform f auf C" via
flu,v) = v M-,
denn es gilt
fo,u) = v - M- = a" - M"- 9 =" - M-v = u"-M-v = f(u,v).

Jede hermitesche Semi-Bilinearform auf C" entsteht auf diese Weise.
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7.7.2. Bilinearformen auf Funktionenridumen.
BEISPIEL 7.7.3. Sei V' = C[0, 1] die Menge aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R. Via
(f+9)(x) = f(x) +g(z) fir fgeV

und
Af)(x) = A f(z) fir A € R

ist V' ein R-Vektorraum. Wir werden spéter zeigen, dass V' unendlich-dimensional ist.

Setze :
- / f(x) g(x) de

Die Bilinearitét folgt aus den Rechenregeln fiir Integrale, die Symmetrie ergibt sich aus
der Kommutativitat der Multiplikation auf R.

PROPOSITION 7.7.4. Das Paar (C[0,1],(-,-)) ist ein euklidischer Raum.

BEWEIS. Es bleibt, die positive Definitheit zu zeigen. Dazu sei f € C[0, 1] beliebig.
Dann ist die Funktion f2 [0,1] — R : 2 — f(x)? punktweise nicht negativ, weshalb

= / fAz)dz > 0

folgt. AuBerdem ist fiir (f, f) = fo f?(x)dr =0 auch f2 =0= f, da f stetig ist. O

BEMERKUNG 7.7.5. Es folgen die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung etc. Die zugehorige

Norm
i = VT = ([ rew)”

ist ein Spezialfall der L”-Norm

1 1/p
I = ([ 1fP@de) w1 <p<oo
0
auf C[0, 1] fur p = 2.

7.8. Orthonormalbasen

Sei (V, (-,-)) ein euklidischer oder unitérer Raum. Wir lassen in diesem Abschnitt aus-
driicklich zu, dass V' unendliche Dimension iiber K hat.

DEFINITION 7.8.1. Eine Familie (vq,...,v,,) in V\{0} heifit Orthogonalsystem, falls gilt
V; L Uy fur # j .

Gilt zusétzlich ||v;|| = 1, das heifit v; ist Einheitsvektor, dann heifit (vy, ..., v,,) Orthonor-
malsystem. Ein Orthonormalsystem, das eine Basis (von V') ist, heifit Orthonormalbasis.

LEMMA 7.8.2. Jedes Orthogonalsystem (v1, ..., v,y,) ist linear unabhdngig.

BEWEIS. Angenommen, es existieren Ay, ..., A, € K, so dass )", \;u; = 0. Dann gilt
fir jedes k € {1,...,m}, dass

= <Z>\iviavk> = Z)\i@iva = >\k<vk,vk>
i=1

i=1
ist, woraus wegen vy # 0 weiter A\, = 0 folgt. U
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BEISPIEL 7.8.3.

(i) Die Standardbasen des R™ und C" sind Orthonormalbasen,
(ii) Fiir beliebiges v € R ist

( cos 7y —sin 7y )
siny /)’ cos 7y
eine Orthonormalbasis von R2.

BEMERKUNG 7.8.4 (Koordinaten beziiglich einer Orthonormalbasis). Sei vy, ..., v, eine
Orthonormalbasis von V. Dann lésst sich ein beliebiges v € V' eindeutig darstellen als

vo= ANup+ -+ A\, fir \; € K
Dies bedeutet
(o) = O Avpu) = D Nou) = Aluo) = A
Anders ausgedriickt ist
v o= (v,v) v+ + (U, 0) Uy

BEISPIEL 7.8.5. Betrachte die Orthonormalbasis
( cos /4 —sin 7 /4 )
sin /4 )’ cos /4
von R?. Dabei ist cos7/4 = sinw/4 = 1v/2. Fiir v = ( _31 ) gilt:
cos /4 B -1 %\/5 B " 3 B
o (T = () (1) - bvEene - v
—sin /4 —1 1.9
(ot N = () (B ) = e = o
2

Also ist

7.9. Trigonometrische Polynome

LEMMA 7.9.1. Firm,n € N qilt

1 0 fir m#n
/ sin(2rmx)sin(2rnz)dr = 1/2 fir m=n>0
0 0 fir m=n=0.

BEWEIS. Wir betrachten den Fall m # n. Partielle Integration liefert
1
/ sin(2rmx) sin(2rnx) de
0

1 (sin2r(m —n)z) sin(2r(m + n)z)
( )

E m-—n m-+n

1
= 0.

Fiir m = n = 0 ergibt sich
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und fiir m =n > 0 gilt

/1 sin?(2r m ) di = 21 max — sin(2r mx) cos(2rmz) | _ 2mm 1
0 Adtm 0 dTm 2
OJ
Analog beweist man die beiden folgenden Lemmata.
LEMMA 7.9.2. Fir m,n € N gilt
1
/ sin(2rmax) cos(2rnx)dr = 0.
0
LEMMA 7.9.3. Fir m,n € N gilt
1 0 fir m#n
/ cos(2rmx) cos(2rnx)dr = 1/2 fir n=m>0
0 1 fir m=n=0.
Die vorstehenden Lemmata zusammen genommen ergeben das Folgende.
PROPOSITION 7.9.4. Die Funktionen vy, vy, ..., w1, ws, ..., die firz € [0,1] definiert sind

durch

vp(x) = cos(2rkx) und wg(x) = sin(2rkx),
fir k € N, bilden ein Orthogonalsystem in C[0, 1].
Durch Skalierung (mit V2 fiir k > 1) erhalten wir ein Orthonormalsystem von Funktionen

Vo, U1y ooy Wy, Way - . .
Aus Lemma [7.8.2 folgt, dass C[0, 1] unendliche Dimension iiber R hat.
DEFINITION 7.9.5. Der lineare Teilraum
T, = ling(vg,...,Un, w1,...,wy,)

von C[0, 1] heit Raum der trigonometrischen Polynome vom Grad < n.

Die Elemente von 7,, bestehen aus Linearkombinationen

T = aovo+2(akvk+5kwk)-
k=1

Das heifit, es ist

T(x) = oo+ Z (g cos(2mkx) + By sin(2r kx)) .
k=1
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7.10. Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt

Sei (by,...,by) eine linear unabhéngige Familie in V. Wir setzen U := ling (b, ..., by).
Es gilt dimyg U = m. Im Folgenden konstruieren wir eine Orthonormalbasis fiir U. Dazu
setze

w = by und v = R
uy = by — (by,v2) vy und vy =Rl
uz = by — (b3, v1)v1 — (b3, v2) va und wy = TusT
m—1
Uy = by — z:zl <bmavi> Ui und vy, = m
SaTz 7.10.1. Die Familie (vy, ..., v) ist eine Orthonormalbasis fir lin(by, ..., be) fiir alle

ke{l,...,m}.

BEWEIS. Per Induktion nach k. Der Induktionsanfang fiir k = 1 ist klar.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass (vy, . . ., v;) eine Orthonormalbasis ist fiir lin(by, ..., ;).
Dann ist
i
Uit1 = bip1 — Z (bit1, v5)v;

J=1

und es gilt b;11 & lin(by,...,b;) = lin(vy,...,v;). Also folgt, dass u;11 # 0 ist und damit

auch [|u;y1]| # 0; der Vektor v; 11 = IIZiEH ist definiert. AuBerdem ist

biv1 = Uiy + Z<bi+1avj>vi-

i=1
Es ergibt sich b; 41 € lin(vy, ..., v, u;01) = lin(vy, ..., v41), das heifit also lin(by, . .., bi11) =

lin(vy, ..., v;41). Wir berechnen fir k < i+ 1:

i

(wipr,vn) = (bivr = > (biy1,v5)05, v8)

j=1

= <bi+la Uk> - Z<bi+1>1}j> (Uj, vk>
j=1
= (bit1,v) — (biy1,06) = 0.
Dies bedeutet
Ujt1 - 1

G = ———
||Uz‘+1||’ i ||

(Vig1, v) = ( (Wiy1,v5) = 0.

U

KOROLLAR 7.10.2. Jeder endlich-dimensionale Teilraum von V besitzt eine Orthonormal-
basis.
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7.11. Orthogonale Teilrdume

Sei (V,(-,-)) ein euklidischer oder unitérer Vektorraum. Wiederum wird dimg V' = oo
zugelassen.

DEFINITION 7.11.1. Zu M C V setze
M+ = {veV: (v,m) =0 fir allem € M} .
LEMMA 7.11.2. M* ist linearer Teilraum von V.

BewEis. Ubungsaufgabe. O]

LEMMA 7.11.3. Seien A, B C V. Dann gilt:
(i) AC B= B+ C A+
(ii) AC Bt < B C A+
(iii) A C (A+)*+
(iv) A+ = ((AH)H)*.
BEWEIS. Wir zeigen die erste Eigenschaft. Sei also A C B und v € B*. Dann steht u
auf simtlichen Elementen aus B senkrecht, also auch auf denen aus A.

Fiir die zweite Eigenschaft sei A C B+ und v € B. Also gilt fiir alle u € A, dass u L v
ist. Das heifit v € A+, Die zweite Implikation ist symmetrisch.

Die beiden iibrigen Eigenschaften sind Ubungsaufgaben. 0J
BEMERKUNG 7.11.4. Wir betrachten kurz den endlich-dimensionalen Spezialfall V' = K.
Fira eV ist
at = {a}*t = {z €K (a,7) =0} .

Mit

aq X

a = : und x =
Ay, T,

gilt (a,z) = ayx1 + -+ + a, r,. Das heiBt a’ ist genau die Lésungsmenge der linearen
Gleichung a; xy + -+ - + a, ¥, = 0. Fiir a # 0 ist a® also eine lineare Hyperebene. Weiter
gilt fiir a, b,c, ... € K", dass

{a,bc,...}* = a*nbtnectn---
die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems

(a,z) =0, (byz) =0, (c,x) =0,...
ist.
Sei V' jetzt wieder ein beliebiger euklidischer oder unitédrer Raum.
LEMMA 7.11.5. Seiay,...,a, € V und U = ling(ay, ..., ax). Dann gilt U+ = {ay, ..., ap}*.

BEWEIS. Wegen Lemma [7.11.3((i) ist UL C {ay,...,a;}*. Sei umgekehrt v enthalten
in {ay,...,ax}*. Dann gilt
(v,a1) = ... = (v,a) = 0.

Sei u € U beliebig. Dann existieren \q,..., Az € K, so dass u = Ay a; + -+ + A\, ap,. Man
erhéalt
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das heiit v € ut. Da dies aber fiir alle u € U gilt, folgt die Behauptung. O
SATZ 7.11.6. Sex U <V ein endlich-dimensionaler Teilraum mit der Orthonormalbasis
(uy,ug ..., ug). Fir die Abbildung

k
T: V-V UHZ(v,ui)ui
i=1
gelten die folgenden Eigenschaften:
(1) m ist linear,
(ii) mw(v) € U fir allev eV,
(11i) w(u) = u fir allew € U
(iv) Tom =,
(v) img m = U und ker 7 = U+,
(vi) v —7(v) € UL fiir allev €V,
(vii) ||lv—m(v)|| < ||v—ul fir allev € V und u € U; Gleichheit gilt nur fir u = n(u).

BEWEIS. Die Linearitit von 7 ist klar (Spezialfall von Beispiel [3.1.3). Das Bild liegt
stets in U, weil U ein Teilraum ist und 7 linear.

Sei u € U. Dann existieren Ay, Ag,..., Ay € K mit u = A\juy + Aous + ... A\pup. Aus
Bemerkung |7.8.4 folgt, dass (u,u;) = A; ist fiir alle ¢. Damit ist

(31) m(u) = Z<U,U1>Uz = ZAZuz = u.

i=1
Da fiir v € V gilt, dass 7(v) € U ist, folgt m(7(v)) = w(v) aus (31).

Die Surjektivitéit von 7 auf den Unterraum U folgt ebenfalls aus (31). Sei v € kerw. Da
die Vektoren uy, uso, ..., u; linear unabhéngig sind, folgt aus

k

0 =7n(v) = Z(u,m}uZ

i=1

unmittelbar (u,u;) = 0. Also v € uy Nuy N---NuE = UL, Diese Argumente lassen sich
alle umkehren, so dass auch U+ C ker 7 folgt.

Sei v € V beliebig. dann gilt 7(v — w(v)) = 7(v) — w(7w(v)) = 7(v) — w(v) = 0, also
v—7(v) €kerm = UL

Die verbleibende Aussage ist eine Ubungsaufgabe. U

Die Abbildung 7 heifit Orthogonalprojektion von V' auf U.
BEMERKUNG 7.11.7. Aus Satz[7.11.6(vii) folgt, dass m nicht von der Wahl der Orthonor-

malbasis (u1, . .., u,;,) abhingt.

7.12. Fouriertransformation

Es sei 7, : C[0, 1] — 7,, die orthogonale Projektion auf dem Raum der trigonometrischen
Polynome vom Grad < n. Nach Satz[7.11.6 ist m,(f) die zu f € C[0,1] beziiglich der
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L2-Norm beste Approximation durch ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n. Es
gilt:

T (f) = {f. %) 170+Z(<f;17k> U + ([f, Wk) W)

_ <f,U()>
= HUOH2 Vg + ...

= o+ Z (o cos(2mkx) + By sin(2m k x))
k=1
mit . )
Qo = / flx)de, o = \/5/ f(x) cos(2mkx)dx fiir k>0,
0 0
und

1
Br = \/5/ f(x) sin(2rkz)dr fur k> 0.
0

DEFINITION 7.12.1. Die Koeffizienten «j und [ heiflen Fourierkoeffizienten von f. Die
unendliche Reihe

ap + Z ay cos(2m k) + By, sin(2m k x)
k=1
heifit Fourierrethe von f.

SATZ 7.12.2. Falls f zweimal stetig differenzierbar und periodisch ist, dann konvergiert
die Fourierreihe gleichmdjf$ig gegen f.

Fiir die Periodizitat wird verlangt, dass f(0) = f(1), f/(0) = f'(1) und f”(0) = f"(1) gilt.
7.13. Summen von Vektorrdumen

7.13.1. Innere direkte Summe von Teilrdumen. Sei V' ein moglicherweise un-
endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem beliebigen Korper K.

DEFINITION 7.13.1. Fiir beliebige Teilmengen A, B C V' heif3t
A+ B = {a+b: a€ A be B}
die (Minkowski)-Summe von A und B.
LEMMA 7.13.2. Fualls A, B <V Teilrdume sind, so ist auch A+ B <V ein Teilraum.

BEWEIS. Offenbar ist 0 € AN B, also 0 =0+0 € A+ B. Seien a,a’ € A, b,V € B
und A\, p € K. Dann ist

Ma+0b)+pd+b) = Na+pd)+MN+pb) € A+ B.

BEISPIEL 7.13.3. Sei K = R und V = R?. Betrachte die Mengen
A = [0,0), (2], B = [(0,0), (1,0)] uwd C = [(0,0), (0,2)]
und deren Minkowski-Summe A + b+ C. Hier ist
[z,y] = conv(z,y) = {dz+(1—-Ny: 0< A< 1}

die Verbindungsstrecke von x und y.
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— Bild —

LEMMA 7.13.4. Seien A, B <V endlichdimensionale Teilrdume. Dann gilt
dim(A+ B) = dim A+dim B —dim (AN B).

BEWEIS. Sei (c1,¢a, ..., cx) eine Basis des endlichdimensionalen Teilraums ANB < V.
Nach dem Basisergidnzungssatz [2.9.5/ existieren ay, as, ..., a,, € A und by, bs, ..., b, € B,
so dass (ai,...,am,c1,...,¢) Basis von A und (by,...,b,,¢1,...,¢;) Basis von B ist.
Damit ist (a1, ..., am,b1,...,by,c1,...,cx) eine Basis von A + B, und es folgt

dm(A+B) = m4+n+k = (m+k)+(n+k)—k

= dim A+dim B +dim (AN B).
O

DEFINITION 7.13.5. Seien A, B < V Teilrdume mit ANB = 0. Dann heiit A& B := A+ B
die (innere) direkte Summe von A und B.

BEMERKUNG 7.13.6. Falls dimg V <ocound V =A@ B, soist dim A+dim B = dim V.

7.13.2. AuSere direkte Summe von Vektorriumen. Seien V und W Vektorriu-
me iiber demselben Korper K. Dann ist das cartesische Produkt V' x W mit komponenten-
weiser Addition und komponentenweiser Skalarmultiplikation ebenfalls ein K-Vektorraum.

Fiir V- x W ist auch der Begrift duflere direkte Summe iiblich. Denn die Unterrdume
V x {0} und {0} xW
sind zu V' bzw. W isomorphe Teilrdume von V' x W, und es gilt
(Vx{0h) @ ({0} xW) = VxW.
Deswegen schreiben wir im Folgenden auch V @ W fiir V' x W. Die Unterscheidung, ob es
sich um einen innere oder &uflere direkte Summe handelt, ergibt sich aus dem Kontext.
Seien nun f und ¢ Bilinearformen auf V' bzw. W. Dann ist
fag: (VeaW)x (VeW): (v+w v +uw)— flv,v)+ glw,w)
eine Bilinearform.
LEMMA 7.13.7. Sind f und g beide symmetrisch/reflexiv/nicht ausgeartet, so ist auch
f ® g symmetrisch/reflexiv/nicht ausgeartet.
Analoges gilt fiir (komplexe) Semi-Bilinearformen.

Im endlichdimensionalen Fall gilt Folgendes. Seien B = (by, ba, ..., by,) und C = (¢, ¢a, ..., Cy)
Basen von V' bzw. W. Dann ist

(B,C) = ((b1,0),(b2,0), ..., (bm,0)), (0, 1), (0,¢2), ..., (0,¢n))
eine Basis von V @ W. Insbesondere addieren sich die Dimensionen.
LEMMA 7.13.8. Fir A= [f|p und B = [g]¢ ist

[ @ 9lse) = (61 g) = A®B.
Zu X € K sei (M) die 1 x 1-Matrix mit einzigem Koeffizienten A.
BEispiEL 7.13.9. Fiir das Standardskalarprodukt f: K™ x K" — K gilt

= WeWe o).

Vv
n mal
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BeIspiEL 7.13.10. Fiir die Bilinearform f,, ,, auf R™*" gilt
] = DO & ®N)6(—) @ ()& (-1).

vV Vv
m mal n mal

7.13.3. Orthogonale Summe in euklidischen und unitdren Riumen. Sei nun
wieder (V, (:,-)) ein euklidischer oder unitérer Raum.

PROPOSITION 7.13.11. Sei U <V endlich-dimensionaler Teilraum. Dann gilt V = U &
U*. Falls dimg V < 00, s0 ist dim U+ = dim V — dim U.

BEWEIS. Es gilt U N U+ = 0, weil das Skalarprodukt positiv definit ist, also kein
Vektor auBer dem Nullvektor auf sich selbst senkrecht steht. Wir zeigen nun V = U + U,
Sei 7 die orthogonale Projektion von V auf U. Dann ist 7(v) € U und v — w(v) € Ut
nach Satz[7.11.6/ (vi). O

KOROLLAR 7.13.12. Sei U <V endlich-dimensionaler Teilraum. Dann gilt (U+)* =U.

BEWEIS. Es gilt stets U C (U+)*. Aus Proposition [7.13.11 folgt nun V = U & U+,
also
UH* = UeUHYNUH = UNUHH+UNUH) = U.

" J J

U 0

7.14. Orthogonale und unitire Abbildungen

Sei (V, (-,-)) ein euklidischer oder unitarer Raum.

DEFINITION 7.14.1. Eine lineare Abbildung ¢ : V' — V heifit (im euklidischen Fall)
orthogonal oder (im unitéren Fall) unitdr, falls gilt

(9(),9(y)) = (v,y) firallez,yeV.

Orthogonale Abbildungen erhalten Langen, Winkel und die Orthogonalititsrelation, da
sich diese mit Hilfe des Skalarprodukts ausdriicken lassen.

LEMMA 7.14.2. Jede orthogonale oder unitdre lineare Abbildung ist injektiv.

BEWEIS. Angenommen ¢g : V' — V ist linear, aber nicht injektiv. Dann existiert
v € kerg\ {0}. Es gilt also v # 0 und g(v) = 0. Damit folgt aus

0 = (¢g(v),g(v)) und (v,v) > 0

wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts, dass g nicht orthogonal (bzw. unitér)
ist. (]

DEFINITION 7.14.3. Eine bijektive orthogonale lineare Abbildung heifit orthogonale Trans-
formation. Analog werden unitéare Transformationen definiert.

DEFINITION 7.14.4. Wir bezeichnen (im euklidischen Fall) mit
O(V) := {g € GL(V) : g orthogonal}
die orthogonale Gruppe von (V. (-,-)) und (im unitéren Fall) mit
U(V) = {g € GL(V) : g unitér}
die unitire Gruppe von (V, (-,-)).

Aus Lemma [7.14.2 folgt, dass jede orthogonale lineare Abbildung auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum eine orthogonale Transformation ist.
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BEMERKUNG 7.14.5. Es ist zu verifizieren, dass O(V') und U(V) tatsdchlich Untergruppen
von GL(V) sind.

BEISPIEL 7.14.6 (Spiegelung an einer linearen Hyperebene). Sei (V] (-, -)) euklidisch. Dann
ist das Skalarprodukt symmetrisch und bilinear. Fiir a € V' \ {0} ist

(a,) : V—=>R:z~ (azx)
eine Linearform, das heifit, ein Element vom Homg(V,R). Die Abbildung

{a,7)
(a,a)

heifit Spiegelung an der Hyperebene ker(a, -). Offensichtlich is s, linear. Es gilt

s, e,
(8a(7),54(y)) = ( 2<a’a> Y 2<a’a> )

S T L AT Rk T L L e

Sqg VoV i2xH—ax—2

> <CL, a> <Cl, a>2
= (2,y).
Es gilt genau dann s,(r) = z, wenn x im Kern der Linearform (a, -) liegt. Zusitzlich ist
a,x — 2422
Sa<8a(x)) = Sa(ZL' — 2<(I, ZU> CL) = T — 2<a7$>a o 2< (a,a) >a
<Cl, CL> <a/, CL> <a/7 a)
= .CE—QM _2<CL,SL’> +4<CL,LU><CL,CL> =
{a,a) (a,a) (a,a)?

Die Spiegelung s, ist ein Beispiel fiir eine Involution.

Im Folgenden sei V' endlich-dimensional.

BEMERKUNG 7.14.7. Aus Satz [7.6.5/ und den Polarisierungsidentitiaten [7.4.6/ folgt, dass
jede Isometrie von R™ eine orthogonale lineare Transformation ist.

PROPOSITION 7.14.8. Sei (vy,vq,...,v,) eine Orthonormalbasis von V. Eine lineare Ab-
bildung g : V- — V ist genau dann orthogonal (bzw. unitir), wenn (g(vi), g(ve), ..., g(vy))
ebenfalls eine Orthonormalbasis von V' ist.

BEWEIS. Nach Voraussetzung gilt (v;, v;) = d;; fiir alle , j. Ist also g orthogonal (bzw.
unitér), so ist (g(v;), g(v;)) = (vi,v;) = 5, und (g(v1), g(v2), ..., g(v,)) eine Orthonor-
malbasis.

Fiir die Umkehrung seien z = ), A\ju; und y = > . p;v; beliebig. Dann ist

(9(x),9() = (@O i), 9> i) = > Nifijlg(vi), g(vy))
i i i,j
= > Apilvnv) = O v Y o) = (,y).
i i i
Ist V' endlich-dimensional so definiert die Determinante durch

SL(V) = {g € GL(V) : det(g) =1}

eine Untergruppe, die spezielle lineare Gruppe.
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DEFINITION 7.14.9. Wir bezeichnen (im euklidischen Fall) mit
SO(V) == O(V)NSL(V)

die spezielle orthogonale Gruppe von (V,(-,-)) und (im unitéren Fall) mit
SU(V) = U((V)NnSL(V)

die spezielle unitire Gruppe von (V, (-, -)).

DEFINITION 7.14.10. Eine Matrix ) € R™*™ heifit orthogonal, falls

Q- Qtr = E,
ist. Eine Matrix @ € C™*" heif§t unitdr, falls

ist. Die Menge der orthogonalen (bzw. unitdren) Matrizen wird mit O, R bzw. U, C be-
zeichnet. Zusatzlich definieren wir SO,, R := O,,RNSL,, R und SU,,C :=U,,Cn SL,, C.

Hier bezeichnet Q* die Matrix Q% = Q. Fiir Q reell gilt Q* = Q". Die Gruppe SL, K ist
die Gruppe der (invertierbaren) Matrizen mit Determinate 1.

LEMMA 7.14.11. Fir @ orthogonal gilt det @Q € {£1}. Fir Q unitdr gilt |det Q| = 1.

AUFGABE 7.14.12. Die Mengen O, R, U, C, SO, R und SU,, C bilden Untergruppen von
GL, R bzw. GL, C. Es gilt O, R = O(R") und U,, C = U(C") sowie SO, R = SO(R™) und
SU,, C = SU(C).

SATZ 7.14.13. Fiir Matrizen Q € K™ sind die folgenden Figenschaften dquivalent.

(i) Die lineare Abbildung ¢¢ : K" — K" ist orthogonal (bzw. unitdr).
(ii) Die Spalten von @ bilden ein Orthonormalsystem.
(111) Die Zeilen von @Q bilden ein Orthonormalsystem.
(v) Q- Q* = E,.

(v) Q" -Q = E,.
(vi) Q € GL, K und Q7' = Q*.

BEWEIS. Die Standardbasis von K" eine Orthonormalbasis. Daher ist nach Propo-
sition die Abbildung ¢ genau dann orthogonal bzw. unitér, wenn das Bild der
Standardbasis unter ¢g eine Orthonormalbasis ist. Die Bilder der Standardbasisvektoren
sind genau die Spalten von ).

Betrachte die Matrix @) - Q*. Der Koeffizient r;; an der Stelle (7, j) ist genau das Stan-
dardskalarprodukt von ¢;. und g_;. Also gilt genau dann r;; = d;;, wenn die Zeilen von @
ein Orthonormalsystem bilden. 0J

SATZ 7.14.14 (QR-Zerlegung). Jede Matriz A € K™ ™ mit vollem Spaltenrang n lisst sich
schreiben als

A=Q R,

wobei die Spalten von (Q € K™*™ ein Orthonormalsystem bilden und die Matriz R € K"*"
eine obere Dreiecksmatriz mit vollem Rang ist.

BEWEIS. Seien sq, S, ..., s, die Spalten von A. Wegen rank A = n, bilden die Spal-
ten eine Basis des Spaltenraums U = ling{sy, 2, ..., 8,} < K™ Wenden wir das Gram-
Schmitt-Verfahren auf (sq, so, ..., s,) an, so erhalten wir eine Orthonormalbasis (¢1, g2, - - ., ¢»)
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von U. Nach Konstruktion gilt dann

s1 = |ldi]lq
s2 = (so,q1)q1 + || gl o

Sp = <Sna QI>QI + <5na Q2>QQ +- <5na Qn—1>Qn—1 + “q;zHQn .

Hier ist

k—1 1

G = sk— Y (sa)q; undg, = ——d.

o]
Wir setzen nun

||Cﬁ|| <S27IQ1> T <3n7 Q1>

g |0l
0 e 00 gl

und erhalten A = QR. O

AUFGABE 7.14.15. Ist die Zerlegung aus Satz 7.14.14/stets eindeutig?

BEMERKUNG 7.14.16. Aus Proposition[7.14.8/folgt insbesondere fiir m = n in Satz[7.14.14
dass jede lineare Transformation in GL, K sich als Produkt einer orthogonalen (bzw.
unitéiren) Transformation und einer oberen Dreiecksmatrix schreiben lésst.

BEISPIEL 7.14.17.

2 3 1 1 0 O 2 3 1
00 —4| =100 -1 01 -1
01 -1 01 0 00 4

7.15. Exkurs: Spiegelungsgruppen

Fiir v € R ist a = (cos,siny) € R?\ {0}. Es gilt ||a|| = 1. Beziiglich der Standardbasis
hat die Spiegelung s, aus Beispiel [7.14.6/ die Matrix

(5] = (1—200327 —2cosvsin’y> _ <_COS(27) _Sin@,y))

—2cosysiny 2cos?y —1 —sin(2y)  cos(27)
cos(2y +m)  sin(2y+ )
sin(2y +7) —cos(2y+m))

Betrachtet man zwei Winkel o, 3 € R und fiihrt die beiden Spiegelungen hintereinander
aus, so erhalt man

cosa  sina cos3 sinf

sina  — cosa sinff —cosf
- cosacosf+sinasinf3  sinacos 3 — cosasin 3
~ \—sinacosf + cosasin3 cosacos 3+ sinasin 3

(ol o)

die Drehung um den Winkel a — 3.
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BEMERKUNG 7.15.1. In die vorige Rechnung flieen diverse trigonometrische Identitéiten
ein, die sich alle leicht aus Eulers Gleichung
e = cosvy+isinvy
gewinnen lassen. Beispielsweise gilt das folgende Additionstheorem:
1, . . 1. . . o
sinfae — 3) = ﬂ(ez(o‘_ﬁ) — e_l(o‘_ﬁ)) = Z(eme"ﬂ — el
1

= Q—i((cosa +isina)(cos 3 — isin §) — (cos v — isina)(cos B + isin 3))

= ?(Cosozcosﬁ —sinasin 3 + i(sin a cos f — sin [ cos a)
i

— cosacos J + sinasin § + i(sina cos § — sin S cos o) )

= sinacos 3 — cosasin (3.
BEISPIEL 7.15.2. Betrachte die Ecken
1 1 1 1 —1 —1 _1 1 1 1
0/’ 9 \/g ) 9 \/§ ) 0 ) 9 \/g ) 9 _\/g
des regelmifigen Sechsecks auf dem Einheitskreis. Beachte, dass cos(n/3) = 1/2 und
sin(m/3) = 1/4/3 gilt. Das Produkt der beiden Spiegelungen
o1 = 8(1,0) und 09 — S%(_L\/g)

ist die Drehung um 27 /3. Insgesamt erzeugen o und o9 eine Gruppe der Ordnung 6, die
Diedergruppe Ds, die isomorph ist zur symmetrischen Gruppe vom Grad 3. Dies ist die
Gruppe aller Drehungen und Spiegelungen des gleichseitigen Dreiecks

1\ 1 /-1 1/1
o(0)-5(v8) =5 (V)
In dieser Gruppe gelten die Relationen
(32) 0> = 0y = (0109)® = id.

Die Diedergruppe ist durch das Erzeugendensystem {o, 0} und die Relationen (32) cha-
rakterisiert. Ahnlich lassen sich alle Diedergruppen D,,, also die Gruppen aller Drehungen
und Spiegelungen eines regelméfiigen n-Ecks aus zwei Spieglungen erzeugen.
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KAPITEL 8
Eigenwerte und Eigenvektoren

8.1. Definitionen und Beispiele
Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ : V' — V ein K-linearer Endomor-

phismus.

DEFINITION 8.1.1. Ein Skalar A € K heifit Figenwert von ¢, falls exisitiert v € V'\ {0},
so dass ¢(v) = Av. Jeder von 0 verschiedene Vektor w fiir den gilt ¢(w) = Aw heifit
FEigenvektor zum Eigenwert A. Der Unterraum

Vi = Wi(p) = ker(p — Aid,) = {v eV : p(v) = v}

heifit Eigenraum zum Eigenwert A bzgl. ¢. Die Dimension dy := dim V), > 1 heifit geome-
trische Vielfachheit von \.

BEMERKUNG 8.1.2. Eigenwerte linearer Abbildungen treten in der Physik auf als Figen-
frequenzen schwingféhiger Systeme.

DEFINITION 8.1.3. Eine lineare Abbildung ¢ heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis
von V gibt, die aus Eigenvektoren (zu verschiedenen Eigenwerten) besteht. Das heifit die
zugehorige Matrix bzgl. dieser Basis aus Eigenvektoren ist eine Diagonalmatrix.

BEISPIEL 8.1.4. Sei V = R? und G eine Gerade durch 0. Wihle Orthogonalbasis (v, w
von V, so dass lin(v) = G. Sei ¢ = s, die orthogonale Spiegelung an G; d.h. o(v) = v
und o(w) = —w. Dann gilt

w Eigenvektor zum Eigenwert — 1,

o)) = ((1) _01>

BEISPIEL 8.1.5. Sei wiederum G eine Ursprungsgerade in R2. Sei 7 die orthogonale Pro-
jektion auf G; d.h. 7(v) = v und w(w) = 0. Wiederum ist die Matrix

] (10
Mew) = 1o o
BEISPIEL 8.1.6. Sei v € (0, 7) und p die Drehung in R? um den Winkel ~, d.h.

_ [cosy —sinvy
o} = (sin7 cosy)'

Dann besitzt p keinen Eigenwert (in R).

{ v Eigenvektor zum Eigenwert 1

und

ist eine Diagonalmatrix.

eine Diagonalmatrix.

Angenommen p hat Eigenwert A. Dann ist

cosy —sinvy T\ A T
siny  cosvy xa) o)’
95
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cosy— A —sinvy ) _
siny  cosy—AN) \xg)

Fiir (zq,72) # 0 folgt, dass

cosy—A —siny | I
det( sin vy cosy—)\) = (cosy—A)* +sin“y = 0

also

ist. Dies ist aber dquivalent zu
M —2\cosy+1 = 0.

A = cosyE/cos?y—1.
Weil aber A reell sein soll, muss cosy = +1 gelten, im Widerspruch zur Annahme 7 €
(0, 7).
BEMERKUNG 8.1.7. Es gilt:
A Eigenwert von ¢ < Ju #£0: (¢ — Aid)(v) =0
& ker(p — Aid) # {0}

Daher folgt

sowie

v Eigenvektor von ¢ bzgl. A < v #£ 0 und (¢ — Nid)(v) =0
& v e ker(p —Aid) \ {0}.

SATz 8.1.8 (Charakteristische Gleichung). Sei ¢ € End(V) und dimg V' < oo. Das Skalar
A € K ist genau dann Figenwert von ¢, wenn det(¢ — Aid) = 0 ist.

BEWEIS. Es gilt: A ist kein Eigenwert von ¢ < ker(¢—\id) = {0} < ¢ — Aid injektiv
& ¢ — Aid bijektiv < det(p — Aid) # 0. 0

DEFINITION 8.1.9. Sei M € K™ ™. Dann heifit A € K FEigenwert von M, falls A Eigenwert
von
oy 2 K" — K" v — py(v) = Mo
ist. Analog fiir die Eigenvektoren.
BEISPIEL 8.1.10. Sei A = ( % ) € R**2. Dann ist

det(A — AE,) = det (:i _&) = A241 £ 0

fiir alle A € R; das heiit A hat keine Eigenwerte in R.
Es gilt A = [p] fir v = 7/2 in Beispiel 8.1.6.
BEISPIEL 8.1.11. Sei A = (% {) € C?*2. Dann ist
det(A—AE,) = N +1=0 < XA=ioder A= —i.
Losen der linearen Gleichungssysteme
(A—iE,) =0 bzw. (A+iE,) =0

fithrt zu den Eigenvektoren

v = < 1 ) (zum Eigenwert )
und

vy = ( _12 ) (zum Eigenwert —i)
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Die Vektoren (v1,vy) bilden eine Basis von C?, und A ist diagonalisierbar iiber C, das
heifit in C?*2 ist A dhnlich zu
1 0
o5

BEMERKUNG 8.1.12. Sei A € C"*" eine Matrix mit reellen Eintrégen. Falls v Eigenvektor
zum Eigenwert A\, dann ist auch v Eigenvektor zum Eigenwert .

BEISPIEL 8.1.13. Sei K = [F3 der Kérper mit drei Elementen und

01 O
A= 100 1
2 0 -1

[charakteristisches Polynom: —3 — 2 + 1 = (=t —t + 1)(t — 1)]

8.2. Diagonalisierbarkeit von Matrizen

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V') ein Endomorphismus.

SATZ 8.2.1. Seien A1, ..., \. paarweise verschiedene Figenwerte von @ und vy, ..., v, 2u-
gehdrige Eigenvektoren. Dann ist (vy, ..., v,) linear unabhdingig.

BEWEIS. Per Induktion nach 7. Fiir r = 1 ist v; # 0, also (v1) linear unabhéngig.

Fiir den Induktionsschritt kénnen wir also annehmen, da8 (v, ..., v,_1) linear unabhéngig
ist. Seien py, ..., p, € K mit pyvq + - - - + v, = 0. Dann folgt

0= ©(0) = @(uv1) + -+ (o)
= pp(vr) + -+ pror(vr)
= piAvr - Ay

Dies impliziert
(A — Ao+ A+ e (Mo — Ao = 0,
also gilt nach Induktionsannahme
(A —=A) = ..o = (Ao = A) = 0.
Weiter folgt wegen \; # A; fiir ¢ # j dann
1 = ... = pp—1 = 0 und damit auch p, = 0.
Damit sind vy, ..., v, linear unabhéngig. 0

KOROLLAR 8.2.2. Figenrdume Vy,,V\, zu verschiedenen Figenwerten \; # Ao schneiden
sich nur in der 0.

KOROLLAR 8.2.3. Sei V' ein K-Vektorraum mit dimg V. = n und X\, ..., \, paarweise
verschiedene Eigenwerte von ¢ € End(V') mit dy, + - -+ + dy, = n. Dann ist ¢ diagonali-
sierbar.

BEWEIS. Seien Ay, ..., A\, paarweise verschiedene Eigenwerte von ¢ mit den geometri-
schen Vielfachheiten dy, ..., d,. Sei (b;1,...,b;q,) eine Basis des Eigenraums V),. Dann ist
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B=(bi1,...,b1ay,--ybr1,...,b.q.) eine Basis von V), @--- @V, . Gilt nun dy +- - - +d, =
n, dann ist Vy, @ --- @ V), =V, und ¢ ist diagonalisierbar.

A 0

0 A

8.3. Das charakteristische Polynom

8.3.1. Wiederholung: Polynome. Vergleiche Kapitel 6. Sei K ein beliebiger Kor-
per.

> Ein Polynom mit Koeffizienten in K ist eine Abbildung
p:N—=K:@i—p;

mit #{i € N: p; # 0} < 0.

> (K[t], +,) ist die K-Algebra der Polynome in der Unbestimmten ¢. Die Monome
1,t,t%,¢3, ... bilden eine K-Basis. Insbesondere gilt dimy K[t] = oo.

> Zu einem Polynom p € K[t| gibt es eine Einsetzungsabbildung

P K — Kz py+pix -+ par?,

wobei d = deg p der Grad von p ist.

> Der Ring K[t] ist nullteilerfrei, weil deg(p - ¢) = degp + deg ¢ gilt.

> Fiir eine Nullstelle A € K, die also p*(A\) = 0 erfullt, gilt, dass (¢t — \) das
Polynom p im Ring Kt] teilt.

> Jedes Polynom vom Grad d besitzt hochstens d Nullstellen in K.

> Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes Polynom in C[t] vom Grad
> 1 eine komplexe Nullstelle besitzt. Anders ausgedriickt: Der Korper C ist
algebraisch abgeschlossen.

DEFINITION 8.3.1. Seien a € K[t und A € K, so dass a = (t—\)®*b fiir s > 1 und b € K|t]
mit b*(\) # 0. Dann heifit s die Vielfachheit der Nullstelle A von a, und A heifit s-fache
Nullstelle von a.

BEMERKUNG 8.3.2. Seien Ay, ..., A, die verschiedenen Nullstellen des Polynoms a € K|[t]
mit Vielfachheiten sy, ..., s,. Dann existiert eindeutig ein Polynom b € K|[t] ohne Null-
stellen, so dass
a=(t—XA\)"...(t—=N\)"0.
8.3.2. Definition und Beispiele. Sei A € K™*" eine quadratische Matrix.
DEFINITION 8.3.3. Der Ausdruck
xa(t) = det(A—tE,)

heiflt charakteristisches Polynom von A.

Notizen zur Linearen Algebra — (© Michael Joswig, TU Darmstadt & TU Berlin — 8. Juli 2009



8.3. DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM 99

BEISPIEL 8.3.4. Vergleiche Beispiel 8.1.6. Sei K = R und

4 = (C%’S’Y —S“W) fir ~ € (0, 7).
siny  cosvy

Dann ist

Ya = det(A—tE,) = det (cosv—t _51117)

sin 7y cosy —t
= cos?y — 2cosvyt 4 t* +sin v
= 1—2cosvt+t*
BEISPIEL 8.3.5. Sei nun K beliebig und

A — (an CL12) c R2%2
Q21 A22
Dann gilt

a1 —t  ap
xa(t) = det( G t)
= t* — (a11 + an)t + a11a2 — a12a9;
= t* — (trace A)t + det A .

DEFINITION 8.3.6. Fiir eine quadratische Matrix A € K™*" heifit die Summe der Diago-
nalelemente auch Spur von A und wird mit trace A bezeichnet.

SATZ 8.3.7. Das charakteristische Polynom xa(t) € K[A] ist ein Polynom vom Grad n.
Es qilt
xat) = (=1)"" 4+ (—=1)"(trace A)t" ' 4 -+ det A.

BEWEIS. Aus der Leibnizformel folgt
xa(t) = (an —t)(az2 —1t) -+ (ann — 1)
+ Produkte, in denen hochstens n — 2 Faktoren (a; — t) auftreten
= (=1)"" 4 (=1)" (trace A)t""! + Terme niedrigeren Grades .
O

BEMERKUNG 8.3.8. Wir hatten die Leibniz-Formel (und andere Eigenschaften der Deter-
minante) nur fiir Matrizen mit Korperkoeffizienten bewiesen. Der Polynomring K|t] ist
nullteilerfrei, und daher in seinen Quotientenkérper K (t) einbettbar; vergleiche Abschnitt
6.7. Daher gelten alle Aussagen iiber Determinanten von Matrizen mit Koeffizienten in
K[t] entsprechend.

BEMERKUNG 8.3.9. Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms x 4. Da deg, , = n, folgt (erneut), dass A hochstens n Eigenwerte hat.

DEFINITION 8.3.10. Sei A Eigenwert von A. Dann heifit die Vielfachheit der Nullstelle A
in xa(t) = det(A — tE,) die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes \.

PROPOSITION 8.3.11. Fiir jeden Eigenwert X von A ist die geometrische Vielfachheit d)
stets kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit.

BEWEIS. Ubungsaufgabe. O]
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BEISPIEL 8.3.12. Sei K =R und A = (} ). Dann ist
1-—1¢ 2
u=| 15" 2, | = e
Also ist 1 einziger Eigenwert von A (mit der algebraischen Vielfachheit 2).

Um die Eigenvektoren von A zum Eigenwert 1 zu bestimmen, betrachten wir das lineare
Gleichungssystem

(A—1E)v = (8 (2)>v — 0.

Es folgt, dass v € R(}) ist, also die geometrische Vielfachheit d; = 1 ist. Das heift, es
kommt tatséchlich vor, dass die geometrische Vielfachheit echt kleiner ist als die algebrai-
sche.

SATZ 8.3.13. Die Matrix A € K™ ™ ist genau dann tber K diagonalisierbar, wenn xa €
K|t] in Linearfaktoren zerfdllt, d.h.

Xa(t) =t =) (t— A\,
und falls fiir jeden Figenwert \; die algebraische Vielfachheit mit der geometrischen tiber-

einstimmd.

BEWEIS. Seien A\, Ay ..., A\, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A. Ist A dia-
gonalisierbar und sind dy, ds, ..., d, die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte, so
existiert eine invertierbare Matrix S € GL,, K, so dass

A1 0
0 A1

A = STTAS =

0 d,

ist. Hierbei sind die Spalten von S Eigenvektoren zu den jeweils entsprechenden Eigen-
werten. Es folgt weiter

xa(t) = det(A —tE,) = det(SA'S™' —tE,) = det(SA'S™' —tSE,S™)
= det(S(A' —tE)S™') = det(A' —tE,)

T

= () = JJov-0*.

=1

(33)

Es gilt d; = e; fiir alle 7.
Nehmen wir umgekehrt an, dass xa(t) = (A — ) ... (\, — ¢)® in Linearfaktoren und
zerfallt und zusaétzlich e; = d; gilt fiir alle 7. Dann ist

n = degxa = er+e+-+e = di+do+---+d,,
und A ist diagonalisierbar. O

BEMERKUNG 8.3.14. Aus der Rechnung im Beweis zu Satz[8.3.13 folgt, dass dhnliche
Matrizen dasselbe charakteristische Polynom besitzen.

Notizen zur Linearen Algebra — (©) Michael Joswig, TU Darmstadt & TU Berlin — 8. Juli 2009



8.4. EXKURS: DAS PAGERANK-VERFAHREN VON GOOGLE 101

KOROLLAR 8.3.15. Fine Matrix A € C"*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden
Figenwert \; € C die geometrische und die algebraische Vielfachheit iibereinstimmen.

BEWEIS. Der Fundamentalsatzes besagt, dass x4 in Linearfaktoren zerfillt. U]
KOROLLAR 8.3.16. Jede komplexe Matriz hat einen Figenwert.

DEFINITION 8.3.17. Die Begleitmatriz des normierten Polynoms
pt) = t"+ap "+t at+ag € K[t

vom Grad n ist die Matrix

0 1 0 0
0 0 1 0
Cp = : : : : e K™,
0 0 0o - 1
—ay —a; —ay ... —Qp_q

SATZ 8.3.18. Das charakteristische Polynom der Begleitmatriz des normierten Polynoms
p(t) = t" +a, 1 t" - Fait +ag € KJ[t]

vom Gradn > 1 ist

det(C, — tE,) = (—1)"p(t).

BEWEIS. Der Beweis erfolgt durch vollstéandige Induktion. Fiir n = 1 ist die Aussage
klar, und fiir n > 1 erhélt man durch Streichen der ersten Zeile und der ersten Spalte von
C, die Begleitmatrix des Polynoms ¢(t) = "' 4+ a, 11" % + - -+ + ast + a;. Damit ergibt
sich durch Entwicklung nach der ersten Spalte

det(Cy — tE,) = (=t)(=1)""q(t) + (=1)"""(~ao).

Wir erhalten
det(Cy — tE,) = (=1)"p(t).

8.4. Exkurs: Das PageRank-Verfahren von Google

Das Page-Rank-Verfahren ergibt das Hauptkriterium, nach dem die Suchmaschine Google
die Ergebnisse einer Suchanfrage ordnet. Es ist also ein Maf3 fiir die ,, Wichtigkeit” einer
Webseite. Da allerdings das Verfahren in seiner reinen Form relativ leicht manipuliert
werden kann (Stichwort ,,Link-Farming“), kommen in der Realitit weitere Kritierien hinzu.
Hier wird nur die urspriingliche Idee skizziert.

Das hier vorgestellte Verfahren wird in der folgenden Arbeit beschrieben:

> Sergey Brin & Lawrence Page: The anatomy of a large-scale hypertextual web
search engine. Computer Networks and ISDN Systems, 33:107-117, 1998.

Die Methode beruht auf dem Konzept der Markovketten aus der Stochastik. Da wahr-
scheinlichkeitstheoretische Grundlagen nicht vorausgesetzt werden, ist die Diskussion hier
in einzelnen Punkten unvollstéindig. Wir analysieren die Situation vor allem anhand eines
konkreten (ausgedachten) Beispiels.

Das Modell geht aus von einem Internet-Benutzer, der zufillig auf einer Webseite beginnt
und anschliefend zuféllig auf einen der Links auf dieser Seite klickt und sich so durch das
Internet bewegt. Kommt der Surfer dabei auf eine Seite ohne ausgehende Links, fingt er
wieder mit einer zufélligen Seite an. Das Maf fiir die Wichtigkeit einer Webseite in diesem
Modell ist der Zeitanteil, den der Surfer erwartungsgeméafl auf einer Seite verbringt.
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Betrachte ein Webstruktur aus vier Seiten A, B, C, D, die wie folgt verlinkt sind:

A—B

| X

C<—D

Wir bezeichnen die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Surfer zu einem diskreten Zeitpunkt
t € N auf der Webseite X aufhélt mit Pry(X). Die Wahrscheinlichkeit auf einer der vier
Seiten zu beginnen, betrigt jeweils 1/4:

PI'()(A) = PI'()(B) = PI'()(C> = PI'Q(D) = 1/4
Im néchsten Schritt kann etwa die Seite C' von A oder von B aus erreicht werden, wobei
A zwei Links hat und B nur eins. Also gilt
PI‘;(A) I Prtl(B) 1 PI‘t:ED) ’

Prt+1(0) =
d.h.
Pri(C) = 1/84+1/4+1/4 = 1/2

und entsprechend fiir die iibrigen Seiten.

BEMERKUNG 8.4.1. Empirisch wurde ein Dampfungsfaktor von d = 0,85 eingefiihrt; dies
ist die Wahrscheinlichkeit, dass der imagindre Websurfer weiter klickt. Sonst fingt er
wieder neu bei einer zufélligen Seite an.

Fiir Webseiten py, po, ..., p, entsteht dann folgendes Rechenschema:

1—d PI‘t i
Z (p:)

Prt+1<pk) = T+d f(p@)

pi€M (pi)
wobei M (p) die Menge der Seiten von py, ..., p, ist, die einen Link auf p; gesetzt haben,
und

¢(p;) = FLinks von p; auf andere Seiten .

Diese Formel beriicksichtigt nicht direkt, dass eine Seite ohne ausgehende Links wiederum
mit einer Zufallsseite startet. Das lasst sich aber dadurch beheben, dass man eine kiinst-
liche zusétzliche Seite einfiihrt, auf die alle Seiten ohne echte Links verweisen, und die
selbst wieder Links auf alle Seiten besitzt. Man kann dann zeigen, dass

lim Pry(py) =: Pr(py)

existiert.

In unserem Beispielweb ist
M(A)={C}, M(B)={A}, M(C)={A,B,D}, M([D)={C}
und
((A)=2, UB)=1, (C)=2, ¢D)=1.
Was aber hat das alles mit linearer Algebra zu tun? Setze

Pr(p;)
R = : c R™.

Pr(p,)
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Dann gilt
(l—d)/n S11 ... Sin

(34) R = : +df :+ . ¢ |-R,
(1—d)/n Spl ---  Snn

wobei

6. — 1/6(p;)  falls p; € M(py)
M 0 sonst .

Es gilt also fiir alle i € {1,2,...,n}, dass

n
E Ski — 1.
k=1

Anders ausgedriickt, jede Spaltensumme der Matrix S = (sy;) betrigt 1 (oder 0 fiir Seiten
ohne Links). In unserem Beispiel ist

0 0 1/2 0
1/2 0 0 0
121 0 1
0 0 1/2 0

S =

Ignoriert man die Dampfung, setzt also d = 1, dann besagt die Formel (34), dass R ein
Eigenvektor der Matrix S zum Eigenwert 1 ist. In unserem Fall stellt sich heraus, dass S
die Eigenwerte 1, 0 und —1/2 besitzt. Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist eindimensional,
und ein Eigenvektor ist

=~ =N

2

Um dies als Vektor von Wahrscheinlichkeiten interpretieren zu kénnen, muss man mit 1/9
skalieren.

Will man die Dampfung einbeziehen, so stellt man fest, dass (34) dquivalent ist zu

1 0o ... 0
1 B (1—=d)/n ds;; ... dsi, 1
R) : o | R

(1—=d)/n dsp; ... dsp,
d.h. (}) ist Eigenvektor der (n + 1) x (n + 1)-Matrix
1 0o ... 0
(1 — d)/n d811 R dSln
(1—=d)/n dsp1 ... dSpn

zum Eigenwert 1.

Weitere Referenzen sind

> Amy N. Langville & Carl D. Meyer: Google’s PageRank and Beyond, Princeton
2006.
> Ehrhard Behrends: Introduction to Markov Chains, Vieweg 2000.
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8.5. Der Satz von Cayley-Hamilton

Zusétzlich zur Auswertungsabbildung in K hatten wir in Abschnitt [6.4 einem Polynom
a=ag+ayt+---+ayt” € K[t] auch eine zweite Auswertungsabbildung

at T KM — K™ o Mo agEn + ay M + -+ -+ ax MY
zugeordnet.

BEMERKUNG 8.5.1. Die Abbildung ¢y : K[t] — K™ : a — a*(M) ist ein K-Algebra-
Homomorphismus. Man kann ebenso eine Auswertungsabbildung in Endg V' betrachten
fiir beliebige K-Vektorrdume V.

BEeIspIEL 8.5.2. Wir betrachten das Polynom
a = t*—-2t+1 = (t—1)?

in R[t] sowie die reelle 2 x 2-Matrix M = ({1). Dann ist

a’(M) = (M — Ey)? = (8 (1)>2: (8 8)‘

Der Ring K|t ist nullteilfrei, aber der Ring K™*" ist dies nicht (fiir n > 2). Es gilt fur
alle A in K:

a*(AE,) = a*(\)E,.
Das heift insbesondere, falls A Nullstelle von « ist, gilt a(AE,,) = 0.

Angesichts der Uberlegungen in Abschnitt[6.4 ist es klar, dass es fiir jede Matrix A € K™*"
ein Polynom (vom Grad hochstens n?) geben muss, dessen Einsetzungsabbildung auf A
angewendet 0 ergibt. Weitreichender gilt aber sogar das Folgende.

SATZz 8.5.3 (Cayley-Hamilton). Sei A € K™*™. Dann gilt x*(A) = 0.

Wir wiederholen zunéchst einiges zur Adjunkten einer Matrix. Sei C' € K™*" eine qua-
dratische Matrix. Aus (16) wissen wir, dass

n

det(C) = Z(—l)i”%j det(C}),

J=1

wobei C' = (7;;) und

Yirooeee Yigoooee Yin S T
Cz‘j = Yii o o--- Yij o .-+ Yin = c K(nfl)x(n—l)
Yol - TUng -+ TUnn L

,J
gilt. Setze ~;; := (—1)"*7 det(C;;). Die Matrix
adi(C) 1= CF = ()i € K™
heifit Adjunkte von C. Es gilt nach Proposition|5.7.1
adj(C)-C = (detC)E, .
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BEWEIS DES SATZES VON CAYLEY-HAMILTON. Es gilt

(35) adj(A —tE,) - (A—tE,) = det(A—tE,) - E,.
Die Koeffizienten der Matrix adj(A — tE,,) sind Polynome in ¢ vom Grad < n — 1 mit
Koeffizienten in K. Also existieren Matrizen By, ..., B,,_1 € K™*", so dass

adj(A —tE,) = By+ Bit+--+ B,_1t"'.

Dieses Polynom mit Koeffizienten in K™*" setzen wir in ein; per Koeffizientenvergleich
erhalten wir

( B()A - aOEn
BlA — BO = alEn
BQA — Bl = CLQEn

anlA — B,1 = ap B,
- anl == (_1)nEn

\
wobei x4 = det(A — tE,) = ag + ait + - - - + (—1)"¢" ist. Multiplizieren der ersten Glei-
chung in (35) mit E,, der zweiten mit A, ..., der (n + 1)-ten mit A™ und anschlieBendes
Aufsummieren ergibt

0 = xi(A4).
O

SATZ 8.5.4 (Satz vom Minimalpolynom). Fir jede Matriz A € K™ ™ existiert genau ein
Polynom pa minimalen Grades mit Leitkoeffizient 1, fiir das gilt

pa(A) = 0.
Das Polynom p4 € K[t] heiit Minimalpolynom von A.

BewEIs. Nach Satz[8.5.3/gilt x% (A) = 0, und y, hat den Leitkoeffizienten (—1)". Also
existiert mit (—1)"y4 ein Polynom mit Leitkoeffizient 1, das A annulliert. Hieraus folgt
dann die Existenz eines Polynoms mit denselben Eigenschaften und minimalen Grades.
Dieser Grad sei mit d bezeichnet.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an es existieren zwei Polynome p und v in
K[t] mit g = po+ pt + -+t und v = vy + vt + - - - + ¢ mit

p(A) = 0 = v'(A).
Dann ist (1 —v)*(A) = 0 und deg(p — v) < d im Widerspruch zur Minimalitét von d. O

BEMERKUNG 8.5.5. Die Existenz annullierender Polynome zu linearen Abbildungen ist
nur in endlich-dimensionalen Vektorrdumen gesichert.

Wie in der Bemerkung8.3.14 erldutert haben &hnliche Matrizen dasselbe charakteristische
Polynom. Dasselbe gilt auch fiir das Minimalpolynom.

SATZ 8.5.6. Ahnliche Matrizen haben dasselbe Minimalpolynom.

BEWEIS. Seien A € K™" S € GL, K und B = S7'AS &hnlich zu A. Fiir uy =
to + pat + -+ udfltd_l + t? gilt dann

1 (B) = B, + B+ -+ pge1 B + B
= poB, 4+ STEAS 4 g (STTAS)TT 4 (STHAS)
= ST E,S + i STTAS 4+ - 4 g STTATES + ST ALS
= S (A)S = ST'0S = 0.

(36)
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Aus Satz [8.5.4 folgt hieraus, dass degus > degpup ist. Analog folgt uh(A) = 0 und
deg g < deg pup. Wiederum wegen folgt aus der Eindeutigkeit des Minimalpolynoms,
dass pa = pp ist. U

SATZ 8.5.7. Sei A € K™™. Dann haben x4 und pa dieselben Nullstellen.

BewErs. Ubungsaufgabe. O
BEISPIEL 8.5.8. Wir betrachten die Matrix
1 11
A = -1 3 1
0 0 2

Fiir das charakteristische Polynom gilt dann

1—t 1 1
xa = | -1 3—t 1 = 2-(B-1—-t)+1) = (2—1)>.
0 0 2—t

Also ist der Grad des Minimalpolynoms g4 hochstens drei, und es gilt
pa € {t - 27 (t - 2)27 (t - 2)3} :

Wir berechnen

-1 1 1
(t—2(A) = A—2B;=| =1 1 1 | # 0 und

0 00
[(t=2)°]"(A) = (A-2Ey)* = 0

Damit folgt pa = (t — 2)2.

8.6. Diagonalisierung normaler Matrizen

Im Folgenden ist stets K € {R,C} und (K™, (-,-)) der Standard-euklidische bzw. -unitére
Raum.

Fir A = (a;;) € C™™ ist
A = (ay)
die komplex-konjugierte Matriz und
A = A" = A% = (@)
die Adjungierte von A. Es gelten die folgenden Rechenregeln
(A+ B)" = A"+ B*
(AA)* = MA* fir A e C
(AB)" = B*A*
A" = A
Falls A reell ist, so gilt A* = A™. Wiederholung: Eine Matrix A € K™ heifit

(i) symmetrisch, falls A = A™;

(ii) schiefsymmetrisch, falls A = —A™;
(iii) hermitesch (oder selbstadjungiert), falls A = A* ;
(iv) schiefhermitesch, falls A = —A*.
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BErispiEL 8.6.1. Die Matrix
1 - 1—3
) 2 241
147 2—17 =2

aus C3*3 ist hermitesch.

LEMMA 8.6.2. Fir A € C™" gilt:

1 — 1 —
A= -(A+A) +=-(A-A)
—_—— 2 ——

2
reell imagindar
1 tr 1 tr
= - (A4+A4")+- (A-A")
2 — 2 ——
symmetrisch schiefsymmetrisch
1 * 1 *
= —(A+A)+- (A-A")
2 — 2 ~——
hermitesch schiefhermitesch

BEMERKUNG 8.6.3. Fiir komplexe 1 x 1-Matrizen ist die erste Zerlegung genau die iibliche
Zerlegung in Real- und Imaginérteil.
Fir A € C"*" und v,w € C" gilt

(Av,w) = (Av)"w = VAT = VAT = AW = (v, A*w).

Hieraus folgt weiter
(v, Aw) = (v, A"w) = (A"v,w).

DEFINITION 8.6.4. Eine Matrix A € C"*" heifit normal, falls AA* = A*A.

BEISPIEL 8.6.5.

(i) Unitére Matrizen sind normal.
(ii) Reelle orthogonale Matrizen sind normal.
(iii) Diagonalmatrizen sind normal.

) A

(iv ( ; 1 ) € C%*2 ist nicht normal, denn

«4 (53 2 3\ s
- (11)4(31)-m
(v) Hermitesche und schiefhermitesche Matrizen sind normal.
(vi) Reelle symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen sind normal.

LEMMA 8.6.6. Sei A € C™™"™ normal. Dann gilt
(1) A — A\E,, ist normal fir alle X € C,
(11) Q*AQ ist normal fir alle Q € U, C.
BEWEIS. Sei A € C. Dann gilt
(A= AE)(A—XE,)" = (A—\E,)(A* —)\E,)
= AA* —AA* =DM+ A = ATA - XA - MA" + 2
= (A* = AE)(A—\E,) = (A= \E,)"(A—)\E,).

Die zweite Aussage beweist man dhnlich. O
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Das (euklidische bzw. unitére) Skalarprodukt auf K" und die zugehorige Norm sind positiv
definit. Dies bedeutet fiir A € K"*" v € K"\ {0} und A € K:

(37) v Eigenvektor zum Eigenwert A von A <= Av— v =0 <= |[Av— M| =0.

LEMMA 8.6.7. Sei A € C™*" normal, A € C Eigenwert von A und v € C" ein zugehdriger
Figenvektor. Dann ist X Figenwert von A* mit demselben Eigenvektor v.

BEWEIS. Fiir beliebige pn € C und w € C*\ {0} gilt:
[Aw — pw|* = (A= pEn)w, (A = pEy)w) = (A= pEy)"(A = pEq)w, w)
= ((A—pEy)(A— pE,) w,w) = ((A—pE,) w, (A— pE,)w)
= (A" =B )w, (A" =B )w) = [[A"w - fw]*.
Die Behauptung folgt dann aus : O

PROPOSITION 8.6.8. Sei A € C"*™ hermitesch. Dann sind alle Eigenwerte von A reell.
Insbesondere sind die komplexen Eigenwerte reeller symmetrischer Matrizen stets reell.

BEWEIS. Sei A* = A und v € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A. Dann gilt
Av = dv, also A*v = Av wegen Lemma [8.6.7. Damit ist also

o= Av = A*v = .
Wegen v # 0 folgt, dass A = \ reell ist. 0]

BEMERKUNG 8.6.9. Komplexe symmetrische Matrizen kénnen nicht reelle Eigenwerte

haben, z.B.
i 0
0 —i/) -

LEMMA 8.6.10. Sei A € C™™" normal. Dann sind Figenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten orthogonal.

BEWEIS. Seien v und w Eigenvektoren zu den Eigenwerten \ bzw. p. Dann gilt

Mo,w)y = (Qv,w) = (Av,w) = (v, A"w) = (v,pw) = p(v,w).

Aus A # p folgt nun (v, w) = 0. O
LEMMA 8.6.11. Sei A € C™*™ normal und v ein Figenvektor von A (zu einem beliebigen
Eigenwert). Dann gilt A(vt) C vt.
Das heifit, der lineare Unterraum v ist invariant beziiglich A. Wegen v # 0 ist dimg v+ =
n—1.

BEWEIS. Es sei v Eigenvektor von A zum Eigenwert ), und es sei w € v beliebig. Es
ist (v,w) = 0, und wir miissen zeigen, dass auch (v, Aw) = 0 gilt.

(v, Aw) = (A*v,w) = Av,w) = Aov,w) = 0.
OJ

SATZ 8.6.12 (Hauptsatz iiber normale Matrizen). Sei A € C™*™ eine Matriz. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Die Matriz A ist normal.
(i1) Der C-Vektorraum C™ besitzt eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren zu A.
(111) Es existiert eine unitire Matriz Q@ € U, C, so dass Q*AQ eine Diagonalmatriz
15t.
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BEWEIS. Sei A normal. Dann konstruieren wir per Induktion nach n eine Orthonor-
malbasis von C". Fiir n = 1 ist das charakteristische Polynom linear, und der einzige
Koeeffizient der 1 x 1-Matrix A ist auch Eigenwert von A. Der Vektor 1 ist Eigenvektor
und bildet eine Orthonormalbasis von C'. Sei nun n > 1. Da C algebraisch abgeschlossen
ist, besitzt A eine Eigenwert A\; und einen zugehorigen Eigenvektor v; € C". Ohne Ein-
schrinkung ist |[v;]| = 1. Nun gilt wegen Lemma/8.6.11} dass A(vi) C vi ist. Das heifit, A
induziert eine lineare Abbildung auf dem (n — 1)-dimensionalen Unterraum vi-. Induktiv

konnen wir annehmen, dass es eine (Orthonormal-)basis (v, vs, . .., v,) von v{ aus Eigen-
vektoren von A gibt zu Eigenwerten Ay, A3, ..., A,. Fiir jeden der paarweise verschiedenen

Eigenwerte liefert die Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt(7.10.1 eine Orthonormal-
basis des zugehorigen Eigenraums. Die Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen
paarweise aufeinander senkrecht nach Lemma Dies liefert eine Orthonormalbasis
von C™ aus Eigenvektoren von A.

Angenommen C" besitzt eine Orthonormalbasis (vq,vs, ..., v,) aus Eigenvektoren von A.
dann gilt fiir die Matrix @ mit den Spalten vy, vs,...,v,, dass Q1AQ = Q*AQ eine
Diagonalmatrix ist. Nach Satz[7.14.13 ist () unitér.

Essei Q € U, C, so dass D = Q' AQ eine Diagonalmatrix ist. Also ist A = QD@Q* normal
wegen Lemma da D als Diagonalmatrix normal ist. OJ
SATZ 8.6.13 (Hauptsatz tiber hermitesche Matrizen). Fir A € C™*" sind dquivalent:

(i) Die Matriz A ist hermitesch.
(11) Die Matriz A ist normal, und alle Figenwerte sind reell.
(111) Es existiert eine unitdre Matriz Q) € U,C, so dass Q*AQ eine reelle Diagonal-
matriz 1t.

BEWEIS. Sei A hermitesch. Dann ist A normal, und alle Eigenwerte sind reell wegen
Proposition 8.6.8.

Sei A ist normal mit der Eigenschaft, dass alle Eigenwerte reell sind. Dann folgt aus
Satz[8.6.12, dass es eine unitdre Matrix @) gibt, so dass Q*AQ) eine Diagonalmatrix aus
den Eigenwerten von A ist.

Angenommen, es existiert eine unitdre Matrix ) € U,C, so dass D = Q*AQ eine reelle
Diagonalmatrix ist. Dann ist D hermitesch und damit auch A = QDQ*. U

BEISPIEL 8.6.14. Die Matrix A = (1; 1) € C**? is hermitesch, und ihr charakteristisches
Polynom ist

xat) = t2 =2t = t(t—2).

Es sind also 0 und 2 die beiden Eigenwerte von A. Die jeweils eindimensionalen Eigenrédume
werden von Zugehorige Eigenvektoren sind

() v )

aufgespannt. Es gilt || (7°) || = || (1) || = V2. Fiir die unitire Matrix
(i
BV AR

gilt Q*AQ = diag(0, 2).

LEMMA 8.6.15. Sei A € R™" eine Matriz, deren (komplexe) Eigenwerte samtlich reell
sind. Dann ist A genau dann tiber C diagonalisierbar, wenn A tiber R diagonalisierbar ist.
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110 8. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

BEWEIS. Sei A eine reelle Matrix, deren Eigenwerte sdmtlich reell sind, und die iiber
C diagonalisierbar ist. Es sei A ein Eigenwert von A. Da A\ reell ist, ist auch die Matrix
A — AE, reell. Der Rang von A — AE,, iiber R ist derselbe, wie der Rang iiber C. Daher
ist die geometrische Vielfachheit von A {iber C dieselbe wie die geometrische Vielfachheit
von A iiber R. Die algebraische Vielfachheit von A iiber C ist dieselbe wie die algebraische
Vielfachheit von A iiber R. Die Behauptung folgt nun aus Satz[8.3.13. d

SATZ 8.6.16 (Hauptsatz iiber reelle symmetrische Matrizen). Fir A € R™™ sind dquiva-
lent:

(i) Die Matriz A ist symmetrisch.
(i1) Der R-Vektorraum R" hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.
(iii) Es existiert eine orthogonale Matriz Q@ € O, R, so dass Q" AQ eine (reelle)
Diagonalmatrix ist.

BEWEIS. Sei A reell symmetrisch. Dann ist A normal und daher wegen Satz [8.6.12
iiber C diagonalisierbar. Mit Proposition 8.6.8|sind samtliche Eigenwerte von A reell. Also
lasst sich Lemma [8.6.15 anwenden, und A ist auch reell diagonalisierbar. Wie im Beweis
zu Satz zeigt man, dass R” eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A besitzt.

Die iibrigen Beweisschritte lassen sich ebenfalls unter Spezialisierung auf den reellen Fall
aus dem Beweis zu Satz|8.6.12| iibernehmen. U

BEISPIEL 8.6.17. Die Matrix A = (9}) € R**? ist symmetrisch. Das charakteristische
Polynom ist

—t 1
1 —t

‘ =t-1=(t+1)t-1).

Die beiden Eigenwerte sind 1 und —1. Zugehorige Eigenvektoren sind

1 -1
(1) bzw. < 1 ) :
Beide Vektoren haben euklidische Norm /2. Die Matrix
1
2\l 1
ist orthogonal, und es gilt Q" AQ = diag(1, —1).
LEMMA 8.6.18. Sei \ ein Figenwert der invertierbaren Matriz A € GL,, K 1tiber einem
belicbigen Korper K, und es sei v ein zugehdriger Eigenvektor. Dann ist X # 0 und A\~
st Bigenwert von A, und v ein zugehoriger Eigenvektor.
BEWEIS. Es gilt Av = \v, also
A Av = v = M.
Daher ist A # 0 und A~'v = A\~ 1. O
SATZ 8.6.19 (Hauptsatz iiber unitédre Matrizen). Fir A € C™*" sind dquivalent:

(i) Die Matriz A ist unitdr.
(ii) Die Matriz A ist normal, und alle Figenwerte haben den Betrag 1.
(11i) Es existiert eine unitire Matriz QQ € U,C, so dass Q*AQ eine Diagonalmatrix
i1st, deren Fintrdge alle Betrag 1 haben.
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BEWEIS. Sei A unitédr. Dann ist A normal. Sei A Eigenwert von A mit zugehorigem
Eigenvektor v. Nach Lemma 8.6.18ist A~ Eigenwert von A~' mit Eigenvektor v. Nach
Lemma 8.6.7ist A Eigenwert von A*, ebenfalls mit dem Eigenvektor v. Da aber A™! = A*
gilt, folgt

Mo = Al = A% = .
Wegen v # 0 ist A1 = ), also [A| = A\ = 1.

Die beiden anderen Implikationen folgen wie oben. U

BEISPIEL 8.6.20. Die Matrix A = 1/v/2 (i ') € C**? ist unitér. Fiir

B2 - (3.

2 2
1st
xp(t) = 2 — (2420t +8 = (t—(1+V3+ (1 —V3)i)(t—(1—V3+(1+V3)i).
Das heifit die beiden Eigenwerte sind (1 4 +/3) + (1 F v/3)i. Es gilt
1+£V3+(1FV3)i| = 8 = (2v2)%.

BEMERKUNG 8.6.21. Die Eigenwerte unitdrer Matrizen sind komplexe Zahlen vom Be-
trag 1. Solche komplexe Zahlen lassen sich eindeutig schreiben als

€Y = cosp +ising

fir ¢ € [0, 27). Fiir jede unitdre Matrix A € U,, C gibt es also eine zweite unitire Matrix
Q, so dass Q7 1AQ = diag(e™1, e, ... en) ist.

BEMERKUNG 8.6.22. Sei A € R™*" reell und A Eigenwert von A mit Eigenvektor v. Dann
folgt aus Av = \v durch Konjugieren

AT = AT = Av = \v = \U.

Das heiit, dass \ ebenfalls Eigenwert von A ist und T ein zugehériger Eigenvektor. Ist v
selbst nicht reell, so sind v und v linear unabhéngig.

SATZ 8.6.23 (Normalform orthogonaler Matrizen). Es sei A € O, R reell orthogonal. Dann
gibt es eine zweite orthogonale Matriz @Q € O, R, so dass

P
Q'AQ = N
D
gilt, wobei P = diag(1,1,...,1) € RP*?, N = diag(—1,—1,...,—1) € R”*7 und
cos7y; —sinvy
siny;  cosv
D = .. c [R27"><27“

cos7y, —sinvy,
sin-y,  cos7y,

mit y1,%2, -,V € (0,7) und p+ q+ 2r = n.

Hier ist p die (algebraische und geometrische) Vielfachheit des Eigenwerts 1 und ¢ die
(algebraische und geometrische) Vielfachheit des Eigenwerts —1.
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112 8. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

BEWEIS. Als reelle orthogonale Matrix ist A auch (komplex) unitdr. Damit gelten
die Konsequenzen aus Satz[8.6.19. Insbesondere haben alle (komplexen) Eigenwerte von
A den Betrag 1. Die nicht-rellen Eigenwerte treten in komplex-kunjugierten Paaren auf.
Insgesamt konnen wir die Eigenwerte anordnen wie folgt:

L1001, —1,—=1,..., =1, €M e ™ M2 g2 el ot

g g v~

p q 2r

fiir ¢ € (0, 7). Hierbei kann natiirlich p = 0, ¢ = 0 oder r = 0 auftreten.
Da A unitér ist, besitzt C" eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren zu A. Nach Lem-

ma [8.6.15 existiert insbesondere eine Orthonormalbasis (u1, ug, ..., u,) aus reellen Vek-
toren des Eigenraums zum Eigenwert 1. Ebenso existiert eine reelle Orthonormalbasis
(v1,v2,...,v,) des Eigenraums zum Eigenwert —1.

Angesichts der Bemerkung 8.6.22 wissen wir, dass es konjugiert-komplexe Eigenvektoren
wg und wy, zu den Eigenwerten e”* und e gibt, so dass insgesamt

u17u27"'7up7 U17U27"'qu7 wlvw_luw%w_%'”aw'raw_r
eine Basis des komplexen Vektorraums C" bildet. Ohne Einschriankung kénnen wir an-
nehmen, dass ||wg|| = |[wg]| = 1 gilt.
Wir konstruieren die reellen Vektoren
?

1
T ::E(wk—i—w_k) und  yy = \/ﬁ(wk—w_k),

und man stellt fest, dass (zy, yx) = 0 ist sowie |lzg|| = ||yxl| = 1. Das heifit aber wegen
Lemma 8.6.10] dass
(38) ula“?a--'7up7 U17U27'-'7vq7 T1,Y1,X2,Y2, - -+, Ty Yr

eine Orthonormalbasis von R” ist. Wie in Beispiel [8.3.4 ist die orthogonale Matrix, die
durch Einschrénkung auf den zweidimensionalen invarianten Unterraum ling(z, yx) ent-
steht, eine Drehung mit der Matrix

COS Y, — Sin Y

sin7y,  COS Yk
beziiglich der Basis (x, yx). Die gesuchte Matrix @) entsteht spaltenweise aus den Vektoren
(38). Dies beendet den Beweis. O

Notizen zur Linearen Algebra — (©) Michael Joswig, TU Darmstadt & TU Berlin — 8. Juli 2009



KAPITEL 9
Quadratische Formen

9.1. Definitionen und Beispiele

Sei K ein beliebiger Korper, in dem 2 := 1+ 1 # 0 gilt. Man sagt, die Charakteristik des
Korpers K ist ungleich zwei. Sei V' ein K-Vektorraum.
DEFINITION 9.1.1. Eine Abbildung @) : V' — K heiit quadratische Form, wenn gilt:
(i) Fir alle A € K und v € V ist Q(\v) = A\?Q(v).
(ii) Die Abbildung
Bo s VXV = K - (o) S(QM+w) — Q) — Q)
ist eine symmetrische Bilinearform, genannt die Polarform zu Q).
LEMMA 9.1.2. Ist f:V xV — K eine symmetrische Bilinearform, so ist
Qf V=K :v— f(uv,v)
eine quadratische Form, und es gilt
Bo, = [-

BEWEIS. Seien v,w € V. Dann ist

S(Qs(0 ) = Qs0) = Qrw) = S(flo+w,v+w) ~ f(v,0) = fw,w))

= S0+ o w) + fw,0) + flw,w) ~ F(o,0) ~ Fw,w))

_ %(f(v,w)—l— flw,v)) = flv,w).

OJ
BEISPIEL 9.1.3. Sei (-, -) : R* x R* — R das euklidische Skalarprodukt auf R™. Dann ist
Qo :R" =R v (v,0) = |v]?
die zugehorige quadratische Form.
BEMERKUNG 9.1.4. Vergleiche Lemma mit den Polarsierungsidentititen 7.4.6

BEMERKUNG 9.1.5. Sei f eine symmetrische Bilinearform auf K™. Dann bezeichnet [f]
die Matrix von f beziiglich der Standardbasis von K™. Fiir v € K™ gilt

Qs(v) = flo,v) = v"-[f]-v.
BEISPIEL 9.1.6. Sei ¢ = >, <, ijlit; € K[t1,t2, ..., 1,] ein homogenes Polynom vom
Grad 2. Dann ist
Q:K'—K:v—qg()= Z Q005
1<i<j<n
eine quadratische Form.

AUFGABE 9.1.7. Jede quadratische Form auf K™ entsteht wie in Beispiel 9.1.6.
113
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114 9. QUADRATISCHE FORMEN
9.2. Hauptachsentransformation

Es sei () eine quadratische Form auf R™.

SATZ 9.2.1. Es existiert eine Orthonormalbasis B von R™ (beziiglich des euklidischen Ska-

larprodukts), so dass die Matriz der Polarform (g beziiglich B Diagonalgestalt diag(Ay, Aa, . . .

hat.

BEWEIS. Essei A = [§p] die Matrix von g beziiglich der Standardbasis von R™. Weil
B¢ eine symmetrische Bilinearform ist, ist die Matrix A symmetrisch. Nach Satz 8.6.16
existiert eine orthogonale Transformation S € O,R, so dass S~'AS Diagonalgestalt hat.
Die Spalten von S bilden die gesuchte Orthonormalbasis B. U

DEFINITION 9.2.2. Die Menge {v € V': Q(v) = 1} heifit Quadrik zur quadratischen Form Q.

Wir benutzen weiter die Notation von Satz Wegen Aufgabe ist eine Quadrik
eine (affine) algebraische Hyperfliche im Sinne von Definition [6.8.21 Ist A = [Bg] = (a; )
die (symmetrische) Matrix zur Polarform von @, so erfiillt ein Punkt x € R™ auf der
Quadrik die Gleichung

n

i=1 1<i<j<n

Es sei B = (by, b, ...,b,) die Orthogonalbasis von R" aus Satz[9.2.1l Schreiben wir y =
[z]s = S~ 'z, so gilt

(40) Z)\zyf = 1.
i=1

Die Umwandlung der Gleichung (39) in die Form (40) heiBt Hauptachsentransformation.
Im einzelnen sind hierzu die folgenden Schritte durchzufiihren:

(i) Bestimme die Eigenwerte Ay, g, ..., A, der Matrix A mit ihren algebraischen
Vielfachheiten.

(ii) Fiir jeden der paarweise verschiedenen Eigenwerte A bestimme eine Basis des
Eigenraums ker(A — AE,,) durch Gauf-Jordan-Elimination.

(iii) Konstruiere aus jeder dieser Basen eine Orthonormalbasis mit dem Gram-Schmidt-

Verfahren. Die Vereinigung dieser Orthonormalbasen aller Eigenrdume bilden ei-
ne Orthonormalbasis B von R™. Die Transformationsmatrix S wird spaltenweise
aus B gebildet.

Danach gilt S7'AS = diag(\i, Xa, ..., A\p) =: D und
Q(zr) = «"Az = (Sy)"ASy = y"(S7'AS)y = y"Dy.

Die Vektoren der Basis B heiflen Hauptachsen von (). Die transformierte Quadrik ist
kongruent zur urspriinglichen Quadrik, weil S eine orthogonale Transformation ist.

BEISPIEL 9.2.3. Betrachte die quadratische Form
23+ 61179 + 75
auf R?. Die Matrix der Polarform ist A = (4 ). Das charakteristische Polynom ist

1—-t 3

XA(t) - 3 1—¢

‘ = (1—1t)>-9.
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9.3. KLASSIFIKATION DER QUADRIKEN IM EBENEN FALL n =2 115

Die Eigenwerte sind A\; = 4 und Ay = —2. Die normierten Eigenvektoren sind

() - 5 ()

Die Transformationsmatrix ist

g _ L1 =1\ _ fcos] —sing
2\l 1) \sin} cos} )
Die Gleichung (40) hat also die Form

(41) 4yt —2y5 = 1.

SATZ 9.2.4 (Trégheitssatz von Sylvester). Es existiert eine Basis C von R™, so dass die Ma-
triz der Polarform g beziglich C Diagonalgestalt diag(1,1,...,1,—-1,—1,...,—1,0,0,...,0)
hat.

BEWwEIS. Nach Satz [9.2.1 existiert eine (Orthonormal-)basis B = (by, ba, ..., b,) be-
ziiglich, der (g die Gestalt diag(A1, A2, ..., A,) hat. Setze

\/L)\—sz falls \; > 0,
¢ = ﬁbl falls A\; < 0 und
Bis auf Umordnung ist C = (¢q, o, . .., ¢,,) die gesuchte Basis. O

BEISPIEL 9.2.5. Fiihrt man das Beispiel 9.2.3 fort, so ergibt sich aus dem Trigheitssatz
von Sylvester aus der Gleichung (41) nun die Quadrik mit der Gleichung

(42) 22—z = 1.
Die Transformation, die dem Trigheitssatz von Sylvester zu Grunde liegt ist nicht mehr

notwendig kongruent. Die transformierte Quadrik ist aber immer noch ein affines Bild der
urspriinglichen Quadrik.

BEMERKUNG 9.2.6. Eine Anwendung der Hauptachsentransformation in der Bildverar-
beitung wird unter

http://de.wikipedia.org/wiki/Hauptkomponentenanalyse
diskutiert.

9.3. Klassifikation der Quadriken im ebenen Fall n = 2

Mit der Notation wie oben sei D = diag(\1, A2). Die Gleichung hat nach der Haupt-
achsentransformation die Form

Es treten die folgenden Félle auf:
(i) Ay > 0 und Ay > 0: Fiir a := y/1/A; und b := /1/\y wird die Gleichung (43) zu

xy | a3
T2
a? = b?

und die Quadrik ist die achsenparallele Ellipse mit den Halbachsen a und b.
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116 9. QUADRATISCHE FORMEN

(ii) Ay > 0 und Ay < 0: Fiir @ := y/1/A; und b := y/—1/\y wird die Gleichung (43)

zu

g
az B2
und die Quadrik ist eine Hyperbel mit den Asymptoten x5 = :l:gxl.
(iii) Ay # 0 und Ay = 0: Die Gleichung (43) vereinfacht sich zu

)\11’% = 1.

Fiir A; < 0 existiert keine reelle Losung. Fiir A; > 0 gilt dann z; = +1/1/A;. Die

Quadrik besteht aus zwei affinen Geraden parallel zur z5-Achse durch (£1/1/A1,0).
(iv) Ay <0 und Ay < 0: Die zugehorige Quadrik ist leer.

Die Quadrik in Beispiel [9.2.3 ist also eine Hyperbel.

9.4. Die hamiltonschen Quaternionen

Die (hamiltonschen) Quaternionen bilden die folgende Menge

- {(5 2)mee]

von 2 x 2-Matrizen mit komplexen Koeffizienten. Fiir a, b, ¢,d € C gilt

a b N ¢ dy at+c b4+d
b a —d ¢) \=b+d a+c
a b c d\ _ ac—bd  ad+ be
~b a) \—~d ¢) \—(ad+0bc) ac—bd) "

Das heifit H ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation, also ein Teilring von
C2*2. Wir setzen

(o (0 (0 1y (0
H -— 0 1 ) y = 0 —i ) JH = —-1 0 ) H -— i 0 )

und

Dann gilt
i’ = gi’ = k' = —ly
sowie
iHJH = Kn, I ky = in, Fy-iv = Jn,
JHein = —ky, ky-Jgn = —iy und  iy-ky = —Jy.

Die Matrixalgebra C?*? ist ein C-Vektorraum (der Dimension 4), also auch ein R-Vektorraum
(der Dimension 8). Insbesondere ist eine reelle Skalarmultiplikation auf H definiert.

PROPOSITION 9.4.1. Die Menge H, versehen mit der Matrizaddition und -multiplikation
sowie der reellen Skalarmultiplikation ist eine 4-dimensionale R-Algebra mit Basis (1w, iy, ju, ky)-

Bewris. Ubungsaufgabe. O

Jede komplexe Zahl lisst sich eindeutig schreiben als u + v fiir u,v € R. Via
U+ — uly+ vig

ist C eingebettet in H. Beziiglich dieser Einbettung gilt dann 1 = 1 und iy = 7. Im
Folgenden lassen wir daher die Indizes weg. Wir haben die Inklusionen

R c C c H.
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LEMMA 9.4.2. Die von 0 verschiedenen Quaternionen sind invertierbar. Das heifit es gilt

H\ {0} € GL;C C GI4R.
BewEis. Ubungsaufgabe. OJ

Insgesamt folgt, dass H alle Eigenschaften eines Korpers besitzt mit Ausnahme der Kom-
mutativitdt der Multiplikation. Die Quaternionen sind ein Beispiel fiir einen Schiefkorper.
Schiefkérper werden auch Divisionsalgebren genannt, wobei man hier Acht geben muss:
Gelegentlich wird fiir Divisionsalgebren auch noch auf die Assoziativitit der Multiplika-
tion verzichtet.

BEMERKUNG 9.4.3. Man kann zeigen, dass H bis auf Isomorphie der einzige echte (das
heifit: nicht nicht-kommutative) Schiefkorper ist, der R als zentralen Teilkorper enthélt
und der endliche Dimension als R-Vektorraum hat..

Jede Quaternion u besitzt eine eindeutige Darstellung als reelle Linearkombination uy +
Ui + u3j + usk der Basiselemente (1,4, j, k). Die Abbildung

T H-H:uu=uy — ugt —ugg — ugk
ist R-linear.

LEMMA 9.4.4. Fiir alle v,w € H gilt vw = wv.

BewEis. Ubungsaufgabe. 0

LEMMA 9.4.5. Die Normabbildung N : H — R : v — wu ist eine quadratische Form
auf R*, und es gilt

[Bn]igr = diag(l,1,1,1).
BEWEIS. Sei v € H und A € R. Dann ist
NAu) = Mu-du = XNug = NN(u).
Ferner ist
N(u+v)—N(u)— N@v) = (u+v)(u+v) —uu—v0 = uv+vu
sowie
Mu+ )T+ vAu+u) = A+ M+ vla + v\
= \Nu? +v1) + A(u'D + vu).

Hieraus folgt, dass die Abbildung

Oy : H—=R: (u,v)r—>%N(u—kv)—N(u)—N(v):%(uﬂ—i-vﬂ)

linear im ersten Argument ist. Analog folgt die Linearitit im zweiten Argument. Insgesamt
ist Oy eine symmetrische Bilinearform, also ist n eine quadratische Form.

Zur Berechnung der darstellenden Matrix von [y beziiglich (1,4, j, k) rechnet man bei-
spielsweise

1. - | 1
it +ai) =1 und 2 (ij +ji) = =5 (ij + ji) = 0.

Notizen zur Linearen Algebra — (©) Michael Joswig, TU Darmstadt & TU Berlin — 8. Juli 2009



118 9. QUADRATISCHE FORMEN

Die symmetrische Bilinearform Sy auf R* ist genau das euklidische Skalarprodukt. Die
Abbildung

Ky : HoH: vi—utou
heifit Konjugation mit v € H\ {0}. Fiir u,v,w € Hund A, € R gilt
koAU + pw) = u v+ pw)u = I tou + pu T wu = Ay (V) + kg (W),

das heifit, die Abbildung x, ist R-linear. Man rechnet nach, dass x, bijektiv ist also,
Ky € GLy R. Aulerdem gilt

fir alle w € H\ {0}.

LEMMA 9.4.6. Es gilt
O (ku(v), ku(w)) = B (v, w)
fir alle w € H\ {0} und v,w € H.

Anders ausgedriickt ist x,, eine orthogonale Abbildung, also x, € O4R.

BeEwEIs. Es gilt

20N (Ku(v), ku(w)) = Ku(V)ku(w) 4+ Ku(w)ky(v) = v ou- v lwu +utwu - utou
= v lovowu-wor o w o ww v Tt
N(u)eER 1 1

= U -v-@-uﬂ-ﬂ_l—l—lfl-w-@-uﬂ-ﬂ_
= uwl v wutut w-vu

_ _ B (v,w)ER
= K0+ wt) = ku(20n5(v,w)) = 20N (v, w) .

O

Eine Quaternion u heifit rein, falls sie Linearkombination von i, j, k ist. Das heifit u =
Uy + Ust + usj + ugk ist genau dann rein, falls uy; = 0 gilt. Die reinen Quaternionen bilden
einen 3-dimensionalen Teilraum des R-Vektorraums H.

LEMMA 9.4.7. Die reinen Quaternionen bleiben unter Konjugation mit w € H\ {0} inva-
riant.

BEwEIS. Die Konjugation k,, ist linear und respektiert das Skalarprodukt (. Gleich-
zeitig gilt k, (1) = 1. Hieraus folgt, dass &, das orthogonale Komplement 1+ = ling(i, j, k),
also die reinen Quaternionen in sich abbildet. O

SATZ 9.4.8. Die Abbildung
k:{ueH: N(u) =1} — SO(ling(4, j, k)) : > Ky

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit der Eigenschaft, dass die Faser k= (Q)
einer Drehmatriz @ € SO(ling(i, 7, k)) aus genau einer Quaternion der Norm 1 und ihrer
Negativen besteht.

BEWEIS. Die Quaternionen der Norm 1 bilden eine Untergruppe der multiplikativen
Gruppe von H. Dies folgt aus
N(w) = (w)(aw) = w-v-v-u = N(u)N(v).
Die Einschrinkung von 3y auf ling(i, j, k) = R3 ist das euklidische Skalarprodukt. Da k,

bijektiv ist, folgt aus Lemma 9.4.7, dass k, in der orthogonalen Gruppe O3 R liegt. Man
rechnet nach, dass fiir N(u) = 1 gilt det k, = 1. In diesem Fall ist also r, € SO3 R.
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Fiir zwei von 0 verschiedene Quaternionen u und v gilt

1

Kuw(w) = (wv) w(uww) = v ' 'www = Ky (ke(w)) = (kg 0 Ky) (W) .

Es bleibt (als Ubungsaufgabe) zu zeigen, dass die Abbildung u + &, eine surjektiv ist,
und der Kern zweielementig ist. 0J
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KAPITEL 10

Jordansche Normalform

Gegenstand des Kapitels ist die Frage, wie man entscheidet, ob zwei Matrizen zueinander
dghnlich sind. Nach einer Voriiberlegung zu dieser Frage iiber einem beliebigen Korper
diskutieren wir vor allem den komplexen Fall.

10.1. Schursche Normalform

Sei K ein beliebiger Kérper.

SATZ 10.1.1 (Schursche Normalform). Eine Matrizx A € K™ " ist genau dann dhnlich zu
einer oberen Dreiecksmatriz, falls x4 € K[t] in Linearfaktoren zerfdillt.

BEWEIS. Sei A eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen Aj, Ao, ..., A\, € K.
Dann gilt

xa(t) = det(A—tE,) = (t—=X)({t—Xy)--(t —\y).
das charakteristische Polynom zerfillt also in Linearfaktoren.

Nehmen wir umgekehrt an, dass y 4 is Linearfaktoren zerfillt. Wir wollen per Induktion
nach n beweisen, dass sich A durch Basiswechsel auf obere Dreiecksgestalt bringen lasst.
Die Behauptung ist klar fiir n = 1. Sei nun n > 2. Weil y,4 in Linearfaktoren zerfillt,
besitzt A einen Eigenwert A € K sowie einen zugehorigen Eigenvektor b € K". Wéhle
eine beliebige geordnete Basis B von K", die mit b beginnt. Dann gilt

[pals = (6\ Z/)

fiir eine Matrix A’ € K=D>x(=1 Es gilt y4(t) = (t — A\)xa (). Insbesondere zerfillt das
charakteristische Polynom von A’ in Linearfaktoren. Per Induktion ldsst sich A" damit auf
obere Dreiecksgestalt bringen, und dies beweist die Behauptung. U

BEMERKUNG 10.1.2. Ob man mit oberen oder unteren Dreiecksmatrizen arbeiten mochte,
ist reine Geschmachssache.

10.2. Jordanblécke

DEFINITION 10.2.1. Ein Jordanblock oder elementare Jordanmatriz ist eine Matrix

A1 0 -+ 0
0o X 1 :
Jm7>\ — E .“ .“ .“ O E Kme.
: o1
0 -«- - 0 X
121
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122 10. JORDANSCHE NORMALFORM

1 1
J2,1 = (0 1) ) J1,1 = (1>

0

Al
1 ) JQ,/\ - < )
0 0 A

LEMMA 10.2.3. Ein Jordanblock J,, » mit m > 1 ist nicht diagonalisierbar. Der Eigenraum
zum Figenwert X\ ist 1-dimensional.

BEISPIEL 10.2.2.

0
J370 = 0
0

oSO =

BEWEIS. Es gilt x, ,(t) = (A — )™, und damit ist A der einzige Eigenwert von .J,, »
(mit algebraischer Vielfachheit m). Betrachte das lineare Gleichungssystem

o 1 0 - 0
0 0 1 :
(44) (Jmx — AER)x = olz = 0.
S
0 0 0
Fiir & = (zy1,...,2m,)" ist
0 1 0 0
0 0 1 i
ofz=1| |
Lm
: Lo 0
0 -« -~ 0 0

und wir erhalten = = (1,0,...,0)" als einzige Losung von (44) (bis auf Vielfache). O
LEMMA 10.2.4. Fiir das Minimalpolynom eines Jordanblocks gilt
faa () = Xoan() = (A=1)".
BewErs. Ubungsaufgabe. O

DEFINITION 10.2.5. Eine Matrix A € K™*" besitzt Jordansche Normalform, falls sie eine
Blockdiagonalmatrix aus Jordanblocken ist:

Jm1,>\1

A = Jm2,>\2

I

ks Ak
10.3. Die Jordansche Normalform einer komplexen Matrix

Wir betrachten von nun an den Fall K = C. Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des
folgenden Satzes.

SATZ 10.3.1. Ser V = C" und ¢ € EndcV ein Endomorphismus. Dann existiert eine
Basis B von V', so dass [p|g Jordansche Normalform besitzt.

Eine Basis B wie im Satz[10.3.1 heifit Jordanbasis von C" fiir ¢. Bevor wir uns dem Beweis
zuwenden, einige Folgerungen.
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KoORrROLLAR 10.3.2. Set A € C™™. Dann ist A dhnlich zu einer Matriz in Jordanscher
Normalform, das heifst, es existiert eine invertierbare Matriz S € GL,, C, so dass ST*AS
in Jordanscher Normalform ist.

KOROLLAR 10.3.3. Zwei kompleze Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn sie (bis auf
Umordnung der Jordanblocke) dieselbe Jordansche Normalform besitzen.

Das heifit, ein Algorithmus zur Berechnung der Jordanschen Normalform dient dazu, zu
entscheiden, ob zwei Matrizen zueinander dhnlich sind.

10.3.1. Jordanketten und verallgemeinerte Eigenrdume. Sei V = C", ¢ €

End¢ V ein Endomorphismus und A ein Eigenwert von . Weiter sei B = (v1, ..., Um, Umi1, - - -

eine Basis von V| beziiglich der gilt

[els = (‘Lg’A 2) :

Dann gilt
o(vy) = Avq (p—=Aid)y; = 0
(45) so(yz) = v+ Ay — (p — )‘\id)vz =
@(Um) = Up—1+ AU (p— );id)vm = Um_1
DEFINITION 10.3.4. Eine Familie (v, vo,...,v,) in V heifit Jordankette zum Eigenwert

A von ¢, falls vy # 0 und (45) erfiillt ist.
LEMMA 10.3.5. Eine Jordankette zum Eigenwert \ von ¢ st linear unabhdngig.

BEWEIS. Beweis per Induktion nach m. Es sei (vq,vy,...,v,) eine Jordankette. Fiir
m = 1 ist v; # 0, also linear unabhéngig. Sei m > 2. Nach Induktionsvoraussetzung ist
(v1,v9,...,Uy_1) linear unabhéngig. Angenommen, es existieren pi, fio, . . . , flym—_1, SO dass
Uy = H1V1 + * 4 fhy—1Vm—1. Dann folgt
U1 = (@ —ANid)v, = (¢ — Mid) (o1 + -+ + fn—10m-_1)

= pa(p — Aid)(v1) + pa(p — Aid)(v2) + -+ - + pm—1(p — Aid) (V1)

= f2V1 + p3V2 + -+ p—1Um—2 -
Aber dies steht im Widerspruch dazu, dass (v, v, ..., vy—1) linear unabhéngig ist. O
DEFINITION 10.3.6. Ein Vektor v € V \ {0} heifit verallgemeinerter Eigenvektor (oder
Hauptvektor) von ¢, falls eine natiirliche Zahl m > 0 existiert, so dass
(46) (p—Aid)"™v = 0.
Die kleinste Zahl m, fiir die (46) erfiillt ist, heifit Stufe von v.

Die Hauptvektoren der Stufe 1 sind genau die Eigenvektoren.
Sei v ein verallgemeinerter Eigenvektor von ¢ der Stufe m. Wir setzen

vy = (p—Aid)™ vy
Uy = (p—Aid)™ 2
U1 = (o — Aid)v
U, 1= v

Dann gilt offenbar (45), und (v, v, ..., v,,) ist eine Jordankette, also linear unabhéngig
nach Lemma[10.3.5. Insbesondere gilt m < n.
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124 10. JORDANSCHE NORMALFORM
DEFINITION 10.3.7. Die Menge
VM) = U ker(p — Nid)* = ling(vy, ..., vm)

keN

heif3t verallgemeinerter Figenraum von ¢ beziiglich \.

Man beachte, dass ker(p — Aid)* C ker(¢p — Nid)**? fiir alle & € N ist, weil eine lineare
Abbildung 0 auf 0 abbildet.

PrROPOSITION 10.3.8. Es seien ¢ und 1) Endomorphismen, die mit einander vertauschen,
das heifst, o o = Y o . Dann ist fiir jeden Figenwert X von  der verallgemeinerte
Eigenraum V(o) invariant unter 1. Insbesondere ist V() invariant unter .

BEWEIS. Sei v € VA(y). Dann existiert m € N mit v € ker(¢ — Aid)™. Es folgt
(o = Aid)"(¥(v)) = ¥((¢ —Aid)"(v)) = 0 .
Also ist ¥(v) € V). O

10.3.2. Kurze Voriiberlegungen zum Minimalpolynom. Sei K in diesem Un-
terabschnitt ein beliebiger Korper. In der Ubung wurde der folgende Satz gezeigt:

SATZ 10.3.9. Sei V = K" und A € K™ eine quadratische Matriz. Seien pi,pa,...,p, €
K|t] teilerfremde Polynome mit py - pa - -+ - p, = pa. Dann gilt

V = @kerpf(A).
i=1

BEISPIEL 10.3.10. Betrachte die Matrix

10 0
A=101 -1] € C¥.
01 3

Das charakteristische Polynom
xat) = 2 =52+ 8t —4 = (t—1)(t —2)?

stimmt mit dem Minimalpolynom iiberein. Es gilt

00 O 1
ker(A—FE3) = ker [0 0 —1| = C|0
01 2 0
und
~1 0 0\’ 100 0 0
ker((A—2F3)*) = ker | 0 —1 —1] =ker|{0 O Of =C|[1]+C]|O
0 1 1 000 0 1

LEMMA 10.3.11. Fir

0
teilt das Minimalpolynom (t — \)™ des Jordanblocks J,, » das Minimalpolynom von A.

A _ (Jm,)\ :) c Knxn

BEWwEIS. Ubungsaufgabe. O
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10.3.3. Zerlegung von C" entlang der verallgemeinerten Eigenrdume. Ab
jetzt wieder K = C.

SATZ 10.3.12. Sei V. = C" und ¢ € End¢V ein Endomorphismus mit den paarweise
verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., .. Dann gilt

V= V)@ V?e) e o V().

BEWEIS. Sei A = [p]. Weil C algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt das Minimalpoly-
nom jua(t) = (t—A)"(t—X)* - (t—\,.)* in Linearfaktoren. Wir setzen p; := (t — \;)¥,
und wir wollen zeigen, dass

kerpi(A) = ker(A—/\i(p)ki — v>\i<(p)

gilt. Die Inklusion “C” ist klar nach Definition von V(). Nehmen wir es giéibe einen
Hauptvektor von ¢ zum Eigenwert \; der Stufe m > k;. Sei (v, v, . .., v,,) eine zugehorige
Jordankette. Diese Familie von Vektoren ist linear unabhéngig, ldsst sich also zu einer
Basis B von V' ergénzen. Dann gilt

ol = (J%’Ai :) :

Nach Lemma [10.3.11 teilt das Minimalpolynom des Jordanblocks J,, y, das Minimalpo-
lynom von A. Hieraus entsteht der gewiinschte Widerspruch, da pj, , = (t — \;)™ das
Minimalpolynom g 4(t) eben nicht teilt. Aus Satz[10.3.9/ folgt nun die Behauptung. [

BEMERKUNG 10.3.13. dim V() = algebraische Vielfachheit von ;.

LEMMA 10.3.14. Sei C = (vy,...,v},,01,..., V4, ..., 0}, ..., 05 ) eine Familie von s Jor-
danketten zum Eigenwert A von go, das heifst,

(o — Xid)(vl,,) =0} fir 1 <j <k; und (p—Xid)(v})=0.
Sind die Eigenvektoren vi,vi, ... v linear unabhingig, so sind alle Vektoren in C linear

unabhdngig.

BEWEIS. Sei Zij al-jvg = 0 fiir oyj; € C. Angenommen, es existieren 4, j, mit a;; # 0.
Sei k das Maximum aller Stufen, fiir die ein Index i existiert mit a;; # 0. Dann folgt

0 = (o= M) ayv) = Z (e — Aid)* ! (v))

i,J
= Zazk 0 — /\1dk 1 Zazkvl

Dies ist ein Widerspruch, da die Vektoren vi,v?, ... v{ linear unabhiingig sind. 0

LEMMA 10.3.15. Sei C wie oben, aber linear abhingig. Dann existiert eine Familie C' von
Jordanketten mit lin(C) = lin(C"), die einen Vektor weniger enthdlt.

BEWEIS. Aus Lemma10.3.14 folgt, dass die Eigenvektoren v}, v}, ..., v§ linear abhin-
gig sind. Das heifit, es existiert eine nicht-triviale Linearkombination ZZ 1 ozZv1 = 0 mit

a; # 0. Der Index i sei so gewihlt, dass die zugehdrige Jordankette vy, ..., v, minimale
Lange hat unter all denen mit a; # 0. Ohne Einschranklung sei i = 1.

Fall 1: k; = 1. Streiche vj aus C, um C’ zu erhalten.

Fall 2: k1 > 2. Setze
1 Q; v
vy = ]+1 + Z Vi1

aﬁEO
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fiir 1 < j < ky. Wegen der Minimalitdt von ky gilt k; < k;. Damit ist die Existenz von

% : I (51 ~1 2 2 s s
v}, gesichert. Setze C' = (Uy, ..., 0y 1, V7, Vpys e, U, 0o, U

Es ist zu zeigen, dass (05, ...,7;, ) eine Jordankette ist, und dass lin(C) = lin(C’) ist. O

SATZ 10.3.16. Flir jeden Eigenwert \ von o besitzt der verallgemeinerte Eigenraum V()
eine Jordanbasis, also eine Familie von Jordanketten, die eine Basis von V() bilden.

BEWEIS. Sei (uy,us, ..., u;) eine Basis von V*(¢). Jeder Vektor u; ist ein verallgemei-
nerter Eigenvektor, zum Beispiel der Stufe k;. Dies liefert eine Jordankette der Lénge k;.
Die Vereinigung dieser [ Jordanketten ergibt eine Familie von Jordanketten, die V*(y)
erzeugen. Durch (wiederholtes Anwenden) von Lemmal[10.3.15 erhalten wir eine Basis aus
Jordanketten. O

10.3.4. Verfahren zur Bestimmung der Jordanschen Normalform. Sei V' =
C" und ¢ € End¢ V. Wir wollen eine Basis J von V' bestimmen, so dass [¢]; Jordansche
Normalform besitzt.

(i) Bestimme die Eigenwerte A1, ..., A; von ¢ mit ihren algebraischen Vielfachheiten
k:l,v...,kk. Esgﬂt k1+---—|—kl:n.

(ii) Fiir jeden Eigenwert \;: Bestimme eine Basis des verallgemeinerten Eigenraums
V2i(p). Dazu 16st man schrittweise die linearen Gleichungssysteme

(¢ — Nid)Jv = 0

fiir y = 1,2,... bis man k; linear unabhéngige Losungen v gefunden hat.

(iii) Bilde Jordanketten und verkiirze sie schrittweise durch Anwendung von Lem-
ma [10.3.15/ bis man eine Basis erhélt.

(iv) Die Matrix des Basiswechsels besitzt als Spalten die verallgemeinerte Eigenvek-
toren (kettenweise aufsteigend!).

BEISPIEL 10.3.17. Betrachte

1 1 000
01 000

A= 10 -1 1 10| € C°.
0 0 010
0 —1 0 0 1

(i) xa(t) = (1—t)°, das heifit, 1 ist der einzige Eigenwert, und er hat die algebraische
Vielfachheit 5. Es folgt, dass C° = V1(A) ist.
(i) Wihle als Basis von C®:

1 1 0 0 0
1 -1 0 0 0
V1 = 0 , Uy = 0 , U3 = 0 , Uy = 0 , Uy = 1
0 0 1 1 0
0 0 1 -1 0
Es gilt (A — E5)v; = w und (A — E5)vy = —w fiir
1
0
w=| —1 )
0
—1
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und w ist ein Eigenvektor. Also sind v; und vy Hauptvektoren der Stufe 2.
AuBerdem gilt (A — E5)vs = (A — E5)vy = vs und (A — E5)vs = 0. Das heifit, vs
ist Eigenvektor, und v3 und v, sind Hauptvektoren der Stufe 2.
(iii) Wir analysieren die Jordanketten im einzelnen.
> Die von v; bzw. vy beginnenden Jordanketten sind linear abhéngig. Setze:

<
S

|

<

S

+

|

S

no

|
oo o

0

Dann ist (A — E5)0, = 0, das heifit, 9y ist ein Eigenvektor.
> Die von vz und vy beginnenden Jordanketten sind ebenfalls linear abhéngig.
Setze:

N
w
I
<
w
|
|
<
Ny
I
N OO OO

Wiederum ist 03 ein Eigenvektor.
Wir haben jetzt folgendes System von Jordanketten:

(47) U1, Vg — —w, U3, Vg — Vs,
und es gilt
1~+1~ 0
—W —v5 — =0 —v; = 0.
55T on

Weiter stellt sich heraus, dass (—w, v, vs, vy, U3) linear unabhéngig ist. Durch
Streichen des Vektors 7 in (47) erhalten wir also die Jordanbasis

Vg — —wW, U3, Vg — V5.
(iv) Insgesamt erhalten wir die Transformationsmatrix

-1 1 0 0 O

0O -1 0 0 0
S = 1 0 1 1 0
0O 0 0 1 O
1 0 0 =1 2

und S7TAS = J271 & J271 ) J171.
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KAPITEL 11

Extras

In diesem Kapitel stellen wir noch kurz einige weitere Konzepte aus der Linearen Algebra
Vor.

11.1. Dualrdume

Sei V' eine Vektorraum iiber einem beliebigen Korper K.
DEeFINITION 11.1.1. Der Vektorraum

V* = Homg(V, K)
der Linearformen heifit Dualraum von V.

PrROPOSITION 11.1.2. Falls dimg V < o0, so ist V* isomorph zu V' als K-Vektorraum.

Sei V' endlichdimensional, und es sei B = (by,bs,...,b,) eine Basis von V = K". Wir
definieren Linearformen b € V* durch

bi(b;) = ;-

PROPOSITION 11.1.3. Die Familie B* := (b3,05,...,b}) von Linearformen ist eine Basis
von V*, die zu B duale Basis.

11.2. Tensorprodukte

Seien V und W Vektorraume iiber K. Betrachte den Vektorraum

F(VxW) = {Zaie(vixwi): nEN,aiEK,(vixwi)EVxW}

i=1

der formalen K-Linearkombinationen von Elementen in V' x W. Auf dieser Menge fiihren
wir eine Relation ein durch

E(vi+v)xw ~ Cupxw T Coyxw 5
(48) 6v><(u)1—|-u)2) ~ Cyxw, + Cuxws und
Clav)xw ™~ QCyxw ~ Cyx(aw)

fiir alle v,vy,v2 € V, w, w1, wy € W und o € K. Diese Relation ist offensichtlich reflexiv.
Ihr symmetrischer und transitiver Abschluss ist eine Aquivalenzrelation, die wir wiederum
mit ~ bezeichnen.

DEFINITION 11.2.1. Der Quotient
VoW = FV xW)/~

heifit Tensorprodukt von V und W.
129
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Die Elemente des Tensorprodukts schreiben wir als
VR W = [e(ww)]w .

Das Tensorprodukt hat die natiirliche Struktur eines K-Vektorraums, und die Relatio-
nen werden zu den Gleichungen

(V+v) QW = 1QW+ v QW
VR (W +ws) = vRw;+ v we
(aw)@w = alvew) = v (aw).

PROPOSITION 11.2.2. Seien V und W endlich-dimensional mit dimg V = n und dimg W =
m. Dann ist dimg(V @ W) = mn.

BEWEIS. Seien B = (by,by,...,b,) und C = (¢y,¢o,...,¢,) Basen von V' bzw. W.

Dann ist
{bi®c;: 1<i<n, 1<j<m}
eine Basis von V @ W. O
BEMERKUNG 11.2.3. Es gilt
K"® K™ = Homg (K", K™) = K™ — K™,
Betrachte die K-bilineare Abbildung
T:VXW-=VeW: (v,u)—v@uw.

SATZ 11.2.4 (Universelle Eigenschaft). Fir jedes Paar (X, ¢), wobei X ein K -Vektorraum
st und f V. x W — X eine K-bilineare Abbildung, existiert eine eindeutige lineare
Abbildung ¢ : V @ W — X mit der Figenschaft

por = f.
BEWEIS. Setze p(v®@ w) = f(v,w). O

Die Eindeutigkeit der Abbildung ¢ erzwingt, dass V ® W der bis auf [somorphie einzige
K-Vektorraum mit dieser Eigenschaft ist.

BEMERKUNG 11.2.5. Kategorientheoretisch ausgedriickt ist die Abbildung 7 das terminale
Objekt in der Kategorie der bilinearen Abbildungen von V' x W.
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