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9. Ubung
Gruppeniibungen
Aufgabe G1

(i) Mathematica erlaubt es, kleine Funktionen oder sogenannte Module zu schreiben, wie
zum Beispiel:

h[x_]:=Module[{i,s=0},For[i=0,i<x,i++,s=s+i] ;Print[s]];

Schreiben Sie eine Funktion, die einen ungerichteten Graphen G = (V| E) mit
V ={wvy,...,v,} als Input bekommt und damit folgende Graphenkonstruktion durchfiihrt:
G wird dupliziert und G’ = (V', ') mit V' = {vy, ..., v, } sei die Kopie. Dann ist der

zu konstruierende Graph G = (V, E) gegeben durch V := V UV’ und
E:=EUE U{(v,v)|li=1,...,n}.

(ii) Im Verzeichnis /home/kulas/Nauty/nauty22 ist das Programm nauty installiert, mit
dem man Graphenisomorphismen finden kann. Speichern Sie diesen Pfad in Ihrer
Datei ~/.bashrc und probieren Sie das Paket dreadnaut aus. Eine Dokumentation
von nauty finden Sie in /home/kulas/Nauty/nauty22/nug.pdf.

(ili) Zeigen Sie mithilfe von nauty, dass der Kantengraph des vollstdndigen Graphen K
mit fiinf Knoten und das Komplement des Petersen—Graphen isomorph sind (vel. 6.
Ubung, Aufgabe H2).

(iv) Geben Sie mindestens drei 8-regulidre Graphen mit 128 Knoten an, die paarweise nicht
isomorph sind und verifizieren Sie Ihr Ergebnis mithilfe von nauty.

Aufgabe G2 Betrachten Sie folgendes Spiel Hex, welches auf einem wabenartigen Spiel-
brett gespielt wird.




Dabei wird treten zwei Spieler gegeneinander an. Jeder besetzt abwechselnd ein Feld mit
einem Spielstein der eigenen Farbe. Ziel ist es fiir beide Spieler, mit den eigenen Steinen
ihre beiden Seiten zu verbinden, wobei jedem Spieler genau zwei gegeniiberliegende Seiten
gehoren.

(i)

(i)

Sie diirfen das Hex-Spiel mit einem Kommilitonen Threr Wahl gerne einmal auspro-
bieren, entweder auf dem abgebildeten 8 x 8—Spielfeld oder dem im Internet unter
http://games.cs.ualberta.ca/webgames/hex zur Verfiigung gestellten 11 x 11—
Spielfeld.

Finden Sie heraus, wie dieses Spiel mit der in der Vorlesung vorgestellten Version
zusammenhéngt und folgern Sie, dass das Hex-Spiel nie mit einem Unentschieden
enden kann.

Aufgabe G3

(i)

Betrachten Sie ein Tetraeder T" = A;A3A3A, im dreidimensionalen Raum und eine
Unterteilung von 7" in kleine Tetraeder, so dass jede Seitenfliche der kleinen Tetraeder
entweder in einer der Seitenflichen des grofien Tetraeders liegt oder zugleich eine
Seitenflache eines weiteren kleinen Tetraeders ist. Markieren Sie die Ecken der kleinen
Tetraeder mit den Zahlen 1,2,3,4, und zwar unter Beachtung der folgenden Regeln:
Die Ecke A; wird mit der Zahl ¢ markiert, die Ecken auf der Fliche A;A; A erhalten
eine der Markierungen 4, j oder k. Beweisen Sie, dass es ein kleines Tetraeder gibt,
dessen Ecken vier verschieden Markierungen tragen.

Formulieren und beweisen Sie eine dreidimensionale Version des Brouwerschen Fix-
punktsatzes (iiber stetige Abbildungen eines Tetraeders in sich selbst).

Hausiibungen
Abgabe am 21./22.06.2006

Aufgabe H1 (5 Punkte)
Sei n € N, n > 2 und 7 (n) die Menge aller aufspannenden Baume mit n Knoten und sei
t(n) deren Anzahl, d.h. t(n) = |7 (n)|. Ziel dieser Aufgabe ist es, den Satz von Cayley zu

beweisen: t(n) =n

(i)
(i)

n—2

Bezeichne d,,,, den maximalen Knotengrad in einem Baum 7. Zeigen Sie, dass T
mindestens d,,,, Knoten mit Grad 1 besitzt.

Sei T ein Baum, setzen Sie 77 := T und benennen Sie die Knoten von T mit
{1,2...,n}. Nun sei b; der eindeutige Knoten mit der kleinsten Nummer unter al-
len Knoten mit Grad 1. Setzen Sie a; als den (eindeutigen) Nachbarn von b;. Nach
Loschen der Kante {ay, by } sowie des Knotens b; erhalten wir den Baum 75 (Warum ist
T5 ein Baum?) Auf diese Weise kommt man auf eine Folge von Knoten ay, as, . .., a,_s.
Definieren Sie nun
f:T(n) — {1,2,...,n}"?
T — ((11, as, ..., an_g).

Die Funktion f berechnet den sogenannten Priifer-Code (nach H. Prifer (1896—
1934)).

Im Beispiel werden die folgenden Zahlen erzeugt:

(b1,ba,....bg) = (1,8,7,9,2,10,3,4,5)
(CLl,CLQ,...,CLQ) = (2,7,6,2,3,3,4,5,6)



Zeigen Sie, dass f eine Bijektion ist, indem Sie die inverse Abbildung zu f angeben.

(iii) Zeigen Sie schlieBlich, dass t(n) = n"2.
Aufgabe H2 (5 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass das n x n—Hex-Spiel eine Gewinnstrategie besitzt
(ii) Zeigen Sie, dass immer der Spieler mit dem ersten Zug das Hex-Spiel gewinnt.
(iii) Wie sieht eine Gewinnstrategie fiir das Hex—Spiel auf einem Spielbrett der Grofle 3 x 3
bzw. 5 x 5 aus?

Aufgabe H3 (5 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass jeder Graph mit mindestens 6 Knoten den Graphen K3 oder dessen
Komplement K3 enthilt.

(ii) Zeigen Sie, dass jeder Graph mit mindestens 10 Knoten den Graphen K, oder K3
enthélt.

(iii) Beweisen Sie, dass die vorige Behauptung nicht fiir Graphen mit 8 Knoten gilt.



