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Vorbemerkungen

Es existieren im wesentlichen zwei sehr unterschiedliche Zugénge zur Darstellung
der Grundlagen der Mafl— und Integrationstheorie. Beide besitzen verschiedene
Vor— und Nachteile, und im Grunde genommen erweist sich fiir bestimmte Pro-
bleme eine Kenntnis sowohl der einen als auch der anderen Theorie und ihrer
Wechselbeziehungen als fruchtbar.

Beim ersten Zugang wird zunéchst der Begriff des Mafles eingefiihrt und
systematisch studiert. Aufbauend auf dieser mafltheoretischen Grundlage wird
dann die moderne Integrationstheorie auf abstraktem Niveau entwickelt. Dies
gestattet die Integration reellwertiger Funktionen nicht nur auf Euklidischen
sondern auch auf sehr abstrakten Réumen.

Der zweite Zugang betrachtet Integrale als lineare Funktionale von Funk-
tionen auf (gewissen) topologischen Réumen. Dabei geht man in umgekehrter
Reihenfolge vor. Erst nachdem die Integrationstheorie entwickelt wurde, werden
mafitheoretische Strukturen eingefiihrt. Dieses mehr funktionalanalytisch orien-
tierte Vorgehen liefert einen relativ schnellen Einstieg in die Integrationstheorie
auf dem Euklidischen Raum und etwas allgemeineren topologischen Raumen.
Dabei ist man jedoch von vornherein an die topologische Struktur gebunden
und unterliegt zusétzlichen Einschriankungen. Bei der maf3theoretischen Fun-
dierung der Wahrscheinlichkeitstheorie hat sich jedoch z.B. die Postulierung
des a-priori-Vorhandenseins einer Topologie als unnétig und komplizierend er-
wiesen, die Ausgangsobjekte sind Mafle und nicht die Integrale.

Die groflere Zahl von Lehrbiichern folgt dem (auch historisch) ersten Zugang,
dem wir uns im vorliegenden Skript anschliefen wollen. Nach einer kurzen hi-
storischen Einordnung und einer Motivation des Mafibegriffs (Kapitel 1) wird
das Lebesguesche Maf auf dem Euklidischen Raum konstruiert (Kapitel 2). Be-
ginnend mit Kapitel 3 wird dann die abstrakte Maf}- und Integrationstheorie
systematisch entwickelt.

Als besonders fruchtbar erweist sich oft die Verquickung verschiedener Theo-
rien. Dies trifft auch auf die Maflitheorie und die Theorie topologischer und me-
trischer Rdume zu. In beiden Disziplinen werden in gewissem Grade verwandte
Strukturen untersucht. Deshalb wiirde es sich anbieten, im Anschluf3 an das
vorliegende Skript Mafle auf topologischen Raumen zu studieren. Schliellich sei
auf die Wahrscheinlichkeitstheorie verwiesen, deren axiomatisches Fundament
sich auf die Begriffe und Sétze der Mafi- und Integrationstheorie stiitzt.



Vorbemerkungen

Die folgenden Biicher wurden zur Erstellung des Skripts unmittelbar heran-
gezogen: H. Bauer [3], [4], D.L. Cohn [11], A.N. Kolmogorov und S.V. Fomin
[31], [32] sowie I.P. Natanson [37]. Zu empfehlen sind insbesondere [4] und [11].
Das Literaturverzeichnis enthélt auflerdem weiterfithrende Literatur zur Vertie-

fung und Erganzung des Stoffes.

Zuletzt mochte ich die Vorlesung meines verehrten Lehrers Prof. Heinz Langer
(TU Wien) nicht unerwdhnt lassen, in der ich zum ersten Mal von diesem Thema
gehort habe und die mich tief beeindruckt hat.



Kapitel 1

Motivation. Inhaltliche
Bedeutung des Maflibegrifits

Die Maf3— und Integrationstheorie entstand am Ende des 19. und Anfang des 20.
Jahrhunderts. Die Entwicklung der Mathematik wurde in dieser Zeit nachhaltig
durch die franzosische und die deutsche Schule mit Henri Poincaré (1854-1912)
und David Hilbert (1862-1943) als deren fithrende Vertreter geprigt. Erinnert
sei in diesem Zusammenhang an den Internationalen Mathematikerkongrefl 1900
in Paris, deren Teilnehmern Hilbert seine beriithmten 23 Forschungsprobleme
unterbreitete.

Eines der wichtigsten Ereignisse bestand darin, daf3 die Theorie der Funktio-
nen einer reellen Verdnderlichen eine hervorragende Stellung einzunehmen be-
gann. In Gestalt einer selbstdndigen Disziplin, die sich mit der Analyse solcher
Grundbegriffe wie funktionale Abhéngigkeit, Integral, Ableitung usw. beschéf-
tigte, bildete sich die Theorie der reellen Funktionen in der zweiten Hélfte des
19. Jahrhunderts heraus, und zwar in Verbindung mit verfeinerten Fragestel-
lungen, die sich aus der Theorie der trigonometrischen Reihen ergaben. Ende
des 19. Jahrhunderts wurde diese Theorie durch Begriffe und Methoden der
Mengenlehre bereichert, deren Grundlagen von Georg Cantor (1845-1918) ge-
schaffen wurden. Aufbauend auf diesen Erfolgen und ausgehend von den dabei
auftretenden neuen Erfordernissen entstand die Maf3— und Integrationstheorie.
Der entscheidende Durchbruch wurde in den ersten Jahren des 20. Jahrhunderts
vollzogen mit der Schaffung der Mafitheorie fiir Punktmengen (Borel-Mengen,
Lebesguesches Maf} einer Menge), der Einfiihrung des Begriffs der mefibaren
Funktion (Borel-Funktionen, Bairesche Funktionen) und einer wesentlichen Ver-
allgemeinerung des Integralbegriffes (Lebesgue-Integral).
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Diese Entwicklung wurde u.a. von folgenden Mathematikern geprigt:

Emile Borel (1871-1956) Initiator und Organisator der franzdsischen
Schule (u.a. Funktionentheorie, Wahrschein-
lichkeitstheorie)

R.-L. Baire (1879-1932) u.a. Untersuchung unstetiger Funktionen

Henri Lebesgue (1875-1941) 1897-1900 Dissertation zu , Integral-Léinge—
Flache*; wurde als zu kithn empfunden und
erst 1902 zur Verteidigung zugelassen

N.N. Lusin (1883-1950) insbesondere trigonometrische Reihen
Viele interessante historische Anmerkungen findet man in der Monographie

von J. Elstrodt [21].

Inhaltliche Bedeutung des Maf3begriffs

Ausgangspunkt ist die folgende Situation. Gegeben ist eine Grundmenge (2,
und man mochte einer hinreichend grofien Klasse von Teilmengen A von € eine
Mafzahl m(A) zuordnen.

Beispiel 1.1. ELEMENTARGEOMETRIE: §) := R?

(i) Jedem achsenparallelen Quader

A:[al,bl]x"'x[ad7bd] b
ot
ordnet man als Mafizahl sein Ele-
mentarvolumen (Flidche, Linge) Aot
Zu:
m(A) := (b1 —a1)--- (ba — aa). a b

(ii) Sind die Mengen A und B zueinander kongruent, d.h. durch Drehung und
Verschiebung ineinander iiberfiihrbar, so gelte

m(A) = m(B).
(iii) Setzt sich A aus endlich vielen Teilen A4, ..., A, zusammen, d.h.

A=|JA; md A,nA =0 fir k#I
=1



und ist jedem dieser Teile A; eine Mafizahl m(A;) zugeordnet, so besitze
A die Mafizahl

Dies erlaubt es z.B., allen Dreiecken eine Maflzahl zuzuordnen. Da sich
jedes Rechteck aus zwei kongruenten rechtwinkligen Dreiecken zusammen-
setzt, nimmt man als Mafizahl eines solchen Dreiecks die Hélfte der Maf3-
zahl des Rechtecks. Ein beliebiges Dreieck 148t sich dann in zwei recht-
winklige Dreiecke zerlegen.

Um die Mafizahlen nicht elementargeometrischer Mengen approximativ
bestimmen zu kénnen, fordert man aulerdem folgendes. Sind A, Ao, As,
... abzéhlbar viele paarweise disjunkte Mengen mit den Mafzahlen m(A;),
m(As), m(As), ..., so besitze

A=A
i=1
ebenfalls eine Mafizahl, und zwar
m(A) := Zm(AZ-).
i=1

Auf diese Weise lassen sich z.B. die Mafizahlen von Kreisen bestimmen
(siehe Abbildung).

3. 271 Ecke
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Dabei muf} natiirlich noch gepriift werden, ob verschiedene Approximatio-
nen zur gleichen Mafizahl fithren.

Aufgabe: Man ordne jeder (beschrinkten) Teilmenge A des RY eine Mafzahl
m(A) zu, die die Eigenschaften (i) — (iv) besitzt.

Wie wir spéter sehen werden, ist diese Aufgabe bei Zugrundelegung der
iiblichen Axiome der Mengenlehre (Auswahlaxiom, Kontinuumhypothese) in
keiner Dimension ldsbar!

Korrigierte Aufgabe (H. Lebesgue): Man ordne ,,méglichst vielen® Mengen
A eine Mafizahl m(A) zu.

Beispiel 1.2. INTEGRATIONSTHEORIE

Sei f: ]a,b] — R stetig und o0.B.d.A.
nichtnegativ. Dann ist

b
/ F@)de =m(A),  (1.1)

wobei

A={(z,y):a<x<b0<y< f(z)}

die Flache unter dem Graphen der Funktion f ist. Kann man einer ,groflen
Klasse von Mengen A eine Maflzahl m(A) zuordnen, so kann man durch (1.1)

das Integral f; f(z) dzx fir eine grofle Klasse von Funktionen definieren, nicht
nur fiir stetige und Riemann-integrierbare Funktionen, sondern auch fiir sehr
pathologische Funktionen wie die Dirichlet-Funktion

fz) =

1, x rational,
0, « irrational.

Dieser Zugang zum Integralbegriff hat Vorteile. So vereinfachen sich die Regeln
fiir die Vertauschung von Grenziibergang und Integration und die Vorschriften
fiir die Vertauschung der Integrationsreihenfolge ganz wesentlich. Auflerdem 143t
sich dieses Herangehen problemlos auf die Integration reellwertiger Funktionen
auf unendlichdimensionalen Rd&umen ausdehnen. Im Kapitel 5 werden wir das
Integral auf andere Weise einfiihren. Spéter (Kapitel 7) werden wir dann sehen,
dafl dies zum obigen Ansatz dquivalent ist.

Beispiel 1.3. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Die axiomatisch-mafitheoretische Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie wurde 1933 von A.N. Kolmogorov (1903-1987) gegeben. Wir wollen diesen
Ansatz anhand von zwei Beispielen illustrieren.
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a) Idealer Wiirfel: Q :={1,...,6}.
Jeder Teilmenge A von 2 ordnet man die Maf3zahl

card (A)

m(A) := G

zu, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A genannt wird.

b) Wienersches Mafi (L. Bachelier 1900, A. Einstein 1912, N. Wiener 1923):

Dies ist ein Modell fiir die Brownsche Molekularbewegung. In diesem Fall
ist
Q == C (0, T]; R?)

der Banachraum der stetigen Funktionen f: [0,7] — R3. Ausgehend von
den zugrundeliegenden physikalischen Gesetzen ordnet man bestimmten
Mengen A stetiger Trajektorien aus €2 eine Mafizahl m(A) zu. Insbesondere
wird allen offenen und abgeschlossenen Teilmengen von €2 eine Maflzahl
zugeordnet. Ist z.B. G ein beschrinktes Gebiet des R? und 0 € G, so kann
man sich etwa fiir die Mafizahl der Menge

A={feC(0,T;R*): f(0) =0, f(t) € G fiir alle t € [0,T]}

interessieren. Die Mafizahl m(A), in der Wahrscheinlichkeitstheorie meist
mit P(A) bezeichnet, wird dabei interpretiert als die Wahrscheinlichkeit,
daf ein in O startendes Brownsches Teilchen das Gebiet G bis zum Zeit-
punkt 7" nicht verlafit.

Trajektorien der Brownschen Bewegung

Die obige Aufzihlung 148t sich mit Anwendungsbeispielen aus vielen anderen
Gebieten fortsetzen:
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Beispiel 1.4. THEORIE DYNAMISCHER SYSTEME, ERGODENTHEORIE
Beispiel 1.5. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, POTENTIALTHEORIE
Beispiel 1.6. STATISTISCHE MECHANIK

Beispiel 1.7. EUKLIDISCHE (QUANTENFELDTHEORIE



Kapitel 2

Das Lebesguesche Maf3
ebener Mengen

Wir beschréanken uns im folgenden der Einfachheit halber auf den zweidimensio-
nalen Fall, d.h. wir betrachten als Grundmenge Q den R?. Die Definitionen und
Resultate lassen sich problemlos auf den R fiir beliebiges d > 1 iibertragen.

2.1. Das Mafl elementarer Mengen

Mit & bezeichnen wir das System aller achsenparallelen Rechtecke, d.h. aller
Mengen R der Gestalt

R=S(z,y)eR?>: a <z < b, c< <d}
{( v) = = (:)y(:)

mit a,b,c,d € R. Das Mengensystem & enthélt somit offene, halboffene und
abgeschlossene Rechtecke, Strecken, Punkte und die leere Menge.

Definition 2.1. (Maf$ eines Rechtecks aus &)
(i) m(0) := 0;
(ii)) m(R) :== (b—a)(d —¢), falls R # 0.
Folgerung 2.2.
a) m(R) >0 fir alle R € &;

b) m ist additiv: Ist das Rechteck R € & als disjunkte Vereinigung endlich
vieler Rechtecke Ry, ..., R, € & darstellbar (d.h. R = U?:1 R;,, R NR; =
0 firk #1), so gilt
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Als n#chstes wollen wir das Mafl von & auf eine umfangreichere Klasse von
Mengen unter Beibehaltung der Eigenschaften a) und b) fortsetzen.

Definition 2.3. Eine Teilmenge des R? heifle elementar, wenn sie sich als endli-
che Vereinigung paarweise disjunkter Mengen aus & darstellen 148t. Das System
aller elementaren Mengen bezeichnen wir mit €.

Wir erinnern daran, dafl die symmetrische Differenz zweier Mengen A und
B durch AAB := (A\B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B) gegeben ist. Die folgende
Behauptung erhellt die Struktur des Mengensystems €.

Behauptung 2.4. (Abgeschlossenheit beziiglich endlicher Mengenoperationen)
Fiir zwei beliebige elementare Mengen A und B sind auch die Mengen AN B,
AUB, A\ B und A A B elementar.

Beweis. Die Mengen A und B besitzen die Gestalt

A = |JB, P,....P,€6 P.NP=0 firk#I,
=1

B = UQ;', Q,..,Qne6, QNQ@Q =10 firk#I.
j=1

1° Durchschnitt: Die Mengen
Rij =P NQ); (i=1,...,m;j=1,...,n)
sind paarweise disjunkte achsenparallele Rechtecke. Deshalb ist
AnB=JEPnQ;)=JR;
,J ,J
elementar.

20 Vereinigung: Es sei R ein achsenparalleles Rechteck, das sowohl A als
auch B umfafit. Dann gilt

AUB=R\[(R\A)N(R\B).

Die Menge auf der rechten Seite ist elementar, da die Differenz aus einem achsen-
parallelen Rechteck und einer darin enthaltenen elementaren Menge elementar
ist. So hat z.B. die Menge R \ A die Gestalt
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R\A=R\|JP =R\ P).
i=1 i=1 R
Die Mengen R\ P; auf der rechten Seite sind P,

offensichtlich elementar (siche Abbildung),
und deren endlicher Durchschnitt ist nach 1°
gleichfalls elementar.

30 Differenz, symmetrische Differenz: Ubungsaufgabe. O

Folgerung 2.5. FEine Menge ist genau dann elementar, wenn sie sich als
(nicht notwendigerweise disjunkte) endliche Vereinigung achsenparalleler Recht-
ecke darstellen lift.

Definition 2.6. (Maf$ elementarer Mengen)
n
Sei A = |J R; eine elementare Menge, dargestellt als disjunkte Vereinigung von

=1
Rechtecken Rq,..., R, € &. Dann definieren wir

m(A) == Zm(Ri).

Bemerkung 2.7.

1. Die Darstellung von A als disjunkte Vereinigung achsenparalleler Recht-
ecke ist nicht eindeutig. Um die Korrektheit der Definition 2.6 zu sichern,
ist noch nachzuweisen, daf verschiedene Darstellungen dieser Art zur glei-
chen MafBzahl 17(A) fithren (Ubungsaufgabe).

2. m(A) =m(A) fir A € &.
Behauptung 2.8. m ist nichtnegativ und additiv:
a) m(A) >0 fir alle A € €; m(0) =0;

b) Sind Ay, ..., A, paarweise disjunkte Mengen aus &, so gehdrt auch
A=A
i=1

zu €, und es gilt
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Beweis. Es ist nur die letzte Gleichung zu zeigen. Da die Mengen A; zu €&
gehoren, besitzen sie Darstellungen der Form

j=1

Folglich ist
A=JRy;.
i,

Da die Mengen Ay, ..., A, paarweise disjunkt sind, ist dies eine disjunkte Ver-
einigung achsenparalleler Rechtecke (d.h. R;; N Ry ;r = 0 fur (i,7) # (i, 7).
Deshalb erhalten wir

m(A) = Zm(Rij):Z Zm(Rij)
:jmeJ

Unser Ziel ist es, das Mafl m auf eine ,,grofle” Klasse nichtelementarer Men-
gen fortzusetzen. Hierzu ist die Erkenntnis fundamental, dafl die Additivitdt von
m (Behauptung 2.8 b)) nicht nur fiir endlich viele, sondern auch fiir abzéhlbar
unendlich viele Mengen gilt.

Theorem 2.9. Gegeben seien abzihlbar viele paarweise disjunkte elementare

Mengen A,,. Ist
A=A,

elementar, so gilt
m(A) =Y m(A,). (2.1)

Bemerkung 2.10.

1. Mit ,abzdhlbar“ ist im folgenden stets ,,endlich® oder ,,abzéhlbar unend-
lich“ gemeint. Eine endliche Folge Aq, ..., A, von Mengen kénnen wir
als unendliche Folge ansehen, indem wir abz&hlbar unendlich oft die leere
Menge anhéngen:

Ar, oo Any 0,0,0, ...

2. Die Eigenschaft (2.1) der MaBzahl m heifit o- Additivitit (oder auch abzihl-
bare Volladditivitét).
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Beweis des Theorems. Wir betrachten 0.B.d.A. abzihlbar unendlich viele dis-
junkte Mengen Aq, As, .... Nach Behauptung 2.4 ist

N
By :=A\ ] 4,

n=1

elementar, d.h.
N
A= (U An> U By
n=1

ist eine endliche Vereinigung paarweise disjunkter elementarer Mengen (N =
1,2,...). Unter Benutzung der endlichen Additivitdt von 7 (Behauptung 2.8)
erhalten wir deshalb

m(A) = n) +1m(By)

>

n

N
> (A
n=1
N
> (A
n=1
Durch Grenziibergang N — oo folgt hieraus
m(A) > > im(Ay).
n=1

Die entgegengesetzte Ungleichung ist tieferliegend. Wir beweisen die folgende
etwas allgemeinere Aussage.

Lemma 2.11. (Subadditivitit)

Gegeben seien elementare Mengen A, Ay, Aa, ... mit
o
Ac A,
n=1
Dann gilt

Beweis. Sei € > 0 beliebig vorgegeben.
1° Es existiert eine kompakte (d.h. abgeschlossene und beschriinkte) elemen-
tare Menge K C A mit

(K) > 1m(A) — g
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Tatséchlich, da A elementar ist, existieren paarweise disjunkte achsenparallele
Rechtecke Py, ..., P, mit

A:gPi. P

————————————————

Wir finden zu jedem dieser Rechtecke P; ein
abgeschlossenes Rechteck @Q; mit (); C P; und

(Q;) > m(P;) — 2% (i=1,...,7).

________________

Die elementare Menge

ist abgeschlossen und beschriankt und in A enthalten. Auflerdem gilt
) r A r ) c A c
m(K) =S m@Q) =Y [m(Pz-) _ 5] = m(4) - <.
i=1 i=1

20 Zu beliebigem § > 0 und jeder elementaren Menge B findet man eine
offene elementare Menge G O B mit

Hierzu sei

eine Darstellung von B als disjunkte Vereinigung achsenparalleler Rechtecke.
Zu jedem P; findet man ein offenes achsenparalleles Rechteck @Q; O P; mit

Die Menge

ist eine offene elementare Obermenge von B. Man zeigt leicht, dafl aus der
endlichen Additivitéit von v die endliche Subadditivitit folgt ( Ubungsaufgabe).
Unter Verwendung dieser Eigenschaft erhélt man

P(@) < Y m@) <Y (m(a) ¥ é) — (B) + 5.
=1 =1
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3% Da die Mengen A,, elementar sind, findet man wegen 2° offene elementare
Mengen G, O A, mit

(Gr) < h(An) + =

4% Die Mengen G,, bilden eine offene Uberdeckung der kompakten Menge
K:

e (o
n=1

Nach dem Satz von Heine-Borel kann man hieraus eine endliche Uberdeckung

auswahlen:
KCG, U---UG,,.

59 Unter Verwendung der vorangegangenen Beweisschritte und der endlichen
Subadditivitit von m erhélt man

M(A) < (K) + 5 S ilGy) + o (G,) +

> R e
< 3 () + 551) + 5
< iM(An)+E.

n=1

Da € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt hieraus die Behauptung. [J
Damit ist auch der Beweis des Theorems 2.9 abgeschlossen.

Bemerkung 2.12. Als entscheidendes Hilfsmittel bei der Herleitung der o-Additi-
vitéit von m wurde die endliche Additivitdt in Verbindung mit topologischen und
metrischen FEigenschaften des Euklidischen Raumes (Kompaktheitsargument,
Satz von Heine-Borel) benutzt.

2.2. AuBeres MaB. Lebesgue-Maf3

Um unendliche Mafizahlen zu vermeiden, werden wir uns zunéchst auf die Be-
trachtung von Teilmengen des Einheitsquadrates E := [0, 1]? beschréinken. Mit
SGp und € bezeichnen wir das System aller Teilmengen A von E, die zu &
bzw. & gehoren.

Definition 2.13. Die Zahl
M (A) = inf{Zm(Rk): | JR: 2 A Ry Ry, ... € 6}
k=1 k

heiflt dufSeres Mafl der Menge A C F.
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Bemerkung 2.14.

1. Der Fall endlich vieler Rechtecke ist in die Infimumbildung eingeschlossen.
(Man setze Ry = () fiir hinreichend groBes k.)

2. Anstelle von achsenparallelen Rechtecken konnen beliebige elementare
Mengen genommen werden:

:inf{zm(/lk): JAr 2 A A1, 4,,... € e}.
k=1 k

Wir leiten zunéchst einige Eigenschaften des dufleren Mafles her.
Behauptung 2.15. Das dufiere Mafs \* ist eine Fortsetzung von m:
A" (A) =m(A) fiir alle A € €g.
Beweis. Sei A C E eine elementare Menge. Dann besitzt sie die Darstellung
A=|JRi mitRy,...,R, €& und Ry N R, =0 fiir k # 1.
i=1
Hieraus folgt

A) <> m(Ry) = 1h(A).
i=1

Fiir beliebige achsenparallele Rechtecke Ry, R, ... mit
U R.DOA
k=1

folgt andererseits wegen der (nichttrivialen) Subadditivitét von 7 (Lemma 2.11)

im (Ry) > m(A).
k=1

Deshalb gilt
A (A) > m(A).

O

Lemma 2.16. (Subadditivitit des duferen Mafes)
Ist (Ay,) eine beliebige Folge von Teilmengen von E und A C J,, An, so gilt

A) <> A (A

Insbesondere ist \* monoton, d.h. aus A C B C E folgt \*(A) < \*(B).
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Beweis.
19 Sei ¢ > 0 beliebig fixiert. Zu A,, findet man abzihlbar viele Rechtecke
R, € G mit

N €
Ay CYRue und Y m(Ruk) < A (Ay) + TR
k k

Hieraus folgt

n,k

und

(A < > mBw) =) (Z m(Rnk)>
n,k
> (XA +5;)

< Z)\*(An) +e.

IA

29 Sei A C B C E. Wihlen wir im ersten Teil der Behauptung A; := B und
A, := 0 fiir n > 2, so erhalten wir

N (4) < 3TN (4,) = M (B),

da A*(0) =0ist. O

Definition 2.17. Eine Menge A C E heifit Lebesgue-mef$bar, falls zu beliebigem
€ > 0 eine elementare Menge B C FE existiert mit

N(AAB) <e.

(D.h., A 148t sich im Sinne des &ufleren Mafes beliebig genau durch elementare
Mengen approximieren.)

Mit A bezeichnen wir das System der Lebesgue-mef3baren Teilmengen von
E. Die Einschriankung A des &ufleren Mafles A\* auf Ag heifit Lebesgue-Mafs.

Bemerkung 2.18.
1. Elementare Mengen sind Lebesgue-mefibar, d.h. ¢p C Ag.

2. Die Einschrankung von A auf &g stimmt mit /2 iiberein (vgl. Behaup-
tung 2.15).
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Die beiden folgenden Theoreme beinhalten die Hauptaussagen dieses Ab-
schnitts.

Theorem 2.19. (Struktur des Mengensystems Ug )

Die abzihlbare Vereinigung, der abzihlbare Durchschnitt, die Differenz und die
symmetrische Differenz Lebesgue-mefSbarer Teilmengen von E sind Lebesgue-
mefbar. Mit anderen Worten, das Mengensystem A g ist abgeschlossen beziiglich
der Ausfiihrung endlicher und abzihlbarer Mengenoperationen.

Theorem 2.20. (o-Additivitit des Lebesque-Majes \)
Ist (A,) eine Folge paarweise disjunkter Lebesgue-mefibarer Mengen und

A=]4, (e%p),

so gilt

AA) =) AMAy).

Der Beweis der Theoreme 2.19 und 2.20 wird in mehrere Teilschritte zerlegt.

Lemma 2.21. (Abgeschlossenheit von UAg beziglich endlicher Mengenoperatio-
nen)
a)AGQlEiE\AGQ[E;

b) Ay, ..., A, €Ug = U, Ai € Ap;
¢) Ar,..., A, €UAg = i, Ai € Up;
d) A,Be Uy = A\ B € Up;
e) A, BeAgp=AABec2g.

Beweis. a) Dies folgt aus
(ENA)A(E\B)=AAB

und der Definition der Lebesgue-Mefibarkeit.
b) Sei 0.B.d.A. n = 2. Ay, As seien Lebesgue-meibare Mengen und ¢ > 0
sei beliebig vorgegeben. Dann existieren elementare Mengen By, By mit

)\*(Al A Bl) < und )\*(AQ AN BQ) <

DO ™
DO ™

Nun gilt
(A1 UAs) A (B1UBs) C (A1 A By)U(Ay A Bs),

wobei By U By ebenfalls elementar ist. Hieraus folgt aufgrund der Subadditivitét
von \* (Lemma 2.16)

A* ((Al U Ag) AN (B1 U Bg)) < /\*(Al A Bl) + /\*(AQ A BQ) <eE.
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c) Wegen

n

ﬂ L:JE\A

1=

folgt die Behauptung aus a) und b).
d) Man benutzt
A\B=AnN(E\ B).

e) die Behauptung folgt mit b) und d) aus
ANB=(A\B)U(B\A).
U

Lemma 2.22. (Endliche Additivitit von \)
Gegeben seien Mengen A1, ..., A, € UAg mit A, N A, =0 fir k #1 und

Dann st

Die Idee des Beweises besteht darin, die mefbaren Mengen A; durch elemen-
tare Mengen B; zu approximieren und die endliche Additivitit von m auszu-
nutzen. Hierzu mufl

[A(A:) — m(Bi)| = [A"(Ai) — A(By)]
geeignet abgeschétzt werden.
Behauptung 2.23. Fir beliebige A, B C E gilt
[A"(A) = A"(B)| < A*(AA B).

Beweis. Aus
AC(AAB)UB

folgt mit der Subadditivitat von \*
A (A) < X*(AA B)+ X' (B),

d.h.
A (A) — \*(B) < M (A A B).

Analog zeigt man
A (B) — A*(A) < \*(A A B).

O
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Beweis von Lemma 2.22. O.B.d.A. sei n = 2.
1° Gegeben seien Mengen A;, Ay € A mit A; N Ay = (. Dann gehort auch
A:= Ay U Ay zu Ag. Zu zeigen ist

AMA) = A(A7) + A(Az).
Wegen der Subadditivitat von \* gilt
AMA) < A(A7) + M(Ag).
Somit bleibt nur die Ungleichung
AMA) > MA7) + MAg) (2.2)

zu beweisen.
20 Wir approximieren A; und Ay durch elementare Mengen: Zu ¢ > 0 finden
wir elementare Mengen By und By mit

A* (Al JAN Bl) <e€ und )\*(AQ JAN B2) <eE. (23)
Mit der Behauptung 2.23 folgt hieraus
IA(A1) —m(B1)| < e und IA(A2) —m(B2)| < e. (2.4)

Die Mengen B; und Bs sind i.a. nicht disjunkt. Um zu sehen, wie ,,gro3“ B; N By
ist, benutzen wir die Inklusion

Bl N B2 Q (Al YA Bl) U (Ag YA BQ),

die wegen A; N Ay = () gilt. Hieraus folgt wegen der Subadditivitit von A\* und
(2.3):

ﬁl(Bl N BQ) < 2e. (25)
Die Menge B := By U Bs ist ebenfalls elementar, und es gilt
AN BC (A ABy)U(Ay A By).
Unter Ausnutzung der Subadditivitéit und (2.3) folgt hieraus
A (A A B) < 2e,
und mit der Behauptung 2.23
IA(A) —m(B)| < 2e. (2.6)
Wenden wir nun nacheinander (2.6), die Additivitéit von 7, (2.5) und (2.4)
an, so erhalten wir
AMA) > m(B)—2e=m(B1)+m(B) —m(B; N Bsy) — 2
> m(Bl) + m(B2> —4e
> )\(Al) + )\(Ag) — be.

Da e > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, fiihrt dies zur Behauptung (2.2).
O
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Folgerung 2.24. A\(E'\ A) =1 — A\(A) fir alle A € Ag.

Wir iibertragen nun die Aussagen der Lemmata 2.21 und 2.22 auf abzéhlbar
unendlich viele Mengen.

Lemma 2.25. Die abzdihlbare Vereinigung und der abzdhlbare Durchschnitt
Lebesgue-mefibarer Mengen sind Lebesque-mefibar.

Beweis.
19 Vereinigung: (A,,) sei eine Folge mefibarer Mengen,

A= @1 A,

und € > 0 sei beliebig gew&ahlt. Wir bemerken zunéchst, dafl sich A als disjunkte
Vereinigung mefibarer Mengen A/ darstellen 1if3t:

A= D AL
n=1
mit

n—1
A=Ay, A=A\ A (n>2).
=1

Fiir eine natiirliche Zahl N betrachten wir die Zerlegung
N 00
A=J4auv | 4.
n=1 n=N+1

Da nach Lemma 2.21 b) die Vereinigung der ersten N Mengen A,, mefibar ist,
existiert eine elementare Menge By mit

A ((QA;> ABN> < %

AABy C <(GA§L> ABN> U G AL

n=1 n=N+1

Auflerdem ist

Unter Verwendung der Subadditivitét des &uBeren Mafles (Lemma 2.16) erhalten
wir deshalb

N o)
M (A A By) <\ ((U A%) ABN) + > A4

n=N+41
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Der erste Summand auf der rechten Seite ist kleiner als €/2, unabhéngig von N.
Um die Lebesgue-Mef3barkeit der Menge A zu zeigen, bleibt deshalb nur nach-
zuweisen, dafl der Rest auf der rechten Seite fiir hinreichend grofles N ebenfalls
kleiner als €/2 ist. Hierzu ist

DA (4]) < o0
n=1
hinreichend. Wegen der endlichen Additivitét von A (Lemma 2.22) gilt aber fiir

beliebiges N
N N N
St =Yy (U ) <1
n=1

n=1 n=1

20 Durchschnitt: Die Behauptung folgt aus
A =E\|JE\ 4,)

und der bereits bewiesenen Tatsache, dafl Komplementbildung und abzahlba-
re Vereinigungen nicht aus der Klasse der Lebesgue-meflbaren Mengen her-
ausfithren. [J

Lemma 2.26. Die Mengenfunktion X\ ist o-additiv.

Beweis. (A;,) sei eine Folge paarweise disjunkter mefbarer Mengen,

A= @1 A,,.

Nach dem vorangegangenen Lemma ist A ebenfalls meibar. Zu zeigen ist

Die Subadditivitdt von A* (Lemma 2.16) liefert sofort
AA) < 3 A(A).

Wegen der endlichen Additivitdt von A (Lemma 2.22) und der Monotonie von
A* ist fiir jedes N

An> < \(A)

und folglich
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Damit ist der Beweis der Theoreme 2.19 und 2.20 vollsténdig.

Bemerkung 2.27. Beim Beweis der Theoreme 2.19 und 2.20 wurde nur die endli-
che Additivitat, aber nicht die o-Additivitdt von m benutzt. Die o-Additivitét
von m (genauer: die Subadditivitit, Lemma 2.11) ist jedoch fundamental fiir
den Beweis der Behauptung 2.15, da} A eine Fortsetzung von m ist.

Zum Schluf} fithren wir noch folgende Darstellung des dufleren Mafles an.
Behauptung 2.28. \*(A) =inf{\(["): I' D A, I" € A} fir alle AC E.

Beweis. Ist T' Lebesgue-mefibar und I' O A, so folgt wegen der Monotonie des
auBleren Mafles \*(I') > A*(A). Deshalb ist

inf{\(I"): T 2 A T eAr} > A" (4).
Andererseits gilt wegen der Subadditivitét

A(A) = inf{ 3 m(R,): UR” DA, RnEG}

n=1 n

> inf{A (URH> | JRn 2 4, Rnee}.

n n

Da hierbei | J,, R,, eine Lebesgue-mefbare Obermenge von A ist, gilt erst recht
A(A) >inf{\T): T DA T eAp}.
O

2.3. Das Lebesgue-Maf} im R?

Die im vorangegangenen Abschnitt fiir Teilmen-

gen des Einheitsquadrates E = [0,1]* durch- !

gefithrten Uberlegungen lassen sich sinngeméf Ex
auf beliebige achsenparallele Quadrate iiber- 417

tragen. Wir fithren die folgenden Bezeichnungen 1L .

ein: L -
Ey = [k, k+1] x [I,1 4+ 1], ko k+l

BY =k k4 1) x [LI+1), (k1) € 22
Ax; System aller Lebesgue-mefibaren Teilmengen von Ey;
/\kli Q[kl — [0, 1] Lebesgue—Maﬁ in Ekl'

R* = | B = EN,
kol kol

wobei die letzte Vereinigung disjunkt ist.

Es gilt
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Definition 2.29. Eine Menge A C R? heifit Lebesgue-mefbar, wenn

ANEy € Ay fir alle k,1 (2.7)
gilt, was gleichbedeutend ist mit

ANEY, €Uy fiir alle k, 1. (2.8)

2 bezeichne das System aller Lebesgue-mefbaren Teilmengen des R2. Fiir be-
liebiges A € U definiert man

)\(A) = Z )\kl (A N Ekl) = Z )\kl (A N El(c)l)
k1l k,l

Die so definierte Mengenfunktion A: 2 — [0,00] heiit (zweidimensionales)
Lebesgue-Mays.

Um sich von der Aquivalenz von (2.7) und (2.8) zu iiberzeugen, benutze
man, daf jede Teilmenge einer Menge vom Lebesgue-Mafl Null Lebesgue-mefibar

ist (Ubungsaufgabe). AnschlieBend wende man diese Aussage auf die Mengen
(A N Ekl) \ (A N Eg» g Ekl \Egl an.

Die Theoreme 2.19 und 2.20 lassen sich miihelos auf die hier betrachtete
Situation iibertragen.

Theorem 2.30. Die leere Menge und der ganze Raum R? gehiéren zu A. Das
Mengensystem 2L ist abgeschlossen beziiglich der Bildung abzdhlbarer Vereinigun-
gen und Durchschnitte und beziiglich der Bildung der Differenz und der symme-
trischen Differenz zweier Mengen.

Beweis. Wir betrachten nur die Vereinigung. Sei (A,,) eine Mengenfolge aus 2
und A :=J;~_; A,. Dann gehort

ANE = (4, N Ey)

n=1

zu Ay, fiir alle k£ und I, d.h. A gehort zu A. O

Theorem 2.31. Das zweidimensionale Lebesque-Maf$ A ist o-additiv, d.h. fiir
eine beliebige Folge (A,) paarweise disjunkter Mengen aus A und A :=J,_, An
gilt

A(A) =D A(An).
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Beweis. Unter Ausnutzung der Definition von A und der o-Additivitdt von Ay
((k,1) € Z?) erhalten wir

AA) = D A(ANEY) =D (U(An N Egl)>
) k,l

n

kol
= ZZ)"”(A” NEY) = ZZ)\kl(An nEY)
k1

n n  k,l
= > Ay

0

Zum Schlufl wollen wir der Frage nachgehen, wie , grof3“ das System 2 der
Lebesgue-mefibaren Mengen ist.

Theorem 2.32. Alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen des R? sind
Lebesgue-mejSbar.

Beweis. Sei G C R? offen. Dann existieren abzihlbar viele offene achsenparallele

Quadrate R, mit
G=|JR.
n=1

(Hierzu kann man 0.B.d.A. G # R? voraussetzen und jedem rationalen Punkt ¢
aus G das grofite offene Quadrat mit Mittelpunkt ¢ zuordnen, das in G enthalten
ist.) Da achsenparallele Quadrate zu 20 gehéren und 2 beziiglich der Bildung
abzéhlbarer Vereinigungen abgeschlossen ist (Theorem 2.30), gehort G ebenfalls
zu 2A. Abgeschlossene Mengen sind Komplemente offener Mengen und 2 ist
beziiglich der Komplementbildung abgeschlossen (Theorem 2.30). Also liegen
auch alle abgeschlossenen Mengen in 2. [

Bemerkung 2.33. Alle Mengen, die durch wiederholte Anwendung abzéhlba-
rer Mengenoperationen aus offenen und abgeschlossenen Mengen gebildet wer-
den konnen, sind also Lebesgue-mefibar. Wir merken ohne Beweis an, dafl es
Lebesgue-meflbare Mengen gibt, die nicht auf diese Weise gewonnen werden
kénnen.

Zum Schlufl dieses Kapitels wollen wir zeigen, dal es Teilmengen des R2
gibt, die nicht Lebesgue-mefibar sind. Hierzu benotigen wir das folgende Axiom
aus der Mengenlehre.

Zermelosches Auswahlaziom. Sei M eine Menge paarweise disjunkter nichtleerer
Mengen. Dann existiert eine Menge, die mit jeder Menge aus M genau ein
Element gemeinsam hat (und keine weiteren Elemente enthilt).

Zu wichtigen Fakten aus der Mengenlehre verweisen wir auf den Anhang A
in Cohn [11] und auf Alexandroff [1].
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Wir benétigen noch die folgende fundamentale Eigenschaft des Lebesgue-
Mafes.

Translationsinvarianz des Lebesque-Mafes (Ubungsaufgabe). Ist A C R? eine
Lebesgue-mefibare Menge und z € R?, so ist auch die Menge x+A := {z+a: a €
A} Lebesgue-mefibar, und es gilt

AA) = Mz + A).

Beispiel einer nichtmeflbaren Menge (G. Vitali 1905)

Q? bezeichne die Menge aller Punkte des R? mit rationalen Koordinaten. Durch

r~y & x—yeQ?

13

wird eine Aquivalenzrelation ,~*“ im R? definiert. Seien

[z] = z + Q?

die zugehorigen Aquivalenzklassen. Aufgrund des Zermeloschen Auswahlaxioms
existiert eine Menge A C [0, 1]?, die mit jeder Aquivalenzklasse genau ein Ele-
ment gemeinsam hat. Deshalb ist

R*= | J(¢+4) (2.9)

qeQ?

eine Uberdeckung des R? durch paarweise disjunkte Mengen. Tatséchlich, zu
jedem z € R? existiert ein @ € A mit ¢ ~ a, d.h. v = ¢+ a € ¢ + A fiir ein
g € Q. Somit gilt (2.9). Sei nun (¢1 + A) N (g2 + A) # 0 fiir gewisse ¢1,¢2 € Q.
Dann existieren a1,a2 € A mit ¢; + a1 = g2 + ao, d.h. a; ~ as. Aufgrund der
Definition von A ist dies aber nur fiir a; = as moglich, was wiederum ¢q; = g2
nach sich zieht. Dies beweist, dal die Mengen q + A, q € Q, paarweise disjunkt
sind.

Wir zeigen, dafl die Menge A nicht Lebesque-meflbar ist. Angenommen, A
ist doch Lebesgue-mefibar. Aufgrund der Translationsinvarianz des Lebesgue-
Mafles ist dann ¢ + A Lebesgue-mefibar und

Mg+ A) = A(A)

fiir alle ¢ € R?. Fiir die Menge

c= {J +4

q€Q?n[o0,1]2

erhalten wir deshalb

AC) = D) Mg+ A) = falls
q€Q2n[0,1]2 0, A(A) =0.
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Da C in [0,2]? enthalten ist, gilt A\(C) < oo, so dafl A(4) = 0 sein mufB. Dann
ist aber
AR?) =Y Ag+A4)=0

qeQ?

im Widerspruch zu A\(R?) = oo.

Aus dem obigen Beweis folgt insbesondere, dafl sich das (d-dimensionale)
Lebesgue-Mafl nicht zu einem Mafl auf dem System aller Teilmengen des R¢
unter Beibehaltung der o-Additivitdt und der Translationsinvarianz fortsetzen
1aBt. Die folgenden Aussagen belegen, daf} dies bei Benutzung der iiblichen Axio-
me der Mengenlehre auch ohne die Forderung der Translationsinvarianz nicht
moglich ist. In Dimension d > 3 ist die Situation noch dramatischer.

In der Mengenlehre benutzt man neben dem Auswahlaxiom als weiteres
Axiom die

Kontinuumhypothese Jede Teilmenge des R?, d > 1, ist entweder hochstens
abzihlbar oder bijektiv auf den R¢ abbildbar.

Im weiteren wird die Giiltigkeit beider Axiome vorausgesetzt.

Theorem 2.34. (Ulam 1930) Sei Q) eine idiberabzihlbare Teilmenge des R,
d > 1. Dann existiert keine nichtnegative o-additive Mengenfunktion p auf dem
System aller Teilmengen von Q mit u(Q) < oo und p({x}) =0 fir alle x € Q.

Beweis. Siehe Ubung. O

Theorem 2.35. (Banach-Tarski-Paradozon 1924) Seien U und V nichtleere,
beschrinkte und offene Teilmengen des R, d > 3. Dann existieren ein n € N
und Zerlequngen Uy, ..., Uy und Vy, ..., Vy, von U bzw. V in disjunkte Teilmen-
gen derart, daf$ U; und V; kongruent sind firi=1,...,n.

Einen korrekten Beweis findet man in Stromberg [45], siche auch Wagon [49].
Der Beweis ist zwar elementar, aber lang und nicht konstruktiv. Es wird nur die
Ezistenz einer solchen Zerlegung nachgewiesen. Unter den in Frage kommenden

Mengen U; und V; miissen sich dann natiirlich nicht-Lebesgue-mefibare Mengen
befinden.

Folgerung 2.36. Fiir d > 3 lafit sich das Lebesgue-Maf$ nicht so auf alle Teil-
mengen des R? fortsetzen, daf die Fortsetzung endlich-additiv ist und kongru-
enten Mengen die gleiche Mafzahl zuordnet.

Beweis. Andernfalls wire (unter Verwendung der Notation des Theorems)
AU) =D MU =) Vi) = A(V),
i=1 i=1

d.h. alle nichtleeren beschréinkten und offenen Mengen beséfien das gleiche Maf.
O
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Wir merken zum Schlul noch an, daf§ fiir d = 1,2 endlich-additive Fortset-
zungen existieren. Diese sind allerdings nicht eindeutig.



Kapitel 3

Mafle auf abstrakten
Mengen

In diesem Kapitel soll von den konkreten Eigenschaften des Lebesgue-Mafles
abstrahiert werden, indem die wesentlichen Aussagen iiber die Struktur des
Systems der Lebesgue-mef3baren Mengen und die fundamentalen Eigenschaften
des Lebesgue-Mafles als Ausgangspunkt fiir die Entwicklung einer allgemeinen
Maftheorie genommen werden.

3.1. 0-Algebren und Mafle

Im weiteren bezeichne () eine nichtleere Grundmenge. Fiir eine beliebige Menge
A C Q bezeichne A° := Q\ A das Komplement der Menge A (in §2). Das System
aller Teilmengen von € (einschlieBlich ) und ) heifit Potenzmenge von € und
wird mit P(Q) oder 2% bezeichnet.

Die Struktur des Systems der Lebesgueschen Mengen (vgl. Theorem 2.30)
dient als Grundlage fiir die folgende Definition.

Definition 3.1. Ein System 2 von Teilmengen von §2 heif3t o-Algebra in €2, falls
folgendes gilt:

(i) Qe

(ii) AedA = A° e,
(111) A, Ao, .. €U = U A, e
n=1

Die Elemente von 2 werden 2A-meffbar genannt. Sind 2l und B o-Algebren in (2
und gilt A C B, so heiit A Teil-o-Algebra (oder auch Unter-o-Algebra) von B.
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Beispiel 3.2. (Beispiele fiir o-Algebren)
1. P(Q) ist eine o-Algebra.
2. Die o-Algebra, die nur aus () und € besteht, heifit triviale o-Algebra.

3. Das System aller Lebesgue-mefbaren Teilmengen des R? ist eine o-Algebra
im R? (vgl. Theorem 2.30).

4. A:={A CQ: Aoder A° ist abzdhlbar} ist eine o-Algebra. Hierzu ist im
wesentlichen nur nachzuweisen, dafl 21 beziiglich der Bildung abzihlba-
rer Vereinigungen abgeschlossen ist. Sei deshalb (A,,) eine beliebige Men-
genfolge aus A und A := (J 4,,. Nach Voraussetzung sind entweder alle
Mengen A,, abzihlbar oder es existiert (mindestens) ein ng, fiir das Af,
abzihlbar ist. Im ersten Fall ist A als abzdhlbare Vereinigung abzéhlbarer

Mengen abzdhlbar und damit ein Element von 2. Im zweiten Fall ist A°
abzéahlbar, da

A° =) 45 C A,

gilt, und somit gehort A ebenfalls zu 2.

5. Gegeben seien Mengen Q D Q' # () sowie eine o-Algebra 2l in Q. Dann
wird durch
A ={ANQ: AeA}

eine o-Algebra in Q' definiert. Diese o-Algebra heifit Spur der o-Algebra
20 in '. Man schreibt dies symbolisch in der Form 21" = (N §’. Der Beweis
ist ebenfalls simpel und wird dem Leser iiberlassen.

Das System der Lebesgue-mefibaren Mengen des Euklidischen Raumes be-
sitzt nicht nur die Eigenschaften (i) — (iii) der Definition 3.1, sondern ist abge-
schlossen beziiglich der Anwendung beliebiger endlicher und abzihlbar unendli-
cher Mengenoperationen. Dies gilt fiir jede o-Algebra.

Behauptung 3.3. Fiir eine beliebige o-Algebra A gilt
(1) 0 €

(1)) A1, Ag,...eUA = [ A, e;

n=1

(iii) A, BeA = A\BeA und AN B e
Beweis. Ubungsaufgabe. [
Als néchstes fithren wir den abstrakten Mafibegriff ein.
Definition 3.4. Sei 2 eine o-Algebra in (). Eine Funktion
p: A — [0, 0]
heifit Mafs auf A, falls folgendes gilt:
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(1) p(0) = 0;
(ii) fiir jede Folge (A,) paarweise disjunkter Mengen aus 2 ist

[ (U An> => u(A,)  (o-Additivitit).

(Laut Definition 3.1, (iii) gehort (J A, zu 2, so dafi der Ausdruck auf der linken
Seite wohldefiniert ist.)

Ein Ma8 p heiit endlich (bzw. unendlich), falls p(2) < oo (bzw. p(2) = o)
ist.

Beispiel 3.5. (Beispiele fiir Mafe)

1. Seien Q = R?, A die o-Algebra der Lebesgue-meBbaren Teilmengen des
R? und A das d-dimensionale Lebesgue-Maf. Dann ist A ein unendliches
Maf} auf 2 im Sinne der Definition 3.4.

2. Gegeben seien Q := {1,2,3,...} und eine Folge {p1, p2, ps, ...} nichtnega-
tiver reeller Zahlen. Dann wird durch

p(A) == pr, ACQ, (3.1)
keA

ein MafB p auf () definiert. Tatséchlich, p(0) = 0 folgt daraus, daf§ (in
Einklang mit der iiblichen Konvention) die Summe iiber die leere Menge
gleich Null ist. Ist (A,) eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen von
), so ist

M@An>= S =Y = S uldn)

ke An n kcA, n

Hierbei wurde benutzt, dafl es bei der Summation nichtnegativer Zahlen
nicht auf die Summationsreihenfolge ankommt.

Im Spezialfall p, = 1 ist u(A) gleich der Anzahl der Elemente von A:
p(A) = card (A). Dies ist ein Beispiel fiir ein ZahlmaB. Ein Zihimaf ist
eine Maf3 p auf einer o-Algebra 2, welches nur ganzzahlige Werte (ein-
schliefllich +o00) annimmt. Solche Mafle entstehen, wenn man in  eine
Punktmenge Qg fixiert und p(A) gleich der Anzahl der Punkte aus €
setzt, die in A liegen:

pu(A) = card (AN Qy), Ae

Ist > pr = 1, so wird durch (3.1) ein Wahrscheinlichkeitsmaf definiert.
Ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist ein Maf}, dessen ,,Gesamtmasse®“ gleich 1
ist: u(Q) = 1.
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3. Gegeben seien eine beliebige nichtleere Grundmenge 2, eine o-Algebra 2
in 2 und ein Punkt z € 2. Dann wird durch

5, (A) = 1 firze A, Aea
¢ "o fiirz ¢ A, ’

ein Wahrscheinlichkeitsmafl §, auf 2 definiert. Dieses Maf3 heifit Dirac-
Maf$ im Punkt x.

Um die o-Additivitat von §, nachzuweisen, sei A die Vereinigung abzéhl-
bar vieler paarweise disjunkter Mengen A,, aus 2. Ist §,(A) = 0, so folgt
x ¢ A und damit x ¢ A, d.h. 0,(A,) = 0 fiir alle n. Aus §,(A) =1 folgt
x € A und hieraus unter Beriicksichtigung der Disjunktheit der Mengen
Ay, daB z € A, fir ein ng und = ¢ A, fir alle n # no gilt. Mit ande-
ren Worten, d,(4,,) = 1 und §,(A4,) = 0 fiir n # ng. In beiden Féllen
erhalten wir somit

0 (A) =) 6.(An).

4. Ist p ein Mafl auf 2 und 2" die Spur von 2 in Q' € %A, so wird durch
W(A) == p(A) fir A € A (C A) ein MaB g/ auf A definiert, die Ein-
schrinkung des MaBles p auf .

Definition 3.6. Ist ) eine nichtleere Grundmenge und 2 eine o-Algebra von
Teilmengen von (2, so nennt man das Paar (2,21) einen mefbaren Raum (oder
kurz Mefiraum). Ist zusétzlich ein Mafl p auf 2 gegeben, so heifit das Tripel
(Q,2, p) ein Mafsraum. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Mafraum (€, 2, p)
mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl p, d.h. mit p(Q2) = 1.

Theorem 3.7. (Stetigkeit von MajfSen beziiglich monotoner Mengenfolgen)
Gegeben seien ein Mafraum (2,2, p) und eine Folge (A,) von Mengen aus 2.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Aus A, T A (d.h. Ay C Ay C A3 C ... und |J A, = A) folgt
n=1

p(An) T p(A).

b) Aus Ay, | A (d.h. Ay D Ao D A3 D ... und [ Ap = A) und p(A,,) < oo

n=1

fiir ein ng folgt
f(An) | p(A).

Beweis. a) Um die Behauptung auf die o-Additivitit des MaBles p zuriick-
zufiithren, betrachten wir die paarweise disjunkten 2(-mefibaren Mengen

A=A und A=A, \A,_1 (n>2).



3.2. Erzeuger von o-Algebren. Dynkin-Systeme 37

Es gilt
An=J A, wmd A=]4;.
k=1 k=1

Die o-Additivitat des MaBles p liefert nun die gewiinschte Behauptung;:
p(An) =D p(Ay) 1> p(Ay) = u(A).
k=1 k=1

b) Diese Aussage wird durch Komplementbildung beziiglich A,,, auf a) zu-
riickgefithrt: Aus A, | A folgt (A, \ 4n) T (4Apn, \ 4) und somit

W(Any \ An) T (Ap, \ A) fiir n T oo. (3.2)
Da p(Ay,) < oo ist und 4,, C A, fir n > ng gilt, ist

,UJ(ATLO \An) = M(Ano) - “(ATL)? n Z no,

und entsprechend
Ay \ A) = 1(Any) — 1(A).

Setzt man dies in (3.2) ein, so erhilt man schliellich

p(An) | p(A).
0

Beispiel 3.8. (Gegenbeispiel zu b))
Das folgende Beispiel zeigt, dafl in der Behauptung b) des Stetigkeitssatzes die
Voraussetzung p(A,,) < oo nicht weggelassen werden kann. Sei p das Zahlmaf

auf P({1,2,...}), u(A) = card (A4), und
Ay ={n,n+1,n+2,...} (n>1).

Einerseits gilt A,, | 0, aber andererseits ist (A, ) = oo und p(f) = 0.

3.2. Erzeuger von o-Algebren. Dynkin-Systeme

In vielen Féllen bereitet es Schwierigkeiten, die Mengen einer o-Algebra kon-
struktiv zu beschreiben. Insbesondere existieren , exotische“ Lebesgue-mef3bare
Mengen wie z.B. die Cantorsche Menge. Auflerdem kennt man nur wenige Bei-
spiele nicht Lebesgue-mefibarer Mengen, die alle das (nicht konstruktive) Aus-
wahlaxiom der Mengenlehre heranziehen (siehe Abschnitt 2.3).

Oftmals steht man vor der Aufgabe nachzuweisen, daf} eine bestimmte Ei-
genschaft fiir alle Mengen einer vorgegebenen o-Algebra erfiillt ist. In diesem
Zusammenhang ist es wiinschenswert Aussagen bereitzustellen, die es gestatten,
diese Aufgabe auf die Uberpriifung der betrachteten Eigenschaft fiir ,wenige,
tiberschaubare“ Mengen zuriickzufiihren.

Dies ist eines der Motive fiir die Einfiihrung des Begriffs des Erzeugers einer
o-Algebra (siehe unten). Wir beginnen mit dem folgenden Theorem.
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Theorem 3.9. Der Durchschnitt einer beliebigen nichtleeren Familie von o-
Algebren in § ist eine o-Algebra in Q.

Beweis. Gegeben sei eine Familie {2;;7 € I'} von o-Algebren in  indiziert mit
einer beliebigen (nicht notwendigerweise abzidhlbaren) nichtleeren Menge I. Es

ist zu zeigen, daf
A=W

il
ebenfalls eine o-Algebra in (2 ist. Ist (A, ) eine Folge von Mengen aus 2, so
gehoren die Mengen A,, auch zu 2; (i € I). Da jedes Mengensystem 2l; eine
o-Algebra ist, folgt hieraus

UAntei (i e )

und damit

JA4, e

Das Mengensystem 2l ist also abgeschlossen beziiglich der Bildung abzéhlba-
rer Vereinigungen. Analog zeigt man, dafl 2 zu 2 gehort und A beziiglich der
Komplementbildung abgeschlossen ist. [

Bemerkung 3.10. Die Vereinigung zweier o-Algebren in € ist im allgemeinen
keine o-Algebra (Ubungsaufgabe).

Als Konsequenz aus dem Theorem 3.9 ergibt sich die Existenz einer , klein-
sten o-Algebra, die ein vorgegebenes Mengensystem umfafit:

Folgerung 3.11. Sei & ein beliebiges System wvon Teilmengen von ). Dann
ezistiert genau eine o-Algebra 2 in ) mit folgenden FEigenschaften:

(i) A2 E;
(ii) fir jede o-Algebra B in Q mit B O &€ gilt B D A.
Die o-Algebra A ist der Durchschnitt aller € umfassenden o-Algebren.

Beweis. 1° (Existenz). Sei 2 der Durchschnitt aller € umfassenden o-Algebren.
Da PB(N) eine € umfassende o-Algebra ist, ist A gemé Theorem 3.9 als Durch-
schnitt einer nichtleeren Familie von o-Algebren eine o-Algebra. Da alle o-
Algebren, iiber die dieser Durchschnitt gebildet wird, € umfassen, mufl auch 2
das Mengensystem € umfassen, d.h. es gilt (i). Die Behauptung (ii) ist ebenfalls
offensichtlich, da jede o-Algebra B O € ein Element der Durchschnittsbildung
ist.

20 (PBinzigkeit). Seien 2; und 2y zwei o-Algebren mit den Eigenschaften (i)
und (ii). Die Aussagen (i) und (ii) sind deshalb fiir 2 = 2; und B = 2, erfiillt,
woraus wegen (ii) 22 D 20y folgt. Entsprechend zeigt man 20; O 5. Also ist
A =As. O
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Definition 3.12. Die o-Algebra 2 in der Folgerung 3.11 heifit die vom Mengen-
system € erzeugte o-Algebra und wird mit o(€&) bezeichnet. € wird Erzeuger
dieser o-Algebra genannt.

Beispiel 3.13.

1. © bezeichne eine beliebige nichtleere Menge und € sei das System aller
einpunktigen Teilmengen von 2:

¢ ={{z}:2€Q}.
Dann ist
(&) ={A C Q: A oder A° abzihlbar} . (3.3)

Insbesondere ist o(€) = P(2) genau dann, wenn 2 abzéhlbar ist.

Zum Nachweis von (3.3) bezeichne 2 das Mengensystem auf der rechten
Seite. Wir wissen bereits, dafl 2 eine € umfassende o-Algebra ist, 2 O &
(Beispiel 3.2, 4.). Sei nun B eine beliebige € umfassende o-Algebra. Dann
muf} B alle abzidhlbaren Vereinigungen einpunktiger Mengen, d.h. alle
abzéhlbaren Mengen, enthalten. Da 8 abgeschlossen beziiglich der Kom-
plementbildung ist, enthélt 8 damit auch alle Komplemente abzéhlbarer
Mengen. Also ist B D 2. Damit ist (3.3) bewiesen.

2. Seien 2 = R? und O das System aller offenen Teilmengen des R?. Die
von O erzeugte o-Algebra o(O) heifit o-Algebra der Borelschen Teilmen-
gen des R? (Borel-o-Algebra, Borelalgebra) und wird mit 9B (R%) oder 9849
bezeichnet. Die Elemente aus B¢ heifien Borelmengen.

Da nach Theorem 2.32 alle offenen Mengen Lebesgue-meflbar sind, gilt
2A O O, wobei AU die o-Algebra der Lebesgue-Mengen bezeichnet. Deshalb
mufl auch 2 O o(O) sein. Mit anderen Worten, alle Borelmengen sind
Lebesgue-meflbar. Ohne Beweis sei angemerkt, dafl es Lebesgue-mefibare
Mengen gibt, die keine Borelmengen sind. Die Einschrankung des im Ka-
pitel 2 konstruierten Lebesgue-Mafles A auf die o-Algebra B(R%) heifit
Lebesgue-Maf3 auf B(R?) (oder kurz d-dimensionales Lebesque-Maj$) und
wird ebenfalls mit A bezeichnet. Fiir viele Aufgaben ist es vollig ausrei-
chend, diese Einschrinkung des urspriinglichen Lebesgue-Mafles zu be-
trachten.

3. (Ubungsaufgabe). Die o-Algebra B(RY) wird von folgenden Mengensyste-
men erzeugt:
(i) allen abgeschlossenen Teilmengen des RY;
(ii) allen kompakten Teilmengen des RY;
(iii) allen achsenparallelen Quadern.

Die o-Algebra B(R!) wird aufierdem von allen Intervallen der Gestalt
(—o0,al, a € R, erzeugt.
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Es ist oftmals schwierig auf direktem Wege festzustellen, ob ein Mengensy-
stem eine o-Algebra bildet. Ein geeignetes Hilfsmittel hierzu bilden die Dynkin-
Systeme, die 1955, also relativ spét, von E.B. Dynkin eingefiihrt wurden.

Definition 3.14. Ein Mengensystem ® in (2 heifit Dynkin-System, falls
(i) Qe D;
(i) AecD = A°€D;
(iii) (A,) Folge paarweise disjunkter(!) Mengen aus ©® = |JA, € D.
Dynkin-Systeme unterscheiden sich somit von o-Algebren dadurch, dafy die Ab-

geschlossenheit beziiglich abzdhlbarer Vereinigungen nur fiir paarweise disjunkte
Mengen gefordert wird.

Beispiel 3.15.

1. Gegeben seien ein mefibarer Raum (€2,2() und endliche Mafie 1 und v auf
2A mit ©(Q) = v(Q2). Dann ist

M:={AcA: u(ld) =v(A)}
ein Dynkin-System.

2. Seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A eine beliebige Menge
aus 2. Dann bildet das Mengensystem

D :={BecA: P(ANB) = P(A)P(B)}

ein Dynkin-System. (®© ist das System aller ,von A unabhéngigen Ereig-
nisse“.)

3. (Ubungsaufgabe). Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System, aber es existieren
Dynkin-Systeme, die keine o-Algebra bilden.

Um die Frage zu beantworten, welche Dynkin-Systeme eine o-Algebra bilden,
fiihren wir die folgende Sprechweise ein. Ein Mengensystem € heifit N-stabil,
wenn es abgeschlossen beziiglich der Bildung endlicher Durchschnitte ist: A, B €
¢ = ANBec¢

Theorem 3.16. FEin Dynkin-System ist genau dann eine o-Algebra, wenn es
N-stabil ist.

Beweis. ® bezeichne ein beliebiges Dynkin-System. Es ist nur zu zeigen, dafl
die N-Stabilitidt von © die Abgeschlossenheit beziiglich (nicht notwendigerweise
disjunkter) abzéhlbarer Vereinigungen impliziert.
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1A Be®und ADB = A\ BecD:
Es gilt A

A\ B
A\B=ANB®=(A°UB)°, \

wobei A und B disjunkt sind. Damit folgt die
Behauptung 1° aus der Abgeschlossenheit von ®
beziiglich der Komplementbildung und der dis-
junkten Vereinigung zweier Mengen.

20 A, B €® und ® N-stabil = AU B € D:
Dies folgt aus der Darstellung

Sy

AUB=AU[B\ (AN B)), B\ (AN B)

da es sich bei dem Ausdruck auf der rechten Sei-
te um eine disjunkte Vereinigung handelt, wegen A
der N-Stabilitdt AN B € © gilt, und der Beweis-

schritt 1° auflerdem B\ (AN B) € ® impliziert.
ANB

30 Ay, Ay, ... €D und N-stabil = (JA4, € D:
Wir schreiben die Vereinigung der Mengen A,, in der Gestalt

U =Us. = e
mit .
Bn = U Az
i=1
und

Cy:=B; und C,:=B,\B,-1 (n=>2).

Wegen 2V gehort B,, zu D und aufgrund von 1° ist auch C,, € ® (n > 1). Da die
Mengen C,, paarweise disjunkt sind, folgt |JC,, € © und somit die Behauptung

LP%EQ

D

Wie im Falle von o-Algebren zeigt man:

e Der Durchschnitt beliebig vieler Dynkin-Systeme (in §2) ist ein Dynkin-
System (in 2).

e Es existiert (genau) ein kleinstes Dynkin-System, das ein gegebenes Men-
gensystem € umfaflt. Dieses Dynkin-System ist der Durchschnitt aller &
umfassenden Dynkin-Systeme und wird mit d(€) bezeichnet.

Man nennt d(€) das von & erzeugte Dynkin-System, und & heifit Erzeuger
von d(€&).
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Wir formulieren nun das Hauptergebnis iiber Dynkin-Systeme.

Theorem 3.17. (Hauptsatz iber Dynkin-Systeme)
Fiir ein beliebiges N-stabiles Mengensystem & gilt

Beweis. o(€) ist eine € umfassende o-Algebra und somit auch ein € umfassendes
Dynkin-System. Da d(€&) das kleinste & umfassende Dynkin-System ist, erhalten
wir die Inklusion d(€) C o(€&). Angenommen, d(€&) ist N-stabil. Wegen Theorem
3.16 bildet d(€&) dann eine o-Algebra, die auBerdem € umfafit, woraus sich die
umgekehrte Inklusion d(€) D o(€) ergibt. Somit bleibt nur zu zeigen, daf d(¢&)
N-stabil ist. Wir teilen den Beweis in mehrere Schritte auf.

1° Fiir jede Menge D € d(€) ist
Dp:={AeP(Q): AND € d(¢)}

ein Dynkin-System.
Offenbar ist Q € Dp. Ist A € Dp, d.h. AN D € d(€), so ist auch

A°ND = ((AND)uU D) € d(¢),

da AN D und D¢ disjunkte Mengen aus dem Dynkin-System d(€&) sind. Also
gilt A° € ®p. Entsprechend zeigt man, dafl die disjunkte Vereinigung abzéhlbar
vieler Mengen aus ®p wieder zu ®p gehort.

20 D D d(@) fiir beliebiges E € ¢, d.h. DNE € d(&) fiir alle D € d(€) und
alle £ € €&:

Tatséchlich, da & N-stabil ist, gilt D D €¢. Nach 1° ist Dg ein Dynkin-
System. Also gilt D g 2O d(€&).

3% Aus 29 schliefen wir, daf fiir beliebiges D € d(€) die Inklusion Dp D &
gilt (d.h. DN E € d(€) fiir alle E € ¢). Wegen 1Y folgt hieraus Dp D d(€)
fiir D € d(€). Laut Definition von ® p bedeutet dies aber nichts anderes als die
N-Stabilitdt von d(€&), was zu zeigen war. [J

Wir benutzen nun den Hauptsatz iiber Dynkin-Systeme um zu zeigen, dafl
Mafle ,,im wesentlichen“ bereits durch ihre Werte auf N-stabilen Erzeugern der
zugrunde liegenden o-Algebra eindeutig festgelegt sind.

Folgerung 3.18. Es bezeichne (2,2) einen meflbaren Raum und € einen N-
stabilen Erzeuger von A. Weiterhin seien endliche Mafle p und v auf A mit
folgenden FEigenschaften gegeben:

(i) () =v(Q);
(i) p(A) =v(A) fir alle A € €.

Dann folgt p = v.
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Beweis. Wir wissen bereits, daf3
M:={AcA:uld) =v(A)}

ein Dynkin-System ist, das & umfafit: 9t O &. Hieraus folgt 9 O d(¢&). Wegen
Theorem 3.17 ist aber d(€) = o(€) = 2, und wir erhalten 9 DO A. Also ist
w=rv. U

Folgerung 3.19. Gegeben seien ein meffbarer Raum (2,21), ein N-stabiler Er-
zeuger € von A und Mafle p und v auf A mit folgenden FEigenschaften:
(i) Es existiert eine Folge (E,) in € mit E, T Q und pu(E,) < oo fir alle n.
(i) u(A) =v(A) fir alle A € €.
Dann gilt y = v.
Beweis. Durch
pn(A) = uw(ANE,), v,(A):=v(ANE,), Aeci,

werden endliche Mafle p,, und v,, auf 2 definiert, die fiir jedes n die Vorausset-
zungen der Folgerung 3.18 erfiillen. Also ist u,, = v, d.h.

wANE,) =v(ANE,), Aci
Wegen ANE,, T A folgt hieraus mit dem Stetigkeitssatz fiir Mafle (Theorem 3.7)
n(Ad) =v(4), Ae
was zu zeigen war. [

Beispiel 3.20.
1. Es sei u ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R, B'). Die Funktion

Fu(x) ::M((_Oo7x])7 xERl,

heifit Verteilungsfunktion von pu. Aus der Monotonie und der Stetigkeit von
p folgt, dal F,, monoton nichtfallend und rechtsseitig stetig ist. Auflerdem
gilt 0 < F, < 1.

Da € := { —00,x]: T € Rl} ein N-stabiler Erzeuger von B! ist (vgl. Bei-
spiel 3.13, 3.), wird nach Folgerung 3.18 das Wahrscheinlichkeitsmaf} 1
durch seine Verteilungsfunktion F,, vollstdndig beschrieben. Mit anderen
Worten, sind p und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R!,B1), so be-
steht die Implikation

F,=F = p=v.

2. Da das System & der achsenparallelen Quader im R? einen N-stabilen Er-
zeuger der Borelalgebra B¢ bildet (vgl. Beispiel 3.13, 3.), ist das Lebesgue-
MaB A das einzige MaB auf B¢, welches achsenparallelen Quadern ihr Ele-
mentarvolumen zuordnet. Dies ist eine Konsequenz der Folgerung 3.19 mit

E, := [-n,n]%.
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3.3. Fortsetzung von Maflen

Bei der Konstruktion des Lebesgue-Mafles wurde jedem achsenparallelen Qua-
der sein Elementarvolumen zugeordnet. Anschlieend wurde diese o-additive
Mengenfunktion schrittweise zu einem Mafl auf die o-Algebra der Lebesgue-
mefBbaren Mengen fortgesetzt:

achsenparallele Quader elementare Mengen Lebesguesche Mengen
S ¢ dufleres 2
— —
m m Maf3 A* A.

Um diesen Fortsetzungsprozef fiir Mengenfunktionen auf allgemeinere Men-
gensysteme zu iibertragen, abstrahieren wir von den konkreten Systemen &, €
und 2, indem wir die zugrunde liegende Struktur dieser Mengensysteme zum
Ausgangspunkt nehmen. Dies fithrt auf die nachfolgenden Begriffsbildungen.

S, R und A seien Systeme von Teilmengen einer nichtleeren Grundmenge

Q.

Definition 3.21. G heifit Semiring, falls
(i) 0 € &;
(ii) A BeG = ANBecG;

(iii) A,B € G und A O B = es existieren paarweise disjunkte Mengen
Ci,...,C, € G mit

A\B = O C. (3.4)
k=1

Bemerkung 3.22.

1. Das System aller achsenparallelen Quader in [0,1]? (in R?) ist ein Semi-

ring.
2. Gegeben seien Mengen A, Bi,...,B, aus einem Semiring &, wobei
Bq,..., B, paarweise disjunkt und in A enthalten seien. Dann existieren

paarweise disjunkte Mengen C1,...,Cs € © mit
A\Us=Jc¢ (3.5)

Diese Aussage beweist man mit vollstdndiger Induktion beziiglich r. Nach
Definition eines Semirings gilt (3.5) fiir » = 1. Angenommen, (3.5) ist fiir
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ein r > 1 erfiillt. Dann folgt fiir A, By,...,B,41 € 6, By,...,B,41 C A,
B,NBj =10 (i # j) wegen (3.5)

r+1

A\ B = U [C\ (C; N Bytr)].

=1

Fiir jedes j, 1 < j < s, existieren wegen C;N B, € G paarweise disjunkte
Mengen Cj;, € 6, 1 < k < nj, mit

G\ (€5 N Bran) = | O
k=1
Also gilt
r+1 s Ny
avyUs=UUan
i=1 j=1k=1

Da die Mengen Cj;, (1 < j <s, 1 <k < nj) paarweise disjunkt sind, ist
dies die gewiinschte Darstellung (3.5) fiir  + 1 anstelle von r.

3. Wegen A\ B = A\ (ANB) gilt (3.4) auch dann, wenn die Menge B nicht in
A enthalten ist. Aus dem gleichen Grunde braucht man bei der Herleitung
von (3.5) nicht zu fordern, dafl die Mengen By, ..., B, in A enthalten sind.

Definition 3.23. ‘R heifit Ring, falls
(i) 0 € R;
(ii) A, BeR = A\ BeR;

(ili) A, BeR = AUB €A

Bemerkung 3.24.
1. Wegen ANB = A\ (A\ B) ist jeder Ring N-stabil und somit ein Semiring.

2. Man kann auf natiirliche Weise aus jedem Semiring & einen Ring R kon-
struieren, indem man

R = {U A;: Ay, ..., A, € G paarweise disjunkt, n € N}
i=1

setzt. Dies ist der ,kleinste” Ring, der G enthiilt.

Beweis. Gegeben seien paarweise disjunkte Mengen Aq,...,A,, € © und
paarweise disjunkte Mengen By, ..., B, € 6. Wir setzen

m

AI: UAZ, B = OBJ

i=1 j=1
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Es ist zu zeigen, dal A\ B und A U B sich als Vereinigung paarweise
disjunkter Mengen aus & darstellen lassen. Es gilt

m

A\B=J Ai\CJ(AiﬂBj)

1=1

Fiir jedes ¢ gehoren die Mengen A; N B; zu &, sind paarweise disjunkt
und in A; enthalten (j = 1,...,n). Deshalb existieren paarweise disjunkte
Mengen Cj, 1 < k < n;, aus dem Semiring & mit

A\ | JinB)) = U Cik.-
Jj=1 k=1

Also gehort A\ B als Vereinigung der paarweise disjunkten Mengen Cjy,
aus 6 (1 <i<m,1 <k <mn;)zuR Da AUB = (A\ B)U B ist
und nach dem soeben bewiesenen A \ B zu R gehort, ist A\ B disjunkte
Vereinigung von Mengen C1, ..., C, aus &. Hieraus folgt, dal AU B die
disjunkte Vereinigung der Mengen Bi,...,B,,C1,...,C, aus G ist und
damit ebenfalls zu R gehort. O

3. Das System aller elementaren Teilmengen des R? und von [0,1]¢ bilden
jeweils einen Ring.

4. Ein Ring braucht die Grundmenge {2 nicht zu enthalten.

Definition 3.25. 2 heifit Algebra, falls 2 ein Ring mit 2 € A ist.

Definition 3.26. R heifit o-Ring, falls R ein Ring ist und in der Definition 3.23
anstelle von (iii) die Abgeschlossenheit beziiglich abzihlbarer Vereinigungen ge-
fordert wird:

(111/) A1, As,...ER = U A, €A

n=1

Eine o-Algebra ist somit ein o-Ring, der die Grundmenge 2 enthilt.

Die Fortsetzung von Maflen besteht in der folgenden

Aufgabe: Gegeben sei eine Mengenfunktion p: & — [0, 0o] auf einem Semiring
G mit folgenden Eigenschaften:

(i) u(@) =0;
(ii)) A, As,... € G paarweise disjunkt, A:= |J A, € &
n=1
= w(A) = > u(A,) (o-Additivitdt).
n=1

Man setze p zu einem Mafl auf die & umfassende o-Algebra o(&) fort.
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Wir iiberzeugen uns zunéchst davon, daf} eine solche Mengenfunktion mo-
noton und subadditiv ist.

Lemma 3.27. Gegeben sei eine o-additive Mengenfunktion p: & — [0,00] auf
einem Semiring & mit u(0) = 0. Dann gilt:

(i) ABESG und ACB = pu(A) <u(B);
(i) A, A1, Ag,--- €S und AC U, An = u(A) <>, n(An).

Beweis. Zum Beweis von (i) benutzt man die Existenz paarweise disjunkter
Mengen C1,...,C, € G mit

B\A=|]JCi
i=1
Die Additivitdt und Nichtnegativitdt von pu liefert dann
w(B) = p(A) + > p(Ci) > p(A).
i=1
Fiir den Beweis der Behauptung (ii) verwenden wir die Darstellung
U4. =4,
mit den paarweise disjunkten Mengen

A=A, und A=A, \(AjU---UA,_|) fiirn>2.

n—1

Aufgrund der Bemerkung 3.22 erhilt man sukzessive, dafi jede Menge A/ ei-
ne endliche Vereinigung paarweise disjunkter Mengen C,,1,...,Cy;, aus G ist.
Auflerdem gilt

A\ Al = O Do
k=1

mit paarweise disjunkten Mengen D,1,..., Dy, € 6. Die Mengen A N Cy;
gehoren zu G und bilden eine abzéhlbare disjunkte Zerlegung von A. Anderer-
seits bilden fiir jedes n die Mengen Cy1,...,Cpi, , Dni, ..., Dpm,, eine disjunkte
Zerlegung von A,,. Unter Ausnutzung der o-Additivitdt, Monotonie und Nicht-
negativitdt von p folgt deshalb

pA) = > uANCh) <Y D u(Crj) + > (D)
n,j n J k
= Z,UJ(An)-
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Als néchstes geben wir eine axiomatische Definition des dufleren Mafles.

Definition 3.28. Eine Funktion p*: () — [0, 00] heiit duferes Maf auf Q,
falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

(i) (@) =0;
(i) ACBCQ = pu*(A) <u*(B) (Monotonie);
(iii) Ay, A2,...CQ = pu* (U An> <> p*(A4y) (Subadditivitit).

Das Kriterium von Carathéodory fiir die Lebesgue-Mef3barkeit einer Menge
kann man als Ausgangspunkt fiir die pu*-MeBbarkeit nehmen:

Definition 3.29. (Carathéodory)
Sei p* ein duleres Mafl auf €. Eine Menge A C 2 heiflt pu*-mefibar, falls fiir alle
, Testmengen® Z C ()

W(Z) = 1 (Z 0 A) 4+ (210 A°) (3.6)
gilt. Das System aller p*-mefbaren Mengen wird mit A« bezeichnet.

Theorem 3.30. Sei u* ein dufleres Maf$ auf Q2. Dann gilt:
a) A~ ist eine o-Algebra.
b) Die Einschrinkung von p* auf A, ist ein Maf.

Beweis. 1° Wir beweisen zuniichst, da§ das Mengensystem 2l,,« eine Algebra
in Q bildet. Die Menge € ist offensichtlich p*-mefibar, d.h. Q € 2,-. Da die
Carathéodory-Gleichung (3.6) durch Vertauschen von A und A€ in sich iibergeht,
folgt aus A € A~ stets A° € A, Seien Ay, Ay € A,~. Es bleibt zu zeigen, da8
dann auch A; UAj zu A~ gehort. Hierzu sei Z C (2 eine beliebige ,, Testmenge*.
Wegen der p*-Mef3barkeit von A ist

p(Z N (AU Ap))
=u (ZNA)+ p (ZNA7 N As).

Addiert man zu beiden Seiten dieser Gleichung p*(Z N (A1 U A3)¢) und benutzt
man nacheinander die p*-Mef3barkeit von As und Aq, so erhélt man

p(Z N (A1 U Ag)) + p* (Z 1N (A1 U Ag)%)
= (ZNA)+p (ZN AN Ag) + p*(Z N A N AS)
=p*(Z 0 A+ p(Z N A7)
= p*(Z).

Da dies fiir alle ,, Testmengen® Z gilt, ist A; U As eine pu*-meBbare Menge.
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2° Um zu zeigen, dafl A,- eine o-Algebra ist, miissen wir noch die Ab-
geschlossenheit dieses Mengensystems beziiglich abzéhlbar unendlicher Vereini-
gungen nachpriifen. Dabei geniigt es, paarweise disjunkte Mengen zu betrachten.
In der Tat, fiir eine beliebige Folge (A,,) p*-mefbarer Mengen ist

U4. =4,
mit
All = Al,
Die Mengen A/, sind paarweise disjunkt und, da 2, eine Algebra ist, ebenfalls

p*-mefibar. Sei deshalb (A,,) eine Folge paarweise disjunkter p*-mefibarer Men-
gen und Z C  eine beliebige ,, Testmenge®. Durch vollstandige Induktion findet

w*( Z,u (ZNA;)+p” (ZﬂﬂAc> (3.7)

=1

fir n > 1. Fiir n = 1 ist dies die Carathéodory-Gleichung, die wegen der p*-
Meflbarkeit von A; gilt. Fiir den Induktionsschlu3 von n auf n 4+ 1 benutzt
man

n n+1 n
u*(ZmﬂAZ?) = u*(ZﬂmA§>+u*<ZﬂﬂAfﬂAn+1>
=1

=1 =1
n+1
=1

was aus der p*-Mef3barkeit von A,,+1 und der paarweisen Disjunktheit der Men-
gen A; folgt. Wegen der Monotonie des &ufleren Mafles verkleinert sich der letzte
Summand auf der rechten Seite von (3.7), wenn man n durch oo ersetzt. Lafit
man anschliefend in der Summe n gegen Unendlich gehen, so folgt

i (ZNA;) + p* (Zﬂ (QAi>C> : (3.8)

Durch zweimaliges Anwenden der Subadditivitdt von p* 148t sich diese Unglei-
chung wie folgt fortsetzen:

i (Zm[jA,-) e (Zm ([}1) )
> ut(2). ! (3.9)

Also muB in (3.8) und (3.9) iiberall Gleichheit gelten. Insbesondere geniigt
U:2, A; der Carathéodory-Gleichung und ist daher p*-mefbar.
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3° Fir Z = |J,—, A, liefert (3.8) wegen der Giiltigkeit des Gleichheitszei-
chens und p*(0) = 0 schliefilich

(O] =S
n=1 n=1
Dies beweist die o-Additivitdt von p* auf 2A,-. 0

Theorem 3.31. (Fortsetzungssatz)
Sei p: S — [0, 00| eine o-additive Mengenfunktion auf einem Semiring & in §)
und p(0) = 0. Dann lift sich p zu einem Maf auf der o-Algebra o(&) fortsetzen.

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in folgende Teilschritte:

(i) w*(A) = inf{ iu(An): AL As,... €6, JA, D A} . AeB(Q),
ist ein duferes nl\;[aﬁ. '
(ii) Alle Mengen aus & sind p*-mefbar.
(iii) Die Mengenfunktionen p und p* stimmen auf & {iberein.

Das Infimum in (i) wird gleich +oco gesetzt, falls keine Uberdeckung von A mit
Mengen Aq, As,--- € G existiert.

Die Behauptung des Theorems ergibt sich dann wie folgt. Da - eine o-
Algebra ist (Theorem 3.30 a)), impliziert (ii), dal ¢(&) in A~ enthalten ist.
Wegen Behauptung b) von Theorem 3.30 ist die Einschrinkung von p* auf o(&)
eine Maf}, das wegen (iii) eine Fortsetzung von p darstellt.

Wir beginnen nun mit dem Beweis von (i). Wegen (@) = 0 ist auch p*(0) =
0. Die Monotonie von p* ist ebenfalls klar. Zum Beweis der Subadditivitét seien
Ay, Ay, ... beliebige Teilmengen von Q und A := J;—_, A4,,. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit gelte p*(A,,) < oo fiir alle n. Wir fixieren € > 0 beliebig. Auf-
grund der Definition von p* finden wir fiir jedes n eine abzihlbare Uberdeckung
(Ank) von A, mit Mengen aus S, so daf§

Z p(Ank) < p*(An) +e277
k
ist. Da die Doppelfolge (A,x) die Menge A iiberdeckt, erhalten wir
pA) < DS u(Ank)
n k
< D [wA) Fe2] =) pt(An) + e
n=1 n=1

Da € > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann, folgt hieraus die Subadditivitét
von p*.
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Zum Beweis von (ii) seien A € & und Z C Q beliebig gewéhlt. Es ist
p(Z0A)+p (2N A%) <u(2) (3.10)

zu zeigen. Da die entgegengesetzte Ungleichung wegen der Subadditivitdt von
w* gilt, erfiillt A dann die Carathéodory-Gleichung, d.h. A ist p*-meflbar. Zum
Beweis von (3.10) sei (B,,) eine beliebige Folge von Mengen aus & mit | J,, B, 2
Z. (Existiert keine solche Uberdeckung, so ist p*(Z) = +oo und daher (3.10)
auch erfiillt.) Da & ein Semiring ist, finden wir fiir jedes n paarweise disjunkte
Mengen C1,...,Cphpy, € G mit

B,NA®=B,\ (B,NA) Uan

Die Folgen (B, N A) und (C,y) iiberdecken Z N A bezichungsweise Z N A°. Da
die Mengen B, N A und C},; aulerdem zu & gehoren, erhalten wir

W (ZNA)+p (ZNnA% < Z,u(Bn NA)+ ZZR,LL(CM)

= Y B A Y )
n k=1
= ) u(B

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, daf} fiir jedes n die Mengen B,,NA, C,1, .. .,
Crm, zu G gehoren, eine disjunkte Zerlegung von B,, bilden und p additiv ist.
Da hierbei (B,,) eine beliebige abziihlbare Uberdeckung von Z mit Mengen aus &
ist, konnen wir die rechte Seite durch ihr Infimum iiber alle solche Mengenfolgen
ersetzen und erhalten (3.10).

Zum Beweis von (iii) sei A € & beliebig gewiahlt. Da p*(A) < p(A) trivia-
lerweise gilt, bleibt nur p(A) < p*(A) zu zeigen. Aufgrund der Definition des
auBleren Mafles p* ist dies gleichbedeutend mit

A) <> (A

fir alle Folgen (A,) aus & mit A C J,, A,. Dies ist aber die Subadditivitét
von p, die wegen Lemma 3.27 aus der o-Additivitat folgt. Wir merken an, dafl
die o-Additivitdt von g nur an dieser Stelle benutzt wurde. Fiir den Beweis der
Behauptung (ii) geniigte die endliche Additivitat. [

Bemerkung 3.32. Aus dem Beweis ist ersichtlich, dafl man im Theorem 3.31
die o-Additivitdt von p durch die endliche Additivitit und die (abzéhlbare)
Subadditivitéit ersetzen kann.
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Sei (2,2, 1) ein Mafiraum. Das Mafl u heiit o-endlich, falls eine Folge (E,,)
von Mengen aus 2 existiert mit E,, T Q und p(E,) < oo fir alle n. (Mit anderen
Worten, p 148t sich monoton durch die endlichen MaBe u,(A) := (AN E,),
A € 2, approximieren.)

Entsprechend definiert man die o-Endlichkeit einer Mengenfunktion p: & —
[0, 00] auf einem Semiring &: Es existiert eine Folge (E,) von Mengen aus &
mit E, T Q und p(E,) < oo fiir alle n.

Folgerung 3.33. Sei pu: & — [0, 0] eine o-endliche o-additive Mengenfunktion
auf einem Semiring &, () = 0. Dann existiert genau eine Fortsetzung i von
w zu einem Maf auf o(S).

Beweis. Da G ein N-stabiler Erzeuger von ¢(&) ist und p als o-endlich voraus-
gesetzt wird, ergibt sich die Eindeutigkeit aus der Folgerung 3.19. [J

Beispiel 3.34.

Eine reelle Funktion F' heif3t Verteilungsfunk- F(x)
tion, falls i
(i) F nichtfallend und rechtsstetig (oder —
linksstetig) ist; /
(ii) F(x) fiir 2 — oo gegen 1 bzw. 0 kon- / .
vergiert. ;3

Wir wissen bereits folgendes: Ist 1 ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R!, B1!),
so ist

F(x) = p((—o0,z]), r R

eine Verteilungsfunktion. Da die Intervalle (—oo,x], x € R!, einen N-stabilen
Erzeuger der o-Algebra B! bilden, entsprechen verschiedenen Wahrscheinlich-
keitsmaflen auf (R, B1) verschiedene Verteilungsfunktionen (Folgerung 3.18).

Als Anwendung des Fortsetzungssatzes wollen wir beweisen, dafl zu jeder
Verteilungsfunktion F' ein Wahrscheinlichkeitsma$l p auf (R, B1!) gehort, des-
sen Verteilungsfunktion F}, mit F' iibereinstimmt: F}, = F'. Dies zeigt, daf} die
Abbildung @ — F), eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen der Klasse
der Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, B1) und der Klasse der Verteilungsfunk-
tionen herstellt.

Das Mengensystem

S :={(a,b] : —o0 < a < b < o0}

bildet einen Semiring, der die o-Algebra B! erzeugt. Sei F' eine beliebige Ver-
teilungsfunktion. Wir zeigen, da3 durch

i ((a,b]) = F(b) - F(a) (3.11)
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eine g-additive Mengenfunktion p auf & definiert wird. Dann 148t sich p auf-
grund des Fortsetzungssatzes (Theorem 3.31) zu einem Maf i auf B! fortsetzen.
Im Anschluf hieran bleibt dann nur nachzupriifen, dafl fi((—o0,b]) = F(b) fiir
alle b € R und fi(R) = 1 gilt.

Um die o-Additivitdt von p auf & nachzuweisen, sei (a,b] die disjunkte
Vereinigung abzéhlbar vieler halboffener Intervalle (ay,, by,]:

(a,b] = G (an, by (3.12)

Aufgrund der Monotonie von F' erhélt man hieraus fiir jede natiirliche Zahl N
die Abschétzung

woraus fiir N — 0o

> 3 [F(ba) ~ Flay)]

folgt. Zum Beweis der entgegengesetzten Ungleichung benutzen wir (dhnlich wie
bei der Konstruktion des Lebesgue-Mafies) ein Kompaktheitsargument. Hierzu
fixieren wird € > 0 beliebig und wahlen b,, > b,, so, dafl

F(b,) — F(b,) < 2™

gilt. Letzteres ist aufgrund der Rechtsstetigkeit von F' moglich. Aus (3.12) folgt

la+&,0] € (an, bn)

Also bilden die offenen Intervalle (a,, Bn) eine Uberdeckung des kompakten In-
tervalls [a + €, b]. Folglich findet man endlich viele nq,...,n, mit

[a—i—e,b] C (an17bn1) U---u (anmbnr>

(Satz von Heine-Borel). Unter Ausnutzung der Monotonie von F' und Verwen-
dung elementarer Betrachtungen erhilt man hieraus

F(b) = Fla+e) < Y |F(bu) - Flan,)|
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Unter Beriicksichtigung der Rechtsstetigkeit von F' folgt hieraus fiir ¢ — 0:
F(b) = F(a) <Y [F(ba) = F(an)].

Also gilt

d.h.
pn((a,0]) = ((an,bal)-

Somit ist u eine o-additive Mengenfunktion auf dem Semiring & mit p(0)) = 0.
Aufgrund der Folgerung 3.33 besitzt p daher eine Fortsetzung ji zu einem Maf
auf der o-Algebra o(&) = B, Es bleibt zu zeigen, dal ji ein Wahrscheinlich-
keitsmafl mit Verteilungsfunktion F' ist. Dies ergibt sich wie folgt unter Benut-
zung des Stetigkeitssatzes fiir Mafle und der Eigenschaften von F"

Fpla) = i((ooal) = Jim ji((=n,a]) = lim p((=n,)
= Jim [P(a) - F(-n)] = F(z).
ji((=00.00)) = lim pr((=n.n]) = lim [F(n) ~ F(-m)] =1

Bei der Konstruktion des Lebesgue-Mafles wurde eine Menge Lebesgue-
meflbar genannt, wenn sie sich ,;im Sinne des dufleren Mafles“ beliebig genau
durch elementare Mengen (d.h. endliche Vereinigungen paarweise disjunkter
Mengen aus dem Semiring der achsenparallelen Quader) approximieren 1&8t. In
einer Ubungsaufgabe wurde gezeigt, dafl sich die Lebesgue-MeBbarkeit mit dem
MeBbarkeitskriterium von Carathéodory iiberpriifen 148t. Bei der Konstruktion
von Maflen aus allgemeineren o-additiven Mengenfunktionen p auf Semiringen
diente das Carathéodory-Kriterium als Definition der p*-MeBbarkeit (Definiti-
on 3.29). Der folgende Satz zeigt, daf bei o-Endlichkeit beide Herangehenswei-
sen im wesentlichen dquivalent sind.

Theorem 3.35. (Approzimationssatz)

Gegeben seien ein Semiring & und ein Maf$ p auf A := o(6). Die Einschrinkung
von p auf S sei o-endlich. Dann existieren zu jeder Menge A € A mit u(A) < oo
und beliebigem € > 0 paarweise disjunkte Mengen Bq,..., B, € G mit

T
M (A Al Bk> <e.
k=1

Beweis. Wie beim Beweis des Fortsetzungssatzes (Theorem 3.31) konstruiert
man zur Einschrinkung von p auf & ein d&ufleres Mafl ©* und fithrt die o-Algebra

2~ der p*-mefbaren Mengen ein. Nach Konstruktion ist 2,,- 2 2. AuBerdem
ist die Einschrankung von p* auf 2 ein Maf, das auf G mit p zusammenfillt.
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Aufgrund der Einzigkeit der Fortsetzung (o-Endlichkeit, Folgerung 3.33) miissen
p* und p auf A = 0(6) tibereinstimmen.

Seien A € A mit p(A) < oo und € > 0 beliebig fixiert. Dann ist p*(A) =
((A) < oo. Nach Definition von p* existieren daher Mengen Aj, As, ... € G mit

AgUAn

und

p(A) < 37 alAn) < p(A) +2/2 < oo, (3.13)

Unter Ausnutzung der Subadditivitdt von p ergibt sich deshalb

u(AA UAk> gu<UAk\A> +u< U Ak> <e
k=1 k=1 k=n+1
fiir alle hinreichend grofien n. Tatséchlich, aus (3.13) folgt, dal der erste Sum-
mand auf der rechten Seite kleiner als £/2 ist. Aufgrund des Stetigkeitssatzes
fiir MaBe konvergiert der zweite Summand (unter Beriicksichtigung von (3.13))
fiir n — oo gegen 0, ist also kleiner /2 fiir geniigend grofies n.
Bleibt nur nachzuweisen, daf sich J;_, Ay als endliche Vereinigung paar-
weise disjunkter Mengen aus & schreiben 148t. Dies ist leicht einzusehen, indem
man zu den disjunkten Mengen

All = Al;
A, = A\ JA=4\JAinA),  k>2

i<k i<k

iibergeht. Jede dieser Mengen A) lafit sich als endliche Vereinigung paarweise
disjunkter Mengen aus dem Semiring & darstellen (vgl. Bemerkung 3.22, 2.).
O

Da jede Algebra ein beziiglich endlicher Vereinigungen abgeschlossener Semi-
ring ist, erhalten wir aus dem Approximationssatz die nachstehende Folgerung.

Folgerung 3.36. Gegeben seien eine Algebra 2y und ein endliches Maf p auf
der o-Algebra A := o(g). Dann existieren zu jedem A € A und beliebigem
g > 0 eine Menge Ay € Ay mit

WA A Ay) <e.

Literatur zur Fortsetzung von Maflen:

P. Billingsley [7], A.N. Kolmogorov und S.V. Fomin [31].






Kapitel 4

Abbildungen zwischen
meflbaren Raumen

Gegenstand der Mathematik ist nicht in erster Linie die Untersuchung mathe-
matischer Objekte (Strukturen), sondern das Studium von Wechselbeziehun-
gen zwischen denselben. In der Funktionalanalysis betrachtet man nicht Ba-
nachrdume an sich, sondern man interessiert sich fiir mit der Banachraum-
struktur vertrigliche Abbildungen (insbesondere lineare stetige Operatoren und
Funktionale). Entsprechend studiert man in der Topologie nicht nur topologische
RéAume, sondern stetige Abbildungen zwischen solchen Rdumen. Im folgenden
sollen Eigenschaften von Abbildungen zwischen mef3baren Rdumen untersucht
werden, die mit den zugrundeliegenden o-Algebren vertraglich sind. Dies fiihrt
auf den Begriff der mef3baren Abbildung.

4.1. Meflbare Abbildungen

Definition 4.1. Gegeben seien meBbare Réume (£2,2() und (2',2’) und eine
Abbildung
f:Q—Q.

Die Abbildung f heifit (2, 2l")-mefbar, wenn
f7lA) e fiir alle A" € A’

gilt. Mit anderen Worten, f ist mef3bar, wenn das Urbild jeder mefibaren Menge
mefBbar ist. Ist Q' = R, so nennt man f auch mefbare Funktion.

Bemerkung 4.2. Die Struktur mefbarer Rdume dhnelt der topologischer Réaume.
Ein topologischer Raum (F, Q) besteht aus einer nichtleeren Menge E und einem
System O offener Teilmengen. Bekanntlich sind beliebige Vereinigungen und
endliche Durchschnitte offener Mengen wieder offen. Damit besitzt O &hnliche
Eigenschaften wie eine o-Algebra. Eine entsprechende Analogie besteht zwischen
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meBbaren und stetigen Abbildungen: Eine Abbildung f: E — E’ zwischen zwei
topologischen Rdumen (E, O) und (E’, O’) heifit bekanntlich stetig, wenn

fiaH)eo fiir alle G' € O’

gilt.

Da in vielen Fillen die Mengen einer o-Algebra nicht explizit greifbar sind,
kann eine direkte Uberpriifung der in der Definition 4.1 angegebenen Mefbar-
keitseigenschaft auf Schwierigkeiten stoflen. In diesem Zusammenhang erweist
sich das folgende Mef3barkeitskriterium als auflerordentlich hilfreich.

Theorem 4.3. (Mef$barkeitskriterium)

Gegeben seien meflbare Raume (2,A) und (', 2A") sowie ein (nicht notwendi-
gerweise N-stabiler) Erzeuger € der o-Algebra . Fine Abbildung f: Q —
ist genau dann (A, A")-mefbar, wenn

fTYEYed fiir alle E' € & (4.1)
gilt.

Beweis. Es ist nur zu beweisen, dafl (4.1) die Me3barkeit von f impliziert. Hier-
zu zeigt man durch direktes Nachpriifen der Eigenschaften (i) — (iii) aus der
Definition 3.1 einer o-Algebra, dal das Mengensystem

F={AeW: fi(4)ed}
eine o-Algebra in Q' bildet. Wegen (4.1) gilt § O ¢ und damit auch § 2
o(¢)=2A" Alsoist §F =2, d.h. f ist (A, A')-meBbar. O
Beispiel 4.4.

1. Eine mefbare Abbildung zwischen zwei Borel-Riaumen (RP,8B?) und
(R2,989) heifit Borel-mefbar.

2. Stetige Abbildungen f: RP — R? sind Borel-mefibar. Tatsédchlich, das
System O1 der offenen Mengen des R? bildet einen Erzeuger der o-Algebra
B4, Da f stetig ist, ist f~1(G) offen in RP und folglich f~1(G) € B fiir
alle G € O4. Also ist Theorem 4.3 anwendbar.

3. Gegeben seien ein mefibarer Raum (£2,2l) und eine Funktion f: Q — R!.
Die Funktion f ist genau dann (2, B!)-mefbar, wenn eine der folgenden
Aussagen fiir alle t € R gilt:

(i) {f <t} e
(ii) {f <t} e
(iii) {f >t} e
(iv) {f >t} e
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Hierbei steht {f < t} fiir die Menge {w € Q: f(w) < t}. Wir werden im
folgenden 6fters solche abkiirzenden Notationen benutzen. Die Mef3barkeit
von f folgt z.B. mit Theorem 4.3 aus (i), da {f < t} = f~1((—o0,t)) ist
und die Intervalle (—oo, t), t € R, die Borelalgebra B! erzeugen.

4. Komposition mefbarer Abbildungen:
Sind fl . (Ql, 911) — (QQ, 912) und f2 . (QQ, Q[Q) — (Qg, 9[3) mefB3bare Abbil-
dungen, so ist auch die Komposition fyo f1: (21,2) — (3, 23) meBbar.
Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Mefibarkeit.

5. Von Abbildungen erzeugte o-Algebren:

a) Gegeben seien ein mefbarer Raum (£, 2’) und eine Abbildung f: Q —
. Man priift leicht nach, dafl

A= {f1(A): A e}

eine o-Algebra in 2 ist, das ,,Urbild“ der o-Algebra 2’ beziiglich der Ab-
bildung f. Offensichtlich ist 2 die kleinste o-Algebra in (2 mit der Eigen-
schaft, dal f (2, 2')-mefBbar ist. Man bezeichnet diese o-Algebra mit o (f)
und spricht von der von f erzeugten o-Algebra. Wir merken an, dafl die
,Bilder“ von o-Algebren im allgemeinen keine o-Algebren sind.

b) Gegeben seien eine nichtleere Familie mefibarer Raume (€2;,%2;), und
Abbildungen f;: Q2 — €Q;, ¢ € I. Dann ist

o (Udfi))

die kleinste o-Algebra in 2 beziiglich der alle Abbildungen f;, i € I,
mefBbar sind. Diese o-Algebra wird mit o(f;;7 € I) bezeichnet.

Theorem 4.5. Gegeben seien mefbare Riume (Qo,2Ap) und (2;,A;), i € I,
sowie Abbildungen f: Qo — Q und f;: Q@ — Q;, i € I. Die Abbildung f ist
genau dann (Ao, o(fi;i € I))-mefbar, wenn fir jedes i € I die Abbildung f; o f
(Ao, 2A;)-mefsbar ist.

Bewets.
1° Sei f (g, o(fi;4 € I))-meBbar. Wir fixieren i € I und A4; € 2; beliebig
und miissen zeigen, daf (f; o f)71(4;) zu Yy gehort. Es ist aber

(fio /)7M () = f7H(f 1 (AY).

Die Behauptung folgt nun daraus, daB f; ' (A4;) o(fi;i € I)-meBbar ist.
20 Angenommen, f; o f ist (Ao, A;)-meBbar fiir alle i € I. Es ist zu zeigen,
daB f (™o, o(fi;i € I))-meBbar ist. Da

¢:=Jo(fi)

i€l
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ein Erzeuger von o(f;;i € I) ist, geniigt es aufgrund des Theorems 4.3 nachzu-
priifen, da8 fiir jedes E € € die Menge f~1(E) zu 2y gehort. Jede Menge E aus
¢ hat aber die Gestalt £ = fi_l(AZ-) fiir ein ¢ € I und eine Menge A; € ;. Also
ist

FPUE) = 71 (F7H(A) = (fio /)™M (A,
und diese Menge gehort wegen der (g, 2;)-Mefbarkeit von f; o f zu y. O

4.2. Bildmafe

Wir betrachten eine mefibare Abbildung f: (F,€) — (F,§). Die Abbildung
f iiberfiihrt in natiirlicher Weise Mafle auf der o-Algebra € in Mafle auf der
o-Algebra §.

Theorem 4.6. Gegeben seien eine mefbare Abbildung f: (E, &) — (F,§) und
ein Maf v auf dem meflbaren Raum (E, €). Dann wird durch

v(A) = u(f71(4), A€F,

ein Maf$ v auf (F,§) definiert.

Beweis. Wegen der Mefbarkeit von f gehort f~!(A) fiir beliebiges A € § zur
o-Algebra €. Also ist u(f~1(A)) wohldefiniert. Die Nichtnegativitit von v und
v(0) = 0 sind offensichtlich. Um die o-Additivitit von v nachzuweisen, sei (4,,)
eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus §. Dann ist (f~!(4,)) eine Folge
paarweise disjunkter Mengen aus &, und wir erhalten

() =l (2] o)

= Zﬂ(f_l(An)) = ZV(An)~

n

g

Definition 4.7. Das im Theorem 4.6 definierte Mafl v heifit Bild des Mafles p
beziiglich f und wird mit po f~! bezeichnet. Man spricht auch vom ,,induzierten
Maf* und benutzt Schreibweisen wie p(f) oder py.

Da f~Y(A) = {z € E: f(x) € A} = {f € A} ist, kann man das Bildma8
auch in der Form

(o f=1)(A) = u(f € A)

schreiben.
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Beispiel 4.8. (Beispiele fiir Bildmafe)

1. Translationsinvarianz des Lebesque-MafSes:

Fiir einen beliebigen Vektor a € R? bezeichne T, : R — R? die durch
To(x) =z +a, z € RY,

definierte Translationsabbildung. Diese Abbildung ist Borel-mef3bar, da sie
stetig ist. Fiir eine beliebige Menge A € B¢ ist

T A) ={T,c A} ={z:2+ac A} =A—a.
Da das d-dimensionale Lebesgue-Maf3 A\ translationsinvariant ist,

AA = a) = \(A),

(Ubungsaufgabe), gilt
Ao Tt =\

2. Verteilungsgesetze von Zufallsgrofien:

Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, §, P) und eine Zufallsgrofie
¢, d.h. eine mefibare Abbildung

¢: (,3) — (RN, BY).
Dann ist Po (™! ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R!,B!). (Po(~1)(4) =

P(¢ € A) wird als die Wahrscheinlichkeit interpretiert, daf die Zufallsgrofie
¢ Werte in der Borelmenge A annimmt.

4.3. Mef3bare numerische Funktionen
Wir nennen eine Funktion numerisch, wenn sie in die erweiterte Zahlengerade
R:=RU{—00} U{+oo}
abbildet. Mit B bezeichnen wir die o-Algebra der Borelmengen von R:
B:={BCR: BNReB}.

Definition 4.9. Sei (£2, %) ein mefibarer Raum. Eine Abbildung f: Q — R heifit
2A-mef$bare numerische Funktion, wenn sie (2, B)-mefibar ist.
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Bemerkung 4.10.

1. Jede meBbare Funktion f: (©2,2) — (R,®B) kann als mefibare numerische
Funktion angesehen werden.

2. Aussagen fiir mefibare reellwertige Funktionen lassen sich meist sinngemaf
auf mefibare numerische Funktionen iibertragen und umgekehrt. Zum Bei-
spiel ist eine numerische Funktion f: {2 — R genau dann 2-mefibar, wenn

{f<t}ed fiir alle t € R

oder
{f<t}ed fiir alle t € R

gilt.

Im folgenden seien f,g: © — R numerische Funktionen. Das Mazimum und
das Minimum der Funktionen f und g werden mit f V g beziehungsweise f A g
bezeichnet:

(fVgw) = flw)Vyw), (FAg)w):=Fflw)rglw)  (we).

Mit f* und f~ bezeichnen wir den Positivteil beziehungsweise Negativteil
von f:
ffw)=fw)vo, f(w)=~(flw)A0) (weQ).
Es gilt
f=1r=f fl=f+f,

wobei Addition und Subtraktion , punktweise* zu verstehen sind.

Behauptung 4.11. Seien f und g mef$bare numerische Funktionen auf (2,21).
Dann sind auch die folgenden Funktionen mef$bare numerische Funktionen:

a) fVag, fAg [T L
b)a-f (weR), f+g, f—g, f-9g, [/g, falls diese Ausdriicke wohldefiniert
sind.

c) Auferdem sind die folgenden Mengen A-mefibar:
{f<gt, {f<gt. {f=9t. {f#9}

Beweis. Wir verwenden das Meflbarkeitskriterium aus Bemerkung 4.10, 2.
a) Zum Beispiel folgt die Mebarkeit von fV g aus

{fvg<ty={f<tin{g<t}

und der A-Mefibarkeit der Mengen {f < t} und {g < t} fiir alle t € R.
b) Ubungsaufgabe.
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c¢) Da die Menge Q der rationalen Zahlen abz#hlbar ist, folgt die A-Mef3bar-
keit der Menge {f < g} aus

U<gp=UUr<t<a=U{r<anit<g).
teQ teQ
Die MeBbarkeit der iibrigen Mengen ergibt sich aus den Darstellungen
{r#gt = {f<gtu{g<si,

{f=9} {f # g},
{f<gy = {f<gu{f=g}

i

Behauptung 4.12. Gegeben sei eine Folge mefbarer numerischer Funktionen
fo: (2,20 = (R,B), n=1,2,...
a) Dann sind auch die (punktweise definierten) Funktionen

inf f,,, sup fn, liminf f,, limsup f,
n n n—00

n—oo

mejfbare numerische Funktionen.
b) Ezistiert fiir jedes w € Q in R der Grenzwert

fw):= lim f,(w),
so ist auch f eine meflbare numerische Funktion.

Beweis. Zum Beispiel ist fiir jedes t € R
{inffn < t} =UJ{rm <t}

als abzéhlbare Vereinigung der 2-mefbarer Mengen { f,, < t} A-mefibar, woraus
die Meflbarkeit von inf,, f,, folgt.

Rest der Behauptung: Ubungsaufgabe. [






Kapitel 5

Integrationstheorie

5.1. Definition des Lebesgue-Integrals

Im folgenden bezeichne A\ das (eindimensionale) Lebesgue-Mafl. Wir erinnern
zunéichst an die Definition des Riemann-Integrals. Gegeben sei eine (nichtnega-
tive) Funktion f: [0,1] — R.

Man betrachtet eine Zerlegungsfolge f(z)

Sn:0:sén)<s§n)<---<s$):1

ONIy
des Intervalls [0, 1], deren Feinheitsgrad f(&™)

2, — o

|

|

35| := max L

7 | |

gegen Null konvergiert und wahlt Zwi- ; !
schenpunkte 0 o

5l(n) c [Sgn),sgfi)l] )

Sgn)fz‘(n) 55‘?1 1

Dann setzt man
/01 f(z)dz = nlii%o;f (@(n)) <3§i)1 _ Sgn))
= w3 (e)a ([s7s).

falls der (endliche) Limes auf der rechten Seite fiir alle (3,,£™) mit |3, — 0
existiert und unabhéngig von der speziellen Wahl der Zerlegungsfolge (3,,) und

der Zwischenpunkte ffn) ist. In diesem Falle heifit f Riemann-integrierbar.
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Der Begriff des Riemann-Integrals besitzt u.a. folgende Nachteile:
e Stark unstetige Funktionen wie z.B. die Dirichlet-Funktion
1, x rational,
flx) = o
0, x irrational,
sind nicht Riemann-integrierbar.

e Grenziiberginge fithren ,schnell“ aus der Klasse der Riemann-integrier-
baren Funktionen heraus. Dies fithrt u.a. zu Problemen bei der Vertau-
schung von Integration und Summation, so dafl nicht mehr

/Zn:fn(x)dx:zn:/fn(x)dx

gelten muf.

e Man kann ,,im wesentlichen“ nur Funktionen integrieren, die auf Teilmen-
gen des Euklidischen Raumes R, d > 1, definiert sind.

Die entscheidende Idee zur Uberwindung dieser Probleme besteht darin, daf
man anstelle von Zerlegungsfolgen im Urbildraum entsprechende Zerlegungsfol-
gen im Bildraum betrachtet. Dies fiihrt auf den Begriff des Lebesgue-Integrals.

Man betrachtet eine Zerlegungsfolge

f(z)
Bn:oztén)<t§_n)<tgn)<..._>oo A
mit tz(,i)l AN -
(n) _ 4(n) it/ I
[Sal i= sup [t — 1 0 o) ! |
fiir n — oo und Zwischenpunkte o ! o
L,

FAEM )
Dann definiert man

/f(il?) dx = nlLrI;oann)A (f—l ([tgn)7tz(i)1)>> .

Es zeigt sich, dafl dieser Limes fiir alle nichtnegativen beschréinkten mefibaren
Funktionen f existiert und unabhéngig von der speziellen Wahl der Zerlegungs-

folge (3,) und der Zwischenpunkte n§”> ist.

Wir werden im folgenden einen etwas anderen Weg zur Definition des Le-
besgue-Integrals beschreiten, der sich zur Entwicklung der Theorie als giinstiger
erweist. Im Anschlufl daran kann man sich leicht iiberlegen, dal beide Defini-
tionen #dquivalent sind (Ubungsaufgabe).
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Im folgenden sei (2,2, ) ein beliebiger Mafiraum. Fiir eine beliebige Menge

A C Q) setzen wir
1, weA
]]_ g ) )
W) {o, weQ\ A

Die Funktion 14 wird Indikatorfunktion (oder auch charakteristische Funktion)
der Menge A genannt. Man iiberlegt sich leicht, dafl die Funktion 14 genau
dann mefBbar ist, wenn die Menge A mefibar ist.

Wir wollen eine Funktion f: (Q2,2) — (R,B) elementar nennen, wenn sie
meBbar ist und nur endlich viele Werte annimmt. Sind «g, ..., a, die verschie-
denen Werte von f, so sind die Mengen

Ay = 1 {ar}), k=1,...,r,

paarweise disjunkt und mefibar, und die Funktion f besitzt die Gestalt
f=> aply,. (5.1)
k=1

Wir nennen (5.1) eine disjunkte Darstellung der elementaren Funktion f,
falls vy, ..., i (nicht notwendigerweise verschiedene) reelle Zahlen und A, ...,
A, paarweise disjunkte Mengen aus der o-Algebra 2l sind.

Im folgenden bezeichne £ die Klasse aller elementaren Funktionen auf (€2,2(),
und &, bestehe aus den nichtnegativen elementaren Funktionen. Wir konstru-
ieren das Integral [ fdp in mehreren Schritten.

1. Integral nichtnegativer elementarer Funktionen

Sei
=) ol
k=1

eine disjunkte Darstellung von f € £;. Dann setzt man

/fdu = Zak p(Ar).
=1

Da das MaB p unendliche Werte annehmen kann, ist [ f du = +00 zugelassen.
Damit die Summe auf der rechten Seite auch in diesem Fall Sinn hat, benutzt
man die folgenden Konventionen:

0-c0=0, x-00=o00fiirx>0,

00O+ =00, 0O0-+00=00.
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Die Funktion f kann i.a. verschiedene disjunkte Darstellungen besitzen. Des-
halb ist noch nachzupriifen, daf alle diese Darstellungen zum gleichen Wert des
Integrals fithren. Seien also zwei disjunkte Darstellungen von f gegeben:

F=Y apla, => Bilp,.
k=1 =1

Wir setzen 0.B.d.A. voraus, daf} alle o und (3; von Null verschieden sind. Dies
impliziert

A =B

k !

Aufgrund der Disjunktheit der Mengen B; und der o-Additivitdt des Mafles p
erhalten wir deshalb

Zak /L(Ak) = Z Zak ,U,(Ak N Bl)
k=1

k=11=1

Ist u(Ar N B;) > 0, so folgt A N B; # (. Da f auf Ay den Wert oy, und auf B;
den Wert §; annimmt, mufl in diesem Falle o, = ; sein. Deshalb konnen wir
die obige Gleichung wie folgt fortsetzen:

=33 BiuArnB) = 6 u(By).
=1

=1 k=1

Also ist . .
> akpu(Ar) =D Biu(By),
k=1 =1

was zu zeigen war.
Eigenschaften des Integrals nichtnegativer elementarer Funktionen:

(0) AeA = 14 €&y, /ﬂAdu:u(A);
(i) a>0,feés = af € &y, /afdu:a/fd,u (Homogenitdt);
(i) f,g€és = f+g€&y, /(f+g) du = /fdu+/gdu (Additivitit);

(iii) f,ge &y, f<g = /fd,ug /gd,u (Monotonie).

Wir wollen uns nur ansehen, wie man die Aussage (ii) beweist. Hierzu seien
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disjunkte Darstellungen von f und g. Wir nehmen 0.B.d.A. an, daf
Uar={JB =2
k !

ist. Dann folgt

n m
IlAk — E ]lAkﬂBl und ]lBl — E ﬂAkﬂBm

und wir erhalten fiir f 4 g die disjunkte Darstellung

FHa=> (n+B)lans.

k=11=1

Insbesondere ist f 4+ g € £4. Die Definition des Integrals und die o-Additivitét
von p liefern deshalb

JG4gdn = 33 (an+ B u(An B

k=1 1=1
= Y > wAnB)+Y 5 (AN By
k=1 I=1 =1 k=1

= Z ap (W(Ag) + Z By 1(By)
k=1 =1

= /fd,u#—/gd,u.

Damit ist die Additivitdt des Integrals bewiesen.

2. Integral nichtnegativer meflbarer numerischer Funktionen

Fiir eine nichtnegative mefibare Funktion f: (Q,2) — (R,®) definieren wir

/fdurzsup{/gdu:g€5+,g§f}.

Wir merken an, daf} fiir f € £, das so definierte Integral mit dem vorher ein-
gefithrten Integral elementarer Funktionen {ibereinstimmt. Die obige Definition
ist aufgrund der Supremumsbildung nicht sehr handlich, wenn man z.B. die
Additivitdt des Integrals nachweisen mochte. Wir wollen deshalb als néchstes
eine hierfiir geeignetere dquivalente Definition herleiten. Dazu benutzen wir die
beiden folgenden Behauptungen.

Behauptung 5.1. Fiir jede nichtnegative mef$bare numerische Funktion f findet
man eine Folge (f,) aus Ex mit f,, T f (d.h. fo(w) T f(w) fir alle w € Q).
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Beweis. Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl die Funktionen

Folw) = k2™ fir k27" < f(w) < (k+1)27", k=0,1,...,n2" — 1,
T e fir f(w) > n,

die gewiinschten Eigenschaften besitzen. [

Behauptung 5.2. (£,) € &4 fu 1/ = [ fuda 1 [ £

Beweis. Aus der Monotonie des Integrals elementarer Funktionen folgt, daf3
[ fn dp nichtfallend ist und insbesondere lim [ f,, du < oo existiert. Aus der

obigen Definition von [ fdu folgt [ f,dp < [ fdp fiir alle n. Deshalb bleibt
nur folgendes zu zeigen:

(a) Fiir jedes g € &4 mit g < f gilt nlirgo/fn dp > /gd,u.

Hierzu sei 0 < ¢ < 1 beliebig gew&hlt und

(b) g = Z’}/k ]lck
k=1

eine disjunkte Darstellung der elementaren Funktion g. Wegen f, T f > g gilt
(€ An:={fnz(1-2)g}1Q  firntoo.

Da f,(w) > (1 —¢) g(w) fiir alle w € A,, gilt, erhalten wir unter Benutzung von
(b) und der Definition des Integrals elementarer Funktionen die Abschitzung

[utn = [ gta dn= [@-2)gta,do
= (1—5)/2% Icyna, dp
k=1

= (1-¢) Z% u(Cr N Ay).

k=1
Wegen (c) liefert der Stetigkeitssatz fiir Mafle

lim p(Cy NA,) = p(Ck), k=1,...,m

n—oo

Geht man in der obigen Ungleichung zum Limes fiir n — oo iiber, so erhilt man

deshalb .
[ fadiz -9 @)= <) [gdn
k=1

Da e beliebig klein gewihlt werden kann, folgt hieraus die Aussage (a). O
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Die beiden letzten Behauptungen liefern nun die gewiinschte dquivalente
Definition des Integrals:

[ dni= tim [ fudu St () Epomit £ 1 (5.2)

Eigenschaften des Integrals nichtnegativer meflbarer numerischer Funktionen:

Fiir nichtnegative mefbare numerische Funktionen f, g auf (Q,2) gilt:

(i) a>0 = /(Oéf)du=oa/fdu;

(ii) /(f+g)du=/fdﬂ+/gdu;

(iil) f<g = /fduﬁ/gdlh

Beweis. Die Behauptung ergibt sich, wenn man f und g in geeigneter Weise
monoton durch elementare Funktionen approximiert und dabei benutzt, dafl
die Eigenschaften (i) — (iii) fiir nichtnegative elementare Funktionen gelten. [J

3. Integral mef3barer numerischer Funktionen
Sei f: (Q,2A) — (R,B) meBbar. Wir erinnern daran, daf
f=f"—f uwd |fl=f"+f"

ist. Deshalb kénnen wir [ f dp wie folgt definieren:

[ran=[srau- [ an
falls wenigstens eines der beiden Integrale
auf der rechten Seite endlich ist.

Die Funktion f heiflt u-integrierbar
(oder einfach integrierbar),
falls beide Integrale endlich sind, d.h. falls

[ 191dn < .
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Bezeichnungen: Anstelle von [ f dp benutzt man oftmals auch die Schreibweisen
[t [ reauo. |
Fiir eine beliebige Menge A € 2 definiert man

/A Fn= [ (Waf)d

Ist A das d-dimensionale Lebesgue-Ma8, so schreibt man oft [ f(z)dz anstelle
von [ fd.

FEigenschaften integrierbarer numerischer Funktionen:

Fiir integrierbare numerische Funktionen f, g auf (Q,2) gilt

(i) « € R = «f integrierbar, /(af) dp = oz/fdu;
(ii) f+ g wohldefiniert = f+ g integrierbar, /(f +g)du = /fdu+/gdu;
(i) f<g = [ fdn< [gan

(iv) ‘/fdu‘ < /|f|d,u (Dreiecksungleichung).

Beweis. Wir beweisen nur die Dreiecksungleichung (iv). Da f integrierbar ist,
sind die Integrale [ f* dp und [ f~ du beide endlich. Deshalb erhalten wir unter
Verwendung der Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen und der Additivitdt des

Integrals
’/fdu‘ - ’/f*du—/f—du]
[reaus [ = [171dn

IA
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5.2. Integration beziiglich eines Bildmafles

Wir betrachten die folgende Situation:

(F3) -5 @8 & [®D)
po— v=pof

Theorem 5.3. (Transformationssatz fiir Integrale)
Gegeben seien Mafraume (F,§, 1), (G, 8,v) und mefbare Abbildungen f: (F,3)
— (G,8), g: (G,86) — (R,DB). Ist v das Bild des Mafes p beziiglich f und ist

g >0, so gilt
/gduz/gofd,u.

Beweis.
19 Sei zuniichst g eine nichtnegative elementare Funktion mit der disjunkten

Darstellung
g = Z Yk ﬂCk'
k=1
Dann ist g o f ebenfalls elementar und besitzt die disjunkte Darstellung
gof=> wlicy:
k=1
Deshalb erhalten wir

/gOfdu = > wp(fH(Cr))
k=1

= ;%V(Ck) :/ng-

20 Der allgemeine Fall folgt durch monotone Approximation. Wir finden
eine Folge (g,) nichtnegativer elementarer Funktionen mit g, 7 ¢g. Dann sind
die Funktionen g, o f ebenfalls elementar, und g, o f T go f. Aufgrund des
Beweisschrittes 1° haben wir

/gnOfdu=/gndv

fiir alle n. Hieraus folgt durch Grenziibergang fiir n — oo die Behauptung

/gofd,u:/gdl/.
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Folgerung 5.4. Die Voraussetzungen des Theorems 5.3 seien erfillt, wobei
jedoch g eine beliebige mef$bare numerische Funktion auf (G, ®) sei. Dann gilt

g v-integrierbar <= go f p-integrierbar.

Ist eine der beiden Bedingungen erfillt, so folgt
/gdy:/gofd,u.

Beweis. Die Behauptung lé8t sich unter Benutzung der Zerlegung g = g7 — g~
leicht auf das Theorem 5.3 zuriickfithren. [J

Beispiel 5.5. Wir betrachten die folgende Situation:

£ f
(Q,2,P) — (R,*B) — (R,*B).
Zufallsgrofie Borel-mef3bar

In der Wahrscheinlichkeitstheorie heif3it das Bildmaf

pe =Pog™t

Verteilungsgesetz der ZufallsgroBe . Da pe ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(R, B) ist, wird dieses Maf} vollstandig durch die zugehorige Verteilungsfunktion

Fe(z) = pe((=00,2]) =P(E <x),  zeR,

beschrieben. Als Erwartungswert E f(£) von f(§) bezeichnet man das Integral
[ (&) dP, falls dieses existiert. Aufgrund des Transformationssatzes fiir Inte-
grale fiillt dieses Integral mit [ f(x)pe(dr) zusammen, das man auch in der
Form

| @) Fetan
schreibt. Ein solches Integral beziiglich einer Verteilungsfunktion nennt man

Lebesgue-Stieltjes-Integral. Darunter versteht man also ein Integral beziiglich des
von der Verteilungsfunktion erzeugten Mafles. Wir haben folgendes erhalten:

Eﬂo:/fwdwaéﬂwwuwzjmfmmumy

Insbesondere folgt fiir f(z) = x:

E¢ = /OO © pie (dz) = /OO © Fe(dx).

— 00 — 00
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5.3. Fast iiberall bestehende Eigenschaften

Im folgenden bezeichne (9,2, ) einen Mafiraum. Eine Menge N € 2 mit
w(N) = 0 heifit u- Nullmenge.

Definition 5.6. Man sagt, dafl eine Eigenschaft fiir Punkte aus Q) p-fast iberall
(u-f.ii.) gilt, falls eine p-Nullmenge N existiert derart, dafl alle Punkte, die diese
Eigenschaft nicht besitzen, in N enthalten sind.

Beispiel 5.7.

1. Sind f und g meBbare numerische Funktionen auf (2, 2), so gilt
f=g pfi. <= ulf#9)=p{we: flw)#g(w)}) =0

2. Sind f, f1, f2,... meBbare numerische Funktionen auf (€2,2), so gilt

2)
fol f bl = p(95) =0

fiir Qo :={w e Q: fi(w) < fo(w) < ... und f(w) = lim f,(w)};
b)
f :nh—>nolo fo pfi. <= w(Q5) =0

fir Qo = {w € Q: f(w) =lim f,,(w)}. Man sagt in diesem Falle, daf die
Funktionenfolge (f,) u-f.i. gegen die Funktion f konvergiert.

Behauptung 5.8. Seien f und g mefbare numerische Funktionen auf (2,2)
mit f = g p-f.i. Dann existiert [ fdu genau dann, wenn [ gdp existiert, und

in diesem Falle ist
[ tan= [ gdn (5.3)

Beweis. Aus f = g p-f.ii. folgt f* =gt p-fii. und f~ = g~ p-f.ii. Wegen

[tan=[rrau- [ 1 a
/gdpc:/g*du—/gdu

kann 0.B.d.A. angenommen werden, dafl f und g nichtnegativ sind. Also bleibt
nur folgendes zu zeigen:

und

F20,920,f—guti = /fwz/ﬁw.
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Hierzu benutzen wir die grobe Abschétzung |f — g| < h mit

fii N
h(w) — {oo ur w € 1V,

0 firwé¢N,

wobei N := {f # g} eine p-Nullmenge ist. Wegen nlly T h fiir n T oo und
[nlydp=np(N)=0ist [hdu = 0. Deshalb erhalten wir wegen f < g+ h
unter Benutzung der Monotonie und Additivitdt des Integrals:

/fdus/(9+h)du=/9du+/hdu=/9du-

Analog folgt aus g < f + h:
Jodu< [ san
([l

Zusammen ergibt dies (5.3).

Behauptung 5.9. Sei f eine p-integrierbare numerische Funktion auf (€2,21).
Dann gilt |f| < 0o p-f.i., und es existiert eine reellwertige p-integrierbare Funk-
tion g mit f = g u-f.1i. Insbesondere gilt

/fduz/gdu-

Beweis. Ubungsaufgabe. [

5.4. Konvergenzsatze

Dieser Abschnitt ist fundamental fiir die Anwendung des Lebesgue-Integrals.
Die im folgenden vorgestellten Konvergenzsétze gelten unter wesentlich schwi-
cheren und natiirlicheren Voraussetzungen als vergleichbare Sétze fiir Riemann-
Integrale.

Fiir das Weitere fixieren wir einen beliebigen Mafiraum (€2, 2, u).

Ist (f,) eine Folge nichtnegativer elementarer Funktionen auf (£2,2() mit

fn T f, soist f meB3bar und
[t [

Dies folgt aus (5.2), einer der (dquivalenten) Definitionen des Lebesgue-Inte-
grals. Es zeigt sich, daf3 diese Aussage nicht nur fiir elementare, sondern auch
fiir beliebige mefibare Funktionen f,, gilt.
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Theorem 5.10. (Satz iber monotone Konvergenz)
Gegeben seien nichtnegative mefibare numerische Funktionen f, f1, fa,... auf
(Q,2), und es gelte

fi<fe<fs<... pfi und [= Jim. fn pef (5.4)

/}@Fig&/ﬁﬁw

Dann folgt

Beweis.
1° Wir nehmen zuniichst an, daf8 (5.4) nicht p-f.ii., sondern punktweise gilt.
Aus der Monotonie des Integrals folgt dann

[aus [nip<< [ gan

Insbesondere existiert lim [ f,, du, und
i [ fudn< [ fan
n—oo
Also bleibt nur die entgegengesetzte Ungleichung zu zeigen:

nlLrI;O frndp > /fd,u. (5.5)

Wir finden fiir jedes n Funktionen g,; € £+ mit gni 1 fr und [ gordu T [ frdp
fiir k T oo. Die Funktionen

hn =g1n V92n V-V gnn

sind ebenfalls elementar, da sie mefibar sind und nur endlich viele Werte anneh-
men. Aus g;, < f; < fp fiir i <n folgt

ho < fon (5.6)
Auflerdem gilt

hn T f. (5.7)

Tatséchlich, sei w € 2 beliebig fixiert. Wegen h,(w) > ¢in(w) fir alle n > 4
erhalten wir

lim (@) > lim gin(w) = fi(w) T fw)  firit oo,

n—oo

Hieraus folgt
lim h,(w) > f(w).
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Zusammen mit (5.6) ergibt dies (5.7). Unter Benutzung von (5.6) und (5.7) und
der Tatsache, dafl die Funktionen h,, elementar sind, erhalten wir schlie3lich die
Behauptung (5.5):

lim [ f,dpu > lim /hndu:/fd,u.
20 Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Hierzu bezeichne N die Menge
aller Punkte aus (2, fiir die mindestens eine der Beziehungen in (5.4) nicht

gilt. Die Menge N ist (als abzdhlbare Vereinigung von p-Nullmengen) eine p-
Nullmenge. Nun gilt

Jnllye T f lye.

Hieraus folgt aufgrund des Beweisschrittes 19

/fn Unedp 1 /fllNc dju. (5.8)

Wegen f,, = f, Iy p-f.i. ist aber

[ utyedi= [ 1.au
[ #1vedn= [ fan.
[ w1 [ s

Folgerung 5.11. (Satz von Beppo Levi)
Fiir eine beliebige Folge (f,) nichtnegativer mefbarer numerischer Funktionen

auf (2,20) gilt
[ tudu=3" [ fuin
n=1 n=1

und entsprechend
Deshalb folgt aus (5.8)

was zu beweisen war. U

Beweis. Wegen
N 00
Y fal D fa fir N oo
n=1 n=1

folgt aus der Additivitdt des Integrals und dem Satz {iber monotone Konvergenz
(Theorem 5.10)
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und damit - -
n=1 n=1
O

Der Satz von B. Levi ermoglicht, ausgehend vom Mafl i, die Konstruktion
einer groflen Klasse neuer Mafe.

Folgerung 5.12. Sei f eine nichtnegative mefibare numerische Funktion auf
(Q,20). Dann wird durch

v(A) = /Afdu, Ae, (5.9)

ein Mafl v auf A definiert.

Bemerkung 5.13.
1. v endlich <= f p-integrierbar.
2. Man sagt, v besitzt die Radon-Nikodym-Ableitung (Dichte) f beziiglich p.

3. Ist p o-endlich, so ist f durch (5.9) p-f.i. eindeutig bestimmt. (D.h. aus
/fdu:/gdu fiir alle A € A
A A

folgt f =g p-f.ii.)

Beweis der Folgerung. Offenbar ist v(A) > 0 und v(f)) = 0. Es bleibt nach-
zuweisen, dafl v o-additiv ist. Hierzu sei (A4,,) eine Folge paarweise disjunkter
Mengen aus 2 und A := |J A,. Dann gilt

]1A = Z]lAnv

und der Satz von Beppo Levi liefert

v(4) = /Afdu:/HAfdu
= [ sdu=Y [, s

= 2 rdue=3 v,
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Die folgende Aussage erweist sich bei der asymptotischen Abschatzung von
Integralen als niitzlich.

Theorem 5.14. (Lemma von Fatou)

Fiir eine beliebige Folge (f,) nichtnegativer mefbarer numerischer Funktionen
auf (Q,2) gilt

/lim inf f, dp < lim inf/fn dpu.

Beweis. Die Funktionen

gn = ];1212 f k
sind mefbar, und es gilt g,, < f,, fiir alle n sowie

gn T liminf f,, fiir n T oo.

Hieraus folgt mit dem Satz iiber monotone Konvergenz (Theorem 5.10) und der
Monotonie des Integrals

/liminf fmdp = lim /gn dp < lim inf/fn du.

m—0Q0

O

Bemerkung 5.15. Die analoge Aussage fiir den lim sup ist im allgemeinen falsch
(Ubungsaufgabe).

Wir wollen nun von der Nichtnegativitéit der betrachteten Funktionen abge-
hen. Der folgende Satz kann als Hauptsatz {iber die Vertauschung von Integra-

tion und Limesbildung angesehen werden.

Theorem 5.16. (Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz)
Gegeben seien mef$bare numerische Funktionen f, f1, fa,... auf (Q,2). Es gelte

f= lim f, -1 ., (5.10)
n—oo
und es existiere eine nichtnegative u-integrierbare Funktion g mit
lfnl <g w-f.d. fiir jedes n. (5.11)

Dann sind f, f1, fo,... p-integrierbar, und

/fdu:nlgr;o/fn dp. (5.12)
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Beweis. Man kann f, f1, f2,... auf einer Nullmenge so abéndern, daf3 die Be-
ziehungen (5.10) und (5.11) punktweise gelten. Dabei &ndern sich die Werte der
betrachteten Integrale nicht. Wir wollen deshalb im folgenden 0.B.d.A. anneh-
men, da (5.10) und (5.11) punktweise erfiillt sind.

Aus (5.11) und der p-Integrierbarkeit von g folgt die p-Integrierbarkeit der
Funktionen f,,. Kombiniert man (5.10) und (5.11), so erhélt man |f| < g, wes-
halb auch f p-integrierbar ist.

Die Voraussetzungen (5.11) und (5.10) implizieren

0<g+fn—9+f (punktweise).
Deshalb liefert das Lemma von Fatou (Theorem 5.14) die Ungleichung

/(9+f)d/lﬁlinfgioréf/(g+fn)du.

Benutzt man die Additivitét der Integrale und die Endlichkeit von [ gdpu, so
folgt hieraus

/fdu < liggioréf/fn dp. (5.13)
Ganz analog gilt
0<g—fn—9—f (punktweise),
woraus
Jenan<tmine [-5,)dn
folgt. Dies ist aber gleichbedeutend mit
fdu > lim sup/fn dpu. (5.14)

Durch Kombination von (5.13) und (5.14) gelangt man schliefflich zur Behaup-
tung (5.12) . O

Ist das Mafl p endlich, so kann man im Theorem 5.16 g = const wéhlen.
Dies fiihrt auf die nachstehende Folgerung.

Folgerung 5.17. (Satz iber beschrinkte Konvergenz)
Gegeben seien mefSbare numerische Funktionen f, f1, fa, ... auf (Q,2A). Das Maf
w ser endlich. Es gelte

f= lim f, -f. 1.,
n—oo
und es existiere eine positive Konstante ¢ mit

|fnl <c w-f-i. fir alle n.

Dann sind f, f1, fo,... p-integrierbar, und

/fdu:nllrgo/fndu.
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5.5. Lebesgue- und Riemann-Integral

Gegeben sei eine Funktion f: [a,b] — R. Im folgenden wollen wir die Begriffe
Lebesgue-Integrierbarkeit und Riemann-Integrierbarkeit und die entsprechen-
den Integrale miteinander vergleichen.

Wir bezeichnen mit 2 die o-Algebra der Lebesgue-mef3baren Teilmengen von
R und setzen

Q[[a,b] =ANJ[a,b] ={AeA: ACla,b]}.

jqp) ist die o-Algebra der Lebesgue-mefbaren Teilmengen von [a, b]. Weiter-
hin sei Aj,; das Lebesgue Mafl auf [a,b], d.h. die Einschrinkung des auf 2
definierten Lebesgue-Mafles A auf die o-Algebra 2, 5.

Definition 5.18. Die Funktion f heif8t Lebesque-integrierbar auf [a, b], falls sie
(fa,p), B)-meBbar ist und

/ fldA g < 00
[a,b]

gilt. In diesem Fall heif3t f[a,b] Jd\a,y Lebesgue-Integral der Funktion f auf
[a, b].

Bemerkung 5.19. Sei

= o fx) firzela,b]
J(a) = {O sonst.

Dann gilt

fist (Uq,5, B)-meBbar <<= fist (2, B)-mefbar,

/ |fldAjap <00 = /|f|d/\<oo.
[a,b] R

Sind beide Bedingungen erfiillt, so folgt

fdA[a,b]z/fdA <:/ fdA).
[a,b] R [a,b]

Man zeigt diese Behauptung zunéchst fiir elementare Funktionen und benutzt
anschlieffend die iibliche Fortsetzungsprozedur. Aufgrund der angegebenen Ei-
genschaften benutzt man fiir f[a b J d\q,p) auch die Schreibweisen

b b
sl fd\, /a f(x) A(dx), /a F(z)dz, ...
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Definition 5.20. Die Funktion f heifit Riemann-integrierbar auf [a,b], falls fiir
jede Zerlegungsfolge

3n:a:té")<t§n)<~-~<tﬁfi):b (n € N)

mit
|3n| :== | max [t,gn) — t,gn_)l] — 0 fiir n — oo

und jede Folge von Zwischenpunkten
e ittt meNk=1,..r)

der endliche Grenzwert
rem i 350 () (- 42)
k=1

existiert und von der speziellen Wahl der Zerlegungsfolge (3,) und der Zwi-
schenpunkte & ,in) unabhéngig ist.

Ist f Riemann-integrierbar, so heifit der Grenzwert I Riemann-Integral der
Funktion f auf [a, b].

Bemerkung 5.21. Jede stetige Funktion auf [a, b] ist Riemann-integrierbar.

Der folgende ohne Beweis angefiihrte Satz zeigt, dal das Lebesgue-Integral
eine Verallgemeinerung des Riemann-Integrals ist.

Theorem 5.22. st die Funktion f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist sie
beschrinkt und (g, B)-mefbar und damit auch Lebesgue-integrierbar. Das
Riemann-Integral und das Lebesque-Integral der Funktion f stimmen tberein.

Bemerkung 5.23. Jede Borelsche Teilmenge von |[a, b] ist Lebesgue-mefibar, d.h.
Bap S Ay Es existieren jedoch Lebesgue-meBbare Mengen, die nicht Bo-
relsch sind, d.-h. B, 5 # Apep. AuBerdem kann man Riemann-integrierbare
Funktionen f: [a,b] — R angeben, die nicht (B, ), B)-meBbar sind.






Kapitel 6

Riume integrierbarer
Funktionen.
Konvergenzarten

6.1. Fundamentale Ungleichungen

In diesem Abschnitt fixieren wir einen Mafiraum (£2,2(, ) und mefibare nume-
rische Funktionen f,g: (,2) — (R,B).

Wir benoétigen die folgende Hilfsaussage.

Behauptung 6.1. /\f|d,u:0 s |fl =0 p-fi. <<:> f=0 u—f.d.)

Beweis. Wir wissen bereits aus Abschnitt 5.3, daf [f| = 0 p-f.i. [|f|dp =0
impliziert. Zum Beweis der Umkehrung sei [ |f|du = 0. Aufgrund der Unglei-
chung

1
S Aipsa/my < |f

folgt hieraus

| 1
—h(lf] >1/”):/gﬂ{|f>1/n}d#§/|f|du=0-

Also ist
p(lfl >1/n)=0 fiir alle n € N.

Wegen
{If1>1/n} 1{lf] >0}
erhalten wir deshalb
u(lf] > 0) =0,
dh. [f| =0 pfi. O
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Holdersche Ungleichung. Fiir reelle Zahlenp > 1 und ¢ > 1 mit 1/p+1/q =1
qgilt
1/p 1/q
Jirstan< ([iavae)  ([loma) .

Beweis.

1° Da f und g meBbar sind, ist auch f g meBbar. Da aufierdem die Abbildung
x — |z| meBbar ist, ist auch |f g| als Komposition zweier mefibarer Abbildungen
meBbar. Ebenso sind | f|P und |g|? mefibar. Insbesondere existieren alle betrach-
teten Integrale.

20 Der Beweis beruht wesentlich auf der Konkavitéit des Logarithmus: Fiir
beliebige o > 0, 3 > 0 gilt

1 1 1 1
—loga+—logﬁ§log<—a+—ﬁ>.
p q p q

Wendet man auf beide Seiten dieser Ungleichung die Exponentialfunktion an
und benutzt man deren Monotonie, so folgt

ot <0 (o 55 0). (6.1)
Yy q

3% Wir setzen

o= (furan) e (o)

und beweisen die Holdersche Ungleichung zunéchst fiir die ,trivialen“ Félle,
wenn o bzw. 7 entweder den Wert 0 oder 400 annimmt. Ist ¢ = 0, so folgt
|[fIP =0 p-fi., d.h. |f| = 0 p-f.ii. Dann ist auch |fg| = [f||g| = 0 p-f.i., so
daf} das Integral auf der linken Seite der Ungleichung verschwindet und diese
offensichtlich erfiillt ist. Entsprechend verfahrt man im Falle 7 = 0. Ist ¢ = o©
und 7 > 0 oder ¢ > 0 und 7 = oo, so ist der Ausdruck auf der rechten Seite
der Holderschen Ungleichung gleich 400, so dafl die Ungleichung auch in diesem
Falle gilt.

49 Es bleibt der ,eigentliche” Fall 0 < o < oo, 0 < 7 < oo zu betrachten.
Wir wenden die Ungleichung (6.1) fiir

o= (M) md 4= <|g<w>|>q

D q
fgl _ ISl n gl
oTr ~ poP qT4

an und erhalten
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Hieraus folgt

/ i / 1917 di

1 1
—/\fgldu < =
oT P
e
p 4q
d.h.
1/p 1/q
Jirstanzar=([irran) " ([laran)
O
Spezialfille:
l.p=q=2:

(/|fg\du)2 < [15an [ 19 du

(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
2. g =1, p ein Wahrscheinlichkeitsmafl (d.h. p(2) = 1):

(/\f|du)p < [1rpdn.

Minkowskische Ungleichung. Sei p > 1 und sei f + g auf ganz Q definiert
(d.h. 00 — oo tritt nicht auf). Dann gilt

(o)< (fors) " (fora)”

Beweis. Wegen |f + g| < |f| + |g| ist

[1s g du< [051-+1a7 dn

Deshalb geniigt es, die folgende Ungleichung zu beweisen:

(fas1+1a0 pdu) <([1rran) T (/ |g|pdu)1/p. 62

Fir p = 1 gilt in (6.2) das Gleichheitszeichen. Wir setzen deshalb o0.B.d.A.
voraus, dal p > 1 ist und die Integrale auf der rechten Seiten von (6.2) endlich
sind. Dann ist auch

Jas1+16ly du < .
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Tatséchlich, aus
|fI 4 gl < 2017V 1gl)
folgt
(LF1+1gh? < 2P(Lf 1P v gl?) < 2°(1F1P + 19]”)

und hieraus

a1+ lgbr dn < 22 [ [israns [ |g|pdu] <

Wir definieren ¢ > 1 so, daf§ 1/p+ 1/q = 1 ist. Unter Verwendung der Holder-
schen Ungleichung erhalten wir

a1+ 1gly au
= [100r1+ g7 dat [ 1610051+ bl

< (/ \f!”du)l/p (a1 1o du)l/q
+(/ \grpdu)l/p (fas1+1ahe-0r du)l/q
iza " (1o an) l/p] (fan+1a du)l_w.

Dabei wurde benutzt, daf§ (p — 1)¢g = p und 1/g =1 — 1/p ist. Aus der letzten
Ungleichung folgt die Behauptung. [

Verallgemeinerung auf endlich viele Summanden. Gegeben seien eine
reelle Zahl p > 1 und mef$bare numerische Funktionen fi,..., fn auf (Q,2).
Auperdem sei Y ., fi auf ganz Q definiert. Dann gilt

(/éfk?pw)l/p < ; (/\fklpdu)l/p.

Beweis. Vollstdandige Induktion nach n. [

Verallgemeinerung auf unendlich viele Summanden. Gegeben seien eine
reelle Zahl p > 1 und eine Folge (f,) meflbarer numerischer Funktionen auf
(Q,2). Die Reihe Y o, fr sei auf ganz Q definiert. (D.h. Y, _, fr(w) ist fir
jedes n definiert, und es existiert lim, oo > r_, fr(w) € R fir jedes w € Q).

Dann gilt
oo » 1/p 00 1/p
(/]ka du) SZ(/\fklpdu) .
k=1 k=1
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Beweis. Die Dreiecksungleichung liefert
DEDIIA
k=1 k=1
fiir jedes n, und damit
D EDIA
k=1 k=1

Folglich geniigt es, die Ungleichung

([ w) <E(fmra)” s

zu beweisen. Wir wissen aber bereits, dafl die analoge Ungleichung fiir endlich
viele Summanden gilt:

n p 1/p n 1/p
(/ (Z‘fk‘) du) < (/’fk’pdﬂ) ; n € N.
k=1 k=1

Die Behauptung (6.3) folgt hieraus durch Grenziibergang fiir n — oo unter
Verwendung des Satzes iiber monotone Konvergenz. [J

Zum Schluf} fithren wir eine etwas andersgeartete Ungleichung an, die zwar
sehr grob, aber trotzdem ungemein niitzlich ist.

Chebyshevsche Ungleichung. Fiir beliebiges o > 0 gilt

u(f] > a) < /|f|du

Beweis. Wegen
1
1 <=
(#1201 < 1]
gilt
1
n(1f12 0 = [ Ugpzaydn < [ 1f1dn
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6.2. Riaume integrierbarer Funktionen

Wir fixieren einen Mafiraum (2,2, ) und eine reelle Zahl p > 1.

Definition 6.2. Eine Funktion f: Q — R heifit p-fach p-integrierbar, falls f
(2, B)-meBbar und |f|P p-integrierbar ist (d.h. [|f|P du < o).

Ist f meflbar, so gilt

f p-fach p-integrierbar < |f| p-fach p-integrierbar
& ftund f p-fach p-integrierbar.

Ist f einfach (zweifach) p-integrierbar, so sagt man, f sei integrierbar (quadra-
tisch integrierbar).

Beispiel 6.3.

1. Seien Q := [0,1], A := By ) die Borelalgebra auf [0,1] und p := A das
Lebesguesche Mafl auf B 1.

a) Fiir beliebiges r > 0 betrachten wir die meBbare Funktion

2" fiir 27" <z <2 D (np=1,2,...
fo) = .. ( )
0 firz=0
= Z 2nT ]1(2—17.’2—(11—1)] (ZC)
n=1

Wir erhalten -
|f|p — Z onrp ﬂ(z_n,Q_(n_l)]
n=1

und mit dem Satz von B. Levi

p = nrp
/[0,11 [P dA ;1/2 Iz o] A

oo .
_ Z on(rp—1) {< oo flirrp—1<0,
— =o0 flirrp—12>0.
Also ist f genau dann p-fach integrierbar, wenn p < 1/r ist.

b) Wir betrachten ein zu a) stetiges Analogon:

™" fir0O<z <1,
fl@) = {0 fir z = 0.

Diese Funktion ist als monotoner Limes stetiger Funktionen mef3bar. Da
sie unbeschrénkt ist, ist sie nicht Riemann-integrierbar. Jedoch ist die Ein-
schrinkung von f auf [n~!, 1] Riemann-integrierbar fiir jedes n. Deshalb
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erhalten wir

[ oaran= [ jrran= F7 dA,
[0,1] (0,1] =0 Jin—1,1]

und die Berechnung des Riemann-Integrals ergibt

1—(1/n)t"P

1 ..

—  f 1

/ |f|pd)\:/ 2P dy = 1—rp ur?“p?é )
[n=1,1] ne logn fir rp = 1.

Also ist

/ P d) < 00 fl:?l‘l—?"p>0,
[0,1] =o0 firl—rp<0,
d.h. f ist genau dann p-fach integrierbar, wenn p < 1/r ist.

2. Die Funktionen im Beispiel 1 erwiesen sich nur fiir kleine p als p-fach
integrierbar. Im folgenden betrachten wir eine Funktion, die nur fiir grofle
p p-fach integrierbar ist. Hierzu seien Q := [1,00), &% 1= By o), p 1= A
das Lebesgue-Maf} auf B ) und

flx)=a"" (z>1).

In diesem Falle erhalten wir

/ IfPdA = lim I[P dA
[1,00)

e J1n]

< oo firrp>1,

n—oo

n
= lim x"Pdr
1 =oo0 firrp<1.

D.h., f ist genau dann p-fach p-integrierbar, wenn p > 1/r ist.

Mit LP(u) = LP(Q, A, u) bezeichnen wir den Raum aller p-fach p-integrier-
baren reellwertigen Funktionen auf Q (p > 1).

Behauptung 6.4. LP(u) ist ein Vektorraum tber R, d.h.
(i) « €R, f€LP(n) = af € LP(n);
(i) fr9 € LP(p) = f+geLl(p).

Beweis.
(i) Nach Definition gehort f genau dann zu £P(u), wenn f mefibar ist und
[1fP dp < oo gilt. Dann ist auch af meBbar und

[larrau=ap [ 17 du < o,
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d.h. af € LP(u).
(ii) Aus f € LP(u) und g € LP(u) folgt die MeBbarkeit von f + g, und die
Minkowskische Ungleichung liefert

(/|f+g|pdu) (/Iflpdu) /p+ (/Iglpdu)l/p < 0.

Also gehort auch f + g zu LP(p).

Behauptung 6.5. Durch

1/p
7= (f1ran) " se e,

ist eine Halbnorm auf LP () gegeben:

(1) 0<|fllp<oo (f € LP(n));
(i) Alaflp=Ilel | £l (@ €R, f e LP(n));
(@i) N f+aglp<IFflo+lgls (fg€LP().

Beweis.
(i) ist klar.
(ii) folgt aus der Homogenitét des Integrals.
(iii) ist die Minkowskische Ungleichung. [

|- |l ist im allgemeinen keine Norm: || f ||, = 0 ist gleichbedeutend mit f = 0
p-f.ii., woraus nicht unbedingt f = 0 folgen muf.

Definition 6.6. Gegeben seien Funktionen f, f1, fa,... aus £P(u). Man sagt,
die Folge (f,) konvergiert im p-ten Mittel (im Raum LP(u)) gegen f, falls

[ fn = fllp—0,

d.h. falls
/]fn—f\pd,u—>0 fiir n — oo.

(u)

Schreibweisen: f, — f, f = hm frn (im p-ten Mittel).

Bemerkung 6.7. Der Limes im p-ten Mittel ist nur u-f.i. eindeutig bestimmt.

Aus f, gl fund f = g p-f.ii. folgt f, gl g. Gilt andererseits f, < f

und f, gl g, so folgt f = g p-f.ii. Tatséchlich, da die beiden Summanden auf

der rechten Seite der Dreiecksungleichung

1f =gllp <l f=fallp + I fn =9l

gegen Null konvergieren, ist || f — ¢/, =0, d.h. f —¢g =0 p-f.i.
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Definition 6.8. (f,,) heifit Cauchyfolge im LP(u), falls f, € LP(u) fiir jedes n
und || fm — fnllp — 0 fiir m,n — oo. (D.h. fiir jedes € > 0 existiert ein ng derart,
daB || frn — fn|lp < € fir alle m,n > nyg ist.)

Theorem 6.9. Sei p > 1. Jede Cauchyfolge (f,) in LP(u) konvergiert im p-ten
Mittel gegen eine Funktion aus LP(u).

Beweis. Es existiert eine Teilfolge (f,,) mit

||fnk+1_fnk ||p§ 27]@ (k:1,2,)

Wir setzen
[ fnk+1 - fnk

und
o0
9:=>_lgkl-
k=1

Die Minkowskische Ungleichung fiir unendlich viele Summanden liefert

[o@) o0
lglp <D llorllp<d 2% =1.

Insbesondere ist g p-fach p-integrierbar und 0 < g < co p-f.ii. Deshalb konver-
giert die Reihe Y ;- | gr p-f.ii. absolut. Also existiert eine mefibare reellwertige
Funktion f mit

f=fu+> g piis
k=1

Die Funktion f ist der erwartete Limes der Cauchyfolge (f,,). Zunéchst erhalten
wir

k=1

weshalb f zu LP(u) gehort. Es gilt

k—1
fnk :fnl —I-Zgl — f p-f.i. fiir £ — oo
=1

und

o = P < (fui H1FD7 < (fal +9+ 1D pti

Also konvergiert die Folge |f,, — f|P wp-f.ii. gegen Null und wird durch die
integrierbare Funktion (|f,,|+¢+|f|)? majorisiert. Deshalb liefert der Satz von
Lebesgue

/|fnk — fIPdp— 0,
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d.h. || fn, — fllp — 0 fiir £ — co. Nun ist aufgrund der Dreiecksungleichung

[ = Fllp < fn = o llp + 1 frie = Fllp -

Wir haben gerade gezeigt, daf3 der zweite Summand auf der rechten Seite fiir
k — oo beliebig klein wird. Da (f,,) eine Cauchyfolge in £P(u) ist, wird auch der
erste Summand auf der rechten Seite beliebig klein, falls nur n und k geniigend
grofl gewihlt werden. Daraus folgt insgesamt || f, — f||, — 0 fiir n — oco. O

Mit LP(p) bezeichnen wird den Raum aller Aquivalenzklassen [f], f € LP(u),
beziiglich der Aquivalenzrelation

f~g = f=g9 ptfi.

Theorem 6.10. Fir jedes p > 1 ist LP(u) ein Banachraum beziglich der Norm

Il =1l F € LP(p).

Beweis. Wir skizzieren nur kurz die wesentlichen Beweisschritte.

(i) LP(p) ist ein Vektorraum beziiglich der Operationen

alfl:=[af] (e eR, feLll(u)

und

ST+l =1+l (fr9 € LP(n).

(ii) [[[f]ll, ist eine Norm (nicht nur eine Halbnorm):

Ilp=0 & [[fllp=0 ¢« f=0pti.
& [f1=10].

(ili) Der Raum LP(u) ist vollstéindig, d.h. jede Cauchyfolge ([f.]) in LP(u)
konvergiert:

| [frm] = [fnl llp — O filr m,n — oo ist gleichbedeutend mit || f,, — fn |, — 0
fiir m,n — oo. Also ist (f,) eine Cauchyfolge in LP(u). Aufgrund des
Theorems 6.9 existiert deshalb eine Funktion f € £P(p) mit || fr,—f ]|, — 0
fir n — oo. Dies ist aber gleichbedeutend mit || [f,] — [f] [, — 0, d.h.
[fn] = [f] in LP(p) fiir n — oo
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6.3. Verschiedene Konvergenzarten fiir Folgen
meflbarer Funktionen

Wir fixieren einen Mafiraum (€2, 2, 1) und betrachten mefibare Funktionen f,

f17 f27"‘ : (9790 - (Ra%)

Definition 6.11. Man sagt, dafl die Funktionenfolge (f,,) dem Maf$e nach gegen
die Funktion f konvergiert, falls fiir jedes € > 0

w(|fn—f] >€)—0 fiir n — oo.
Schreibweisen: fn, —— f, f=p— lim f,.
Bemerkung 6.12. Der Limes f ist nur p-f.i. eindeutig bestimmt.

Behauptung 6.13. 1 endlich, f, — f p-fi. = fn —— f.

Beweis. Nach Voraussetzung ist

N :={weQ: fr(w) A flw)}

eine Nullmenge. Wir wéhlen ¢ > 0 beliebig und setzen
Ay = {|fn—fl >€}.

Dann ist

limsup 4,, = m U A, C N.

n—00
m n>m

Wegen der Endlichkeit des MaBes j folgt hieraus (Ubungsaufgabe)

n—oo n—oo

limsup u(A,) < u (lim sup An> < u(N)=0.

Also ist
lim u(A,) =0,

was zu zeigen war. [

Bemerkung 6.14. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Um dies zu sehen,
setzen wir (Q,%2,u) = ([0,1],B91),A) und definieren einen Funktionenfolge
(fn) auf [0,1] durch

f2n+k = ]1[k2—n’(k+1)2—n] (n - O, 1, 2, ceey O S k < 271)'
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A fl A f2 A fS A f4
] — — T — —
| | I

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

1 s 1 T 1 3 1

Da fiir beliebiges ¢ mit 0 < e < 1
A far skl > £) = A (B2, (k 4+ 1)277]) =27 0

fiir n — oo, erhalten wir einerseits

£, 250

Andererseits existiert aber fiir jedes « € [0, 1] eine Teilfolge (f,, ) mit f,,, (x) =1
fiir alle k, d.h. es gilt nicht f,, — 0 A\-f.ii.
Trotz dieser Bemerkung 143t sich die Behauptung 6.13 ,,teilweise“ umkehren.

Theorem 6.15. (Riesz)
Es gelte f,, = f. Dann existiert eine Teilfolge (fn,) mit fn, — f p-f.i.

Beweis. Wir wihlen die Teilfolge (f,,, ) so, daf fiir die Mengen

A :=A{lfn. — f| > 1/k}
die Ungleichung
w(Ay) <278 (k=1,2,...)
erfiillt ist. Wir fithren die Menge

N :={fn, 7 [}

ein. Es ist u(N) = 0 zu zeigen. Hierzu benutzen wir die fiir alle j giiltige Inklu-
sion
N C | A

k>j

Dann folgt
,u(N)SZ,u(Ak)SZ2_kHO fiir j — o0

k>j k>j

und damit pu(N)=0. O

Aus der Konvergenz fast iiberall folgt im allgemeinen nicht die punktweise
und erst recht nicht die gleichmé&fBige Konvergenz einer Funktionenfolge. Der
folgende Satz von Egorov zeigt, dal dies aber zumindest auf einer ,,dem Mafle
nach beliebig groflen Teilmenge* der Fall ist.
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Theorem 6.16. (Egorov)

Das Maf v sei endlich und (f,) konvergiere u-f.i. gegen f. Dann findet man
zu jedem € > 0 eine Menge Q. € A mit u(Q\ Q) < e und f, — f gleichmdfig
auf Qc, d.h.

sup |fn(w) — f(w)] — 0 fiir n — oo.
we,

Beweis. Wir fixieren € > 0 beliebig. Aus f, — f p-f.ii. folgt

gm = sup |fn— f| =0 p-f.i. fir m — oo
n>m

und hieraus (unter Beriicksichtigung der Endlichkeit des Mafles ) g, £ 0.

Deshalb finden wir eine Teilfolge (g,y,, ) mit
1 (G, > 1/k) < e27F (k=1,2,...).

Wir setzen abkiirzend
By = {gmk > l/k}

und erhalten

Fiir die Menge

gilt deshalb

und

sup |fn — fl = gm, <1/k fiir alle k& auf ..

n>mig

Mit anderen Worten, zu jedem k£ existiert ein my mit
|fn(w) — flw)| < 1/k fiir alle w € Q. und alle n > my,
d.h. f, — f gleichméfig auf .. [

Behauptung 6.17. Sei p > 1. Dann gilt die Implikation

fo 28 o S
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Beweis. Fiir beliebiges € > 0 erhélt man unter Verwendung der Chebyshevschen
Ungleichung

,U(‘fn_f‘ >5) = :u(’fn_f‘p>€p)
< gip/\fn—f\pd,uﬁ() fiir n — oo.
O

Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht (Ubungsaufgabe).

Definition 6.18. Die Funktionenfolge ( f,,) heiit p-fach gleichgradig p-integrier-
bar, falls zu jedem € > 0 eine p-fach p-integrierbare Funktion g. > 0 existiert
mit

/ |frlP du < e fiir alle n.
{Ifnl>ge}

Ist (f,) p-fach gleichgradig p-integrierbar, so gehoren die Funktionen f,, alle
zu LP(p) und sup || fy, ||, < co. In der Tat, fir beliebiges € > 0 ist

/‘fn‘pd:u = / ’fn’deJr/ ’fn’pd,u
{|fn|ggs} {|f’n|>gs}

< /ggd,u-l—5<oo.

Beispiel 6.19. (Hinreichende Bedingungen fiir die gleichgradige Integrierbarkeit)

1. |fal < g pfii fiir alle n, g € LP(u) = (fn) p-fach gleichgradig p-
integrierbar. (Man wihle g. = g).

2. Das Maf} p sei endlich, 1 < p < p’ < 0o, und es existiere eine Konstante ¢
mit

/’fn|p/ dp < c < oo fiir alle n.

Dann ist (f,) p-fach gleichgradig p-integrierbar: Fiir beliebiges o > 0 gilt

1
aP' —p

I 4, 15a) < | fal? 7P

Deshalb ist

/ P du = /ﬂ{|fn|>a}\fnwpdu
{|fn|>a}
1 '

/|fn|p du < ¢

- P -p apb’ —p’

Die Behauptung folgt nun aus der p-fachen p-Integrierbarkeit konstanter
Funktionen (g. = «) und der Tatsache, dafl der Ausdruck auf der rechten
Seite der letzten Abschitzung fiir a — oo gegen Null konvergiert.
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Theorem 6.20. Sei p > 1. Folgende Aussagen sind dquivalent:
: LP ()
(i) fo =5 f;
(ii) fn > f und (fn) p-fach gleichgradig pi-integrierbar.
Beweis. Vergleiche Heinz Bauer [4], Kap. II, § 21. [

Bemerkung 6.21. Ist das Mafl p endlich, so kann das Theorem 6.20 als eine
Verallgemeinerung des Satzes von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz an-
gesehen werden. Um dies zu sehen, setzen wir f, — f p-fii. und |f,| < g p-f.i.
fiir alle n und eine p-integrierbare Funktion g voraus. Aus der Endlichkeit von p
und f, — f p-fii folgt f, - f. Wegen | f,| < g ist die Folge (f,) gleichgradig
p-integrierbar. Also ist Theorem 6.20 anwendbar, und wir erhalten

Eiﬁ)

fn

‘/mw—/mqs/m—ﬂwﬁa
[ w5

f,
d.h.

woraus

folgt.
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Zum Abschlufl dieses Abschnittes fassen wir die Beziehungen zwischen den
verschiedenen Konvergenzarten in einem Diagramm zusammen:

gleichméfige Konvergenz

A

punktweise Konvergenz

Satz von Egorov

A

Konvergenz fast iiberall

f

oen

AN Satz von Lebesgue

N
N

Konvergenz im p-ten Mittel

e

e

~
gleichgradige Integrierbarkeit

e

Konvergenz dem Mafle nach




Kapitel 7

Integration beziiglich eines
Produktmaifles

7.1. Produkt von Mafiraiumen

Gegeben seien zwei Mafiraume (1,24, 1) und (Qa, Ao, o). Unser Ziel besteht
in der Konstruktion eines Produktraumes (2,2, p) := (21,21, p1) @ (Q2, Aa, p2)
mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Q:=Q1 X Qy = {(w1,w2): w1 € O, we € Ny} ist das kartesische Produkt
der Mengen €2; und 29;

(i) A =A; ® Ay ist die kleinste o-Algebra in 2, die alle Mengen der Gestalt
A1 x Ag mit Ay € Ay und Ay € AUy enthilt (Produkt-o-Algebra);

(iil) p = p1 ® pe ist dasjenige Mafi auf 2y ® s, fiir das
p(Ar x Ag) = p1(Ar) pa(Az2)
fiir alle A; € 21 und Ay € Ay gilt (Produktmaf).

Das Problem besteht im Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit des Pro-
duktmaBes p, wobei die Einzigkeit von g im allgemeinen nur fiir o-endliche
Mafe p1 und psy gezeigt werden kann.

Hierzu fithren wir das Mengensystem

6 = {Al XA22A1 EQ[1,A2€Q12}

ein. & ist ein Semiring in Q = Q; x Qy (Ubungsaufgabe), und nach Definition
der Produkt-o-Algebra 2 ist

0(6) =2A; @ As.
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Zunéchst ist p eine auf & definierte Mengenfunktion, die zu einem Maf} auf
0(6) fortgesetzt werden soll. Ist p o-endlich auf &, so existiert aufgrund der
Folgerung 3.33 hochstens eine Fortsetzung von p zu einem Mafl auf 2A; @ 2s.
Sind die Mafle ;11 und pe o-endlich, so ergibt sich deshalb die Eindeutigkeit des
ProduktmaBes 11 ® po (falls es iiberhaupt existiert) aus der folgenden Behaup-
tung.

Behauptung 7.1. Sind die Mafle pi1 und pe o-endlich, so ist die Mengenfunk-
tion pu o-endlich auf &.

Beweis. Aufgrund der o-Endlichkeit von p; existieren Mengen an) € A; mit
QE") T Q; fiir n T oo und ,ui(an)) < oo fiir alle n (¢ = 1,2). Wir setzen
Q) = an) X Q;n). Diese Mengen gehoren zum Semiring &, Q) 1 Q und
() = () p2(Q5Y) < 00, O

Eine Moglichkeit zur Konstruktion des Produktmafles besteht im Nachweis
der o-Additivitdt von p auf dem Semiring & und der Anwendung des Fortset-
zungssatzes (Theorem 3.31). Wir wollen jedoch einen anderen Weg beschreiten,
der gleichzeitig eine explizite Darstellung des Produktmafles liefert und fiir die
Integration in Bezug auf Produktmafle von Bedeutung ist.

Hierzu fithren wir Schnitte von Mengen und Funktionen ein. Es sei A eine
Teilmenge von 2 = € x Qs. Als Schnitte der Menge A bezeichnet man die
Mengen

Ay, = {ws € Qy: (w1, wo) € A}, wy € O,

und
AY? = {wl S (wl,wz) € A}, wa € .

Als Schnitte einer Funktion f:  — R bezeichnet man die Funktionen

for (w2) == flwi,wa), wy € Q,

und
[ (wr) = flwi,w), wo € (g,

die dadurch entstehen, daf§ man f(w;,ws) bei fixiertem w; als Funktion von wy
betrachtet und umgekehrt.

Zwischen Schnitten von Mengen und Funktionen besteht der folgende na-
tirliche Zusammenhang. Ist f = 14 die Indikatorfunktion einer Menge A C €,
so gilt

fwl = ]lAwl und fwz = ]lAwQ. (71)

Behauptung 7.2. (Mefbarkeit von Schnitten)

a) Aus A € Ay @ Ay folgt Ay, € Ao fiir alle wy € Q1 und A¥2 € Uy fiir alle
wo € (.

b) Aus der Meflbarkeit der Funktion f: (1 x Q2,2 @ As) — (R,B) folgt
die Mefbarkeit der Funktionen f,, : (Q2,2s) — (R,B) fiir alle wy € Q; und die
Mepbarkeit der Funktionen f<2: (Q1,2%) — (R, B) fiir alle wy € Qs.
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Beweis. a) Wir fixieren w; € € beliebig und betrachten das Mengensystem
5= {AEQ[1®§2[2: Awl 69«12}.
Es ist § O 2A; ® Ay zu zeigen. Fiir A = A; x Ay € G gilt

A, = Ag, fallswy € Ay, (7.2)
0, fallsw; ¢ Ay,

woraus in beiden Fillen A, € A, und damit A € § folgt. Also ist § 2 G.

Wegen o(6) = 2; ® s bleibt nur noch nachzuweisen, dal § eine o-Algebra ist.
Offenbar gehort Q2 zu §. Aus A € § folgt A, € s und damit

(A%),, = AL, € Ay,

d.h. A°€ §. Seinun A =, A™M und A € F fiir alle n. Dann folgt Aﬁ) €Ay
fiir alle n und deshalb
Aw1 = UASLZ) S 9’[27 (73)

d.h. A€3.

b) Wegen a) und (7.1) gilt die Behauptung fiir Indikatorfunktionen f = 14,
A € 2y ® Ay, Mit Hilfe der iiblichen Fortsetzungsprozedur zeigt man die Be-
hauptung nacheinander fiir elementare Funktionen, nichtnegative mefibare nu-

merische Funktionen und schliefllich fiir alle mefibaren numerischen Funktionen.
O

Behauptung 7.3. Die Majfle p1 und po seien o-endlich. Fir eine beliebige
Menge A aus Ay @ Ay ist

w1 — p2(Ay,) eine Ai-mefbare numerische Funktion auf (4

und
wo — p1(A“?) eine Ag-mefbare numerische Funktion auf ;.

Beweis. Wir zeigen nur den ersten Teil der Behauptung.

19 Wir setzen zunéchst us(€2) < co voraus. Es ist zu zeigen, dafl das Men-
gensystem
§F:={AcU @Ay: w1 — p2 (Ay,) meBbar}

die Produkt-o-Algebra 2A; ® 2As enthélt. Als erstes tiberzeugen wir uns von der
Giiltigkeit der Inklusion § O &. Hierzu sei A = A; x A € &. Dann folgt mit
(7.2)
M2 (Awl) = U2 (AZ) ]1A1 (wl)'

Wegen A; € 2, ist dies eine meflbare Funktion von wq, d.h. A € §. Als néchstes
zeigen wir, dafl § ein Dynkin-System ist. Offenbar ist 2 € §. Das Mengen-
system § ist abgeschlossen beziiglich der Komplementbildung. Tatséchlich, fiir
beliebiges A aus § ist

pa ((A°),,,) = p2 (AS,) = n2(Q) — p2 (Au,)
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eine 2 -meffbare Funktion von wq, d.h. A¢ € §. Hierbei wurde die Endlichkeit
von jip(€2s) benutzt. Sei nun A = |J, A™ die abziihlbare Vereinigung paarweise

disjunkter Mengen aus §. Die Schnitte Acﬁ) sind dann auch paarweise disjunkt,

es gilt (7.3), und

e = (%) = S ()

n

ist (als Summe nichtnegativer meBbarer numerischer Funktionen) eine 2(;-mef3-
bare numerische Funktion von wy, d.h. A € §. Also ist § abgeschlossen beziiglich
der Bildung paarweise disjunkter abzdhlbarer Vereinigungen. Da & N-stabil ist,
folgt unter Benutzung des Hauptsatzes iiber Dynkin-Systeme (Theorem 3.17)
aus § 2 G schliefllich

§F2d(6) =0(6) =2 @ As.

20 Sei nun py o-endlich. Dann existieren Mengen Q;n) € Ao mit Q;n) T Q9
und ug(an)) < 00. Durch

p(Az) = (420 Q57), Ay € U,

werden endliche Mafle pén) auf 2, definiert. Fiir beliebiges A € 2 ® Ay liefert
deshalb der Beweisschritt 1° die 2;-MeBbarkeit der numerischen Funktionen

wy = M;n) (Auy) -
Wegen
5 (An) = iz (Auy N Q57 ) 1112 (Auy)
fiir n T oo folgt hieraus die A;-Mef3barkeit der Funktion
w1 — 2 (Aw, ) -
O

Theorem 7.4. (Konstruktion von Produktmaflen auf o-endlichen Mafrdaum-
en) Gegeben seien o-endliche Mafrdume (Q1,%41, 1) und (Q2,2As, u2). Dann
existiert ein eindeutig bestimmites Mafs = p1 @ po auf Ay @ Ao mat

,LL(Al X Ag) = ﬂl(Al) IU,Q(AQ) fﬁ?‘ Al € 911, A2 € As. (74)
Dieses Mafs ist durch

wA) = /Q (A, ) o (doy) (7.5)

N /Ml(AwZ)Mz(dwz)v A €A ® A,
Qo

gegeben.
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Beweis. Aufgrund der Behauptungen 7.2 und 7.3 sind die Integrale in (7.5)
wohldefiniert.

1° Die durch die erste Hilfte von (7.5) definierte Mengenfunktion y ist ein
Maf3 auf ; ® As:
p > 0 und p(0) = 0 sind offensichtlich. Zum Beweis der o-Additivitét seien A
abzdhlbar viele paarweise disjunkte Mengen aus 2; ® A und A := (J, A

Dann sind auch die 2s-mefibaren Schnitte A( ") paarweise disjunkt, und
U A,

Hieraus folgt

Z i A(n)

wobei unter dem Summenzeichen nichtnegative mefibare numerische Funktio-
nen von w; stehen. Unter Verwendung des Satzes von B. Levi (Folgerung 5.11)
erhalten wir deshalb

wA) = /Q S 1A i (don)

1 n

= Z/Q 112 (A i (dwr ) ZM (A,
1

d.h. p ist o-additiv.
20 Das durch die erste Hilfte von (7.5) definierte Maf3 i erfiillt (7.4):
Fir A = A; x Ay mit A; € A und Ay € 25 ist

2 (Aw,) = pa(A2)ly, (w1)

und deshalb

H(Ay X Ay) = /Q iz (A2) T, (1) pir (der) = poa (Ay) pn (As).

3% Die zu 1° und 2° analogen Behauptungen gelten auch fiir die durch das
zweite Integral in (7.5) definierte Mengenfunktion. Aufgrund der o-Endlichkeit
von p1 und pue ist aber die Fortsetzung der Mengenfunktion (7.4) zu einem Maf}
auf 2A; ® Ay eindeutig. Deshalb stimmen die beiden Integrale in (7.5) iiberein.
0

Beispiel 7.5. Sei AP das p-dimensionale Lebesgue-Mafl auf der Borelalgebra ‘BP.
Fiir beliebige natiirliche Zahlen p und ¢ gilt

(Rp,%p,)\p) (Rq B )\q) (Rerq sBerq )\p+q)

Wir zeigen als erstes BP @ B? = BPT. Es ist BPT? = ¢(F), wobei § das
System der achsenparallelen Quader in RPT9 bezeichnet. Jeder solche Quader
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R hat die Gestalt R = P x @), wobei P und () achsenparallele Quader in R?
bzw. R? sind. Folglich ist § C BP ® B9 und daher BPT? C BP @ BI. Zum
Beweis der entgegengesetzten Inklusion benutzt man BP ® B¢ = ¢(6) mit
S ={Ax B: Ae®BP, Be B9}. Mit m; und 72 bezeichnen wir die kanonischen
Projektionen RP*? — RP bzw. RPT? — RY. Diese Abbildungen sind stetig und
somit Borel-mefibar. Jede Menge A x B aus G hat die Gestalt

Ax B=(AxR)N(R? x B) =7 (A) N7, (B)

und gehort deshalb zu BP9, D.h., & C BP9 und folglich BP @ B9 C BPHI,
Bleibt A’ @ A\ = \PT9 zu zeigen. Da AP und A\? o-endlich sind, ist das

Produktmafl A\’ ® A4 wohldefiniert. Fiir beliebige achsenparallele Quader P und

@ in R? bzw. R? ist nach Definition des Produktmafles und der Lebesgue-Mafle

(W @ A)(P x Q) = AW (P)AHQ) = XTI(P x Q).

Da die achsenparallelen Quader P x ) einen N-stabilen Erzeuger der Borelal-
gebra BPT7 bilden, folgt hieraus A\’ @ \? = \PT? (Folgerung 3.19).

7.2. Der Satz von Fubini

Gegeben seien o-endliche Mafirdiume (21,2, p1) und (22,2, p2). Die folgen-
den Versionen des Satzes von Fubini erlauben die Vertauschung der Integrati-
onsreihenfolge bei Mehrfachintegralen.

Theorem 7.6. (Satz von Fubini fir nichtnegative mefbare Funktionen)
Sei f: (21 x Q2,1 @ As) — (R, W) nichtnegativ und mefbar. Dann sind

wl'—>/fw1 dp  und wz'—>/fw2 dpiy

nichtnegative A1 - bzw. As-meffbare numerische Funktionen auf €21 bzw. s, und

es gilt
[rameon = [ ( [ £ duz) dpiy (1) (7.6)
-/ ( / wadul) dpin (2).

/ F(wr,ws) (11 ® iz) (d(wr, w3))
Q1 X0

D.h.,

= /Q1 ( o f(w17W2)M2(dw2)) p1 (dwy)
= /Q2 ( o f(whwz)ul(dwl)) pa(dws).
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Beweis. Wir zeigen nur die erste Hélfte der Gleichung (7.6).
1° Die Behauptung gilt fiir Indikatorfunktionen f = 14, A € A; @ Us:
Wegen f,, = 14, ist ndmlich

/fw1 dlu’2 = M2 (Aw1)7

und diese Funktion von w; ist A;-mefibar (Behauptung 7.3). Deshalb erhalten
wir mit dem Theorem 7.4

/fdul Rp2 = (11 @ p2)(A4) = /uz (Awy) pa(dwr)

= /(/ o dm) p1 (dws).

20 Die Behauptung gilt fiir nichtnegative elementare Funktionen f:
Dies ergibt sich aus 1° unter Ausnutzung der Linearitit und Homogenitit der
Integrale.

3% Die Behauptung gilt fiir beliebige nichtnegative mebare Funktionen f:
Es existieren elementare Funktionen f(™ mit 0 < f() 1 f (Behauptung 5.1).

Dann gilt auch fiir die Schnitte 0 < f(f,?) T fu,, woraus mit dem Satz iiber
monotone Konvergenz (Theorem 5.10)

[0 st [ g o

folgt. Insbesondere ist [ f,, duo als monotoner Limes mefibarer Funktionen eine
2;-meBbare Funktion von w;. Aufgrund des Beweisschrittes 2° gilt fiir jedes n:

/f(n) dp ® po = / (/ u(fll) d,ug) dpy (wy).

Geht man in dieser Gleichung zum Limes fiir n — oo iiber und benutzt dabei
auf beiden Seiten den Satz iiber monotone Konvergenz, so folgt

/fd,u1®,u2:/</fw1 du2) dpir (w),

was zu zeigen war. [

Um die Aussage des Theorems 7.6 auf beliebige 1 ® po-integrierbare Funk-
tionen f zu iibertragen, zerlegt man die Funktion f in ihren Positivteil und
ihren Negativteil, f = f™ — f—, und wendet das Theorem 7.6 separat auf fT
und f~ an. Auf diese Weise erhélt man

/fdM1®M2 = /f+dM1®M2—/f_dM1®,u2

— /(/(f*)a,1 dug) dpy (w1) —/ (/(f_)wl dm) dpu (w1).
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Diese Gleichung méchte man wie folgt fortsetzen:

-/ [ [ dn = [ dm} o ()
= [ ([ @0 () doa) )
— /(/ fon du2> p1 (dwr),

wobei fI — f. = f., benutzt wurde. Wegen der Endlichkeit der Integrale von
fT und f~ beziiglich p1 ® uso sind dabei die Integrale

[ odns w7 e

fiir pp-f.a. wy endlich. Aber zumindest auf einer pi-Nullmenge kénnen beide
Integrale den Wert +o00 annehmen, so dafl bei der obigen Fortsetzung der Glei-
chung in der eckigen Klammer ein Ausdruck der Gestalt ,, 0o — oo auftreten
kann. Fiir solche w; ist daher

/fw1 d:u2

nicht erklart. Da dies jedoch nur auf einer Nullmenge passiert, kann man das
Problem losen, indem man dieses Integral auf der betrachteten Ausnahmemenge
durch Null ersetzt. Dies fiihrt zu folgendem Ergebnis.

Theorem 7.7. (Satz von Fubini)
Die Funktion f: (Q1 x Qa, A1 @ Az) — (R,B) sei mefbar und 1 & pg-inte-
grierbar. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Fir py-f.a. wq € Qq ist f,, po-integrierbar, und fir ps-f.a. we € Qo ist
f<% py-integrierbar.

b) Die Funktionen

fuwy dua,  falls f,, pa-integrierbar ist,

1}1)(‘”1) =
0, sonst,
und
; 2 duy,  falls f<2 pq-integrierbar ist,
1}2) (ws) = 1
0, sonst,

sind p1-bzw. po-integrierbar.

c)
/ [ dpy @ po :/ 1}1) dp =/ 1}2) dpa.
QlXQQ Ql QQ
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Anstelle von [ I}l) dpy schreibt man oft etwas lax

/(/f(wlawz)ﬁbz(dm)) pi1(dwr).

Entsprechendes gilt fiir [ Ij(cz) dpia.

Beispiel 7.8. (Integral als Maf$ einer Menge)

. . . p fw)

(Q,2, 1) bezeichne einen o-endlichen Af
Mafiraum, und A sei das Lebesgue-Maf
auf (R,%B). Wir betrachten eine nicht-
negative mefibare Funktion f: (2,2() — !
(R,®B) und fiithren die Menge

Af::{(w,y)eQxR:0§y<f(w)} : %
b

ein.

Behauptung 7.9. /fdu = (u®\)(AT).

Beweis.
19 Af ist A ® B-meBbar:
Hierzu fiithren wir zwei Abbildungen ® und W ein:
QxR A2B) - RxR BeB)=(R%B2) - (R,B)
(w,y) —  (f(w),y) —  fw) -y
Dann ist
AT ={Tod >0}N(Qx[0,00)).

Um die A ® B-MeBbarkeit der Menge Af zu beweisen, geniigt es deshalb, die
Mefibarkeit der Abbildungen ® und ¥ zu verifizieren. Die Mef3barkeit von ®
folgt aus der Tatsache, dal die Mengen A x B (A € B, B € B) einen Erzeuger
von ‘B ® ‘B bilden und

1 (AxB)=f1A) xB

zu A ® B gehort. Die Abbildung ¥(x,y) = = — y ist stetig und deshalb Borel-
meBbar.

20 die Schnitte der Menge A besitzen die Gestalt

AL =10, f(w)),

weshalb
A(AL) = fw)



110 Kapitel 7. Integration beziiglich eines Produktmafes

ist. Das Theorem 7.4 (oder Theorem 7.6) liefert deshalb

(NN = [ A(4L) () = [ ) o).
]

Beispiel 7.10. (Faltung von Funktionen)

A sei das d-dimensionale Lebesgue-Ma$, £ := £}(R4, 8%, \) und || -||; bezeichne
die Halbnorm in £!. Die Faltung f * g zweier Funktionen f,g € £' wird wie
folgt definiert:

Lebesgue-integrierbar ist,

/f(:v —y) 9(y) Mdy), falls y — f(z —y) 9(y)
(f*g)(z) =

0, sonst.

Behauptung 7.11. Sind f und g Funktionen aus L', so gehort auch die Faltung
fxg zu LY und es gilt
1fxglli < [[fllillglh -

Beweis.

19 Die Funktion h(z,y) := f(z — y) g(y) ist (B2¢,B)-meBbar, d.h. sie ist
(B¢ @ B?, B)-meBbar (Ubungsaufgabe).

20 h ist A ® A-integrierbar:
Der Satz von Fubini fiir nichtnegative mefibare Funktionen liefert

[maes = | ( / |h<a:,y>|A<dx>) Ady)
= [ (1= sl x| rgan)
= [lawl ([ 16~ nirs) ) Ay,

Wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles ist

/ (@ — y)| A(de) = / F@) Mdz) = [[£] -

Deshalb 148t sich die obige Gleichung wie folgt fortsetzen:

- ||f||1/|g(y)|dy= 1l llglh < oo

Also ist h tatséchlich A ® A-integrierbar.
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3% Wegen 2° kénnen wir nun den Satz von Fubini auf die Funktion h selbst
anwenden. Die Schnitte von h haben die Gestalt

he(y) = f(z —y) g(y)

und sind als Funktionen von y Lebesgue-integrierbar fiir Lebesgue-f.a. Punkte
x. Insbesondere ist f x g Borel-mef3bar. Wegen

I * 9)(@)]| < / (@ — ) 9(y)| Ady) = / Ih(z )| A(dy)

erhalten wir wie in 29:

I£xalh = [ 1< a@Ixe) < [ ([ e.nixam) A = 171 gl

d






Kapitel 8

Signierte Malle

In diesem Abschnitt wird die Voraussetzung der Nichtnegativitit von Maflen
fallengelassen.

Definition 8.1. Sei (2, ) ein meibarer Raum. Eine Mengenfunktion p: % — R
heiflt signiertes Maf, falls folgendes gilt:

(i) w(®) = 0;

(ii) p ist o-additiv: Ist (A,,) eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus 2
und A :=J A,, so gilt

p(A) =3 l(An).

(Genauer, u(A) = limy_ Zgzl u(A,) € R, wobei in den Summen keine
Ausdriicke der Gestalt ,, oo — co® auftreten.)

Aus der o-Additivitidt von p und (@) = 0 folgt fiir eine beliebige Menge A € A
p(Q) = p(A) + p(A°),
wobei auf der rechten Seite ,, co — 0o nicht auftreten darf. Deshalb erhalten wir
(i) Q)] <o <  |u(A)| < oo fir alle A €
(i) () =400 = p(A) > —oco fir alle A €
(iii) p(Q) =-00 = p(A) < +oo fir alle A € A.

Ist die Eigenschaft (i) erfiillt, so sagt man, das signierte Mafl u sei endlich.

Beispiel 8.2. (Standardbeispiel)
(2,20, 1) sei ein Mafiraum und f € £!(x). Dann wird durch

v(A) ::/Afdu, Aeq,
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ein endliches signiertes Mafl v auf (£2,2) definiert. Die Endlichkeit von v folgt
aus der Integrierbarkeit von f. Um die o-Additivitét nachzuweisen, sei (4,,) eine
Folge paarweise disjunkter Mengen aus 20 und A := | J 4,,. Dann konvergieren
die Summen Y ;_, 14, f fiir n — oo punktweise gegen 14 f und werden durch
die integrierbare Funktion |f| majorisiert. Deshalb erhilt man mit dem Satz
von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz (Theorem 5.16) fiir n — oo:

D ov(A) = Z/ﬂAkfdMZ/ZﬂAkfdu
= k=1 k=1

k=1

. /llAfd,u — J(A).

Wir werden auf dieses Beispiel im folgenden ofter als Standardbeispiel zu-
riickgreifen.

Wir geben nun zwei verschiedene Charakterisierungen signierter Mafle an.

Theorem 8.3. (Hahnsche Zerlegung)
Sei p ein signiertes Maf$ auf (Q,2A). Dann existieren Mengen Q_,Q, € A mit
folgenden FEigenschaften:

(i) A_NQL =0,Q_UQL =Q;

(ii) p(A) <0 fir alle A €A mit A C Q_;
(111) w(A) >0 fir alle A € A mit A C Q.
Beweis. Siehe z.B. D.L. Cohn [11], Chap. 4. O

Das Paar (Q_,€4) im Theorem 8.3 heit Hahnsche Zerlegung fiir das si-
gnierte Mafl p. Diese Zerlegung von () ist im allgemeinen nicht eindeutig. So
kann man im obigen Standardbeispiel

Q- ={f<0}, Qp={f=0;

oder auch
Q—:{f§0}7 Q+:{f>0}

als Hahnsche Zerlegung fiir v wéhlen.

Theorem 8.4. (Jordansche Zerlegung)
Sei p ein signiertes Majf$ auf (Q,20). Dann existieren eindeutig bestimmte (nicht-
negative) Mafe p* und pu~ auf A mit folgenden Eigenschaften:

(i) p=p"—p;
(i) fiir jede Hahnsche Zerlequng (2—,Q4) zu u gilt

p(A) = p(ANQy), p (A) = —p(ANQ)  (Ae);
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(iii) mindestens eines der Mafe p+ und p~ ist endlich.
Beweis. (2,4 ) bezeichne eine beliebige Hahnsche Zerlegung fiir p. Wir setzen
pHA) = p(ANQL), po(A) = —p(ANQ)  (Ae).

19 47 und p~ sind Mafle auf : gt () = 0 ist klar. Wegen ANQ, C Q ist
put(A) > 0 (sieche Theorem 8.3, (iii)). Sei A = |J A,, die abzéihlbare Vereinigung
paarweise disjunkter mefibarer Mengen. Wegen der o-Additivitat von p gilt

ph(A) =p (U (AN Q+)> = u(AnnQy) =) ut(4).

Also ist u™ o-additiv und somit ein Mafl. Analog geht man fiir x4~ vor.
20y, = pt — p: Fiir beliebiges A € 2 ist

A=(ANQ)U(ANQ)
eine disjunkte Vereinigung meflbarer Mengen, woraus
p(A) = p(ANQ) +u(ANQ-) = p*(A) — p~(A)

folgt.

3% Da insbesondere fiir A = Q auf der rechten Seite der letzten Gleichung
., 00 — 00“ nicht auftreten darf, mufl mindestens eines der beiden Mafle ™ und
u~ endlich sein.

4° Es bleibt die Einzigkeit der Zerlegung (=, u*) nachzuweisen. Fiir belie-
biges A € 2 und alle mefibaren Mengen B C A gilt wegen (i)

Deshalb ist

pt(A) =sup{u(B): BC A, B <}, Ae
Analog zeigt man

p (A) =sup{—u(B): BC A, B e}, Ae

Diese Formeln zeigen, da§ 4+ und x4~ durch g und die Eigenschaften (i) und (ii)
eindeutig festgelegt sind (obwohl die Hahnsche Zerlegung im allgemeinen nicht
eindeutig ist). O
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Beispiel 8.5. Fiir das obige Standardbeispiel ist
Q*:{f<0}7 QJr:{fZO}

als Hahnsche Zerlegung fiir das signierte Mafl v wahlbar. Hieraus folgt
W= [ e )= [ (e
A A

Sind g1 und po zwei Mafle auf 2 mit p1(2) < oo oder () < oo, so ist
= p1 — po ein signiertes Mafl. Zusammen mit der Jordanschen Zerlegung
erhalten wir deshalb die folgende einfache Charakterisierung signierter Mafle.

Folgerung 8.6. (2, 2) sei ein mefbarer Raum. Eine Mengenfunktion yu: % — R
ist genau dann ein signiertes Maf$, wenn sie sich als Differenz zweier Mafse
darstellen lafit, von denen mindestens eines endlich ist.

Es sei p ein signiertes Mafl und (u~, pu*) die zugehorige Jordansche Zerle-
gung. Das Maf p~ (u™) heifit Negativteil (Positivteil) von u. Das Maf

| = pt 4+ p”
heifit Variation von p. Die Zahl
il = 1ul(Q) = 1 (Q) + 1~ ()
wird Totalvariation von p genannt. Es gilt
pendlich < |u| endlich < ||u] < oo.
Aus p=pt —p~ und |p| = p™ + p~ folgt
l(A)| < |p|(A) fiir alle A € 2.

Behauptung 8.7.

|| ]| = sup {Z |w(Ag)|: r € N und Aq,..., A, € A paarweise dz'sjunkt} :
k=1

Beweis. Fiir beliebige paarweise disjunkte Mengen Aq,..., A, € A gilt

S (AR <> |ul (Ak) = |yl (U Ak) < |ul(@) = |lull -
k=1 k=1

k=1

Auflerdem erhalten wir fiir eine beliebige Hahnsche Zerlegung (Q2_, Q) und
A1 == Q_, AQ = Q+Z

Do u(An)] = g () + 1 (Q) = [ul(Q) = |lull-
k=1
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Beispiel 8.8. Im Standardbeispiel ist

|wmwaﬁumm Ae

vl = [ 151dn

Mit 9t = M (2, A) bezeichnen wir den Raum der endlichen signierten Mafle
auf (2,2).

und folglich

Behauptung 8.9. Das Paar (I, | - ||) ist ein Banachraum. D.h., MM ist ein
Vektorraum dber R, und die Totalvariation | - || ist eine Norm in O beziglich
der jede Cauchyfolge konvergiert.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Zum Schlufl dieses Abschnitts erértern wir kurz die Integration beziiglich
signierter Maf$e. Gegeben seien ein signiertes Mafl ;1 und eine mefibare nume-
rische Funktion f auf (Q,2(). (1=, u™) bezeichne die Jordansche Zerlegung von
. Unter der Endlichkeitsvoraussetzung

[1s1dt= [171du* + [ 151 < o0 (8.1)

[tan=[rawt = [ sau

und fiir beliebiges A € 2

/Afdutz/Afdﬂ—/Afdu‘-

Unter der Voraussetzung (8.1) wird durch

definiert man

v(A) ::/Afdu, Aeq,

ein endliches signiertes Mafl v definiert. (2_(u), Q4 ()) sei eine Hahnsche Zer-
legung fiir u. Dann erhalten wir

o) = [ raw = [ pap

- (frart fra)-(frae fra)
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Das Maf} in der ersten Klammer auf der rechten Seite ist auf

Qi (v) = (e (w)N{f>0})u(Q_(u)n{f<0})

konzentriert (d.h. das Komplement ist eine Nullmenge), und das Ma8 in der
zweiten Klammer ist auf

Q_(v) = (W) N {F < 0}) U(Q-() N {f = 0})

konzentriert. Da auBerdem Q4 (v) und Q_(v) eine mefibare Zerlegung von (2
bilden, ist (2_(v),4(v)) eine Hahnsche Zerlegung des signierten Mafles v.
Hieraus folgt

= [ rat s [ ae aen
A A
und
V(A):/fdu++/f+d,u, Aeil
A A
Damit erhalten wir

v](4) = /A fldul,  Aea

Insbesondere gilt

und

'/fd,u‘ < /|f|d|u| (Dreiecksungleichung).



Kapitel 9

Absolutstetigkeit und
Singularitiat von Maflen

Definition 9.1. Es seien p und v Mafle auf einem mefibaren Raum (£2,2). Das
Maf v heifit absolutstetig beziiglich p (in Zeichen: v < p), falls jede p-Nullmenge
auch eine v-Nullmenge ist:

Ae w(A)=0 = v(A)=0.

Im Abschnitt 10.2 werden wir sehen, wie der Begriff der Absolutstetigkeit
von Maflen mit dem Begriff der Stetigkeit von Funktionen zusammenhingt. Die
néichste Behauptung lét bereits eine Ahnlichkeit mit der ,,Stetigkeit* erahnen.

Behauptung 9.2. Gegeben seien Mafle p und v auf einem mefibaren Raum
(Q,20). Das Maf$ v sei endlich. Unter dieser Voraussetzung ist v genau dann
absolutstetig zu p, wenn folgendes gilt: Zu jedem € > 0 findet man ein § > 0
derart, daff fir alle A € A mit u(A) < 9§ stets v(A) < € folgt.

Beweis. Wir beweisen als erstes die Implikation ,, = “. Wir gehen indirekt vor.
Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann existieren ein € > 0 und eine
Folge von Mengen A,, € 2 mit

p(A,) <2™" und v(A,) >e.

Wir setzen
A:=limsup A, = ﬂ U A,.

n— 00
m n>m

Dann folgt
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Da der Reihenrest auf der rechten Seite fiir m — oo gegen Null konvergiert,
erhalten wir u(A) = 0. Da v endlich ist, gilt

n—oo n—oo

v(A) =v (lim sup An> > limsupv(A,) > ¢

(Ubungsaufgabe). Also ist einerseits p(A) = 0 und andererseits v(A) > ¢ im
Widerspruch zu v < p.

Der Beweis der Implikation ,, < “ ist simpel: Aus pu(A) = 0 folgt aufgrund
unserer Voraussetzung v(A) < e fiir jedes & > 0 und damit v(A) = 0. Also ist
v U

Beispiel 9.3. Sei f eine nichtnegative mefibare numerische Funktion auf einem
MaBraum (2,2, u). Dann ist das durch

v(A) = /Afd,u, Ae,

definierte MaBl v absolutstetig beziiglich p. Tatséchlich, aus u(A) = 0 folgt
14 f =0 p-f.i. und hieraus

I/(A):/]lAfd,u:O.

Beispiel 9.4. Sei (2,2) ein mefibarer Raum, dessen o-Algebra 2 alle einpunkti-
gen Mengen enthalte. Dann sind fiir « # y die Dirac-Mafe d, und 4, auf (2,)
nicht zueinander absolutstetig. D.h. es gilt weder 4, < J, noch J, < d,. Zum
Beweis betrachte man die einpunktige Testmenge A = {z} beziehungsweise

A ={y}.

Der folgende fundamentale Satz zeigt, dafl sich die absolutstetigen Mafe alle
durch die im Beispiel 9.3 gegebene Konstruktion charakterisieren lassen.

Theorem 9.5. (Radon-Nikodym, 1930)

Gegeben seien o-endliche Mafle p und v auf (Q,24). Das Majf$ v ist genau dann
absolutstetig beziiglich 1, wenn eine nichtnegative meffbare numerische Funktion
fauf (2, ) existiert mit

v(A) = /Afdu fiir alle A € 2.

Die Funktion f ist p-f.i. eindeutig bestimmt und kann reellwertig gewdhlt wer-
den.

Bezeichnung: Die Funktion f im Theorem 9.5 heifit Radon-Nikodym-Ableitung
oder auch Dichte von v beziiglich g und wird mit dv/du bezeichnet.
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Beweis des Theorems 9.5. Wir beschréanken uns auf den Fall endlicher Mafle i
und v. Es ist nur die Implikation ,, = “ zu zeigen. Die Umkehrung wurde bereits
im Beispiel 9.3 betrachtet. Sei also v < p.

1° Wir fithren das Funktionensystem

g .= {g: g > 0, mefibar, / gdp <wv(A) fiir alle A € Ql}
A

ein. Da g = 0 zu G gehort, ist G nichtleer. Wir zeigen, dafl mit zwei Funktionen
g1 und g9 auch deren Maximum g; V g zu G gehort. Dies ergibt sich aus der
folgenden Abschétzung:

/ (g1 Vg2)dp = / (g1 V g2) dp +/ (g1 V g2)dp
A AN{g1<g2} ANn{gi1>g2}

= / g2dp + / g1 du
An{g1<g2} An{g1>g2}

< v(AN{g1 < g2}) +v(AN{g1 > g2})

= v(A).

29 Wir zeigen, daf eine Funktion f € G existiert mit

/fdu=sup{/gdu:geg} =: 5.

Hierzu wéhlen wir eine Folge (g,) in G mit

/éndu—>5

In:=g1 V-V gn.

und setzen

Die Funktionen g,, gehéren zu G (Beweisschritt 1°) und

gn 1 f

fiir eine gewisse mefbare numerische Funktion f > 0. Aufgrund des Satzes iiber
monotone Konvergenz (Theorem 5.10) und wegen g,, > g, erhalten wir

/fd,u: lim /gnd,uz lim /f}nd,u:S,
d.h.

/fdu > 5. (9.1)
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Andererseits folgt fiir beliebiges A € A wegen 14 g, T 14 f mit dem Satz iiber
monotone Konvergenz

/ fdp = lim G dft.
A A

n—oo

Wegen g,, € G sind die Integrale auf der rechten Seite durch v(A) nach oben
beschrankt, d.h.

/Afdu < u(A).

Also gehort f zu G, und insbesondere ist

/fdu <5, (9.2)

Die Behauptung 2 folgt nun aus (9.1) und (9.2).
3% Als nichstes zeigen wir, daB fiir die Funktion f aus dem Beweisschritt 2°

o) = [ fan ae
A
ist. Wir wissen bereits:
v(A) :==v(A) — / fdu>0 fiir alle A € 2.
A

Also ist vy ein Mafl auf 2, und es bleibt nur v(2) = 0 zu zeigen (woraus
vo(A) = 0 fiir alle A € A folgt). Wir fithren den Beweis indirekt, indem wir
vo(€2) > 0 annehmen. Da p als endlich vorausgesetzt wurde, finden wir ein
€ > 0 mit

vo(2) > epn(92).

Sei (2_,€Q,) eine Hahnsche Zerlegung des signierten Mafles vy — eu. Dann er-
halten wir

vo(A) > 1p(ANQL) > eu(ANQy)
und folglich

V(A):Afdu+ug(A)z/Afdu+/Aellg+du.

Also gehort f +ellg, zu G. Wegen [ fdu = S und der Definition von S muB
deshalb auch [(f + elo, )dp = S sein, woraus p(Q4) = 0 folgt. Wegen v <
p impliziert dies v(Q4) = 0 und (1) = 0. (Wir merken an, dafl dies die
einzige Stelle im Beweis ist, an der die Absolutstetigkeit des Mafles v beziiglich
i benutzt wird.) Deshalb erhalten wir

w(Q) —ep(Q) = (v —ep)(Qy)
= (o —ep) ()

im Widerspruch zur Definition von e.

+ (o —ep)(2-)
<0
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49 Es ist noch die Einzigkeit der Radon-Nikodym-Ableitung nachzuweisen.
Seien also f und ¢ nichtnegative mefibare numerische Funktionen mit

/ fd,uz/ gdu < oo fiir alle A € 2. (9.3)
A A

Es ist zu zeigen, dafl hieraus f = g p-f.i. folgt. W&hlt man A := {f > g}, so
erhélt man

[tz (7 = 9)dn =0,
Mit der Behauptung 6.1 folgt f < g p-f.ii. Analog zeigt man f > g p-f.i. O

Als néchstes beweisen wir zwei Rechenregeln fiir Radon-Nikodym-Ableitun-
gen.

Theorem 9.6. Es seien p und v zwei o-endliche Mafle auf (2,20) mit v < p.
Dann gilt fir alle mef$baren numerischen Funktionen g auf (2,2L)

/gdl/:/g@du
dp

im folgenden Sinne: Existiert eines der beiden Integrale, so existiert auch das
andere, und beide sind gleich.

Beweisidee. Die Behauptung gilt fiir Indikatorfunktionen g = 14 (A € 2A):

dv dv
]ldV:VA:/—d :/]l —du.
/A (4) adn™ A

Hiervon ausgehend iiberlegt man sich schrittweise, daf3 die Behauptung fiir ele-
mentare Funktionen, nichtnegative mefibare Funktionen und schlieflich im all-
gemeinen Fall gilt. [

Folgerung 9.7. Gegeben seien o-endliche Mafle py, po, ps auf (2,2A) mit
s <K pg und po << py. Dann ist pus << p1, und es gilt die Produktregel

dps _ dps dps
dpy di2 dlh.

Genauer gesagt, fiir jede Version f der Radon-Nikodym-Ableitung dus/dp; und
jede Version g der Radon-Nikodym-Ableitung dus/dus ist f g eine Version von

dps/dps -

Beweis.
1° Aus pq(A) = 0 folgt wegen po < 1 zuniichst po(A) = 0. Wegen pz < fio
impliziert dies pg(A) = 0. Also ist pg < p1.
20 Sei
p2(A) = / fdpr und  pz(A) = / g dpiz
A A
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fir alle A € 2. Dann folgt mit dem Theorem 9.6

d
Ms(A)Z/gd—mdm:/gfdm-
A Qg A

Man sagt, dafl ein Mafl pu auf einer Menge A € A konzentriert ist, falls
1(A°) = 0 (und damit u(B) = 0 fiir alle meBbaren B C A°) gilt. Wir fithren
nun den Begriff der Singularitéit zweier Mafle ein, der in gewisser Weise kontrér
zum Begriff der Absolutstetigkeit ist.

Definition 9.8. Gegeben seien Mafle p und v auf (2,2). Die Mafle p und v
heiBen zueinander singuldr (in Zeichen: p L v), falls g und v auf zueinander
disjunkten mefibaren Mengen konzentriert sind (d.h. falls eine Menge A € 2
existiert mit pu(A°) =0 und v(A) = 0).

Beispiel 9.9. Es sei A das Lebesgue-Mafl auf (R,9). Mit u bezeichnen wir ein
diskretes Maf} auf (R, ), d.h. ein MaB, das in abzéhlbar vielen Punkten kon-

zentriert ist:
o0
h=3 o,
n=1

(o, > 0, z,, € R). Fiir die Menge A := {z,,: n € N} erhalten wir

AMA) =Y A({za}) =0

und

p(A®) =" a6, (A%) = 0.
n=1
Folglich ist u L A.

Theorem 9.10. (Lebesquescher Zerlegungssatz)
Es seien p und v Mafle auf (2,20). Das MafS v sei o-endlich. Dann ezistieren
eindeutig bestimmte Mafle v, und vs auf (Q,A) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Vo < pi;
(ii) vs L p;
(1ii) v + vs = V.

Die Zerlegung (iii) heif3t Lebesquesche Zerlegung von v in den absolutstetigen
Teil v, und den singuldren Teil vs beziiglich des Referenzmafles p.
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Beweis. Wir beschranken uns auf den Fall eines endlichen Mafles v.

19 Konstruktion der MaBe v, und v;:
N, ={AecA: u(A) =0}

bezeichne das System aller py-Nullmengen. Wir wihlen eine Folge (A4,) in M,
so, daf3
lim v(A,) =sup{r(4): AeN,} =S5

n—oo

gilt und setzen
N = UA"'

Dann ist u(N) =0, d.h. N € 0, und v(N) = S. Wir definieren v, und v, wie
folgt:
vo(A) =v(ANNC), vs(A):=v(ANN), Ae

Offenbar ist v, + vs = v. Das Maf} v, ist singulédr zu u, da g auf N¢ und v, auf
N konzentriert sind. Die Absolutstetigkeit des Mafles v, beziiglich u erhéilt man
wie folgt. Aus p(A) =0 folgt AUN € N, d.h. (AU N) =0 und daher

v(AUN) < S=wv(N).

Wegen der Endlichkeit von v ist v(AU N) = v(A) + v(N) — v(AN N). Setzt
man dies in die obige Ungleichung ein, so ergibt sich

Vo(A) +vs(A) =v(A) <v(ANN) =vs(A)

und damit v,(A) = 0. Dies beweist die Absolutstetigkeit von v, beziiglich p.
20 Einzigkeit der Zerlegung v = v, + v,:
Seien
Vg + Vs = Uy + Dy (9.4)

zwei derartige Zerlegungen, wobei vy und g auf einer pu-Nullmenge N bzw.
N konzentriert sind. Hieraus folgt sofort, daB v, und 7 auf der p-Nullmenge
N := NUN konzentriert sind. Unter Beriicksichtigung von (9.4) erhélt man fiir
alle A € A:

Us(A) — vg(A) = 0,(ANN) —vs(ANN) = v, (ANN) — (AN N).

Wegen (AN N ) = 0 und der Absolutstetigkeit von v, und 7, beziiglich p sind
beide Summanden auf der rechten Seite der letzten Gleichung gleich Null. Also
ist U5(A) = v5(A) und damit auch 7,(A) = v,(A) fur alle A € A. O






Kapitel 10

Maf3le und Funktionen auf
der reellen Achse

10.1. Signierte Mafle und Funktionen von
beschrinkter Variation

Im Abschnitt 3.3 haben wir gesehen, dafl eine umkehrbar eindeutige Zuordnung
zwischen Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (R,B) und Verteilungsfunktionen be-
steht. Diese Zuordnung 148t sich ohne Schwierigkeiten auf endliche Mafle auf
der reellen Achse ausdehnen. Hierzu fithren wir die folgenden Bezeichnungen
ein:

M, Menge aller endlichen Mafle auf (R, B);

&, Menge aller nichtfallenden rechtsstetigen und beschrinkten Funktionen
F: R — R mit F(z) — 0 fiir v — —o0.

Jedem Maf} pn € M ordnen wir die Funktion
Fu(@) = p((~o0,a]), @ €R,
zu (Belegungsfunktion des Mafles ).
Behauptung 10.1. Durch die Zuordnung p — F), ist eine umkehrbar eindeutige

Abbildung von M, auf ® definiert.

Beweis. Analog zu Abschnitt 3.3.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, diese Zuordnung auf signierte Mafle zu
erweitern. Wie wir spéter sehen werden, sind die zugeordneten Funktionen solche
von beschrdnkter Variation.
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Definition 10.2. Fiir eine beliebige reelle Funktion F' und a < b setzen wir
Vrla,b] :== sup {Z |F(ty) — F(tp_1)|:a <tg <ty <--- <t < b} .
k=1

Vrla,b] heiBt Variation der Funktion F' auf dem Intervall [a, b]. Ist Vp[a, b] < oo,
so heifit F' Funktion von endlicher (oder auch beschrinkter) Variation auf [a, b].
Analog definiert man Vg (—o0, b] und Vg (—00, 00). Ist Vp(—00, 00) < 00, so heift
F von endlicher (beschrinkter) Variation. In diesem Falle nennt man

Vi () := Vi(—00, 2], r € R,

Variation und Vi (—oo,00) Totalvariation von F.

Beispiel 10.3.

1. F sei nichtfallend. Dann ist fiir eine beliebige Zerlegung —oco < tg < t1 <
e <t < 00

D IF(te) = F(te—r)l = F(t) = F(to),
k=1

und wir erhalten

Ve(—00,00) = sup{F(t) — F(s): —oco<s<t<oo}
= tli)rglo F(t) — Sli)r_noo F(s).

Daher ist eine solche Funktion genau dann von beschridnkter Variation,
wenn sie beschriankt ist. In diesem Falle ist

Vi(z) = F(z) — lim F(s), z € R.

S§——00
Insbesondere gilt die Implikation

Fed, = F von beschrankter Variation und Vp = F'.

2. a) Ist F' von beschrénkter Variation und a € R, so ist auch aF von
beschrénkter Variation, und es gilt

VaF = |Oé| VF
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Tatséchlich,
V&F(—OO,OO)

= sup{z |aF (ty) — aF (tk—1)|: —o0o <tpg <ty <-- <t < oo}
k=1

= sup{|a!Z]F(tk)—F(tk_1)]: — o0 <ty <t <---<tT<oo}
k=1

= \a|sup{z |F(ty) — F(tp_1)|: —co <tg <ty <---<t,< oo}
k=1
= |a|Vr(—o00,0) < 0.
Analog beweist man

Var(z) =|o|Vr(z), z€R.

b) Sind F' und G zwei Funktionen von beschrénkter Variation, so ist auch
F + G von beschrénkter Variation und

Vira < Vi + Vo

Zum Beweis sei —oo < tg < t; < --- < t, < 00 eine beliebige Zerlegung
der reellen Achse. Dann ergibt sich mit der Dreiecksungleichung und der
Definition der Totalvariation

Y F+ ) () = (F +G)(ty-))|
k=1

< Y CIF(t) = Flte-)| + > G(tk) — Gtr-)]
k=1 k=1
< Ve(—00,0) + Vg (=00, ),

woraus
Vit (—00,00) < Vp(—00,00) + Vg (—00,00) < o0

folgt. Analog zeigt man

Vita(x) < Vip(z) + Ve(x), x € R.

Die Menge aller Funktionen von beschrénkter Variation bildet somit einen
linearen Raum.

3. Sei p ein endliches signiertes Mafl auf (R, B). Dann ist

Ph(x):::u((—oo,xb, r € R,
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eine Funktion von endlicher Variation. In der Tat,

D 1Fu(te) = Fulti-1)l = Y ln ((te-1, te)|

< Dl (e ti]) = Ll ((to, t4]) < |1I(R),
k=1

woraus
VE, (—00,00) < |u|(R) < o0

folgt.

Die Funktion

4+ xsin(1/x) /

0, xz =0,
Fle):= {xsin(l/x), z € (0,1], 4

ist stetig auf [0,1], aber nicht von be- /\
schriankter Variation. Fiir die Zwischen- g - T
punkte
9 A\
by = 7, k=1,2, )
b km AN
gilt ndmlich N

|F(tk) — F(tk1)] = [tesin(1/tg) — b1 sin(1/tpq1)] 2 trga,
da entweder sin(1/t;) = 0 und sin(1/tx11) = £1 oder sin(1/tx) = +1 und

sin(1/tg41) = 0 ist. Hiermit folgt
Ve > IR - Fltee)l 2 Yt
k=1 k=1
et k+1

Da die Summe auf der rechten Seite fiir r — co gegen Unendlich konver-
giert, erhalten wir V[0, 1] = oco.

Behauptung 10.4. Fir eine Funktion F' von beschrdnkter Variation gilt:

(i) F ist beschrinkt;

(i) Vi(—00,b] = Vp(—00,a] + Vgla,b] fir beliebige a < b (Additivitidt der

Variation ).
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Beweis. Die Behauptung (i) folgt aus der fiir alle ¢ geltenden Ungleichung
00 > Vp(—o0,00) > |F(t) — F(0)].

Zum Beweis von (ii) fixieren wir € > 0 beliebig. Aus der Definition der Varia-
tionen Vp(—o00,a] und Vpla,b] folgt die Existenz von Zerlegungen

—oo<tg<t1 <--<tg<a und a<tgpq <tggo<- o<t <D
mit

|F(ty) — F(tk—1)| > Vr(—00,a] — g

>
Il <
—

beziehungsweise

3" |F(tk) — F(ti-1)| > Virla,b] - g
k=q+2

Hiermit erhalten wir

Vp(—00,b] = Y |F(tx) = F(tk—1)| > Vr(—00,a] + Vi[a, b] — ,
k=1

und, da € > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann,
Vi (—00,b] > Vi(—00,a] + Vrla, b].
Um die entgegengesetzte Ungleichung zu beweisen, wéihlen wir eine Zerlegung
—00 <ty < <ty=a <ty <o <t,<b

des Intervalls (—oo, b] mit
> |F(tk) = Fltr-1)] > Vp(—00,b] — &,
k=1

wobei 0.B.d.A. angenommen wurde, dafl a Zerlegungspunkt ist. Wir erhalten

VF(—OO, Cl] + VF [a, b]

> Vp(—00,b] — ¢,
d.h., da € > 0 wiederum beliebig klein gew&ahlt werden kann,

Vi (=00, a] + Vrla,b] > Vi(—o0,b].



132 Kapitel 10. MaBe und Funktionen auf der reellen Achse

Behauptung 10.5. Fliir eine Funktion F' von beschrinkter Variation gilt:

(i) Vg ist nichtfallend und beschrinkt;
(i) lim Vp(z)=0;

(i1i) ist F rechtsstetig, so ist auch Vi rechtsstetig.

Bewets.
(i) Die Behauptung 10.4 liefert fiir b > a:

Vi (b) = Vr(a) + Vrla,b] > Vie(a).
Also ist Vg nichtfallend. Die Beschranktheit dieser Funktion folgt aus

0 < Vp(z) = Vi(—o00,2] < Vp(—00,00) < 0.

(ii) Wir fixieren € > 0 beliebig und wéhlen Punkte —oco < tg < t1 < --- <
t, <0 so, daf

Vp(—00,0] =& < Y |F(ty) = F(te—1)] (10.1)
k=1
gilt. Fiir beliebiges x < t( erhalten wir mit (10.1) und Behauptung 10.4
Vi (—00,0] — e < Vp[z,0] = Vi(—00,0] — Vp(—o00, z],

d.h.
0 < Vp(—o0,z] <e fiir alle z < tp.

(iii) Wir wihlen € > 0 und x < y beliebig. Wir finden eine Zerlegung
c<tp<ty <<, <y

des Intervalls [z, y] mit
> |F(tk) = Fltr-1)| > Vrlz,y] . (10.2)
k=1

Da F rechtsstetig ist, konnen wir hierbei 0.B.d.A. ty > 2 annehmen, so dafl aus
(10.2) fiir T € [z, to]

Ve Z,y] > Vplz,y] — ¢
folgt. Wegen der Additivitét der Variation (Behauptung 10.4) ist dies gleichbe-
deutend mit

Vi (=00, y] — Ve(—00,%] > Vi(—o00,y] — Vr(—o00,x] — ¢.

Also ist
Vi (—00,2] < Vp(—o00,Z] < Vp(—o00,x] + €

fiir alle & € [z,tp]. Dies beweist die Rechtsstetigkeit von Vg (z) = Vp(—o0, x].
U
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Die folgende Behauptung liefert eine einfache Charakterisierung der Funk-
tionen von beschrénkter Variation.

Behauptung 10.6. FEine reelle Funktion ist genau dann von beschrdnkter Va-
riation, wenn sie sich als Differenz zweier beschrdankter monoton nichtfallender
Funktionen darstellen lifst.

Beweis. Es ist nur die Richtung ,=“ zu beweisen. Sei F' von beschriankter Va-
riation. Wir setzen

1 1
Fo=g(Vp+F), Fo=g(Vp—F).

Offenbar ist F' = F', — F_. Es bleibt also nur nachzuweisen, dafl die Funktionen
F{ und F_ nichtfallend und beschrénkt sind. Fiir b > a erhalten wir

Fo(b) ~ Fela) = 5 (Vela,bl+F(b) — F(a))

N~ DN

> > (Velab) ~ [F0) - F(a)]) > 0,

d.h. Fy ist nichtfallend. Da F' von beschrinkter Variation ist, sind Vp und F
beschriankt (Behauptungen 10.4 und 10.5). Also ist auch Fl; beschriankt. Die
entsprechenden Aussagen fiir F_ beweist man analog. [

Bemerkung 10.7. Zusétzlich zur obigen Behauptung gilt:

F rechtsstetig = F,, F_ rechtsstetig,
lim F(x)=0 = lim Fy(z)=0

(siehe Behauptung 10.5).

Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:
9 Menge aller endlichen signierten Mafle auf (R, B);

® Menge aller rechtsstetigen Funktionen F' von beschrénkter Variation mit
F(x) — 0 fir x — —oc.

Fiir p € 9 setzen wir
Fu@)i=pu((-oc,al), zeR.
Wir nennen F), Belegungsfunktion des signierten Mafles p.

Theorem 10.8. Die Zuordnung p — F),, definiert eine umkehrbar eindeutige
Abbildung von M auf .
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Beweis. Es ist folgendes zu zeigen:
(i) F,, € @ fiir alle p € M
i) F,=F, = p=v (u,ve),
(iii) zu jedem F € ® existiert ein p € MM mit F' = F,.

Wir benutzen, dafl die Behauptung fiir M und &, anstelle von 97 und ¢
gilt (Behauptung 10.1). Zum Beweis von (i) sei p = pu* — p~ die Jordansche
Zerlegung von p € 9. Dann gilt F,, = F,,+ —F,—. Wegen p*, p= € 9, gehoren
F,+ und F,- zu ¢, d.h. diese Funktionen sind nichtfallend, rechtsstetig und
beschrankt und

lim F,+(x)=0, lim F,-(x)=0.

r——00 r——00

Insbesondere sind F ut und F u— von beschrénkter Variation. Damit ist auch F),
von beschrankter Variation, rechtsstetig und

lim F,(z) =0.

r——00

Mit anderen Worten, F), gehort zu ®.
Zum Beweis von (ii) sei F,, = F,, d.h.

p((—o0,z]) = v ((—o0,z]), r € R.

Unter Benutzung der Jordanschen Zerlegungen p = pu* —p~ und v = v+ — v~
der signierten Mafle © und v folgt hieraus

(b +v7) ((moo,2]) = (W' +p7) ((—o0,2]),  z€R,
d.h.
FM++V— - V++u—.
Da p* 4+ v~ und v* + p~ nichtnegative endliche Mafe sind, folgt hieraus
pt vt =t 4T,
d.h.
= v.

Zum Beweis von (iii) sei F' € & beliebig gewahlt. Es existieren Funktio-
nen Iy, Fy € &, mit F = I} — F, (Behauptung 10.6 und Bemerkung 10.7).
Auflerdem finden wir Mafle pq, o € My mit

Ful = F1 und PTPJ2 = FQ.
Fir p:= p1 — po gilt dann
F,=F, —F,=F—-F=F.
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Behauptung 10.9. Sei p € M, p = pu™ — u~ die zugehdrige Jordansche Zer-
legung und |p| = ™ + p=. Dann gilt

1 1
Fﬂ+:§(VFu+FH)’ Fli*:i(VFu_FH)
und
ﬂ/ﬂ = VFM'
Beweis. Wegen
1 1
pt =l 4w, pmo=5(ul -
2 2
ist im wesentlichen nur
EM = VFH

zu zeigen. Der (nichttriviale) Beweis wird dem Leser iiberlassen. [

10.2. Absolutstetige Mafle und Funktionen

Analog zum Lebesgueschen Zerlegungssatz fiir Mafle (Theorem 9.10) 148t sich
jedes endliche signierte Maf3 auf der reellen Achse in einen absolutstetigen und
einen singuléren Anteil beziiglich des Lebesgue-Mafles zerlegen. Andererseits
wissen wir aus dem vorangegangenen Abschnitt, dal jedem endlichen signierten
MaB auf (R, ) in umkehrbar eindeutiger Weise eine Funktion von beschréankter
Variation (mit gewissen zusétzlichen Eigenschaften) zugeordnet werden kann,
die wir Belegungsfunktion nennen. In diesem Zusammenhang entsteht die Fra-
ge, wie absolutstetige und singuldre Mafle in Termini der zugeordneten Bele-
gungsfunktion charakterisiert werden kénnen. Wir wollen zunéchst den Begriff
der Absolutstetigkeit diesbeziiglich ndher untersuchen. Die vollstindige Antwort
auf die obigen Fragen wird dann im Abschnitt 10.4 gegeben.

Definition 10.10. Eine reelle Funktion F' heif3t absolutstetig, falls fiir jedes € >
0 ein 0 > 0 existiert derart, daf§ fiir alle endlichen Folgen paarweise disjunkter
offener Intervalle (sq,t1),..., (s, t,) die folgende Implikation gilt:

r

S (te—sk) <6 = Y |F(ty) — F(sp)| <e.

k=1 k=1
Beispiel 10.11.

1. Jede absolutstetige Funktion ist gleichmé&fig stetig. (Man betrachte in der
obigen Definition ein einzelnes Intervall (a,b).)
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2. Jede absolutstetige Funktion ist von endlicher Variation auf jedem be-

schriankten abgeschlossenen Intervall (jedoch i.a. nicht auf R; man be-
trachte z.B. F(x) = z). Zum Beweis sei F' absolutstetig und [a,b] ein
beschréanktes abgeschlossenes Intervall. Wir finden eine Zahl § > 0 derart,
daf folgendes gilt:

;ﬂk—%)§5 :¢§iwww_4w%ﬂ§L
k=1

k
(sk,tr) paarweise disjunkt

Hieraus folgt fiir beliebiges z € R:

Velx,z + 4]
= sup{i|F(tk)—F(tk_1)| rx <ty <ty <t §x+5}
. k=1
da die summarische Linge der Intervalle (¢g,t1), ..., (t,—1, ) kleiner oder

gleich ¢§ ist. Wahlen wir nun die natiirliche Zahl m so, dafl
a+md<b<a+ (m+1)J
ist, so erhalten wir

Vrla,b] = Vgla,a+ 6]+ Vrla+3d,a+26]+ -+ Vp[a +md,b]
< m+1<oo.

Also ist F' von beschréankter Variation auf [a, b].

Jede Lipschitz stetige reelle Funktion ist absolutstetig. Sei F' Lipschitz
stetig mit Lipschitz-Konstante L:

|F(z) — F(y)| < L|r —yl, r,y e R

Dann folgt fiir beliebiges € > 0 und beliebige disjunkte offene Intervalle
(s1,t1), -+, (Sr,tr):

D IF(tk) = F(se) S LY (te — sx) <,
k=1 k=1

falls

ist mit ¢ :=¢/L.
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4. Es existieren gleichméfig stetige Funktionen von beschréankter Variation,
die nicht absolutstetig sind. Hierzu betrachten wir die Cantorsche Funk-
tion F: [0,1] — [0, 1]. Es sei

C .= Fj)Cn

die Cantorsche Menge. Wir definieren F' zunéchst sukzessive auf den Kom-
plementen der Mengen C),. Die Menge C; entsteht aus Cy = [0, 1], indem
wir das innere offene Drittel (%, %) herausnehmen. Auf ( %, %) setzen wir
F = 27!, Die Menge C5 entsteht aus C; = [O, %] U [%, 1], indem wir aus
[0, %} und [%, 1} jeweils das innere offene Drittel (%, %) beziehungswei-
se (g, %) herausschneiden. Auf (é, %) setzen wir F = 272 und auf (g, %)
wird F' = 3-272 gesetzt. Allgemein gehen wir beim Ubergang von C,,_; zu
C,, wie folgt vor. Die Menge C,,_; besteht aus 27! Intervallen der Linge
3~=("=1)_ Die Menge C,, erhalten wir, indem wir aus jedem dieser Inter-
valle das innere offene Drittel (der Lange 37™) herausnehmen. Auf diesen
herausgenommenen Intervallen setzen wir F' in ansteigender Reihenfolge
gleich

1 3 5 2" —1

AT TR Rt

Damit ist F' auf [0,1] \ C definiert und dort nichtfallend:
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CO I {
0 1
1
G ’S) 5
Cy | | |
1 2
0 3 3 1
o S 3
4
G O
C——© l
1
Cy F— — | | | |
1 2 3 6 7 8
0O 5 5 9 5 9 9 1
C’n—l P | —
21 Intervalle der Lénge 3~ (1)
oo 2’;;1
—o0
3
oo 5
1
0o 5
C, = — e

2" Intervalle der Liange 3™

Wir setzen F auf [0, 1] fort, indem wir F'(0) := 0 und
F(z):=sup{F(t):t<az,te[0,1]\C} fir x € C'\ {0}

setzen.
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Die so definierte Cantorsche Funktion besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) F ist nichtfallend, F'(0) =0, F(1) = 1;
(ii) F ist gleichmiBig stetig;
(iii) F ist nicht absolutstetig.

Die Behauptung (i) ist klar. Wegen der Monotonie von F' ist zum Beweis
von (ii) nur zu zeigen, daf kein = € [0,1] mit F(x +0) — F(z —0) > 0
existiert. Fiir x ¢ C ist F in einer Umgebung von z konstant und damit
F(x+0) = F(x —0). Sei nun = € C, d.h. z € C, fiir alle n. Fiir jedes n
gehort x zu einem Intervall [a,,,b,] C C,, der Linge b, =377, und

F(b, +0)— F(a, —0) = —.
Durch Grenziibergang fiir n — oo folgt hieraus
F(x4+0)— F(zx—0)=0.

Bleibt nur zu zeigen, daf3 F' nicht absolutstetig ist. Die Menge C,, zerfallt
in 2" abgeschlossene Intervalle der Lange 37". Jedes dieser Intervalle {iber-
decken wir durch ein offenes Intervall der Liange < 3~ ("1 derart, daf sich
die so konstruierten Intervalle nicht iiberschneiden:

Cn (1 (F——" e (———
0= s &0 S0 o S <
( (n) t(n)) . <s,§”),t£f‘)> sind also r = r, = 2" paarweise disjunkte

offene Intervalle der Liange < 3=~V Deshalb gilt

Tn n—1
Z(tén) (n)> <2(§) — 0 fir n — oo.

k=1

Wire F' absolutstetig, so miifite auch

> [r () - # (o)

gegen Null konvergieren. Jeder der Summanden ist aber gleich 27", so daf§
die Summe gleich 1 ist.
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Behauptung 10.12. Ist ' absolutstetig und von beschrinkter Variation, so ist
auch Vg absolutstetig.

Beweis. Wir fixieren € > 0 beliebig und wihlen 6 > 0 so, da} die folgende
Implikation gilt:

(Slatl)a ceey (S’ratr)

pgarwelse disjunkt N Z IF(ty) — F(si)| < % (10.3)
S (tk —sk) <9 k=1
k=1

Wir wollen hieraus auf die Giiltigkeit der Implikation

(s1,01), -, (sr,tr)

p?arwelse disjunkt N Z Vi (t) — Vie(si)| < e (10.4)
Z (tk — Sk) <0
k=1
schlieflen.
Seien also (s1,t1),..., (s, t,) paarweise disjunkte offene Intervalle mit

r

>tk —sk) < 0. (10.5)

k=1

Zu jedem k € {1,...,r} existiert eine Zerlegung
<l <l <l <t
mit

Vi (tk) — Vi(sk) = VE[sk,

F <u§’“>) F( 5’“)1)‘ n g- (10.6)

Die Intervalle ( g )1, 5 )) sind paarweise disjunkt, und ihre Gesamtlinge ist
hochstens gleich der Summe in (10.5). Unter Benutzung von (10.6) und (10.3)
(angewandt auf < gk)l, (k )> anstelle von (sg,tx)) folgt schlielich die Behaup-

tung (10.4):

T

D Ve(t) -

k=1 k=1 j=1

P () - F ()] 5 <<

O

Wir erweitern nun die Definition der Absolutstetigkeit von Maflen auf den
Fall signierter Mafle.
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Definition 10.13. Gegeben seien ein Mafl  und ein signiertes Mafl v auf einem
meBbaren Raum (2,2(). Dann heifit v absolutstetig beziiglich p (in Zeichen:
v < p), wenn || absolutstetig beziiglich p ist.

Theorem 10.14. (Satz von Radon-Nikodym fiir signierte Majse)

Gegeben seien ein o-endliches Mafl p und ein endliches signiertes Mafl v auf
einem meflbaren Raum (Q,21). Das signierte Mafl v ist genau dann absolutstetig
beziiglich p, wenn eine p-integrierbare Funktion f auf (Q,21) existiert mit

:/fdu fiir alle A € .
A

Die Funktion f ist p-f.i. eindeutig bestimmt, heifit Radon-Nikodym-Ableitung
von v beziiglich p und wird mit dv/du bezeichnet.

Beweis. Mit Hilfe der Zerlegungen v = v™ — v~ und f = f* — f~ 1d8t sich die
Behauptung auf den Fall nichtnegativer Mafle zuriickfithren. Die Einzelheiten
werden dem Leser iiberlassen. []

Wir kommen nun zur Charakterisierung der Absolutstetigkeit von signierten

Maflen auf der reellen Achse in Termini der zugehorigen Belegungsfunktionen.
Wie frither bezeichne A\ das Lebesgue-Maf3 auf (R, B).

Theorem 10.15. Fiir beliebiges p € M gilt:
<L N & F, absolutstetig.

Beweis.
a) ,=“ Sei p < A\, d.h. |u] < A, und sei € > 0 beliebig fixiert. Wir finden
ein 0 > 0 mit
AMA) <6 = |p|(4) <e.

Seien nun (s1,t1),..., (S, t,) paarweise disjunkte Intervalle mit
Z (tk — Sk) < 0.
k=1

Dann folgt

A (O(Sk;tk]> <
k=1

r

Z ‘Fu(tk) - Fu(sk)’ = Z |M((Sk,tk]) }
k=1

k=1

<Yl ((sk, 1)) = |l (U Sks Lk )
k=1

k=1

und damit
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Also ist F), absolutstetig.

b) ,, <= “: Aus der Absolutstetigkeit und Endlichkeit der Variation von F),
folgt die Absolutstetigkeit von

iy =V

(Behauptung 10.12). Es ist zu zeigen, dafl dies die Absolutstetigkeit von |y
beziiglich A impliziert. Hierzu fixieren wir € > 0 beliebig und wéhlen § > 0 so,
daf} die folgende Implikation gilt:

(517t1)7 ceey (sr;tr)

aarweise disjunkt "
g J = > [Flu(te) = Flu(se)| <e. (10.7)
S (ty —sk) <6
k=1

Sei nun A eine beliebige Borelmenge mit A\(A) < §. Es ist |u|(A) < e zu zeigen.
Hierzu bemerken wir, dafl eine offene Menge G O A existiert mit A(G) < §
(Ubungsaufgabe; man benutze die Definition des #uferen Mafles A\*(A)). Die
offene Menge G 148t sich als disjunkte Vereinigung abzdhlbar vieler offener In-
tervalle (s, ;) darstellen (Ubungsaufgabe):

[e%e)
G U Sk,tk
k=1

Also ist fiir beliebiges n,

n

> (tk — sk) < MG) <6,

k=1
woraus mit (10.7)

|l (U(Skvtk)>

k=1

Fj:

((sk, te]) Z|F|u| te) — Flp (s1)]

T
I

<

und fiir n — oo
ul(A) < |ul(G) <e
folgt. [
Eine Kombination des letzten Theorems mit dem Satz von Radon-Nikodym

und der umkehrbar eindeutigen Zuordnung 9t < @ liefert die nachstehende
Charakterisierung von absolutstetigen Funktionen von beschrénkter Variation.

Folgerung 10.16. Sei F' eine reelle Funktion. Die beiden folgenden Aussagen
sind dquivalent.
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(i) F ist absolutstetig und von beschrinkter Variation, und es gilt
lim F(z)=0.

r——00

(i) Es existiert eine Lebesque-integrierbare Funktion f auf (R,B) mit

F(x) = /33 fly)dy fiir alle x € R.

10.3. Differentiation von Funktionen
Wir erinnern an den folgenden fundamentalen Satz aus der Analysis.

Theorem 10.17. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
a) Fiir jede stetig differenzierbare reelle Funktion F auf [a,b] gilt

F(x) = F(a) + /w F'(y) dy, T € [a,b].

b) Fir jede stetige reelle Funktion f auf [a,b] ist die Funktion

Fa) = | “fdy,  wclabl

stetig differenzierbar, und es gilt F' = f.

In diesem Abschnitt soll eine ,natiirlichere* Formulierung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung im Rahmen der Maf- und Integrations-
theorie gefunden werden. Insbesondere wird untersucht, ob dabei ,stetig dif-
ferenzierbar“ durch , Lebesgue-fast iiberall differenzierbar* und ,stetig* durch
,Lebesgue-integrierbar* ersetzt werden kann. Ausgangspunkt hierfiir ist das fol-
gende Theorem.

Theorem 10.18. (Lebesgue)
F: R — R sei nichtfallend. Dann ist F' Lebesgue-f.i. differenzierbar, und es
existiert eine Borel-mef$bare Funktion f > 0 mit

F'(z) = f(x) fiir Lebesgue-f.a. v € R.

Beweis. Vgl. D.L. Cohn [11], Theorem 6.3.3. O

Im folgenden bezeichne F’ die (Lebesgue-f.ii. eindeutig bestimmte) Funktion
f aus dem obigen Theorem.

Da sich jede Funktion von beschrinkter Variation als Differenz zweier mono-
toner Funktionen darstellen 148t (Behauptung 10.6), erhalten wir das folgende
Resultat.
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Folgerung 10.19. Ist F' wvon beschrdnkter Variation, so ist F' Lebesgue-f.i.
differenzierbar und die Ableitung F' stimmt Lebesque-f.i. mit einer Borel-mef3-
baren Funktion tiberein.

Behauptung 10.20. Fiir F' € & und a < b gilt

/bF’(x) dz < F(b) — F(a)
und

/b F'(x)dz < F(b).

— o0

Beweis. Da F Borel-mef3bar ist, ist auch

G(z) := liminf n [F (a: + %) - F(:z:)]

eine Borel-meflbare numerische Funktion. Auflerdem gilt
G=F >0 Lebesgue-f.ii.

Mit dem Lemma von Fatou (Theorem 5.14) erhalten wir

/a ’ F'(z)dz = / bG(:L') da (10.8)

b
< liminf/ n [F (:c—l— l) — F(m)} dzx.
n—oo [, n

/abn [F (x + %) - F(:L‘)} dx (10.9)

Dabei ist

<F (b+ %) _ F(a).

Hierbei wurde die Monotonie von F' ausgenutzt. Durch Kombination von (10.8)
und (10.9) erhalten wir wegen der Rechtsstetigkeit von F' schliefllich

/ab Fi(z) de < limnf {F (b + %) - F(a)} — F(b) - F(a).

Die zweite Ungleichung der Behauptung erhilt man aus der ersten durch
Grenziibergang fiir a — —oo. U
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Beispiel 10.21. Seien
C=()Cn
n=0

die Cantorsche Menge und F' die Cantorsche Funktion auf [0,1] (siche Bei-
spiel 10.11, 4). Ist € [0,1] \ C, so folgt ¢ C,, fiir ein n, und F ist in einer
Umgebung von x konstant. Fiir solche z ist daher F’(z) = 0. Da

MC) = Tim A(C,) = lim (g>n:o

n—oo n—oo \ 3

ist, folgt hieraus
F'=0  Lebesgue-f.ii. auf [0, 1].

Somit gilt

/1 F'(z)dz =0 < F(1) — F(0).

Dieses Beispiel zeigt, dafl Funktionen F' existieren, die stetig und von be-
schrinkter Variation sind, fiir die aber in der letzten Behauptung keine Gleich-
heit gilt.

Die folgenden Verallgemeinerungen des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung fithren wir ebenfalls ohne Beweis an.

Theorem 10.22.
a) Fiir eine Funktion F': [a,b] — R sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) F ist absolutstetig;

(i) F ist Lebesgue-f.i. auf [a,b] differenzierbar, F' ist Lebesque-integrierbar
auf [a,b] und

F(z) = F(a) + /I F'(y)dy  fiir alle x € [a,b].

b) Fiir eine Funktion F': R — R sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) F ist absolutstetig, von beschrinkter Variation und lim F(x) = 0;

r—r—00

(ii) F ist Lebesgue-f.i. auf R differenzierbar, F' ist Lebesque-integrierbar und

F(m):/m F'(y)dy  fiir alle x € R.
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Theorem 10.23.
a) Sei f eine Lebesgue-integrierbare Funktion auf [a,b] und

F(x):= /xf(y)dy, x € |a,bl.

Dann ist F' absolutstetig auf |a,b] und
F'(x) = f(z)  fiir Lebesque-f.a. x € [a,b].

b) Sei f eine Lebesgue-integrierbare Funktion auf R und
F@)i= [ f)ay  ceR

Dann ist F' absolutstetig, von beschrinkter Variation, lim F(z)=0 und
r——00

F'(z) = f(x) fiir Lebesque-f.a. x € R.

Literatur:

FEine ausfiihrliche Darstellung der in diesem Abschnitt behandelten Thematik
findet man in I.P. Natanson [37] und D.L. Cohn [11].

10.4. Zerlegung von Funktionen von
beschrinkter Variation

Nach der Betrachtung absolutstetiger Funktionen von beschrénkter Variation
wollen wir in diesem Abschnitt die Klassifikation der Funktionen von beschréank-
ter Variation fortsetzen. Angestrebt wird ein Zerlegungssatz, der in etwa der
Zerlegung von Maflen in ihren absolutstetigen und singuldren Anteil entspricht.

Definition 10.24. Eine Funktion F' € ® heif3t diskret, falls hochstens abzéahlbar
viele Punkte z,, € R und zugehérige Zahlen h,, € R mit >_ |h,| < oo existieren,
so dal F' die Darstellung

Fz)= > hy,, z€R, (10.10)

n: r,<x

besitzt.
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Bemerkung 10.25. Fiir beliebige Folgen reeller Zahlen (z,) und (h,,) mit

D bl < o0

gehort die durch (10.10) definierte Funktion F' zu ®, und es gilt

V@)= Y |hal, Vr(—00,00) =Y |hnl.

n: r,<x n

Die Funktion F' ist Belegungsfunktion des durch

WAy = > h,,  AeB,

n: r,€A

definierten endlichen signierten Mafles u, das man mit Hilfe von Dirac-Maflen

in der Form
=Y,

schreiben kann.

Definition 10.26. F' € & heifit singuldrstetig, falls F' stetig ist und F'(z) =0
fiir Lebesgue-f.a. x gilt.

Beispiel 10.27. Die Cantorsche Funktion ist singulérstetig auf [0, 1], siche Bei-
spiel 10.21.

Wir erinnern daran, dal & die Menge aller rechtsstetigen Funktionen von
beschrénkter Variation ist, die in —oco verschwinden. Die Menge ® bildet einen
linearen Raum iiber dem Korper der reellen Zahlen. Wir fithren die folgenden
linearen Unterrdume von & ein:

®* = {F € ®: F diskret};

¢* = {F e d: F stetig};

¢ = {F € ®: F absolutstetig};
¢ = {F € ®: F singulérstetig}.

Behauptung 10.28. ® = ®? @ ®°, d.h. zu jeder Funktion F € ® findet man
eindeutig bestimmte Funktionen F; € ®¢ und Fy € ®° mit

F=F;+ F.

(Zerlegung einer Funktion von beschrinkter Variation in ihren diskreten und
ihren stetigen Anteil.)
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Beweis. Sei F' € ® beliebig fixiert.

a) Fxistenz der Zerlegung. Da jede monotone Funktion hochstens abzdahlbar
viele Unstetigkeitsstellen hat ( Ubungsaufgabe) und F die Differenz zweier mono-
toner Funktionen ist, hat auch F' hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen
Tp. Mit

hy := F(z,) — F(z, —0)

bezeichnen wir die Sprunghdhe von F' im Punkte x,,. (Die Funktion F' ist rechts-
stetig, d.h. F(x,) = F(z, + 0). Die Existenz des linksseitigen Grenzwertes
F(x, —0) folgt wiederum aus der Tatsache, daf§ F' Differenz zweier monotoner
Funktionen ist.) Unter Benutzung der Definition der Variation einer Funktion
erhélt man

Z |hn| < Ve(—00,00) < 0.

Wir setzen
Fy(x) := Z b,
n: r,<x
r € R, und
F, .= F — Fy.

Die Funktion Fj gehort offensichtlich zu ®¢. Da F und Fj rechtsstetig sind, ist
auch Fj rechtsstetig. Um zu beweisen, dafl F; zu ®° gehort, ist nachzuweisen, dafl
F linksstetig ist. Hierzu benutzen wir die Tatsache, dal F; Belegungsfunktion
des endlichen signierten Mafles

pa(A):= > hn, A€,

n: rp,€A

ist. Da pg (als Differenz zweier endlicher Mafle) stetig beziiglich monotoner
Mengenlimites ist, erhalten wir fiir beliebiges x € R:

Fie) = Ffa~0) = lim[Fy(x) - B - 0)
— lim {F(@) - F@ - 8) — pal(z — 6,2])}
— F(2) - F(z—0) — pa ({o}) = 0.
b) Finzigkeit der Zerleqgung. Es seien
F=F,+F,=F,+ F,
zwei solche Zerlegungen. Dann ist
Fy—Fy=F, - F,.

Die linke Seite ist diskret, die rechte stetig. Eine Funktion, die gleichzeitig diskret
11~Ild stetig ist, muf} aber identisch verschwinden. Deshalb ist Fy = Fy und Fy =
F,. O
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Behauptung 10.29. ¢° = &% @ ®°°, d.h. zu jeder Funktion F € ®° findet
man eindeutig bestimmte Funktionen F,s € ®%° und Fss € P*° mit

F=F,s+ Fgs.

(Zerlegung einer stetigen Funktion von beschrinkter Variation in ihren absolut-
stetigen und thren singuldrstetigen Anteil.)

Beweis. Sei F' eine beliebige Funktion aus ®°.

a) Existenz der Zerlegung. Die Funktion F' ist Differenz zweier nichtfallender
stetiger beschrankter Funktionen, die im Punkt —oo verschwinden. (Aus der
Stetigkeit von F' folgt analog zur Behauptung 10.5, (iii) die Stetigkeit von Vg
und damit auch die Stetigkeit von F}, = 1(Vp & F), und der Rest ist aus dem
Beweis der Behauptung 10.6 ersichtlich.) Wir nehmen deshalb 0.B.d.A. an, dafl
F selbst nichtfallend ist. Wir betrachten

Fus(x) = /aC F'(y)dy < F(x) (10.11)

— o0

(siehe Behauptung 10.20). Da F’(y) > 0 ist (Lebesgue-f.ii.), ist F,s nicht-
negativ und nichtfallend. Aus der Beschrinktheit von F' folgt die Lebesgue-
Integrierbarkeit von F” und die Beschrinktheit von F,,. Die Absolutstetigkeit
von F,, la8t sich aus der Absolutstetigkeit des endlichen Mafles

1(A) rZ/AF’(y)dy, AeB,

beziiglich des Lebesgue-Mafles ableiten (siehe Theorem 10.15). Somit gehort Fi s
zu ®?°. Es bleibt zu zeigen, dafl die Funktion

Fos:=F — Fyq

nichtfallend, beschrankt und singulérstetig ist. Fiir beliebige Zahlen a < b gilt
wegen (10.11) und Behauptung 10.20

b
Fou(b) — Fusla) = F(b) — F(a) - / Fl(y)dy > 0,

a

d.h. Fgg ist nichtfallend. Die Stetigkeit und Beschrénktheit von Fg ist aus der
Definition ersichtlich. Wir miissen uns somit nur noch davon iiberzeugen, dafl
F!, = 0 Lebesgue-f.ii. gilt. Aufgrund der Absolutstetigkeit und der Definition
von F,; ist

Fus(z) = / F! (y)dy = / F'(y)dy  fiir alle z € R.

— 00 — 00

Hieraus schlieffit man, dafl

/ F! (y)dy = / F'(y) dy fiir alle A € B
A A
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gilt, d.h. das durch beide Integrale definierte Mafl besitzt einerseits F) . und
andererseits F’ als Radon-Nikodym-Ableitung beziiglich des Lebesgue-Mafes.
Hieraus folgt

F!.,=F"  Lebesgue-f.ii.

und damit
Fl(z)=F'(z) — F.,(x) =0 fiir Lebesgue-f.a. z € R.
b) Einzigkeit der Zerlegung. Seien
F = Fos + Fos = Fos + Fy

zwei Zerlegungen von F' in einen absolutstetigen und einen singulédrstetigen An-
teil. Dann gehort die Funktion

GIZFas_ as:Fss_Fss

zu ®%° N &%, Also ist einerseits

und andererseits
G'(y) =0  fiir Lebesgue-f.a. y € R.

Hieraus folgt G = 0, d.h.

D

Durch Zusammenfassen der obigen Teilbehauptungen erhalten wir schliellich
das folgende Ergebnis.

Theorem 10.30. & = ®¢ @ & @ &%, d.h. jede Funktion F aus ® lifst sich in
eindeutiger Weise als Summe

F:Fd+Fas+Fss

mit F; € ®, F,, € ®* und F,3 € ®%° darstellen.

Bemerkung 10.51.
a) Der Zerlegung
F=F;+F;

von F € ® in den diskreten und den stetigen Anteil entspricht eine Zerlegung
des zugehorigen signierten Mafles p in ein diskretes signiertes Mafl pg und ein
stetiges signiertes Mafl u:

H= phq + fhs-
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Ein signiertes Mafl p heifit dabei diskret, wenn es die Gestalt

WAy = > hn, AeB,

n: r, €A

mit gewissen Folgen reeller Zahlen (z,) und (h,) besitzt. Das signierte Maf} p
heift stetig, wenn
p({z}) =0 fiir alle x € R

gilt.
b) Die Zerlegung
F:Fas+(Fss+Fd)

korrespondiert mit der Lebesgueschen Zerlegung
W= Has + Hsing

des zugehorigen signierten Mafles p in seinen absolutstetigen Anteil . und
seinen singuldren Anteil figipg.
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triviale o-Algebra, 34

Ulam, Satz von, 31

unabhéngige Ereignisse, 40

unendliches Maf, 35

Ungleichung
Cauchy-Schwarzsche, 87
Chebyshevsche, 89
Holdersche, 86
Minkowskische, 87

Unter-o-Algebra, 33

Urbild einer o-Algebra, 59

Variation
Additivitét, 130
beschriankte, 128
einer Funktion, 128
eines signierten Mafles, 116
endliche, 128
Verallgemeinerung
des Hauptsatzes der
Differential- und
Integralrechnung, 145

Stichwortverzeichnis

des Satzes von Lebesgue, 99
Vereinigung von o-Algebren, 38
Vertauschung

der Integrationsreihenfolge,

106
Verteilungsfunktion, 43, 52, 74
Verteilungsgesetz, 61, 74
Vitali, G., 30
Volladditivitét, abzéhlbare, 16
vollstdndiger Raum, 94

Wahrscheinlichkeitsmaf, 35
Wahrscheinlichkeitsraum, 36
Wahrscheinlichkeitstheorie, 10
Wiener, Norbert, 11
Wienersches Maf3, 11

Wiirfel, idealer, 11

Zahlmaf3, 35
Zahlengerade, erweiterte, 61
Zerlegung
Hahnsche, 114
Jordansche, 114
Lebesguesche, 124
Zerlegungssatz
fiir Funktionen, 147, 149, 150
von Lebesgue, 124
Zufallsgrofle, 61, 74



