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Linearformen und Bilinearformen

Linearform, Dualraum

Ist V ein K-Vektorraum, so nennen wir eine Abbildung f € £(V, K) eine
Linearform auf V. Den K-Vektorraum V* := L(V, K) nennen wir den
Dualraum von V.
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Linearform auf V. Den K-Vektorraum V* := L(V, K) nennen wir den
Dualraum von V.

Ist dim(V) = n, so folgt dim(V*) = n. Sei B; = {w1,..., Vv,} eine Basis
von V und B, = {1} eine Basis des K-Vektorraumes K. Ist f € V*, dann
gilt f(v;) = «; fiir gewisse o; € K, i=1,...,n, und

[l = [01,... a5 € KM,
das heiBt, [, ... a,] ist die Matrixdarstellung von f beziiglich der Basen

By von V und B, von K. Fiir ein Element v = > \;v; € V gilt
i=1

n n n )\1
f(v) = f(z Aivi) = Z/\if(Vi) = Z/\,'a,' = [ag,...,ay)
i=1 i=1 =1 — A
eKLn n
—_——
eKnl

Die isomorphen Vektorrdume K und K%' werden miteinander identifziert.
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differenzierbaren Funktionen. Dann sind

it VR, gH/

f, . VR, g—g'( fiir ein gegebenes c € [a, b]
Linearformen auf V, also f,f € V*.

(2) Sei V = K™, dann kénnen wir V* mit K1" identifizieren (streng
genommen sind diese Vektorrdume nur isomorph), wobei jedes
[A1,...,Aq] € KB als lineare Abbildung von K™! nach K interpretiert
wird. Die Abbildung

AL AL T

V — V¥, ; — ; =M, A
An An

ist ein Isomorphismus zwischen den K-Vektorraumen V und V*.



Duale Basis

Satz. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit einer gegebenen
Basis B = {v1,...,Vv,}. Dann gibt es genau eine Basis
B* = {v{,...,vi} von V* mit der Eigenschaft

vi(vj) =95 i,j=1,...,n

Wir nennen B* die zu B duale Basis von V*.



Duale Basis

Satz. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit einer gegebenen
Basis B = {v1,...,Vv,}. Dann gibt es genau eine Basis
B* = {v{,...,vi} von V* mit der Eigenschaft

vi(vj) =95 i,j=1,...,n

Wir nennen B* die zu B duale Basis von V*.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz. Sei B = {vi,..., v,} eine
gegebene Basis von V. Die Menge {1} ist eine Basis von K. Sei
{ef,...,e:} die Standardbasis des K1", also

1

e¥:[07"'707 ]-a 01"-70]; i=1,...,n.
~
Wir betrachten den Isomorphismus

mat : V* — K" f e [flg 1},

der eine Linearform f € V* auf ihre Matrixdarstellung beziiglich der
gegebenen Basen B von V und {1} von K abbildet.



Beweis II.
Wir definieren
vi = mat (e), i=1,...,n.
Dann ist v eine Linearform auf V/, deren Matrixdarstellung beziiglich der

Basen B und {1} durch e} gegeben ist,

mat(vi') = [V/lgqy = &, i=1,...,n

oy ffiri=j )
""(Vf)_{OfUri¢j}_5U'

Es folgt



Beweis IlI.
Wir definieren

vi = mat (e), i=1,...,n.

Dann ist v eine Linearform auf V/, deren Matrixdarstellung beziiglich der
Basen B und {1} durch e} gegeben ist,

mat(vi') = [V/lgqy = &, i=1,...,n
Es folgt
. _f lfiuri=j | _
vily) = { 0 fiir i £ j } = %
Wir zeigen nun, dass die so konstruierten Vektoren vy,... vy € V*

linear unabhangig sind. Seien A\q,..., A\, € K mit
n
D> A =0y- € V*.
j=1
Dann gilt fiir jeden Basisvektor v; von V/,
n
0= Ov*(V,') = Z)\JVJ*(V,) = )\,‘
j=1

und somit \; =0 fiirallei=1,... n.
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Beweis III.

Da die Menge B* := {v{,..., v} C V* aus n linear unabhingigen
Vektoren besteht und dim(V*) = n ist, bildet B* eine Basis von V*.
Sei nun {v{,...,V}} eine weitere Basis von V* mit v*(v;) = §;;. Dann
gibt es fiir jeden Basisvektor VJ-*, j=1,...,n, eindeutig bestimmte
Skalare ajj € K, i =1,...,n, mit
n
T/T = Olkjv/j
k=1
Es folgt
n n
05 =i = Vi (vi) = Zakjv,f(v,) = Zakj5k: =aj, §j=1,...,n
k=1 k=1
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Beispiel

Sei V = K™! mit der Standardbasis {ei,...,e,}. Dann ist V* = K"
und die Standardbasis {e],...,es} von V* ist die zu {ey, ..., e,} duale
Basis, denn offensichtlich gilt ef(e;) = dj;.

Definition: duale Abbildung

Seien V', W zwei K-Vektorraume mit ihren jeweiligen Dualrdumen
V*, W* und sei f € L(V, W). Dann heiBt

f*: W"—=V* hw— hof,
also f*oh= hof fiir alle h € W¥*, die zu f duale Abbildung.

Lemma
Die in der Definition eigefiihrte duale Abbildung zu f € L(V, W) ist
linear, also f* € L(W*, V*).

Beweis. Seien hy, h, € W*, A1, X\ € K, dann gilt

f*()\lhl + )\2/72) = (/\1/71 + )\2/72) of = ()\1/71) of + ()\2/72) of
Al(hl o f) + )\2(/72 e} f) = Alf*(hl) + Agf*(hg)



Duale Abbildung und Transponierung
Satz. Seien V, W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume mit Basen
Bi1, B> und seien By, By die entsprechenden dualen Basen von V*, W*.
Ist f € L(V, W), so gilt

([f]Bth)T = [f*]Bz*,Bl*7

das heiBt, die Transponierte der Matrixdarstellung von f € L(V, W)
beziiglich der Basen Bj, B, ist gleich der Matrixdarstellung der dualen
Abbildung f* € L(W™*, V*) beziiglich der dualen Basen Bj, B;.
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Satz. Seien V, W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume mit Basen
Bi1, B> und seien By, By die entsprechenden dualen Basen von V*, W*.
Ist f € L(V, W), so gilt

([f]Bth)T = [f*]Bz*,Bl*7

das heiBt, die Transponierte der Matrixdarstellung von f € L(V, W)

beziiglich der Basen Bj, B, ist gleich der Matrixdarstellung der dualen
Abbildung f* € L(W™*, V*) beziiglich der dualen Basen Bj, B;.

Beweis. Seien By = {v1,..., v}, Bo={wy,...,w,} und
Bf ={vf,...,v}, By ={wy,...,w}} die entsprechenden dualen
Basen. Seien [f]g, 5, = [aj] € K™, also

n
f(vj):Za,-jW,-, j=1...,m,
i=1

und [f*]p; B; = [b;] € K™", also



Beweis II.

Dann gilt fiir jedes Paar (k,{) mit 1 <k <nund1</¢<m,
n n
ae = ZaieWZ(Wi) = W:(Za,'ew,') = wi(f(ve)) = £ (we)(ve)

Z b,kV Z blkV V@

= b@lm

wobei wir die Definition der dualen Abbildung sowie die Eigenschaften
wi (w;) = 6k und vi*(v) = ;¢ ausgenutzt haben.



Beispiel
Betrachte die Vektordume V = R>! W = R>! und die lineare Abbildung

f:VHW,v—[Vl}HW—{Vl—'_‘Q].
3V2

Mit den Basen

= {[5] [2]} == {[5]. [1]}

ergeben sich duale Basen

Br={[1 o].[o 3]}, B5={[1 1], [0 1]}

und die duale Abbildung

fZW*—>V*7_y:|:yl:|P—>Z: n .
¥2 y1+3y2



Komposition.

Lemma. Sind V, W, U drei K-Vektorraume, dann gilt:

(1) Sind f € L(V, W) und g € L(W, U), soist (g o f)* € L(U*, V*)
und es gilt (go f)* = f* o g*.

(2) Ist f € L(V, W) bijektiv, so ist f* € L(W*, V*) bijektiv und es gilt
(f*)*l — (ffl)*_
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Fiir Matrizen ergeben sich aus dem obigen Satz und diesem Lemma die
uns bereits aus Kapitel 2 bekannten Regeln (AB)T = BT AT fiir

A€ K™™ und B € K™ sowie (A71)T = (A7)~ fiir A € GL,(K).
Manche Autoren benutzen wegen des engen Zusammenhangs von
transponierter Matrix und dualer Abbildung auch den Begriff der
transponierten linearen Abbildung anstatt den der dualen Abbildung.



