Algorithmen fiir das CVP

Wir haben in der letzten Vorlesung Gebrauch von einem Algorithmus ge-
macht, welcher ein CVP mit einem in der Dimension exponentiellen Appro-
ximationsfaktor berechnet. Es sollen nun drei solche Approximationsalgorith-
men vorgestellt werden.

1. Babai’s Round Off Algorithmus
2. Babai’s Nearest Plane Algorithmus
3. Das Einbettungsverfahren

Wir kennen schon einen Algorithmus, mit dem wir das CVP exakt aus-
rechnen koénnen: Den Auszéhlalgorithmus vom Anfang der Vorlesung. Dieser
erlaubt es, alle Gittervektoren in einem gewissen Radius um einen gegebenen
Vektor zu bestimmen. Der Aufwand hierfiir ist aber im allgemeinen exponen-
tiell in der Dimension (nicht allein nur, weil schon exponentiell viele Vektoren
zu berechnen sein kénnten).

Sei A C R” ein Gitter und a € R”. Ohne Einschrankung kénnen wir im
folgenden annehmen, daf§ A vollstandig ist. Das CVP beziiglich A und a ist
namlich dquivalent zum CVP beziiglich A und der orthogonalen Projektion
von a auf RA, welche sich leicht berechnen lafit.

Mit by, . .., b, wird eine LLL-reduzierte Basis von A bezeichnet. Mit b7, . . .,
by wird die zugehdrige Gram-Schmidt orthogonalisierte Basis von RA be-
zeichnet.

Babai’s Round Off Algorithmus

Dieser Algorithmus ist sehr leicht zu beschreiben.

1. Schreibe a = Z?:l Aqb; mit \; € R. Dies kann mit linearer Algebra iiber
R erreicht werden.

2. Setze v =Y [ Ai|b;, wobei [A;] die néchste ganze Zahl aus Z bezeich-
net.



3. Ausgabe von v.

Die Analyse der Qualitit von v erfordert eine etwas ldngere Untersu-
chung von Eigenschaften LLIL-reduzierter Basen, die wir hier auslassen. Das
Ergebnis ist das folgende.

1 Satz. Der durch den Rounding Off Algorithmus und fir eine LLL redu-
zierte Basis by, ..., b, mit § = 3/4 erzeugte Vektor v € A erfillt

[lo = all < (1 +2n(9/2)")[|w — al]

fiir alle w € A.

Babai’s Nearest Plane Algorithmus

Dieser Algorithmus funktioniert wie folgt.

1. Sei U = Z?:_ll Rb; die Hyperebene und A’ = A N U das zugehorige
Gitter.

2. Berechne u € A, so dal der Abstand zwischen a und u + U minimal
wird. Sei o’ € U die orthogonale Projektion von a — u auf U.

3. Finde rekursiv v" € A’ nahe an a’. Ausgabe von v = v" + w.

Im zweiten Schritt wird die an a néchstgelegene Hyperebene bestimmt.
Konkret geht man zur Berechnung von u wie folgt vor. Man schreibt a =
Sor Abf mit A\; € R, Dann kénnen wir wéhlen u = [\, |b, und es gilt o’ =
Z’Z:ll Aib. Man kann sich die Situation gut mit einem Bild klarmachen. Da
wir am kiirzesten Abstand zu U interessiert, zahlt nur, wie wir den Abstand
von a zu U durch Addition von u € A verringern kénnen. Daher ist klar, dafl
u € Zb, gewihlt werden kann. Der Abstand veréndert sich dann aber genau
um ganzahlige Vielfache von ||b%||. Daher wéhlt man u = [\, b, weil dann
der b} -Gram-Schmidt Koeffizient von a — u betragsméfig kleiner gleich 1/2
ist.

Die in den nachfolgenden Rechnungen auftretenden Vektoren haben al-
le b7-Gram-Schmidt Koeffizient Null. Daher gilt zum Schluf fiir die Gram-
Schmidt Koeffizienten |(v, b7)|/]|0[|> < 1/2. Es handelt sich bei diesem Ver-
fahren also um eine Lingenreduktion von a beziiglich der b;. Dies liefert
folgende alternative Beschreibung.

1. Langenreduziere a modulo der by, ..., b,. Dies liefert a’ € RA mit v =
a—a €A.



2. Ausgabe von v.

Hier ist noch eine weitere Formulierung. Fordern wir, dafl bei der Léngen-
reduktion die Gram-Schmidt Koeffizienten > —1/2 und < 1/2 sind, so ist o’
eindeutig bestimmt und liegt in P = {d_, \;bf | —1/2 < A\; < 1/2}. Also
gilt ' = a —v € P. Damit erhalten wir die folgende Beschreibung.

1. Finde den eindeutig bestimmten Vektor v in (a + P) N A.

2. Ausgabe von v.

2 Satz. Der durch den Nearest Plane Algorithmus und fiir eine LLL redu-
zierte Basis by, ..., b, mit 6 =3/4 erzeugte Vektor v € A erfillt

v —al| < 2"?|jw —all
fiir alle w € A.

Beweis. Sei w =Y | p;b; € A eine optimale Losung fiir das CVP beziiglich
A und a, also ||w—al] ist minimal. Sei v = """ | \;b; € A die Losung des Nea-
rest Plane Algorithmus. Mit pf und A! bezeichnen wir die Koeffizienten aus
R von w — a und v — a beziiglich der b7, ..., b}. Ferner bezeichnen p, p*, A\, \*
die Spaltenvektoren mit den entsprechenden Koeffizienten p;, p;, \;, A, Fiir
v = w stimmt die Aussage. Wir nehmen daher v # w an. Sei s der grofite
Index, fiir welchen p; # \; ist.

Als erste Beobachtung halten wir fest: Fir alle ¢ > s gilt p; = A;
und p; — A € Z. Sei M die Gram-Schmidt Transformationsmatrix mit

(b3,...,b5)M = (by,...,b,). Es folgt aus

(b1, ....b0)Mp—a=(b],...,b;)p",
(b, ..., b )MA —a=(b],...,b0 )\

durch Subtrahieren und wegen der linearen Unabhéngigkeit der b}, daf3
M(p—=A)=p" =X

gilt. Die Beobachtung folgt dann aus der Tatsache, dafl M eine obere Dreicks-
matrix mit 1 auf der Diagonalen ist.

Als zweite Beobachtung halten wir fest: |pf| > 1/2. Andernfalls wiirde
gelten |pf — N5| < |pf| + |A\5| < 1/2+1/2 = 1, welches ein Widerspruch zu
Ay — pi € Z ist.



SchlieBlich kommen wir zur Aproximationsfehlertermabschétzung.
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Die dritte Zeile gilt nach Konstruktion von v und aufgrund der Abschétzun-
gen fiir LLL Basen. Die vierte Zeile gilt nach der geometrischen Summe und
der ersten Beobachtung. Die fiinfte Zeile gilt nach der zweiten Beobachtung.
Der Rest ist klar. 0

Das Einbettungsverfahren

Das dritte Verfahren ist heuristisch und besitzt im allgemeinen keine Abschéitz-
ung des Approximationsterms. Es funktioniert jedoch haufig recht gut, und
in geeigneten Féllen kann man sogar Abschétzungen angeben.

Die Methode beruht auf einer einfachen Reduktion vom CVP auf das
SVP. Man betrachtet das n + 1 dimensionale Gitter A’ C R"*! fiir welches
eine Basis wie folgt gegeben ist. An die b; wird eine Null angehéngt, und an a
eine 1 oder eine der Situation angepafite, andere Konstante. Die Erwartung
ist, dafl ein kurzer Vektor in A’ von der Form (v — a, 1) ist, wobei v € A ein
zu a naher Vektor ist, und daf} ein kiirzester Vektor in A’ einen zu a nachsten
Vektor in A ergibt, wenn A;(A) groBer als ming,en ||w — a| ist.

Man wendet dann also einfach LLL auf die Basis von A’ an. Es gibt
Beispiele, in denen das Verfahren bewiesenermafien funktioniert, und es gibt
Beispiele, in denen das Verfahren bewiesenermafien nicht funktioniert.



