Wahrscheinlichkeitstheorie
X endliche Menge, p: X — R0, 3, p(X) = 1.

1. p heil3t Wahrscheinlichkeitsverteilung.

2. (X, p) heil3t Wahrscheinlichkeitsraum, kann als zufalliges
Experiment aufgefal3t werden.

3. AC X heif3t Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit von A ist
Pr(A) = D xeA p(x).

4. Komplementarereignis von A: A= X\A.

5.0< Pr(d) <1, Pr({}) =0, Pr(X) = 1, Pr(A) = 1— Pr(a).

6. A,.BC X: PrAuUB) =Pr(A) + Pr(B) — PrAnB).

7.ACB= PrA) <Pr@®).

8. Gleichverteilung: p(x) = 1/#X, Pr(A) = #A/#X.

Wahrscheinlichkeitstheorie

f,g zwei R-wertige ZV.

1. f +gdurch (f +g)(x) := f(x) +g(x) definiert, etc.
2. f <ggenau dann, wenn f(x) < g(x) fur alle x, etc.

Prop 1:

1. E(f+g) =E(f)+E(g), E(af) =aE(f) firac R.
2. f <gimpliziert E(f) < E(9).

3. Sind f,g unabhéangig, so E(fg) = E(f)E(Q).
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Wahrscheinlichkeitstheorie

(X, p) Wahrscheinlichkeitsraum, A B C X, Pr(B) > 0.

1. Bedingte Wahrscheinlichkeit: Pr(A|B) := Pr(AnB)/Pr(B).
2. A und B heil3en unabhangig, wenn Pr(ANB) = Pr(A) Pr(B).
3. Satz von Bayes: Pr(A|B) = Pr(A) Pr|A)/ Pr(B).

Y Menge, f: X =Y.
Dann heil3t f heil3t Y-wertige Zufallsvariable auf X.

Fur endliches Y:
1. Induzierte Verteilung f(p) auf Y: f(p)(y) := p({x e X | f(X) =y})
2. Pr(f =y) := f(p)(y), Pr(f € A) :=Pr(f 1(A)) fir ACY.
3. Erwartungswert (,Durchschnittswert*) von f furY C R:
E(f) = 3yey YPI(f =) = Txex FOIP(X).

Wahrscheinlichkeitstheorie
Konstruktionen mit W-Raumen und Z-Variablen.
X,p), fi:X—=Y,1<i<n.

1. Pr(fi=vyi,..., fa=yn) = Pr{x e X| fi(x) =y, fur alle i})
2. fi unabhangig: Pr(f1 =y1,..., fa=yn) =i Pr(fi=vi)

X, p), fi:X—=Y,1<i<n.

1. Xg X -+ x Xo Wird durch p((xa, . . ., %)) = []i pi(X) zum
Wahrscheinlichkeitsraum.

2. Pr(fi =y;) = Pr(fio i = y;), wobei T, die Projektion
Xy X - X Xy — X ist.

X=X x --- x X entspricht n-facher, unabhangiger Ausfiihrung des
Experiments X.
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Wahrscheinlichkeitstheorie

Konstruktion und Notation aufeinanderfolgender (parametrisierter)
Experimente.

(X, p), Wk, Pixex W-Raume.
Dann XW := Uyex {X} x Wk, Pxw(X, W) := p(X) px(W).

f: X =Y, g:XW —Y Zufallsvariablen.

L Prf(x)=y: x« X):=Pr(f =vy).
2. Prg(x,w) =y: x«— X, w+— W) :=Pr@g=vy).

Wahrscheinlichkeitstheorie

Prop 3: AC X, Pr(A) > 0und r € Z=°. Sei f, die Zufallsvariable, welche
angibt, wie haufig X ausgefuhrt werden muf3, um A genau r mal zu
erhalten. Dann gilt E(f;) =r/Pr(A).

Prop 4 (Markov Ungleichung): Sei f eine Zufallsvariable und r > 0.
Dann Pr(f >r) < E(|f[)/r bzw. Pr(f > rE(|f])) < 1/r.

Einfaches Anwendungsbeispiel: Bei 11mal Wiirfeln erhalten wir
mindestens eine 6 mit Wahrscheinlichkeit > 1/2.
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Prop 2: A/A C X, Pr(A) > 0, so daf3 X disjunkte Vereinigung
der A ist. Dann Pr(A) = 5 Pr(A) Pr(A| A).

Bew: Pr(A) = 3 PrANA) =3 PrA) PrA| A). O

Einfaches Anwendungsbeispiel:

Wir wahlen zufallig und gleichverteilt eine Zahl a aus {1...6}. Falls
wir a= 1 oder a= 2 erhalten, wahlen wir zuféllig und gleichverteilt eine
Zahl b aus {1,2}. Falls wir aber a > 2 erhalten, wahlen wir zufallig und
gleichverteilt baus {1,...,15}.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten wir b= 1?

Die Wahrscheinlichkeit ist 2/6-1/2+4/6-1/15 = 19/90.

Wahrscheinlichkeitstheorie

Bew Prop 3: Es gilt f, =w, wenn die letzte und davor beliebige r — 1
von insgesamt w Ausfiihrungen von X das Ereignis A ergeben. Dies
tritt folglich mit einer Wahrscheinlichkeit von

Pr(f, =w) = (‘:": 11> Pr(A) (1— Pr(A)™ "

ein. Fur den Erwartungswert von f, ergibt sich damit

0

E(f,) = iw Pr(f, =w) = ZWCV__D Pr(A)" (1— Pr(A)" "

W=r

= (Tr_(Al))rl iw(w— 1)---(W—r+1)(1—-Pra)" "
_ Pra) mpdrr _ Pray r!

T Y

=r/Pr@a). O

=P T (r Z 1)1 (1— (1— Pr(A)L
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Wahrscheinlichkeitstheorie
Bew Prop 4: Sei g die durch
1 furf>r
- {0 fur f <.
definierte Zufallsvariable. Dann gilt | f| > rg und
E(f]) = E(rg) =rE(@) =rPr(f >r). O
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