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Aufgabe 13.1 Ermitteln Sie die allgemeine Lisung folgender Differential-
gleichung mithilfe der Variation der Konstanten:

y' +dy =

sin? x

Aufgabe 13.2 Lisen Sie die folgende Differentialgleichung unter Beriick-
sichtigung der angegebenen Bedingungen:
5d?s

a W—Fas:lmitaE]Rfdrs(aTr):Ound

ds(0)
dt

=1.

Aufgabe 13.3 Bestimmen Sie die allgemeine Losung folgender Differenti-
algleichung:
29" + 2y + 5y = 50 cos 2z.

Aufgabe 13.4 Ermitteln Sie die allgemeine Losung der folgenden Differen-
tialgleichung:

n

y" +1y =6x+e .
Aufgabe 13.5 Ldsen Sie das folgende Anfangswertproblem:
Y — 2y + 10y = 1022 + 18z 4 7,6 fiir y(0) = 3 und y'(0) = 6.

Aufgabe 13.6 Bestimmen Sie die allgemeine Lisung der folgenden Diffe-

rentialgleichung:
—2z

Yy Ay =S
X
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Aufgabe 12.1 Ldsen Sie folgendes Anfangswertproblem:

1 m In2 7'('
" ) —) = —— = =
V= oo mit y(4) 5 und Yy (4) 1.

Aufgabe 12.2 Lisen Sie die Differentialgleichung yy" + (y')? = 0 mithilfe

folgender Substitutionen: y' = u, y" = % = u%.

Aufgabe 12.3 Bestimmen Sie die allgemeinen Ldsungen folgender Diffe-
rentialgleichungen:

(a) ' — 4y +3y =0 und
(b) x4 3% g4y,

Aufgabe 12.4 Bestimmen Sie die allgemeine Lisung folgender Differen-
tialgleichung: y® + y(©) — y() — " = 0.

Aufgabe 12.5 Lijsen Sie folgendes Anfangswertproblem y"' 41" +8y' = 10y
mit y(0) = 2, v/ (0) = 4 und y"(0) = —67.

Aufgabe 12.6 Bestimmen Sie die Funktion y, die die Gerade g(x) =z im
Punkt P(0,0) beriihrt und der Gleichung y" —y = 0 gendigt.

Abgabe: 30.06.2008
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Aufgabe 11.1 Ldsen Sie folgende Differentialgleichungen:
(a) y' cosx — ysinx = sin 2z
() wyf +27G =y

Aufgabe 11.2 Bestimmen Sie die allgemeine Lésung der folgenden Diffe-
rentialgleichungen:

(a) G=5-1
(b) t9 —2s =t31Int

Aufgabe 11.3 Bestimmen Sie die Ldsung des folgenden Anfangswertpro-
blems:

1
xy =y(1l+ lng) mity(l) = —.
T

Ve

Aufgabe 11.4 FErmitteln Sie die Losung des Anfangswertproblems
2y +y—e® =0 mity(a) =0.

Aufgabe 11.5 In einem Stromkreis mit konstantem Widerstand R und
konstanter Selbstinduktion L geniigt die Stromstirke der Differentialglei-

chung
dl
L—+RI=F.
dt +
Dabei wird die elektromotorische Kraft E = kt als linear abhdngig von der
Zeit t betrachtet. Zur Zeit t = 0 sei die Stromstdrke I = 0.

Finden Sie eine Formel fiir die Stromstirke in Abhdngigkeit von der Zeit t.

Aufgabe 11.6 Lisen Sie folgende Differentialgleichung x*y' + xy = 1, in-
dem Sie die Substitution t = xy und dt = d(xy) = xdy + ydx benutzen.

Abgabe: 23.06.2008
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Aufgabe 10.1 Zeigen Sie, dass die Funktionen f:R — R mit
f(x) = c1 + 263 + 3737, ¢, ca,c3 € R Losungen der Differentialgleichung
y" — 9y =0 sind.

Aufgabe 10.2 Lisen Sie folgende Differentialgleichungen, indem Sie die
Variablen trennen:

(a) y' + 2%y =2zy
(b) @23—; +r=4
(c) 2stde =1 +¢2
Aufgabe 10.3 Ldsen Sie folgende Anfangswertprobleme

(a) 2%y +y? =0 mit y(—1) =1

D[

(b) y' —2ycotx = cotx mit y(§) =
(c) sinycosx = cosysinx mit y(0) = §

Aufgabe 10.4 Bestimmen Sie alle Funktionen f : R — R, die folgendes
erfillen:

e Der Beriihrungspunkt jeder Tangente von f halbiert die Strecke zwi-
schen den Schnittpunkten dieser Tangente mit den Koordinatenachsen.

e f geht durch den Punkt P(—1,1).

Aufgabe 10.5 Gegeben sei die Gleichung tan g = \/%

(a) Bestimmen Sie alle Funktionen f : R — R mit f(z) = y, die der
Gleichung geniigen, wenn ¢ den Anstiegswinkel der Tangente an einen
beliebigen Punkt P(x,y) an die Funktion f bezeichnet.

(b) Welche der unter (a) ermittelten Funktionen geht durch den Punkt
Po(0,3)?

Abgabe: 16.06.2008
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Aufgabe 9.1 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

8 2 0 0 0 10
6 8 2 0 O 16
A=] 0 6 8 2 0 und b = 16
0 0 6 8 2 12
0 00 6 8 -2

(a) Priifen Sie die Diagonaldominanz der Matriz A.

(b) Fiihren Sie zwei Iterationsschritte des Jacobi- Verfahrens mit dem Start-
vektor z = (0,0,0,0,0)T durch.

Aufgabe 9.2 Gegeben sei das Gleichungssystem aus Aufgabe 9.1.

(a) Fiihren Sie zwei Iterationsschritte des Gauf-Seidel- Verfahrens mit dem
Startvektor x = (0,0,0,0,0)T durch.

(b) Vergleichen Sie das Ergebnis aus Aufgabe 9.1 b) mit dem Ergebnis aus
a).

Aufgabe 9.3 Gegeben sei die Gleichung 32% — e* = 0.

(a) Bestimmen Sie Intervalle [a,b], in denen die drei Losungen dieser Glei-
chung liegen.

(b) Bestimmen Sie diese drei Niherungswerte mithilfe des Newton- Verfahrens
auf drei Stellen genau.

Aufgabe 9.4 Bestimmen Sie die grofite Losung der Gleichung aus Aufgabe
9.8 mit dem Sekantenverfahren auf drei Stellen genau und vergleichen Sie
mit IThrem Ergebnis aus Aufgabe 9.3 b).

Aufgabe 9.5 Zur néiherungsweisen Bestimmung von /2 kann man das
Newton- Verfahren zur Ermittlung der Nullstelle von f(z) = 2> — 2 auf dem
Intervall I = [1,2] heranziehen. Wieviele Iterationsschritte sind nitig, damit
der Fehler 5—%2 nicht tbersteigt? (Verwenden Sie Satz 21.30)

Abgabe: 09.06.2008
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Aufgabe 8.1 Berechnen Sie eine LU-Faktorisierung der Matriz A mit

A=

N~ O N
D= = W
NI N= O

Aufgabe 8.2 Bestimmen Sie die Losung des Gleichungssystems

Ar = (%, 2, %)T mit A aus Aufgabe 8.1, indem Sie die Briiche als Dezimal-
zahlen, gekiirzt auf zwet Stellen, behandeln. Vergleichen Sie diese mit der
exakten Ldsung.

Aufgabe 8.3 Berechnen Sie eine Cholesky-Zerlegung der Matriz B mit

16
B = 4
4

W Ut
— W

1

Aufgabe 8.4 Ldisen Sie folgendes Gleichungssystem mithilfe einer QR-Faktorisierung:

1 5 1
3 L3 6
2 1 —_ 5
3 0 5(z=1| %
2 11 31
3 5 6 30

Aufgabe 8.5 Die Parameter a und b der sogenannten Regressionsgeraden
y = ax + b sollen aus den in folgender Tabelle aufgenommenen Messdaten
(yi,x;);1=1,...,4 ermittelt werden:

(a) Formulieren Sie das Problem als lineares Ausgleichsproblem.

(b) Bestimmen Sie a und b mithilfe einer QR-Faktorisierung.

Abgabe: 02.06.2008
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Aufgabe 7.1 Berechnen Sie die Koeffizienten der Newton-Cotes-Formeln
fiir n =2 (die Simpson-Regel) und fiir n = 4 (die Milne-Regel).

2

Aufgabe 7.2 Berechnen Sie eine Niherung fiir In2 = df nach den unter

1
1) bestimmten Regeln fiir eine dquidistante Unterteilung des Intervalls [1,2]

w4 Teilintervalle.

Aufgabe 7.3 Laut Vorlesung lisst sich die Newton-Cotes Interpolations-
formel mit n =1 (Trapezformel)

=

-1
S(h) =

2

P (P + Sai)

Il
o

als Polynom S(h) = ag + a1h? + ... + anh®™ auffassen, fir das gilt
b

5(0) = [ f(x)da.

Zeigen Sie: Wird S(h) beziiglich der Stiitzstellen (h?,S(h;)) mit ho = a — b

und hiy1 = % durch ein Interpolationspolynom T, vom Grad r approximiert,

so erhdlt man mithilfe des Neville-Algorithmus mit x = 0 und x; = h? 2ur
b

Berechnung eines Néherungswertes von [ f(x)dz = S(0) ~ T,, folgende

a

Formeln:
Tio = S(hy);i=0,...,m
U=

Aufgabe 7.4 Man lose

(a) Zeigen Sie, dass die Matriznorm |[A|| = max,crn\ {0} le“;w\l die Nor-

I
meigenschaften erfillt.

(b) Bestimmen Sie die Kondition der Matriz A = [ 1 (1) 99 ]

Aufgabe 7.5 Sei A eine requldre n x n Matriz. Zeigen Sie, dass fir alle
orthogonalen Matrizen U € R™ ™ gilt: ||U - A|| = ||A - U|| = ||4]].

Abgabe: 26.05.2008
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Aufgabe 6.1 Zeigen Sie, dass sich, numerisch giinstig auswertbar, das In-
terpolationspolynom p(z) in Lagranscher Form auch darstellen lisst durch

Yi fir r=z;1=0,...,n
p(z) =19 Sr,-w :
% fir x#x;i=0,...,n

i=0zx—x;

n
wobei é =[] (i — xx) gilt.

k=0

ki
Aufgabe 6.2 Gegeben sei die Funktion f : D — R mit f(z) = tan(mx)
an den Stitzstellen o = 0, x1 = § und x5 = § (siehe auch Aufgabe 2.51).

Bestimmen Sie den Wert des Interpolationspolynoms p(x*) fir z* = 0,25

(a) nach der Methode von Lagrange
(b) nach der Methode von Newton
(¢) mit dem Neville-Algorithmus.

Aufgabe 6.3 Schitzen Sie den Interpolationsfehler von p(x*) mit
x* = 0,25 aus der Aufgabe 6.2 mithilfe von Satz 21.6 der Vorlesung ab.

Aufgabe 6.4 Gegeben sei die Funktion f : Rs190 — R mit f(x) = In(z+10).

(a) Ermitteln Sie einen Niherungswert fiir In 11,1 mithilfe der
Polynominterpolation an den Stiitzstellen xg =0, 1 = 1 und xo = 2.

(b) Schitzen Sie den Interpolationsfehler firln11,1 ab.
(c) Wie hingt das Vorzeichen des Interpolationsfehlers von x ab?

Aufgabe 6.5 Gegeben sei die Funktion f :[0,1] — [0,1] mit f(z) = cos §x

an den Stitzstellen o =0, x1 = % und ro = 1.

(a) Bestimmen Sie das zugehorige Interpolationspolynom p(z).

(b) Ermitteln Sie die parametrische Form C : [0,1] — R? mit C(t) =
ag + ait + asty und a; € R? der quadratischen Bezierkurve mit den

Kontrollpunkten ¢; = ( ff(x) ) ;1=0,1,2.
7

(c) Vergleichen Sie die Funktion f(x) mit dem Interpolationspolynom p(x)
und der Bezierkurve C(t).

Abgabe: 19.05.2008
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Aufgabe 5.1 Bestimmen Sie die Ebene, die die Fldche
244y 4+ 22 -36=0
beriihrt und parallel zur Ebene x +y — z = 0 liegt.

Aufgabe 5.2 Zeigen Sie, dass die Summe der Quadrate der Abschnitte, die
von der Tangentialebene der Fliche

Wl

2 2 2
r3 +y3 +23 —a

=0,a€eR

auf den Koordinatenachsen erzeugt werden, gleich der konstanten Grofie a®
15t.

Aufgabe 5.3 Welche Grundgesetze der Arithmetik reeller Zahlen gelten auf
dem Computer nicht? Begriinden Sie Ihre Aussagen.

Aufgabe 5.4 Formen Sie folgende Ausdriicke so um, dass ihre Auswertung
maoglichst ohne Ausldschung erfolgen kann:

(a) (J2H -1+ 2

8 4—
(b) 755 — 15

1—
(C) (:?I:OSI

Aufgabe 5.5 Gegeben sei die Funktion f: D — [—1,1] mit f(x) = sin .

3
(a) Bestimmen Sie eine Niherung fiir das bestimmte Integral I = gsin Trdz,

indem Sie das Interpolationspolynom Ps(x) an den Stiitzstellen
xo =0, 21 =1 und x2 = 2 der Funktion f(z) benutzen.

(b) Bestimmen Sie eine weitere Néiherung fir das Integral I, indem als
Niherung fir f(x) das Taylorpolynom an der Stelle x* =1 benutzen.

(¢) Vergleichen Sie die unter (a) und (b) erhaltenen Niherungswerte mit
dem wirklichen Wert.

Abgabe: 05.05.2008
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Aufgabe 4.1 Bestimmen Sie den Normaleneinheitsvektor der Fldchen
(a) S(s,t) = (s2t, st st)T in S(so,t0),
(b) S={(z,y,2) €R®:y —axtan 2 = 0} im Punkt P(a,a,Fa).
(14 coss)cost
Aufgabe 4.2 Sei S : [0,27]? — R3 mit S(s,t) = [ (1+coss)sint | eine

sint
Fldche.

(a) Bestimmen Sie den Normalenvektor der Fliche S in S(0,7).

(b) Bestimmen Sie die Tangentialebene von S in S(0, 7).
(c) Skizzieren Sie die Fliche.

Aufgabe 4.3 Bestimmen Sie die Tangentialebene der Fliche
S ={(z,y,2) € R®: (2a2 — 22)2? — a2y* = 0}
im Punkt P(a,a,a).

Aufgabe 4.4 Ermitteln Sie die parametrische Form S : [0, 5] x [0,7] —

12

R3 mit S(s,t) = > 3 bi1(s)bj2(t)cij der Bezierfliche mit den Kontroll-
i=0j=0

punkten coo = (1,0,0)7, co1 = (1,0,-1)T, coo = (=1,0,-1)T, c19 =

(0,1,0), e11 = (0,1, —=1)T und 1,2 = (0,0,1)T.

Aufgabe 4.5 Sei die Funktion f : D — R mit f(x) = tanmx an den

Stiitzstellen xg = 0, 1 = é und xo = i gegeben.

(a) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom pa(x) = ag + a12 + asx?.

(b) Benutzen Sie zur Interpolation Q(z) = bo+b1:v+b2z_%, d. h. berechnen
2
Sie die Konstanten by, by und by von Q(x).

(c¢) Welche Niherungen ergeben sich aus (a) und (b) fiir tan20°?

Abgabe: 28.04.2008
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Aufgabe 3.1 Man ermittle die parametrische Form C : [0,1] — R? mit
C(t) = ag + a1t + ast? und a; € R? der quadratischen Bezierkurve mit den

Kontrollpunkten
(-1 (2 (4
CO - 5 I Cl - 0 9 62 - 6 .

Man reparametrisiere das Ergebnis auf das Intervall [—1,1].

Aufgabe 3.2 Man ermittle die parametrische Form B(t) = ag+ a1t + ast® +
ast®, a; € R3, der kubischen Bezierkurve mit den Kontrollpunkten

1 1 1 -1
Cco — 1 , C1 = 1 , Co = —1 , C3 = -1
1 -1 -1 -1

und bestimme die Geschwindigkeitsvektoren in den Punkten B(0) und B(1).

Aufgabe 3.3 Man bestimme Kontrollpunkte cg, c1,ca € R?, so dass die Be-

zierkurve
2

B(t) =Y bia(t)ei, t € 0,1,

i=0
gleich der Kurve

C(t) = (2t — 1,42 — 4t + )T, t € [0,1],
1st.
Aufgabe 3.4 Man ljse

(a) Ermitteln Sie die parametrische Form B(t) = ag+ait-+asta+ast®, a; €
R?, der Kubischen Bezierkurve mit den Kontrollpunkten

o ()= (3) == (3)=(3),

(b) Teilen Sie die Bezierkurve B(t) in zwei Bezierkurven By und B, dritten
Grades, mit By(t) = B(t) firt € [0,1] und B,(t) = B(3 + (1 — 1)t)
firt €0,1].



Aufgabe 3.5 Man bestimme Kontrollpunkte co,c1,ca,c3 € R, so dass die

Bezierkurve .

B(t) = Zbi,fi(t)cia tc [O, 1],

i=0
gleich der Kurve

C(t) = (2t — 1,4t — 4t + 1,t)T, t € [0,1],
1st.

Abgabe: 21.04.2008
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Aufgabe 2.1 Man berechne Geschwindigkeits- und Lingenfunktion der Kur-
ve

C :[0,7/2] — R? mit C(t) = (cos®t,sin® )T
und bestimme thre Ldnge. Zudem gebe man eine Normalendarstellung der
Tangente an, die die Kurve im Punkt C(m/4) berihrt.

Aufgabe 2.2 Man bestimme Kontrollpunkte cy,c1,co, so dass die Bezier-

kurve
2

B(t) = Zbi,Q(t)ci7 t e [0, 1],
i=0
gleich der Kurve

c(z) = (22— 1,42> — 4z + 1)T, 2 € [0,1],

ist. Man gebe zudem eine Reparametrisierung der Kurve c(x) fir das Inter-
vall [=1,1] an und zeichne eine Skizze von ihr und den Kontrollpunkten.

Aufgabe 2.3 Man bestimme Kontrollpunkte co,c1,ca,c3 € R3, so dass die

Bezierkurve
3

B(t) =) bis(t)ci, t € [0,1],
=0
gleich der Kurve

C(t) = (2t — 1,4¢> — 4t + 1,637, t € [0,1],
15t.
Aufgabe 2.4 Man gebe eine Reparametrisierung C : [0,1] — R3 der Kurve
C(x) = (x4 2)% 2% + 322 + 32,3+ )T, z € [-1,1],

an und bestimme Kontrollpunkte cg, c1,c2,c3 € R3, so dass die Bezierkurve
3
B(t) =Y bis(t)ci, t € [0,1],
=0

gleich der Kurve C(t),t € [0,1], ist.

Aufgabe 2.5 Man ermittle die parametrische Form B(t) = ag+ait+ast?, a; €
R2, der quadratischen Bezierkurve mit den Kontrollpunkten

()= (3) o (1)

und berechne B(3) und B(3).
Abgabe: 14.04.2008
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Aufgabe 1.1 Seien v,r > 0. Man berechne die Geschwindigkeitsvektor und
die Lingenfunktion von

i) c(t) = (e"'cost,e?sint)T, t € R,
ii) c¢(t) = (r cost,rsint,yt)T, t € R,
und skizziere den Verlauf.

Aufgabe 1.2 Man berechne den (Einheits-) Tangentenvektor, den (Einheits-
)Normalenvektor und eine Normalendarstellung der Tangente fiir

c(t) = (*,1%), teER,
im Punkt c¢(1) und skizziere die Kurve.

Aufgabe 1.3 Man bestimme den (FEinheits-) Tangentenvektor, den (Einheits-
)Normalenvektor und eine Normalendarstellung der Tangente fiir

c={(z,y)T € R?: 22+ 2% = y2},

im Punkt (—1,0) und skizziere die Kurve. Gibt es einen Normalenvektor im
Punkt (0,0) ¢

Aufgabe 1.4 Seic(t) = (t —sint, 1 —cost)T, t € [0,27]. Man skizziere die
Kurve, und berechne Ihre Linge.

Aufgabe 1.5 Man berechne eine Reparametrisierung mit konstanter Ge-
schwindigkeit der Kurve

c(t) = (cost +t sint,sint —t cost)T,t € Rsy.

Abgabe: 07.04.2008



