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Aufgabe 13.1 Bestimmen Sie die Stammfunktion folgender Funktionen
f D — R mit Hilfe der angegebenen Substitutionen:

a) f(z) = eiﬁ;ﬁx (Substitution: t = e*)

b) f(z) = m (Substitution: t = tan x)
¢) f(z) =sin?xcosz  (Substitution: y = sinz)

d) f(z)= % (Substitution:) y = x + Va2 + 4

2+4

Aufgabe 13.2 Bestimmen Sie die Integrale:

3
a) f achmz

a

\/%z_l (Substitution: x = t?)

b)

B —c

sin z cos? x dx

¢)

O =l

i

4—x2

V3
d) [ —E=dx (Substitution: t = 4 — %)
0
Aufgabe 13.3 Bestimmen Sie die Stammfunktion folgender Funktionen
f: D — R mit Hilfe der partiellen Integration:
a) f(z) =2%e"
b) f(x) =e"sinx
¢) f(x) =5
Aufgabe 13.4 Zeigen Sie die Giiltigkeit folgender Gleichung:

2
fcos”:z: dy = =t

n—2
J — ] cos T dx.

O =

Aufgabe 13.5 Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

a) flln(zn + 1)dx
0



Aufgabe 13.6 Bestimmmen Sie den Inhalt der Fliche, die durch folgende
Funktionen fi : D — R und fo : D — R (D jeweils mazimal gewdihlt)
begrenzt werden:

a) filz) =2 , folz) =2—2a?
b) fi(z) = 32>,  fa(z) = Viz.

Abgabe: 09.07.2007
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o0

Aufgabe 12.1 Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

"

o

n=1
mit 0 < b < a und thren Konvergenzbereich.

2
Aufgabe 12.2 Gegeben sei das Integral fd?“”
1

(a) Bestimmen Sie die Ober- und Untersumme bei der Teilung des Inte-
grationsintervalles in finf dquidistante Teile.

(b) Vergleichen Sie die Ergebnisse aus (a) mit dem Integralwert In2.

Aufgabe 12.3 Zeigen Sie mithilfe Lemma 15.10 aus der Vorlesung, dass
die Funktion f :[0,b] — R mit f(x) = 22 diber [0, b] integrierbar ist, d. h. zu
jedem € > 0 existiert eine Zerlegung Z von [0,b], so dass Oy (Z)—=Us(Z) < €.
Benutzen Sie die von n abhdngige dquidistante Zerlequng Z der Form

b b b
O=2xp< — =21 <2—=m<...<k—=z,<...<x2p=0, k=0,1,...,n.
n n n

Aufgabe 12.4 Geben Sie mithilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung

(Satz 13.18 der Vorlesung) eine obere und eine untere Schranke fir das
100 100

—x

Integral ‘of mdx an, wenn ‘of g—f ~ 1 angenommen werden kann.
Aufgabe 12.5 Finden Sie die Stammfunktionen folgender Funktionen
f:D—R:

(a) f(z) =4a" + Lab — Lot + 24

2\ 2 —an\2

(b) f@) = (%) - (%)

(c) f(x) =14 z)(1—22)(1+ 3x)

(d) flx) = H2ED

(c) flw) = HHHE

Abgabe: 02.07.2007
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Aufgabe 11.1 Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3. Grades an der jewei-
ligen Stelle x* folgender Funktionen:

(a) f(z) =1In %Igﬁ anx* =0

() f@)= (2~ 2)2ana* = a #0

Aufgabe 11.2 Zeigen Sie mithilfe eines geeigneten Taylorpolynoms der Funk-
tion f(x) = 1+ x, dass folgende Ungleichung fiir alle x € [0,1072] giiltig
15t:

Lo
0<1+5 - x+1§§-10 .

| R

Aufgabe 11.3 Berechnen Sie den Wert fiir sin 2° mithilfe eines geeigneten
Taylorpolynoms, so dass der absolute Fehler kleiner als 5-1074 ist. Wieviele
Glieder sind ndtig?

Aufgabe 11.4 Berechnen Sie mithilfe des Newton-Verfahrens die kleinste
positive Losung der Gleichung x® +e~% = 2 auf 3 Stellen genau.

Aufgabe 11.5 Entwickeln Sie die Funktion f : D — R mit f(z) = ﬁ
in einer Potenzreihe um den Nullpunkt (Taylorreihe mit dem Entwicklungs-
punkt z* = 0) und geben Sie den Konvergenzbereich der Reihe an.

Aufgabe 11.6 Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktion f: D — R mit
10

fz) = (l”iTQ) am Entwicklungspunkt x* = 0 und geben Sie den Konvergenz-

bereich der Reihe an.

Abgabe: 25.06.2007
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Aufgabe 10.1 Zeigen Sie mithilfe des Mittelwertsatzes der Differential-
rechnung die Giiltigkeit folgender Ungleichungen:

(a) 15z <In(l+x);2>0
(b) |arctanx — arctany| < %|x—y\; x,y > 1.

Aufgabe 10.2 Zeigen Sie, dass fir eine im Intervall |a,b] stetige und auf
(a,b) differenzierbare Funktion f(x) die Anwendung des Satzes von Rolle
auf die Funktion

x f(x) 1
(x)=|b f(b) 1
a f(a) 1

auf den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fihrt.

Aufgabe 10.3 Gegeben sei die Funktion f : [3,4] — R mit f(z) = logy(24%)

und die Stiitzstellen xy = %,xl =1,20 =2 und z3 = 4.
(a) Ermitteln Sie das Interpolationspolynom durch xg,x1, T2, T3.

(b) Bestimmen Sie mithilfe des Interpolationspolynoms einen Niherungs-
wert des Funktionswertes fir x = 3.

(c) Mithilfe eines Rechners wurde der Wert fiir log, 3 = 1,58496 ermit-
telt. Vergleichen Sie den unter Verwendung dieses Wertes ermittelba-
ren Niherungswert fir f(x) an der Stelle x = 3 mit dem unter (b)
erhaltenen Ndéherungswert.

Aufgabe 10.4 Bestimmen Sie das Interpolationspolynom fiir die Funktion
f:00,4] — R mit f(x) = /x und den Stiitzstellen xo = 0,21 = 1,29 = 4
und berechnen Sie mithilfe des Interpolationspolynoms einen Niherungswert

fiir \/g und /3.
Aufgabe 10.5 Gegeben sei die Funktion f :[0,4] — R mit f(z) = /x und
die Stiitzstellen xg = 0,21 = 1,xz9 = 4.
(a) Berechnen Sie die Kubischen Splines auf dem Intervall [zo,x1] und
[z1, 2] unter der Bedingung pj(zo) = p(x2) = 0.

b) Berechnen Sie hieraus einen Niherungswert fir /% und /3.
3

(c) Vergleichen Sie die Niherungswerte mit den Néiherungswerten aus Auf-
gabe 4 und denen mit einem Rechner berechneten Werten.

Abgabe: 18.06.2007
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Aufgabe 9.1 Berechnen Sie y"(1) fir y = (1 + 1),

x

Aufgabe 9.2 Bestimmen Sie die n-te Ableitung folgender Funktionen:
(a) f(z) = a” (b) f(x) =Inz

Aufgabe 9.3 Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die Funktion
f:D— R mit f(z) = $2% an der Stelle zo = —1.

Aufgabe 9.4 Gegeben sei die Funktion f : D — R mit f(z) = ze—22°,
Berechnen Sie

(a) Extremwerte und Wendepunkte

(b) Null- und Unstetigkeitsstellen

(c) Monotonie-, Konkavitits- und Konvezititsintervalle

(d) Untersuchen Sie das Verhalten im Unendlichen

(e) Skizzieren Sie das Bild der Funktion

Aufgabe 9.5 Bestimmen Sie von der Funktion f: D — R mit
£(2) = (@ — 1>
(a) die Extremwerte (b) und die Wendepunkte.

Aufgabe 9.6 Zwei Korridore der Breiten 2,4 m und 1,6 m schneiden zu-
einander im rechten Winkel (siehe Skizze!). Bestimmen Sie die grifite Linge
einer Leiter, die horizontal von dem einen Korridor in den anderen getragen
werden kann.

24 cm

Abgabe: 11.06.2007
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Aufgabe 8.1

Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen f : R — R im Punkt xg
differenzierbar sind:

1. f(x)=|z—5|+6x, x0=5

(=)
I
e

1+ 22 fiir x>0’

9 flz) = {sin(’zr +z) firxz<O0

Aufgabe 8.2 Bestimmen Sie a,b € R so, dass die Funktion f: R — R mit
x firx <a
flz) = 2 g
2+ bz firx>a

stetig differenzierbar in R ist.

Aufgabe 8.3
Bestimmen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen:

T

(@) £@) =30+ 4 s 430 b () 5(0) = S

(¢c) f(z) = /3= \/m (d) f(z) = ln(tan%) 4 _cosz

2sin?

(e) f(z) = arctan 2z + arctan 1 (f) f(m):1n2+ln\/e§i’%.

Aufgabe 8.4

Die an den Graphen der Funktion f(z) = 1 (z # 0) im Punkt (zo,yo)
gelegte Tangente bildet mit den Koordinatenachsen ein Dreieck. Zeigen Sie,
daf$ der Flicheninhalt des Dreieckes unabhdngig von der Wahl des Punktes

(%0, y0) ist.



Aufgabe 8.5
Man berechne mit Hilfe der Regel von L’Hospital folgende Grenzwerte:

(a)hm 2 1) (b)h -0 lnl_?nf:p)

. . x 1
O] Y pm————WETE
e)lim(m —z)tan f) lim &+e—

ot 2 o0 €T —€

(9) lim(z — 1)<,

Aufgabe 8.6 Fiir differenzierbare Funktionen f mit positiven Funktions-

werten gilt die Regel @
d _ fl(=

Berechnen Sie damit die erste Ableitung von

(a) f(x) =223 (x> 0) (b) f(z) =2"% (0 <2 <7)

(c) fla) = Vargisste

Abgabe: 04.06.2007
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Aufgabe 7.1 Zeigen Sie mithilfe von Definition 10.17 aus dem Skript, dass

der Grenzwert lirri 2112:;2_1 gleich —3/2 ist, indem Sie als Folgen (x,) be-
€r—

liebige Folgen (1 + a,) mit lim a, = 0 verwenden.
n—oo

Aufgabe 7.2 Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

(a) lim ez
z—0—

1
b) li z
(b) lim e
1~ tan x
() =
. 1—
(&) lim 1P

(6) }}l}l}l COS;:ZOS[I

) 10/
) Jim e

(9) 111{1 x(Q:B—I—eril)_l
r—1—
1
i z—1)1
(h) wlg{ler(Qx—l—e T)

Aufgabe 7.3 FEs gilt der Satz: Fir n stetige Funktionen fi,...,fn in R
sind auch die Funktionen

Finin(7) = 18{1'1%71 fr(x) und Frax(z) = 1211}?}3(71 fr(z)

stetige Funktionen. Zeigen Sie, dass die Funktion

—c  fur f(x) < —c
ge(z) =< f(z) fir —c< f(z)<c

¢ firf(z)>c
fiir jede stetige Funktion f in R ebenfalls stetig in R ist.
Aufgabe 7.4 Gegeben sei die Funktion f:R — R mit

|le — 1| fir|z|] <2
f(z) = 2 firz =2
3 fir x| > 2 undx = -2



(a) Ermitteln Sie die Unstetigkeitsstellen; also die Stellen, an denen f
nicht stetig ist.

(b) Skizzieren Sie das Bild der Funktion f(z).

Aufgabe 7.5 Untersuchen Sie folgende Funktionen f : R — R auf Stetig-
keit:

(a) f(z)=—1

1
142z

(b) fla) =2 =4

e*~ b firax
@ fe={ 5 s

firx>1

Aufgabe 7.6 Bestimmen Sie a € R so, dass die Funktionenschar

f(x):{m+1 firz <1

3—ax? firx>1

an der Stelle xg = 1 stetig ist.

Abgabe: 29.05.2007
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Aufgabe 6.1 Geben Sie an, fir welche x € R die folgenden Reihen konver-
gieren:

W 5 o) % St

Aufgabe 6.2 FEine Spirale wird folgendermaflen aus Halbkreisen zusam-
mengesetzt: Man beginnt mit einem Halbkreis mit Radius 1. An dessen Ende
wird gemdf$ der untenstehenden Zeichnung ein Halbkreis mit Radius 1/2 an-
gehingt, der wiederum von einem Halbkreis mit Radius 1/4 fortgesetzt wird,
usw.: Der Radius des folgenden Halbkreises ist stets halb so grof$ wie der des
vorangegangenen. Untersuchen Sie, ob die Linge der so erzeugten Spirale
endlich ist.

Aufgabe 6.3 Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz und geben
Sie gegebenenfalls thre Summe an:

(a) Z a4 (v) Z In &

Aufgabe 6.4 Untersuchen Sie die Funktion f:R — R auf Monotonie:
(a) f(z) = 5(x # 2) (b) fl) =V -1+ +1(z=>1).

Aufgabe 6.5 (a) Zeigen Sie die Giltigkeit der Gleichung log,b-log,a =1
fiir beliebige a,b € R mit a,b > 0.

(b) Lisen Sie mithilfe der Gleichung aus (a) die folgende Gleichung:
4logyx + 3 = 2log, 2

Aufgabe 6.6 Bestimmen Sie alle x € R, die die folgende Gleichung ldsen:

16-51 +9.3% = 3713 _ 572,

Abgabe: 21.05.2007
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Aufgabe 5.1 Sei (ap)nen, eine Folge nichtnegativer Zahlen.

(a) Zeigen Sie: Z an, konvergiert = Z a2 konvergiert
n=0 n=0

(b) Gilt die Umkehrung?

Aufgabe 5.2 Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf ihr Konvergenz-
verhalten mithilfe des Majorantenkriteriums:

o0 (e 9]

=1
D
k=2

Aufgabe 5.3 Untersuchen Sie mithilfe des Quotientenkriteriums folgende
Reihen auf Konvergenz

k=1 k=2

a) Z@T ) 2
= o (0= 1)(n+3)13"
C)nz(n—i-l ; (2n)!

Aufgabe 5.4 Bestimmen Sie die Summe folgender Reihen, indem Sie jedes
Glied a, dieser Reihen in zwei Briiche zerlegen, deren Nenner die beiden
Nennerfaktoren des jeweiligen Gliedes a,, der Reihe ist:

1 1 1 = k!
. b
D13tz et )kzok+2)

Aufgabe 5.5 Geben Sie alle x € R an, fir die die folgende Reihe konver-
giert:

oo

Z n+1

n= 1

Aufgabe 5.6 Ist die Reihe Efzo(—l)"ﬁ konvergent, bzw. absolut kon-
vergent?

Abgabe: 14.05.2007
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Aufgabe 4.1 Untersuchen Sie folgende Zahlenfolgen (an)nen, auf Mono-
tonie und Beschrinktheit und geben Sie jeweils die ersten finf Glieder an:

(a) an = :2:15
(b) an = ;115

Aufgabe 4.2 Untersuchen Sie die folgenden rekursiv gegebenen Zahlenfol-
gen auf Monotonie und Beschrdinktheit:

(a) ant1 = a%, ap st ein beliebiges aber festes Element des reellen Inter-
valls (1,2)

(b) Qpy1 = V2 + an, GOZ\@

(1"

Aufgabe 4.3 Gegeben sei die Zahlenfolge (an)nen, mit an =1+ 577

(a) Geben Sie ein ng € N an, so dass fir alle n > ng gilt |ay, — 1| < 0,01.

(b) Geben Sie fir e > 0 ein ng € N an, so dass fir alle n > ngy gilt
lan, — 1] < e.

Aufgabe 4.4 Geben Sie ein ng € N an, so dass fir alle n > ngy gilt
lan, —a| <e.

1—
(a) an = 1+£,CL =—1,

2
(b) an = g0 = 5
Aufgabe 4.5 Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

4
(a) lim P

(b) lim V”+ yntloyvn

n—oo

6n2—1
(¢) fim s

(e) ;;n;o V(v F 1 - y/m)

(f) hm %



Aufgabe 4.6 Der Grenzwert der Zahlenfolge (an) mit a, = (1 + )™ ist
gleich e. Ermitteln Sie die Grenzwerte von

(a) an =1+ 3,)%",

(b) an = (F57)"

Abgabe: 07.05.2007
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Aufgabe 3.1 Seien §; = (1 4 3 2) und 62 = (1 3) Permutationen aus der
Gruppe Sy.

(a) Bestimmen Sie die Gruppe G, die von {01,092} erzeugt wird und geben
Sie die Verkniipfungstafel an.

(b) Bestimmen Sie alle Untergruppen und Normalteiler von G.

Aufgabe 3.2 Gegeben sei die abelsche Gruppe G = (M, *) mit M = {Ay,
Ay, As, Ay} und der gewdhnlichen Matrizenmultiplikation % sowie den Ma-
trizen

10 -1 0 -1 0 1 0
ot () s (0 0) =60
(a) Ist die Gruppe zyklisch?

(b) Bestimmen Sie die Ordnung der Gruppenelemente.

(c) Bestimmen Sie eine nichttriviale Untergruppe U und zerlegen Sie M
in Linksnebenklassen beziiglich U.

Aufgabe 3.3 Sei H = (C,-) die Gruppe mit C = {1,—1,i,—i} und der
gewdhnlichen Multiplikation - komplezer Zahlen. Ist G = (M, *) aus Aufgabe
3.2 isomorph zur Gruppe H ?

Aufgabe 3.4 15 Rduber erbeuteten eine Anzahl von Goldmiinzen. Nach
gleichmdfSigem Aufteilen blieben 7 Miinzen iibrig. In einem Streit wurde ein
Rduber erschlagen. Nun blieben nach dem Aufteilen 8 Miinzen tibrig. Wie-
der kam ein Rduber in einem weiteren Streit um und die Goldmiinzen lieflen
sich nun gleichmdfig unter den verbliebenen 13 Rdubern aufteilen. Wie viele
Goldmiinzen waren es? Benutzen Sie den Chinesischen Restsatz.

Aufgabe 3.5 Fin Zauberer legt 56 numerierte Spielkarten in 8 Zeilen und
somit 7 Spalten auf einem Tisch aus und bittet einen Zuschauer, sich eine
Karte zu merken. Der Zauberer fragt den Zuschauer, in welcher Spalte die
Karte liegt. Dann sammelt der Zauberer die Karten in der gleichen Reihen-
folge, in der sich die Karten zu Beginn des Tricks in seiner Hand befanden
ein und legt sie anschlieffend in 7 Zeilen, also auch 8 Spalten erneut aus.
Er fragt den Zuschauer abermals, in welcher Spalte sich die Karte befindet
und erkennt nach kurzer Zeit die Karte, die sich der Zuschauer gemerkt hat.
Finden Sie mithilfe des Chinesischen Restsatzes heraus, um welche Karte es
sich handelt.



Aufgabe 3.6 Bestimmen Sie die letzte Ziffer der Zahl 3'28° mithilfe der
Kongruenz 3* =1 mod 10 und den Eigenschaften von Zig.

Abgabe: 30.04.2007
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Aufgabe 2.1 Sei M = {m +nv2:m,n € Z}. Zeigen Sie, dass die Menge
M mit der gewdhnlichen Addition + eine abelsche Gruppe bildet.

Aufgabe 2.2 Sei (G;0) eine Gruppe und g1, g2,g beliebige Elemente aus
G. Zeigen Sie:

(a) Gilt go g1 = go g2, so gilt auch die Gleichung g1 = g2.
(b) Es gibt ein x € G undy € G mit g1 ox = gg und yo g1 = ga.

Aufgabe 2.3 Sei in der endlichen Menge N = {0,1,...,n — 1} folgende
Operation & erkldrt:

by @ Ky — ki+ko firki+ko<mn-—1

VP22 Ky + ko — n fiir ky + ko > n.

Zeigen Sie, dass die Menge N mit der Operation & eine abelsche Gruppe
bildet.

Aufgabe 2.4 Gegeben sei eine beliebige invertierbare n x n-Matriz C. Zei-
gen Sie, dass die Menge A,, aller invertierbaren Matrizen A mit A-C = C-A
eine Gruppe beziiglich der Matrizenmultiplikation bildet.

Aufgabe 2.5 Sei M die Menge der komplezen 2 x 2-Matrizen

(5 %)

mit x,y € C und Z,y konjugiert komplex zu x,y. Zeigen Sie, dass unter der
Bedingung xx + yy > 0 die Menge M mit der gewohnlichen Matrizenmulti-
plikation eine Gruppe bildet.

Aufgabe 2.6 In der Menge G = {a,b,c,d} sei die Operation % durch fol-
gende Operationstabelle gegeben:

*‘abcd
a|lb a d c
bla b ¢ d
cld ¢ b a
dlc d a b

(a) Zeigen Sie, dass G mit der Operation x eine abelsche Gruppe bildet.
(b) Bestimmen Sie die Ordnung aller Elemente von G.
(c) Bestimmen Sie alle nichttrivialen Untergruppen von (G;*).
(d) Zeigen Sie, dass diese Untergruppen Normalteiler sind.
Abgabe: 23.04.2007
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Aufgabe 1.1 Bestimmen Sie die charakteristischen Polynome und FEigen-
werte folgender Matrizen:

was( 1)

51 0
) B=3[15 0
00 -8
1 2 0
(c) C=12 1 —6
2 -2 3

Aufgabe 1.2 Seien a,b € R mit a®> + b> =1 und A folgende Matriz:

—ab $(a?—bv?) 0
A= $(a®-b?) ab 0
0 0 1

Ermitteln Sie alle Figenwerte von A.

N = O
=~ N O

3
Aufgabe 1.3 Gegeben sei die Matrixr A= | 0
1

(a) Geben Sie das charakteristische Polynom an.

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte von A und die zugehirigen Eigenvekto-
ren.

(c) Welche der Eigenvektoren sind zueinander orthogonal.

by 2 2
Aufgabe 1.4 Fir die Matrix B= | 2 by 1 sei x = (1,0,-2)T ein
2 1 by

Eigenvektor zum FEigenwert A\ = 1.
(a) Was folgt hieraus fiir die Konstanten by, by und bs?
(b) Geben Sie einen weiteren Eigenvektor zum Eigenwert A\i an.

(c) Lassen sich die Konstanten by,bs und bs so bestimmen, dass Ao = —3
ein weiterer Figenwert von B ist?



0 -1 1
Aufgabe 1.5 Sei A= | —3 —2 3 | eine reelle Matrixz. Geben Sie eine
-2 -2 3

Basis des R? an, die aus Eigenvektoren von A besteht.
Aufgabe 1.6 Sei p(x) = as2? + a1z + ap, a; € R, ein Polynom. Man

bestimme eine 3x3 Matriz A mit det(A) = p(x). Kann man dies auf beliebige
Polynome a, " 4+ an_12" ' 4+ ... + a1 x + ag verallgemeinern?

Abgabe: 16.04.2007



