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1. Kurven I
Sei B : [0,1] — R? die durch die Kontrollpunkte

COZ(‘O?), q:(‘f), 62:(_11), :G)

definierte Bézierkurve.

i) Bestimmen Sie die Kontrollpunkte der Kurve B(t).

ii) Skizzieren Sie die Kurven B und B.
LOSUNG
i) Es ist

3
B(t) =Y bim(t)e; = (1 — )%+ 3(1 — t)*tc; + 3(1 — t)t°cy + tocq
=0
(P3P 43— 2
O\ 63 — 912 + 3¢

Komponentenweises ableiten liefert

. —3t* + 6t + 3 =3\ 6 3
B(t) = = t t :
®) (18t2—18t+3) <18) o) T3

Damit ergibt sich mit Satz 20.15 fiir die Kontrollpunkte d; von B (1),

T e
i (2)+ (5 ()-6)

Alternativ ist

2
(t) = S bis()d; = (1—1)°dy +2(1 - t)tdy + P
=0

= do+ (=2dy + 2dy)t + (do — 2d; + dy)t*.

Daraus ergeben sich die Gleichungen (g) = dp, (_618) = —2dy+2d; und

(Ig’) = dy — 2d; + dy aus denen man durch sukzessives Einsetzen die

Punkte d; ermittelt.

ii)



2. Kurven II
Seik € N, k> 1,und sei ¢y, : [0, 27r] — R? die Kurve ¢ () = (cos(t)¥, sin(t)*).

i) Man skizziere die Kurven ¢; fiir k = 1, k¥ = 2 und berechne fiir £ = 2
ihre Lange.

ii) Man bestimme die Tangente von ¢; im Punkte ¢ = 7.
LOSUNG

i) Fir £ = 1 erhélt man den Kreis mit Radius 1. Fiir k£ = 2 ist o(t) =
(cos(t)?,sin(t)?), d.h. die z,y Koordinaten der Punkte auf der Kurve
erfiillen stets x +y = 1.

Somit durchlauft co(t) fiir ¢ € [0,27] viermal das Segment, welches
(1,0)T und (0,1)T verbindet. Die Linge ist daher 4v/2, bzw. fiir k = 2

1st

2sintcost

6(t) = (‘2‘30“51”) und ||é,(8)|] = 2v/2/cos? ¢ sin? £,

Also ergibt sich fiir die Lange der Kurve ¢,

27 2T 2T
/ ||c'2(t)\|dt:2\/§/ \/cos(t)Qsin(t)th:2\/§/ | cost sint| dt
0 0 0
w/2 1 -
2\/5-4/ costsintdt = 8v/2 <§sin2t{0 ) =4V2.
0

ii) Allgemein ist

) —kcosF 1 tsint
a0 = (

k
—k (L)
ksin®'tcost ) und fiir ¢ = % ergibt sich ¢é(m/4) = V2 )

baw. éx(m/4) = kv/2 "(—1,1)T. Beachte sin(r/4) = cos(r/4) = 1/v/2.
Weiterhin ist ¢ (7/4) = \/ﬁ_k(l, 1)T. Damit ist die Tangente in /4
gegeben durch

{\/ﬁkG) A (_11) e R} bzw. durch {(;”) ER:z4y= \/5“}.

3. Numerik I

Seien o; fiir : = 1,2 die i-ten elementarsymmetrischen Funktionen in z, .

3



i) Zeigen Sie, dass
ot +yt = o] —dotoy + 203

ii) Bestimmen Sie alle Losungen (in C) des Gleichungssystems:

ZL’4

+ yt = 17
r + vy

= 3.
LOSUNG

i) Mittels Satz 21.42 wird 2% + y* als ein Polynom in den Unbekannten
o1 und o9 geschrieben. Daraus folgt

ot +yt = (v +y)t — 2’y + 6277 + doy®) = o} — 20y(22% + 3zy + 27)
= o] — 205(2(x + y)? — 2y) = 0} — 205(207 — 03) =

= o} — 40l0y + 203.
ii) Da 0y = 2 +y = 3, liefert das Einsetzen von i) in 2% + ¢y* = 17
o5 — 1805 + 32 = 0.

Somit erhalten wir g9 = 2 und o9 = 16.

Mit 09 = 2y = 2 und 03 =  + y = 3 sind die Losungen dieses
Systems, die Losungen der folgenden Gleichung 2% — 3z + 2 = 0, d.h.,
(z,y) €{(2,1),(1,2)}.

Mit 09 = 2y = 16 und 01 = =z +y = 3, sind die Losungen dieses

Systems, die Losungen der folgenden Gleichung 2% — 32416 = 0, d.h.,
(z,y) € {(3+\/%i 3—\/@) (3—\/@ 3+\/ﬁz‘)}
y 2 ) 2 ) 2 ) 2 :

. Numerik II

. Fiir eine reelle n x n Matrix A mit Eintrégen a;;, 1 < i,j < n, sei ||4]|
definiert als ||A|| = max{|a;;| : 1 <i,5 < n}.

i) Berechnen Sie ||A™|| fiir m € N und

11
)
ii) Man zeige oder widerlege:
a) ||A+ Bl < [lAll + Bl
b) [|A- Bl < [|A]l - ]| Bl

LOSUNG



. [2 2 s[4 4] [22 22
A_lQ 2] “ndA—{44 22 22

gilt, kann man vermuten, dass

m—1 m—1
A { 2 2 }

2m—1 2m—1

gilt. Wir beweisen dies per Induktion iiber m. Fiir m =1 und m = 2
ist es klar. Angenommen, dass

" mel 2m71
A = |: 2m—1 2m—1 :|

ist. Wegen A™™! = A™A, erhalten wir
[ 2 ] e oom
2m—1 2m—1 1 1 om . 9m :
Die Norm von A™ ist dann ||A™|| = 2™~ L.

ii) a) Firalle 1 <i,j <nistder 1, j-Eintrag von A+ B gleich a;; + b;;.
Wegen |CLZ'j + bl]| S |CL7;j| + |bZJ| fOlgt

[|[A+ B|| = T%?X’az‘j + bij| < n’ll.g;.’x(|aij| + [bs5]) < [|A[| + [ B]|.

b) Von i) wissen wir, dass
2m =A™ = [JAA™H| > A [JATH| = 2m
gilt. Somit ist es widerlegt, dass ||A - B|| < ||A]| - || B|]-
5. Differentialgleichungen I
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung.
y" — 3y" 4+ Ty — 5y = 10e*".
Gehen Sie dabei wie folgt vor:

i) Losen Sie die zugehorige homogene Differentialgleichung.

ii) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung der inhomogenen Differential-
gleichung.

LOSUNG



i) Zum Bestimmen der homogenen Losungen, betrachten wir das zu-
gehorige charakteristische Polynom (vgl. Definition 22.25)

TA) = A =3+ TA=5=(A—1)(A\* =2\ +5).

Die Nullstellen von 7(A) sind Ay = 1, Ay = 1 —2; und \3 = 1 +
2i. Die drei Nullstellen korrespondieren zu drei linear unabhéngigen
Losungen der zugehorigen homogenen Differentialgleichung und somit
ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

yn(r) = c1€” + coe” cos 2x + cze” sin2x, ¢; € R.

ii) Eine partikuldre Losung wird mittels Satz 22.27 bestimmt. Die rechte
Seite hat die Form p(z)e™*, wobei p(z) = 10 ein Polynom vom Grad
0 ist und o = 2 ist. Da 7(a) = 7(2) # 0, setzen wir als partikuldre
Losung y,(xz) = ae*® an, wobei a € R. Die Ableitungen von y,(z)

sind g, (z) = 2ae**, yy(x) = 4ae* und y,'(z) = 8ae®. Das Einsetzen

in die inhomogene Differentialgleichung liefert a = 2 und damit ist
yp(r) = 2.

Also ist die Losung der inhomogen Differentialgleichung

y(@) = yn(z) + yp(z)
= 16% + c9€” cos 22 + cze” sin 2z + 2%,

6. Differentialgleichungen 11

Zeigen Sie, dass y(z) = /2, yo(x) = 1 zwei linear unabhéngige Losungen
der Differentialgleichung

22%y" +3xy —y =0, x>0

sind.

LosunNG Um die Losungseigenschaft zu zeigen, berechnen wir zunédchst die
zwei ersten Ableitungen. Es gilt

yi(e) = (12272 yi(e) = (~1/4) (),
und
yp(z) = =272, () = 2277
Einsetzen in die gegebene Gleichung liefert

- flr y;:

222 ((—1/4)(35’3/2)) + 3x ((1/2):6’1/2) — 2?7 =
= —1/22"Y% 4 3/22"% — 212 = 0.



- fiir yo:

22 (Qx_g) + 3z (—ZL‘_Q) — i =4 ' -3 -7 =0.

Also sind 1, y» Losungen der Differentialgleichung.

Es bleibt zu zeigen dass die beiden Losungen linear unabhéngig sind. Fiir
ihre Wronski-Determinante gilt:

1/2 1
B oy \ _ x z =
W(aj) — det ( yi yé > = det ( (1/2)%.*1/2 _x72 )
= 2732 (1/2)07% = (=3/2)272 # 0



