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1. Die zufallige Anzahl X von Ausfallen eines Servers pro Monat geniigt fol-
gender Verteilung:

Ausfallez; | 0 1 2 3 4 | >4
P(X=u1;)|0,5 0,2 0,1 0,1 0,1] 0

Der Ausfall des Servers verursacht verschiedene Kosten.

Der einmalige Ausfall des Servers kostet 1000 Euro.
Fallt der Server zweimal aus, so betragen die Kosten 1500 Euro.
Bei drei- und viermaligem Ausfall miissen jeweils 2000 Euro bezahlt werden.

i) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mehr als 1000 Euro
Kosten im Monat wegen Ausféllen des Servers entstehen?

ii) Wie gro8 sind die im Monat zu erwartenden Kosten?
[Losung]

i) Y - zuféllige Kosten pro Monat wegen Ausfillen des Servers.
Verteilung von Y:

Ausfélle z; | 0 1 2 3 4 >4

Kosten 0 | 1000 | 1500 | 2000 | 2000 | > 2000

P(X=x)]05|0,201/|01/ 0,110
P(Y >1000) =P(X >1)=P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)=0,3

i) F(X)=(0-0,5+1000-0,2+ 1500-0,142000-0,1+2000-0,1) Euro
= 750 Euro

2. Die Breite des Controllers auf einem USB-Stick X in mm lasst sich als
Zufallsvariable auffassen. X sei normalverteilt und habe den Mittelwert
1 =10 mm und die Standardabweichung o = 0,02 mm.

i) Wieviel Prozent Ausschufl sind zu erwarten, wenn die Breite um ma-
ximal £0,03 mm vom Sollwert 10 mm abweichen soll?

ii) Wie miissen die Toleranzgrenzen 10 — ¢ und 10 + ¢ gewéhlt werden,
damit nicht mehr als 5% Ausschuss entstehen?

(Die Verteilungstabelle der Normalentwicklung finden Sie am Ende der
Aufgaben.)

[Losung]

1 10,03—10 9,97—10
i) P(10—0,03 <X <10+0,03) = ® (W — P (W)

= ®(1,5) — ®(~1,5) = B(1,5) — (1 — ®(1,5))



= 2P(1,5) — 1 ~ 0,8664 (Wahrscheinlichkeit, dass X im Toleranzbe-
reich)

Gesuchte Wahrscheinlichkeit: 1 — 0, 8664 = 0, 1336 ~ 13%
i) 1-P(10—c< X <10+¢)=0,05
—~ & (1033510) _ <108%§10> —1-0,05
=0 (%) - (1-2(5%)) = 0.9
= 26 (55 ) —1=0,95= @ (55;) = 192 = 0,975
0 5 = 1,96 = ¢~ 0,039 = 9,961 < X <10,039
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. Gegeben seien

Tcosp Geose Tcosp \/73 oS 0
A= | 3sinp 6sing |, Q= ssing %gsingp und b = 0 mit ¢ € R.
R NE V3 _1 43
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i) Zeigen Sie, dass @) zu einer QR-Faktorisierung QR = A der Matrix A
gehort. Hinweis: 7 sin? ¢ + rcos? ¢ = 7.

ii) Losen Sie das Gleichungssystem Ar = QRxz = b mithilfe der QR-

V3

Faktorisierung.
[Losung]
)ai=| 2 ;so und [Jgf [ = /T cos? o + Lsin? o+ 3 = 1
2
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‘?cosgp
und ||g|| = v/9cos? o 4 9sin? o + 3 = 2v/3 also ¢, = \/73511190
1
T2
Tcosp ‘/gcosgp
und @ = | 1sing %gsingo
V3 _1
2 2

oder alternativ zeigen, dass () eine orthogonale Matrix ist und R be-
rechnen, so dass A = QR (Siehe ii)!).

ii) Aus A = QR folgt R = QT A.
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4. Gegeben sei die Funktion f : [0,2] — R mit f(z) = 2? — 4sin (3z) + 2.
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i) Bestimmen Sie eine Naherung N des Integrals [ f(x)dz mithilfe der

0
Simpson’schen Regel, also der Newton-Cotes-Formel fiir n = 2 mit den
Stiitzstellen x; = ¢ mit ¢ = 0,1, 2.

ii) Zeigen Sie, dass p(z) = 5x? — 8z + 2 das quadratische Interpolations-
polynom von f an den Stiitzstellen x; = mit ¢+ = 0, 1, 2 ist.

2
iii) Zeigen Sie, dass die Naherung N aus ¢) dem Integral [ p(z)dz ent-
0
spricht.

[Losung]

i)IIOfo(ﬂf)dl“%%(f(0)+4f(1)+f(2)) 52+4-(-1)+6)=3



ii)

p(r) = ag+ a1r + axx®
i ol 1]2 2 = a
-1 = ag + a1 + ao
i 0 2 6 ag + 2a1 + 4a
: — = ag 1 2
f(l‘l) 2 116 = ag=2,a9 =5,a1 = —8
p(r) = 2—8zx+ ba?

iii) jp(x) der = j%(5:z;2 —8r +2)dx

0

[32% —da® +22]. =2 16+ 4=

40-36 __ 4 _ 4 _
= =3 also N_s_

O =

p(x)dx
5. Bestimmen Sie alle Losungen y : R — R der Differentialgleichung
y —y=e*,
mit y(0) = 0. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

i) Losen Sie die zugehorige homogene Differentialgleichung.

ii) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung der inhomogenen Differential-
gleichung.

iii) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der obigen inhomogenen Diffe-
rentialgleichung und alle Losung y mit y(0) = 0.

[Losung]

i) Die zugehorige homogene Differentialgleichung ist
y —y=0.

Die Losung y, davon kann man mittels Separation der Variablen (Satz

22.24) wie folgt finden:
d
/_y = /1d1’.
Y

Somit ist In(yp(x)) = x+¢; fiir eine Konstante ¢; € R. Dann ist yp,(z) = ce”
fir c € R.

ii) Eine partikuldre Losung findet man mit Hilfe der Variation der Kon-
stanten (Bemerkung 22.19) oder durch ”draufschauen”. Diese ist dann der
Form



wobei ¢(z) bestimmt werden soll (oder mit Bemerkung 22.19 direkt berech-
net werden kann). Die Ableitung von y, ist nun y,(z)" = e¢®c(x) + (z)e”.
Einsetzen in der inhomogenen Differentialgleichung liefert

¥ = e”c(x) + ¢ (x)e” — e“c(x) = ¢ (v)e”.

2x

Also d(z) = &+ = e®. Mittels Integration bzgl. x erhalten wir ¢(z):

q@:/a@mz/&mz&+%

mit ¢ € R.
Somit ist eine partikudre Losung (ca = 0) y, = e"e” = e*.

iii) Die allgemeine Losung einer inhomogenen Differentialgleichung ist ge-
geben durch (siehe Satz 22.16) y = y, + yp,. Also ist

2
y = ce” 4+ e“”,

c e R.

Um die Losung des Anfangswertproblems zu finden, setzen wir den Wert in
der inhomogenen Differentialgleichung ein:

0=y(0)=c+1.

Somit ist ¢ = —1, und y = —e® + e®* ist die Losung des Anfangswertpro-
blems.

a) Bestimmen Sie alle v € R, so dass die Funktionen e* und e?* linear
unabhangig sind.

b) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung
y// + 4 y = 63:0.

[Losung]
zu a) Mit y; = €® und yo = 7% ergibt sich fiir die Wronski-Determinante
(siche Def. 22.14 und Satz 22.15)

T Yz

W(z) = det (yl y?) = det ex © Y
! Yo er e

— ,yexewx o emevm —_ ('7 o 1)6’733-‘,-1'

Somit ist W (z) = 0 genau dann, wenn v = 1 ist, d.h., fiir v # 1 sind die
Funktionen linear unabhangig.



zu b) Es handelt sich hierbei um eine inhomogene lineare DG 2.ter Ord-
nung mt konstanten Koeffizienten. Geméafl Satz 22.26 betrachten wir das
zugehorige charakteristische Polynom

T(A) =\ +4

mit den komplexen Nullstellen +2i. Nach 22.26 fiihrt dies zu den beiden
Losungen cos(2x) uns sin(2x), so dass die allgemeine Losung der homoge-
nen DG y” + 4y = 0 gegeben ist durch

c1 cos(2x) + g sin(2x), ¢1,c0 € R. (*)

Zum Ermitteln einer partikularen Losung y, von y” + 4y = €** verwenden
wir den Ansatz aus Satz 22.27, das bedeute hier wegen 7(3) # 0: y,(x) =
boe®*. Es ist y, () = 3boe” und y))(z) = 9bpe®”. Einsetzen in die DG liefert

3 =y + 4y, = 9bye®” + 4bye®” = 13 bye® ™.

Also by = %3 und somit ist y,(x) = %63“ eine partikulare Losung. Zusam-

men mit (*) und Satz 22.16 sind daher

1
1—3631 +c1 cos(2x) + o sin(2x), ¢1,c2 € R,

alle Losungen der DG o +4y = 3%,



