Mathematik fiir Informatiker

Prof. Dr. Martin Henk

http://fma2.math.uni-magdeburg.de/ henk/lectures/math4inf/index.html

http://shamash.math.uni-magdeburg.de/gilgamesh


http://fma2.math.uni-magdeburg.de/~henk/lectures/math4inf/index.html
http://shamash.math.uni-magdeburg.de/gilgamesh

Inhaltsverzeichnis

I Mathematik I

0 Schulstoff

1 Elementare Logik und Mengen

2 Relationen und Abbildungen

3 Elementares Zihlen und komplexe Zahlen

4 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

5 Vektorrdume

6 Lineare Abbildungen und Matrizen

7 Normierte Vektorrdume

8 Homogene Koordinaten, Quaternionen und Projektionen

9 Determinanten und Eigenwerte

IT Mathematik IT

10 Gruppen, Ringe, K6rper

11 Folgen und Reihen

12 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen
13 Differenzierbarkeit I

14 Taylor- und Potenzreihen

15 Integralrechnung I

16 Fourierreihen

17 Differenzierbarkeit 11

18 Integralrechnung I1

Index

12
16
26
35
40
43
46

49

55
56
60
65
71
76
80
86
89
95

99



Teil T
Mathematik 1



0 Schulstoff

Bemerkung 0.1. Fir reelle Zahlen x,y, z gilt:
i) x<yundy <z, dann x < z.
i) <y, dannx+z<y+z.

iv

)
)
i) x <yundz>0,dannz-2<y-z.
) x <y, dann —x > —y.
)

v) 0<z <y, dann%Z > 0.

1
y

Notation 0.2 (Betrag). Der Betrag fiir eine reelle Zahl z ist

o] = { z, fallsx >0,
—z, fallsx <0.
Bemerkung 0.3. Fir reelle Zahlen x,y gilt:
i) |z| > 0 mit Gleichheit nur fir x = 0.
i) |-yl = =] [yl

i) |z +y| < |z|+ |y|, bzw. |x 4+ y| > |z| — |y| (Dreiecksungleichung).

I/ |sin o

o

Abbildung 1: Sinus, Cosinus am Einheitskreis, d.h., am Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1.

Bemerkung 0.4 (Additionstheoreme).
i) sin(a + 27) = sin«, cos(a + 27) = cosa,
ii) sin(—a) = —sina, cos(—a) = cosa,
iii) sin® a + cos? & = 1, (Phytagoras)®
)

iv) sin(a+ B) = sinacos B + cos asin 8 und cos(a + B) = cosacos f — sin asin .

IPythagoras von Samos, 582507



Notation 0.5. Zur Abkiirzung ldngerer Summen oder Produkte schreibt man

n
E a; =a1 +as+ ...+ an,
i=1

n
Ha@:al-ag-...-an.
i=1

Bemerkung 0.6. Seien a;; Zahlen fir 1 <i<n, 1<j <m. Dann ist
n m m n
DD @i =) aij
i=1 j=1 j=11i=1
Notation 0.7. Sei a eine reelle Zahl, und sei n eine nicht-negative ganze Zahl.
i) a" =a-a-... a (n-mal),
ii) a® =1,
i) ™" = 2%, a #0.
Notation 0.8. Sei a > 0 und n eine positive ganze Zahl. Dann gibt es genau eine nicht-negative reelle Zahl

x mit 2 = a; x wird mit {/a bezeichnet. Fiir n = 2 schreibt man auch nur /a.
Ist n ungerade und a < 0 so ist auch {/a = — {/—a definiert.

Notation 0.9. Fiir a > 0 und positive ganzg, Zahlen m, n definjert man

GWZ"GWL:<%) ,

a

m
n

1
= ﬂ»a#o'
an

Bemerkung 0.10 (Potenzgesetze). Fir x,y > 0 und reelle Zahlen «, 3 gilt
i) 2% 2P = 298,

z% _ a—
B =2 B’x#of

Y = (oY),

Q

ya :(;> )y#07

v) (z%)P = 2B,
Notation 0.11 (Logarithmus). Seien a,b > 0, b # 1. Die eindeutige Zahl x mit b* = a heisst Logarithmus von
a zur Basis b und wird log, a bezeichnet. Ist die Basis gegeben durch die Eulersche” Zahl e = 2, 71828182...,
dann heift

Ina =log.a

nattrlicher Logarithmus von a.
Bemerkung 0.12.

i) blogv® =g, log,b=1, log, 1 =0,

ii) logy(a-c) =log,a+ log, ¢, log, (£) = log, a — log, c.

log, a
1ii = 28

log.a = Tog. ¢’

v) log,a-log,b=1,

)
)
iv) log,(a™) = n - log, a,
)
vi)

alogy ¢ = clogy a

2Leonhard Euler, 1707 — 1783



1 Elementare Logik und Mengen

Definition 1.1 (Aussagen®). Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist. w und
f, bzw. 1 und 0, heifsen Wahrheitswerte.

Definition 1.2 (Negation, Konjunktion, Disjunktion). Seien A und B Aussagen. Dann lassen sich durch Ne-

gation (Verneinung), Konjunktion (und-Verkniipfung) und Disjunktion (oder-Verkniipfung) neue Aussagen
bilden:

‘ Symbol ‘ Sprechweise

Negation von A A nicht A
Konjunktion von Aund B | AANB A und B
Disjunktion von Aund B | AV B A oder B.

Die Wahrheitswerte dieser Verkniipfungen sind in den folgenden Wahrheitstafeln angegeben:

B A|B|ANB A|B|AVB
Al A w | w w w | w w
w || f w | f f w | f w
Jw flw f flw w
s f flr f

Definition 1.3 (Implikation). Seien A und B Aussagen. Die Aussage ,wenn A, dann B“ wird Implikation
(oder logische Folgerung) genannt und mit A = B bezeichnet. Thre Wahrheitswerte sind gegeben durch

A|B|A=B
w | w w
w | f f
flw w
flr w

Weitere Sprechweisen: ,aus A folgt B, , A impliziert B, , A ist hinreichend fir B“, oder ,B ist notwendig
fur A<

Definition 1.4 (Aquivalenz). Seien A und B Aussagen. Die Aussageform
(A= B)AN(B=A)

heift Aquivalenz und wird mit A < B bezeichnet. Thre Wahrheitswerte sind gegeben durch

A|B||AsB
wlfll f
flw| f
Flel w

Weitere Sprechweisen: ,, A ist gleichwertig mit B, ,A genau dann, wenn B “, A dann und nur dann, wenn
B “ A ist dquivalent zu B“ oder , A ist notwendig und hinreichend fiir B*.

3 Aristoteles, 384 — 322 v.Chr.



Bemerkung 1.5. Seien A, B Aussagen. Dann sind die folgenden Aussagen wahr:
i) (AANB)& (AVB), ii) (AVB)< (AAB),
iii) (A= B)& (B=A)< AAB, iv) (A& B)& (A< B).

i11) besagt insbesondere, dass “aus A folgt B” ist genau dann wahr, wenn “aus Nicht-A folgt Nicht-B” wahr
ist und dies gilt genau dann, wenn “A und Nicht-B” falsch ist.

Bemerkung 1.6. Seien A, B und C' Aussagen. Dann sind die folgenden Aussagen wahr:

i) (A=B)AB=0)=(A=0),
ii) (AeB)A(Be(O)=(As0).

1) sagt insbesondere: wenn A die Aussage B impliziert, und wenn B die Aussage C impliziert, dann impliziert
(auch) A die Aussage C.

Bemerkung 1.7. Ein mathematischer Satz besteht aus einer Voraussetzung A und einer Behauptung B.
Der Beweis eines solchen Satzes besteht i.A. aus dem Nachweis, dass die Implikation A = B wahr ist. Man
spricht dann auch von einem logischen Schluss. Die gebrduchlichsten Beweismethoden in der Mathematik
sind:

i) Direkter Beweis einer Implikation A = B: Aus der Voraussetzung A wird die Behauptung B abgeleitet,
indem gezeigt wird, dass die Implikation A = B wahr ist.

ii) Indirekter Beweis oder Widerspruchsbeweis einer Implikation A = B: Anstatt der Implikation A = B
kann man auch die Implikation B = A nachweisen, oder zeigen, dass die Konjunktion A N B falsch
ist, d.h. zu einem Widerspruch fihrt (vgl. Bemerkung 1.5 iii)).

iii) Beweis einer Aquivalenz A < B: Man beweist die Aussageformen A= B und B = A.

Definition 1.8 (Mengen?). Eine Menge ist eine Zusammenfassung von verschiedenen Objekten zu einer
Gesamtheit. Die Objekte in einer Menge heiflen Elemente der Menge. Weiterhin fordern wir, dass fiir jedes
nur vorstellbare Objekt eindeutig entschieden werden kann, ob es ein Element der Menge ist oder nicht.

Notation 1.9. Die Aussage ,,x ist ein Element der Menge M*“ wird mit « € M bezeichnet, die Negation
mit ¢ M, d.h. x ist kein Element der Menge M.

Notation 1.10. Mengen lassen sich auf unterschiedliche Arten beschreiben, z.B.

i) Aufzéhlung der Elemente, z.B., M = {1,2,3,4,5} oder M = {o, 0, *}.

)

il) N={1,2,3,4,5,...} ist die Menge der natirlichen Zahlen.

i) z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} ist die Menge der ganzen Zahlen.
)

iv) Beschreibung von Eigenschaften, z.B.,

M = {alle geraden positiven natiirlichen Zahlen}
= {n € N: n ist Vielfaches von 2}
={2n:neN}L
v) Q= {§ :p € Z,q € N} ist die Menge der rationalen Zahlen.

vi) R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen.

4Georg Cantor, 1845-1918



vii) @ = {} bezeichnet die leere Menge.

Bemerkung 1.11 (Russellsche Antinomie®). Sei M die "Menge” aller Mengen, die sich nicht selbst enthal-
ten, d.h.,
M ={X:X Menge und X ¢ X}.

Ist M € M ? Falls “Ja”, dann muss M die Bedingung M ¢ M erfiillen! Falls “Nein”, dann gilt nach Definition
von M aber M € M! Also, im Sinne unserer Definition ist M keine Menge!

Definition 1.12 (Allquantor und Existenzquantor). Sei M eine nichtleere Menge und fiir jedes © € M sei
A(x) eine Aussage.

i) Die Aussage ,fir alle x € M gilt A(x)“ wird mit Vo € M : A(x)“ bezeichnet; V heifst Allqguantor.

ii) Die Aussage ,es gibt ein x € M, fir das A(x) gilt“ wird mit ,Jz € M : A(x)* bezeichnet; 3 heifst
FExistenzquantor.

Bemerkung 1.13. Seien A(x), © € M, Aussagen. Es gilt:

Vo : Ax) < 3z A(z) und Jz: Ax) © Vo : A(x).

i) besagt, dass die Aussage “fiir alle x € M gilt A(x)” genau dann falsch ist, wenn eine der Aussagen A(x)
falsch ist. ii) besagt, die Aussage “es gibt ein x fir das A(x) gilt” genau dann falsch ist, falls A(x) falsch ist
fiir alle x € M.

Erklirung 1.14 (Vollstdndige Induktion). Sei M = {k,k+ 1,k +2,...}, wobei k € Z eine ganze Zahl ist,
und seien A(n), n € M, Aussagen. Zum Beweis der Aussage “Vn € M : A(n)” verwendet man hiufig das
Prinzip der vollstdndigen Induktion:

i) Induktionsanfang: Man zeigt, dass die Aussage fiir den kleinsten Wert n = k gilt, man zeigt also A(k).
ii) Induktionsschritt: Man zeigt, dass die Implikation A(n) = A(n + 1) wahr ist.

In Worten: Wir zeigen zunéchst, dass fiir die kleinste Zahl in M die Aussage gilt, d.h., A(k). Dann beweisen
wir fiir jedes n, dass aus A(n) die Aussage A(n + 1) folgt.

Satz 1.15 (Geometrische Reihe). Sei z € R, x # 1, und sei n € N. Dann gilt
n ) 1— n+1
Y at= % (1.1)
i=0 -t
Beweis: Fiir n € N sei A(n) die Aussage (1.1).
i) (Induktionsanfang) Wir zeigen, dass A(0) wahr ist:

0+1

0
) 1-— 1-
Zwl = xo = ]_ = 1 r = 1 z
e -z -z
ii) (Induktionsschritt) Wir zeigen: “A(n) = A(n + 1):”, d.h. A(n + 1) folgt aus A(n).

Da A(n) gilt ist
1— xn-&-l

n

E xZ: 17.
— T

=0

5Bertrand Russell, 1872-1970



Addition von z™t! auf beiden Seiten liefert

Zn ' 1 1— ! 1
xz—l—:ﬂ” :7+1’n+.
5 1—=x
=0

Zusammenfassen auf der linken und rechten Seite fiithrt zu

7§ ; l—antlyanti(1—2) 1—gnt?
xTr = =
= 1—=z 1—=z

Dies ist gerade die Aussage A(n + 1).

Oder alternativ:

ii) (Induktionsschritt)

n+1 n

. . 1— x”"’l
E i E 7 ntl _ - = n+1
i:0$ (z x) o An) 1—=x T

i=0
L—a" ot (1 —z) 1— a2

1—2x T o1l-—=z

Beispiel 1.16. Fiir n € Nsei A(n) die Aussage, dass in jeder Gruppe von n Studenten, in der einer Mathematik
studiert, alle Mathematik studieren.

e Induktionsanfang: A(1) ist sicherlich wahr.

e Induktionsschritt: Sei M eine Gruppe von n + 1 Studenten, die wir mit sq,...,$,41 bezeichnen. Sei
7.B. s9 ein Mathematikstudent. A(n) angewendet auf die Gruppe {s1,...,s,} und {so, ..., Snt1} zeigt,
dass s1,...,8, und sg,..., s,+1 Mathematik studieren; also alle und somit gilt A(n + 1).

Also gilt A(n) fiir jede natiirlich Zahl n? Wo ist der Fehler?
Definition 1.17 (Teilmenge).

i) Eine Menge B heiflt Teilmenge einer Menge A (Schreibweise: B C A), wenn jedes Element von B auch
Element von A ist, d.h.,
BCAsVbeB:be A

ii) Zwei Mengen A und B heifien gleich (Schreibweise: B = A), falls B C A und A C B. Sind A und B
nicht gleich, so schreibt man A # B.

iii) Eine Menge B heifst echte Teilmenge einer Menge A (Schreibweise: B C A), wenn B C A und B # A.
Bemerkung 1.18. Die leere Menge ist Teilmenge einer jeden Menge.
Definition 1.19 (Durchschnitt, Vereinigung, Differenz). Seien A, B Mengen.
i)
ANB={z:z€ ANz € B}
heiflt Durchschnitt von A und B. Ist AN B = (), so heiflen A und B disjunkt.

i)
AUB={z:z€ AVz € B}

heiftt Vereinigung von A und B.



iii)
A\B={z:x€ ANz ¢ B}
heifst Differenz von A und B.
iv) Ist B C U, so heifst die Differenz U \ B auch Komplementirmenge von B in der Grundmenge U und
wird mit B bezeichnet.

Satz 1.20 (Verkniipfungsregeln fiir Mengen). Seien A, B Teilmengen einer Grundmenge U, also A,B C U.

i) Kommutativitét:
ANB=BNA, AUB=BUA.

ii) Assoziativitét:
(ANB)NC=An(BnNC), (AUB)UC=AU(BUC).
iii) Distributivitét:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AuBNC)=(AUB)N(AUCQC).

iv) Idempotenz:
ANA=4, AUA=A

v) Absorption:
(AUB)NA=A4, (ANnB)UA=A.

vi) Neutralitdt von () und U:

ANP=0, Aubd=A, AUU=U, AnU-=A.

=

vii) Komplementregeln:
= A.

|

AUA=T,

=

ANA=

)

viii) De Morgan’sche Regeln®: o o
AUB=ANB, AnB=AUB.

Definition 1.21 (Boolesche Algebra”). Eine Menge, in der drei Operationen, z.B. (N, U, ~) oder (A, V, 7),
definiert sind, die den Eigenschaften i)-vii) aus Satz 1.20 geniigen, wird als Boolesche Algebra bezeichnet.

Definition 1.22 (Kartesisches Produkt®).

i) Das kartesische Produkt X xY (Sprechweise: X kreuz Y) zweier Mengen X,Y ist definiert als

XxY={(z,y):xeX,yeY}.
(z,y) € X x Y heilt geordnetes Paar oder auch 2-Tupel.
ii) Allgemein ist das kartesische Produkt X; x X5 x ... x X,, von n-Mengen X1, ..., X,, definiert als
X1 x Xox - x X, ={(x1,22,...,2pn) 1 x; € X;, 1 <i<n}.

(z1,T2,...,7,) € X1 X Xo X ... x X,, heifit n-Tupel.
Fiir das kartesische Produk X x X x ... x X (n-mal) schreibt man auch X™.

6 Augustus De Morgan, 1806-1871
7(3(‘()1’;;(‘ Boole, 18151864
8René Descartes, 1596—1650

10



/

Bemerkung 1.23. Fir (z1,...,z,), (@],...,2)) € X1 x -+ x X, gilt
(1, yzn) = (2, 7)) & x =2, 1<i<n.

Definition 1.24 (Machtigkeit endlicher Mengen). Eine Menge A heifit endlich, wenn sie endlich viele Ele-
mente enthéilt. Die Anzahl der Elemente von A heift Mdchtigkeit von A und wird mit |A| bezeichnet.

Bemerkung 1.25. <2-> Seien A, B endliche Mengen. Dann gilt
i) [AUB| = |A[+|B| - [AN B,
ii) |A x B|=|A]-|B|

Definition 1.26. <4->[Potenzmenge| Sei A Menge. Die Menge P(A) = {X : X C A} aller Teilmengen von
A heillt Potenzmenge von A.

Lemma 1.27. <5-> Sei A eine endliche Menge. Dann gilt

|P(A)| =24,

11



2 Relationen und Abbildungen

Definition 2.1 (Relationen).

i) Eine bindre Relation R zwischen zwei Mengen A; und A, ist eine Teilmenge von A; X As, also R C
A x A Fiir (z,y) € R sagt man, x und y stehen in Relation R und schreibt dafiir auch 2Ry. Im Falle
A; = Ay = A heillt R Relation auf A.

ii) Eine n-stellige Relation auf den n-Mengen Ay, ..., A, ist analog eine Teilmenge von A; X Ag X - -+ X A,,.

Definition 2.2 (Verkettung/Komposition von Relationen). Sei R eine Relation zwischen den Mengen Ay,
As, und sei S eine Relation zwischen den Mengen Ay und As. Unter der Verkettung (Komposition) S o R
von ,,S nach R* versteht man die Relation zwischen A; und Az gegeben durch

SoR={(x,2) € Ay x A3 : Jy € Ay mit (x,y) € R und (y,2) € S}.

Definition 2.3 (Inverse Relation). Sei R C A; x A, eine binédre Relation. Dann heift
R ={(y.2): (v,y) € R}
die zu R inverse Relation. R~1 C A, x A ist insbesondere eine Relation zwischen As und A;.
Bemerkung 2.4. Seien Ay, As, A3 Mengen und R C Ay X Ay, S C Ay x As. Dann gilt
R=(R1YH"' und (SoR)™'=R'osS™%
Definition 2.5 (Aquivalenzrelation).
i) Sei R eine Relation auf der Menge A.

a) R heilt reflexiv, falls fiir alle z € A gilt: (z,z) € R,
b) R heilit symmetrisch, falls fiir alle (z,y) € R gilt: (y,z) € R,
¢) R heifst transitiv, falls fir alle (z,y), (y, 2) € R gilt: (z,2) € R.

ii) Eine bindre Relation R auf A, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heifst Aquivalenzrelation auf
A. In diesem Fall sagt man fiir (x,y) € R auch ,,z ist dquivalent zu y*“.

Definition 2.6. <3->[Aquivalenzklasse] Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Fiir x € A heifit
[z]r ={y € A: (z,y) € R}
die Aquivalenzklasse von © bzgl. R. [x] g ist also die Menge aller y € A, die dquivalent zu z sind.
Satz 2.7. Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann gilt:
i) A=U,ealtlr,
i) Fiir zwei Aquivalenzklassen [x)r, [yl gilt entweder [x]gr = [y]r oder [x]r N [y]r = 0.

In Worten: A ist die Vereinigung seiner Aquivalenzklassen, und zwei verschiedene Aquivalenzklassen sind
disjunkt.

Beispiel 2.8 (Restklassen). Sei m € N und sei R,, die Relation auf Z gegeben durch
Ry, ={(z,y) € ZXZ : x — y ist durch m teilbar}.

Dann ist R,, eine Aquivalenzrelation auf Z, und es gilt

12



i) Fiir z € Z besteht [z]g,, aus allen Zahlen, die bei Division durch m den gleichen Rest lassen wie
z. Hierbei nehmen wir stets an, dass der Rest bei Division nicht negativ ist. Man nennt [z]g,, auch
Restklasse, und man bezeichnet sie einfach mit [z],,.

ii) Z ist die Vereinigung der paarweise disjunkten Aquivalenzklassen [0],,, [1m, - -, [m — 1.

Definition 2.9 (Totale, partielle, Ordnung(srelation)). Sei R eine Relation auf der Menge A.
i) R heift antisymmetrisch, falls fiir alle 2,y € A mit (x,y) € R und (y,z) € R gilt: = y.
ii) Eine Relation R auf A, die reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist, heift Ordnung(srelation) auf A.

iii) Ein Ordnung(srelation) R auf A mit der Eigenschaft (x,y) € R oder (y,z) € R fiir alle ,y € A heifit
totale Ordnung. Andernfalls heifft R eine partielle Ordnung.

Beispiel 2.10.
i) < ist eine totale Ordnung auf R, da fiir alle z,y € R gilt entweder x < y oder y < z.

ii) C ist eine partielle Ordnung z.B. auf der Potenzmenge von {1,2,3}. Es ist keine totale Ordnung, da
z.B. {1,2} und {1, 3} nicht in Relation stehen.

Definition 2.11 (Funktion/Abbildung). Eine Funktion (Abbildung) f von einer Menge X in eine Menge Y
ist eine Vorschrift, die jedem z € X genau ein Element f(z) € Y zuordnet. Man schreibt dafiir:

f: X =Y mit x— f(x).

Man sagt: ,,@ wird auf f(z) abgebildet®, bzw. ., f(x) ist das Bild oder der Funktionswert von z*.
Die Menge X heiflst Definitionsbereich und die Menge Y heiltt Wertebereich der Abbildung f.

Definition 2.12 (Graph). <2-> Sei f : X — Y mit z — f(z) eine Funktion. Die Relation (Menge)
I'y={(z,f(x)) ;e e X} CX xY
heiftt der Graph der Abbildung.
Definition 2.13 (Bildmenge, Urbildmenge). Sei f: X — Y mit = — f(z) eine Funktion. Fiir A C X heift
fA) ={f(x) :x € A}
Bildmenge von A, und fir B C Y heifst
f7U(B)={z € X: f(z) € B}

Urbildmenge von B. Fiir einelementige Mengen B, also B = {y}, y € Y, schreibt man auch einfach f~!(y).
Beispiel 2.14. Sei f: R — R mit z +— 2%, d.h., f(z) = 22.

e Definitions- und Wertebereich sind die reellen Zahlen. I'y = {(z,2?%) : z € R}.

e f(R)=Rsp={z €R:x >0}, also die nicht-negativen reellen Zahlen.

e f({0,-1,1}) ={0,1} und f~1({2,4}) = {£V2, £2}.

o fH{-1H=F1(-1)=0.

13



Abbildung 2: Der Graph I'¢

Definition 2.15 (Injektiv, surjektiv, bijektiv). Sei f : X — Y eine Abbildung.

i) f heift injektiv, wenn
V$1,$2 cX: T # To = f(xl) 7é f(:l?g),

d.h., verschiedene Elemente aus X werden auf verschiedene Elemente in Y abgebildet.

ii) f heift surjektiv, wenn
fX) =Y,

d.h., jedes Element aus Y ist das Bild eines Elementes aus X.

iii) f heifst bijektiv, oder eins-zu-eins Abbildung bzw. eineindeutige Abbildung, wenn f injektiv und surjektiv
ist.

Beispiel 2.16.
e Sei f: R — Rmit f(z) = 22. f ist weder injektiv, da f(1) = f(—1), noch surjektiv, da f(R) = R>q # R.
e Sei f: R — Ry mit f(z) = 22, Dann ist f surjektiv, aber immer noch nicht injektiv.
e Sei f:R>p — R>o mit f(z) = 2% Dann ist f bijektiv.

Definition 2.17 (Verkettung (Komposition) von Funktionen). Seien f: X — Y und g : X’ — Y’ Funk-
tionen mit f(X) C X'. Die Verkettung (Komposition) von ,,g nach f*ist die Funktion go f : X — Y’/ mit

x> (go f)x) = g(f(z)).

Bemerkung 2.18. Die Verkettung von Abbildungen entspricht der Verkettung von Relationen: I'goy =
Fg o Ff.

Definition 2.19 (Identische Funktion). Sei X Menge. Die Funktion idx : X — X mit  — x heillt identische
Funktion (oder auch einfach Identitit) auf X.

Definition 2.20 (Inverse Funktion). Sei f : X — Y bijektiv. Die Funktion g : ¥ — X, die jedem y € YV
das eindeutig bestimmte x € X mit y = f(z) zuordnet, heiflt inverse Funktion, und man schreibt fiir g auch

=
Bemerkung 2.21. Die inverse Abbildung entspricht der inversen Relation: I'j-1 = F;l.
Lemma 2.22. Sei f: X — Y bijektiv. Dann gilt:

i) flof=idx, d.h (f'of)(x)=ux, firalexcX,

i) fof~t=idy, dh (fof )y =y, firaleyeY.

Sei g:Y — Z eine weitere bijektive Abbildung. Fiir die Umkehrfunktion von go f : X — Z gilt: (go f)~1 =
ftog
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Definition 2.23.

1. Eine Funktion der Form
p(x) = 2™ + App—1 2™ 4+ az + ag, a; € R,
heifst Polynom vom Grad m (falls a,, # 0).
p(z)

2. Seien p(z), ¢(x) Polynome. Dann heift oGy rationale Funktion.

Definition 2.24 (Gleichméchtigkeit von Mengen). Zwei Mengen A, B heiflen gleichmdachtig oder von gleicher
Kardinalitdt wenn es eine bijektive Abbildung von A nach B (und somit auch von B nach A) gibt. Man
schreibt dann auch |A| = |B|.

Beispiel 2.25.

1. Zwei endliche Mengen A, B mit |A| = | B| sind stets gleichméchtig,.

2. N und Ny = NU {0} sind gleichmé&chtig.

3. N und Z sind gleichmachtig.

4. Man kann auch zeigen, dass R und {z € R: 0 < z < 1} gleichméchtig sind.
Definition 2.26 (Abzihlbarkeit, Uberabzihlbarkeit). Sei M eine unendliche Menge.

1) M heifit abzdhlbar unendlich oder kurz abzihlbar wenn es eine bijektive Abbildung von N nach M gibt,
d.h. M ist von gleicher Méchtigkeit wie N.

ii) Ist M nicht abzdhlbar unendlich, dann heift M tberabzdhlbar unendlich oder kurz iberabzdihlbar.
Satz 2.27.

i) Q ist abzahlbar.

ii) R ist uberabzdhlbar.

iii) Die Vereinigung von abzdhlbar vielen abzdihlbaren Mengen ist abzdhlbar.
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3 Elementares Zahlen und komplexe Zahlen

Definition 3.1 (Permutationen). Fiir n € N sei
Sp={c:{1,...,n} = {1,...,n} : o bijektiv }
die Menge aller bijektiven Abbildungen von {1,...,n} auf sich selbst. o € S, heiflt Permutation.

Definition 3.2 (Fakultdt). Fiir n € N heifit

Fakultat (sprich: n-Fakultdt). Man vereinbart zudem 0! = 1.
Lemma 3.3. Firn €N ist|S,| =nl.
Bemerkung 3.4 (Stirling”-Formel).

n n
nl ~ 27rn(f) ,
e

d.h. fiir ,grofie n“ entspricht n! etwa dem Ausdruck auf der rechten Seite.

Bemerkung 3.5. Die Fakultitsfunktion g : Ng — N mit g(n) = n! ldsst sich auch rekursiv definieren:

(n) 1, n =20,
n)=
g n-gn—1), n>1

Bemerkung 3.6.
i) Die Fibonacci'-Zahlen (Folge): Sei F : Ng — Ng mit
0, n =20,

F(n)=<1, n=1,
Fin—-1)+F(n-2), n>2.

ii) Sei a = (14 v/5)/2 (goldener Schnitt) und b = (1 — +/5)/2. Fiir die n-te Fibonacci-Zahl F(n) gilt
F(n) = (1/VB)(a" - b7).

iii) Think recursively!

iv) Tirme von Hanoi, siehe http: // en. wikipedia. org/wiki/ Tower_ of_ Hano%

Definition 3.7 (Binomialkoeffizient). Fiir n € Ny und k € {0,...,n} heifit

(%) = mom

Zudem vereinbart man (Z) =0 falls k < 0 oder k > n. (Z) liest man ,n iiber k.

9James Stirling, 16921770
10T eonardo Pisano, 1170(80)-1250
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Satz 3.8.

L (3) = (") + () firn = 1.

2. (Z) = (nT—Lk)'
Satz 3.9. <4-> Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge betrdgt (Z)
Beispiel 3.10.

D) =10=40G=60G=40=1

ii) Sei M = {1,2,3,4}.

0-elem. Teilmengen: ()

1-elem. Teilmengen: {1}, {2}, {3}, {4}

2-elem. Teilmengen: {1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}
3-elem. Teilmengen: {2,3,4},{1,3,4},{1,2,4},{1,2,3}
4-elem. Teilmengen: {1,2,3,4}

Satz 3.11 (Binomischer Lehrsatz). Fir n € Ny und z,y € R gilt:

(x+y)" = kz: <Z>x"’“ y".
> ()

Definition 3.13 (Primzahl). Eine natiirliche Zahl p > 1 heifit Primzahl, wenn sie nur durch sich selbst und
1 teilbar ist. Die Menge aller Primzahlen wird mit [P bezeichnet.

Korollar 3.12.

Satz 3.14 (Primfaktorzerlegung). Jede natiirliche Zahl gréfier als 1 lasst sich eindeutig (bis auf die Reihen-
folge) als Produkt von Primzahlen schreiben.

Satz 3.15 (Euklid'!). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Bemerkung 3.16. Der Primzahlsatz'? sagt aus, dass

n
P:p< N —.
pePp<n~ -

Notation 3.17. Fiir Zahlen a,b € Z schreibt man alb, falls a ein Teiler von b ist, d.h. falls es ein m € Z
gibt mit b=m - a.

Definition 3.18 (ggT). Fiir a,b € Z, a # 0, heift die grokte natiirliche Zahl n € N mit n|a und n|b der
grofste gemeinsame Teiler von a und b. Er wird mit ggT(a,b) bezeichnet.

Lemma 3.19. Seien a,b € Z und m € Z.
i) ggT(a,b) = ggT(b,a) = ggT(—a,b) = ggT(a, —b) = ggT(—a, —b).

i) ggT(a,b) = ggT(a+m-b,b) = ggT(a,b+m-a).

HEuklid, ca. 300 v.Chr.
12 Jacques Hadamard, 1865— 1963; Charles de la Vallée Poussin, 18661962
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Lemma 3.20 (Division mit Rest). Sei a,b € Z. Dann g¢ibt es eindeutige ¢ € Z und r € {0,...,b— 1} mit
a=q-b+r.

r heifst der Rest von a bei Division durch b und wird mit a mod b bezeichnet (gesprochen ,a modulo b oder
einfach ,a mod b¥).

Bemerkung 3.21. Fir a,b € Z ist ggT(a,b) = ggT(a mod b, b).

Satz 3.22 (Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € N und sei a > b. Das folgende Verfahren, der sogenannte
Euklidische Algorithmus, berechnet (rekursiv) ggT(a,b).

(1) Berechne r =a mod b.
(2) Istr =0, dann ggT(a,b) =b und STOP.
(3) Rufe das Verfahren auf fiir a =b und b =r, d.h. berechne ggT(b,a mod b).

Beispiel 3.23. Berechnen von ggT(29393, 2805).

Aufruf von ggT(a,b) | r =amodbd
ggT (29393, 2805) 1343
e T(2805, 1343) 119
geT(1343,119) 34
ggT(119,34) 17
ggT(34,17) 0
29393 = 10 - 2805 + 1343 (3.1)
2805 = 2 - 1343 + 119 (3.2)
1343 = 11- 119 + 34 (3.3)
119 =334+ 17 (3.4)

34=2-1740
geT(29393,2805) = 17
Lemma 3.24 (Lemma von Bézout'?). Seien a,b € Z. Dann gibt es x,y € Z, so dass

gegT(a,b) =x-a+y-b.

Bemerkung 3.25. Diese Zahlen x,y lassen sich leicht aus dem FEuklidischen Algorithmus berechnen, wenn
man in jedem Schritt bei der Berechnung von r = a mod b auch die Zahl m € N mit a = m-b+r abspeichert.
Dieses Verfahren nennt man auch erweiterter Euklidischer Algorithmus

Beispiel 3.26 (ggT(29393,2805) (fortgesetzt)). Aus (3.4) folgt
17=119 -3 - 34.

Mit (3.3) erhilt man
17=119—-3- (1343 —11-119) = 34 - 119 — 3 - 1343.

Mit (3.2) erhélt man
17 =34-(2805 —2-1343) — 3-1343 = 34 - 2805 — 71 - 1343.
Und abschliefsend mit (3.1)
17 =34 % 2805 — 71 - (29393 — 10 - 2805) = 29393 + - 2805.

13Etienne Bézout; 1730 — 1783
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Satz 3.27 (Modulo Rechnen). Seien a,b € Z und m € N. Dann gilt
1. (a4 b) mod m = ((a mod m) + (b mod m)) mod m.
2. (a-b) mod m = ((a mod m)(b mod m)) mod m.
Beispiel 3.28.
226 mod 27 = (2° mod 27)*(2 mod 27) mod 27 = (5° % 2) mod 27
(5° mod 27)((2 5 * 5) mod 27) mod 27
((17 % 2) mod 27)((5 * 5) mod 27) mod 27

((7 % 5) mod 27)(5 mod 27) mod 27
=40 mod 27 = 13.

Definition 3.29 (Kongruente Zahlen). Seien a,b € Z und m € N. a und b heifsen kongruent modulo m,
falls sie bei Division durch m den gleichen Rest lassen, d.h. falls a mod m = b mod m. Man schreibt dafiir
a = b mod m, gesprochen ,,a kongruent b mod(ulo) m*.

Bemerkung 3.30. Mit der Notation aus Beispiel 2.8 gilt also: a = b mod m genau dann, wenn a,b in der
gleichen Restklasse R, enthalten sind.

Satz 3.31. Sei a =bmod m und ¢ =d mod m. Dann gilt

a+ c=(b+d) mod m,

a-c=(b-d) mod m.

Satz 3.32 (Kleiner Satz von Fermat'*). Sei p eine Primzahl und sei a € N mit ggT(a,p) = 1. Dann ist
aP~! =1 mod p.

Folgerung 3.33. Zum Testen, ob eine gegebene Zahlp € N keine Primzahl ist, kann man wie folgt vorgehen:
Man suche sich eine Zahl a mit ggT(a,p) = 1. Ist dann aP~! # 1 mod p, dann ist nach dem Kleinen Satz
von Fermat p keine Primzahl. Ist zum Beispiel p ungerade, so kann man a = 2 wdhlen.

Beispiel 3.34. p = 27,a = 2. Nach Beispiel (3.28) ist 226 = 13 mod 27 und somit ist 27 keine Primzahl.
Notation 3.35. Sei m € N, m > 2.
i) Sei
Ly = [0 Yms -+ [m — 1}
die Menge der Restklassen bei Division durch m (siehe Beispiel 2.8).

ii) Auf der Menge Z,, wird nun eine Addition @& und Multiplikation ® wie folgt definiert:

[a)m @ [b]m = [a + by und [a]m © [b]m = [a@ - b)m

Bemerkung 3.36. Aufgrund von Satz 5.51 sind & und © wohldefiniert, d.h. fir [alm, = [¢|m, [b]m = [dm
gilt

[a]m @ [blm = [c]m @ [d]m und [a];m © [blm = [c]m © [d]m.
Also sind ® und © Abbildungen von Z,, X Ly, nach ZLy,.

14Pjerre de Fermat, ca. 1605 —1665
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Bemerkung 3.37. Seien a € Z, m € N mit ggT(a,m) = 1. Nach Lemma 3.2 gibt es x,y € Z mit
ax+my=1. Das is dquivalent zu [a]y © [x]m = [1]m-

Beispiel 3.38 (Verkniipfungstafeln fiir m = 4).

Beispiel 3.39 (Verkniipfungstafeln fiir m = 5).

w
o

ENEENSN=) =)
CON=NENENEE) OO
(LU, BN B B

o ot ot ot Ut

t
t

ot

ENSIENEN=IES)
(LI B SN
EONNEEON=) )
(LI, SO, B L B

Bemerkung 3.40.

i) Sowohl bei (Zy, D) als auch bei (Zs, ®) gilt

i) Fir (Z4,®) und (Zs,®) gilt analog
[@]m © [Um = [a]m,

aber fir 2]y gibt es kein Element in Zy4 mit [2]4 - [a']a = [1]s. Fiir m = 5 gibt es hingegen fiir jedes
[a)m € Zim \ {[0]m} ein [a']m € Zy, mit

la]in © [@'Tm = [Upm.
Definition 3.41 (Gruppe). Sei G eine nichtleere Menge, und sei ® : G x G — G mit (z,y) — = ® y eine

Abbildung (Verkniipfung).
(G, ®) heilt Gruppe, wenn die folgenden Bedingungen 1.-3. erfiillt sind:
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1. Fiir alle z,y,z € G gilt: (2 ®@y) ® 2 = 2 ® (y ® 2) (Assoziativgesetz).
2. Es gibt ein neutrales Element e € G, so dass fiir allex € G gilt: e r =z ® e = z.

3. Zu jedem x € G gibt es ein inverses Element 2’ € G, so dass 1 @2’ = 2’ @ x = e. 2’ wird auch mit 2~}
bezeichnet.

Gilt zusitzlich z ® y = y ®  fiir alle z,y € G, dann heift (G, ®) kommutative (abelsche'®) Gruppe.

Beispiel 3.42.

1. (Z,+) ist kommutative Gruppe mit neutralem Element 0, und fiir a € Z ist —a das inverse Element.
Ebenso sind (Q, +), (R, +) kommutative Gruppen.

2. (Q\ {0}, ) ist kommutative Gruppe mit neutralem Element 1, und fiir a € Q \ {0} ist 1/a das inverse
Element. Ebenso ist (R \ {0}, ) kommutative Gruppe.

3. (Sp, o) ist Gruppe mit neutralem Element id{1,... .0}, und das inverse Element von o € S, ist durch die
Umkehrabbildung gegeben. S, ist nicht kommutativ fiir n > 3.

4. (Zy,, ®) ist kommutative Gruppe mit neutralem Element [0],,, und fir [a],, € Zy, ist [—a], = [m—alm,
das inverse Element.

5. (Z4 \ {0}, ®) ist keine Gruppe, aber (Z; \ {0}, ®) ist kommutative Gruppe.

Definition 3.43 (Korper). Sei K eine nichtleere Mengen, und seien +,- : K x K — K mit (z,y) — z +y
(Addition), bzw. (z,y) — z -y (Multiplikation) Abbildungen. (K, +,-) heift Kdrper, wenn die folgenden
Bedingungen 1.-3. erfiillt sind:

1. (K, +) ist kommutative Gruppe.

Das neutrale Element von (K, +) wird mit 0 bezeichnet.

2. (K\ {0},) ist kommutative Gruppe.

Das neutrale Element von (K\ {0}, ) wird mit 1 bezeichnet und Einselement genannt.

3. Firalle z,y,z € Kgilt: -y + -z =2x - (y + z) (Distributivgesetz).

Beispiel 3.44.

1. (Q,+,), (R,+,") sind Korper.

2. (Z,+,") ist kein Korper.
Satz 3.45. (Z,,®,®) ist genau dann ein Kdrper, wenn m Primzahl ist.
Definition 3.46 (Komplexe Zahlen). Die Menge

C={z+y -i:z,ycR}

heifst Menge der komplexen Zahlen. Dabei ist i € C definiert durch
i“=1i-i=-1

und heifst imagindre Einheit.

Fir z =2 +y- i€ C heilt « Realteil von z und wird mit Re(z) bezeichnet. y heilst Imagindrteil von z
und wird mit Im(z) bezeichnet.

Fiir 401 bzw. 0+yi schreibt man auch nur x bzw. yi. Zwei komplexe Zahlen z = x+yiund 2’ = 2’ +y'1
sind gleich, d.h. z = 2/, genau dann, wenn x = 2’ und y = ¢/'.

15Niels Abel, 1802-1829
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Bemerkung 3.47.
i) BsistNCZCcQcRcC.

ii) Betrachtet man die imagindre Einheit als eine Variable mit der Eigenschaft i2 = —1, dann ergeben sich

Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen unmittelbar aus den entsprechenden Operationen
fiir reelle Zahlen.

Seien z =x +yi, 2 =2’ +y'ieC:

242 = (x+yi)+ (@ +y'1)
= (z+2')+ (y+y)i
22 =(@+yi) @ +yi)=a-2"+x-yit+yi-2' +yi-yi
=za +yy P4y ityai
=za' —yy + (zy +ya')i

ili) Weiterhin ist fir z=x+yi#0 (=0+01)

1 1 x Yy
z = = — 1
Z‘+yl x2_|_y2 $2 +y2

Satz 3.48. (C,+,-) ist ein Kdrper mit neutralem Element 0 (= 0+ 01) und Einselement 1 (=14 01i).

Im(z)
T
Z-"—Zf ;
0"
1 1
o - s Re(z)
- A B
A4 y

Abbildung 3: Addition von komplexen Zahlen in der Gaufssche Zahlenebene
Notation 3.49 (Gaufsche'® Zahlenebene).

Definition 3.50 (Konjugierte Zahl, Betrag). Sei z =z +yi € C.

i)

]

—yi € C heift die zu z konjugierte (komplexe) Zahl.

) |z| = /22 + y? heifit der Betrag der komplexen Zahl z.
Satz 3.51. Seien 2,2’ € C.

) 242 =Z+2 undz-2/=2z-2.

11

)
)
i)
)

N

= Z genau dann, wenn z € R.

111

iv) 27t =7%/|z|%, 2 #0.
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Abbildung 4: Konjugierte komplexe Zahl und Betrag von komplexen Zahlen in der Gaufssche Zahlenebene
Form

Definition 3.52 (Polardarstellung). Jede komplexe Zahl z = x + yi € C, 2z # 0, ldsst sich eindeutig in der

z =1 (cos¢ + isin @)
Uhrzeigersinn (Drehwinkel), also

(3.5)

darstellen. Dabei ist r = |z|, und ¢ ist der Winkel zwischen den Vektoren (x,y) und (1,0) entgegen dem
cos ¢ = z

— und sin¢ = i.
|| |2l
(3.5) heift Polardarstellung von z, und (r, ¢) nennt man Polarkoordinaten von z. Fiir die Polardarstellung
benutzt man oft auch abkiirzend die Eulersche Exponentialdarstellung
z=r(cos¢+ ising) =re'?,
d.h. el? = cos¢ + ising.'”
0.4).

Bemerkung 3.53. Sei z = r(cos¢ + ising) und 2/ = r'(cos¢’ + ising’) € C. Dann ist (vgl. Bemerkung

z-2' =r(cosd+ ising) - r'(cos ¢’ + isin¢’)
=11 (cos(¢ + ¢') + i sin(¢ + ¢)),
bzw. in der Fulersche Exponentialdarstellung z =re'? und 2/ =/ eld’ erqibt sich
(s. Abb.5).

. . /7 . ’
2z 2 =re'?rel? =y (@)

Lemma 3.54 (Formel von Moivre'®). Fiir z = r (cos¢ + ising) = re'® und n € N gilt:

2" = r"(cos(n - ) + isin(n - @)) = r"eln?

16Carl Friedrich Gauf (Gauss) 17771855
17Zur schénsten Formel wurde gewihlt e'™ + 1 = 0.
18 Abraham de Moivre, 16671754
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Abbildung 5: Multiplikation von komplexen Zahlen in Polardarstellung

Definition 3.55 (Einheitswurzeln). Fiir n € N heiffen
2k 2k 2k
wj = cos (F> + isin(ﬂ-> zel%, k=0,...,n—1,
n n

Esist (wp)"=1firk=0,...,n—1.

n-te Einheitswurzeln.

Beispiel 3.56.

Ln=1uw =1

2 2
2.n=2wj =1 wy=-1
- 3 1, vV3: 3 1 _ V3
3 n=3wyg=lLwi=—-5+%5iw=—5—-%1L
.4 4 _ i 4 4 ;
4 n=4wy=1wi =1 w; =-1, wg =—1

Bemerkung 3.57. Die n-ten Einheitswurzeln bilden in der Gauf$schen Zahlenebene die Ecken eines regu-
laren n-Ecks.

Bemerkung 3.58. Seiz =1 (cos¢+ ising) =rel® € C und n € N. Fiir
v = %(cos¢+isin¢> WP = e k=0, n—1,
n n

gilt (v)* =z, k=0,...,n— 1. Dies sind die n-ten Wurzeln von z.

Notation 3.59. Sei z = r (cos ¢ + isin¢). Als ,(Quadrat)-Wurzel* von z, im Zeichen +/z, versteht man

Vz =T (cosg;—l— isin(g) = \/?ei%

Beispiel 3.60.
e - 1 1 -
1. \/71717\/77/7%4»%1.

2. Firz e R, 2 <0, ist vz = /|z|i.
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Satz 3.61 (Fundamentalsatz der Algebra). Jede Polynomfunktion f :C — C der Form
f(z) =an 2"+ an 12" ' +.. . +arz+ay, a €C,
mit a, # 0 besitzt eine Darstellung
f)=an(z—c1) (z—ca) ... - (2 —cpn),
mitc; € C, 1 <i<n.cy,...,c, sind die Nullstellen des Polynoms f(z).
Beispiel 3.62.

1. Sei f(2) = 2% + ay z + ag. Mit

5 + (a1)2 5 (a1)2
Cc1 = — — aop, Cy = — - —a
1 2 2 0 2 0

ist f(2) =(z—c1)(z — ca).
2. 224+ 1=(z—-1)(z+1), 2 =-1=(-1(z-)(z+1)(z+i).
3. 2" =1 =112z — wp).
Satz 3.63. Sei f: C — C mit f(z) = apa™ + an_1 2"t + ...+ a1z + ag, wobei a; € R und a,, # 0.
i) Ist z € C mit f(z) =0, dann ist auch f(Z) = 0.

ii) Ist n ungerade, dann gibt es ein x* € R mit f(a*) = 0.
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4 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Notation 4.1. Im Folgenden sei (K, +, ) ein Korper (z.B. Q,R, C, Zs, Zs, etc.). Die Elemente von K heifsen
Skalare.

Definition 4.2 (Lineares Gleichungssystem). Ein lineares Gleichungssystem (iber dem Korper K) aus m
Gleichungen mit n Unbekannten x4, ..., z, hat die Form

1121 +a12%2 +-- -+ a1 Ty =by

2121+ a22%2 +---+a2p Ty = b

Am 1 T1 + G2 T+ + Qmp T = by,
Dabei sind alle Koeffizienten a;;, 1 <7 <m, 1 < j <n, und b;, 1 <7 < m, aus K. Die Menge
L={(z1,...,2) € K" : zq,...,2, erfiillen (4.1)}
heifst Losungsmenge des Gleichungssystems.
Beispiel 4.3.

1. Das lineare Gleichungssystem iiber Q

221 +3x2=0
2214+ 3x2 =1
besitzt keine Losung.
2. Das lineare Gleichungssystem iiber R
x1+x9=0

rpy — g = 0
besitzt genau eine Losung (21, z2) = (0, 0).

iii) Das lineare Gleichungssystem iiber Zs

[1oz1 = [1]2a2 = [0]2
hat die Losungen ([0]z, [0]2) und ([1]2, [1]2)-
iv) Das lineare Gleichungssystem tiber R
T + 2@ + x4 = 1
7 + 220 + 223 + 34 = 5
2x1 + 4dxo + 34 = 5
3 T3 + 2 Ty = 3

besitzt die unendlich vielen Losung {(—2 — 2\, A, —1,3) : A € R}.

Lemma 4.4. Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems tiber K (4.1) dndert sich nicht, wenn man

i) zwei Gleichungen vertauscht,
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ii) das \-fache einer Gleichung zu einer anderen addiert, A € K,
iii) eine Gleichung mit A € K\ {0} multipliziert.
Der im folgenden beschriebene Gauf$’sche Algorithmus (auch GaufS’sches Eliminationsverfahren ge-

nannt) benutzt die Regeln aus Lemma 4.4 sukzessive, um ein gegebenes lineares Gleichungssystem in
ein anderes zu iiberfithren, bei dem man die Losungsmnenge direkt ablesen kann.

Beispiel 4.5.

0. Gegeben sei folgendes Gleichungssystem tiber R

1+ 229 + 14=1
1+ 229+ 223 +3x4 =5
2x1 +4 2o +3x4 =5
3x3+2x4 =3

1. Addition des (—1)-fachen der 1.ten Gleichung zur 2.ten Gleichung, und des (—2)-fachen der 1.ten
Gleichung zur 3.ten fiihrt zu

1+ 229 + x4=1

203 +2x4 =4
334:3
3r3+2x4=3

2. Addition des (—3/2)-fachen der 2.ten Gleichung zur 4.ten Gleichung fiihrt zu

1+ 229 + x4=1

2x3+2x4 =4
.’E4:3
—,1342—3

3. Addition der 3.ten Gleichung zur 4.ten Gleichung fiihrt zu

1+ 229 + z4=1

2 I3 + 2 Ty = 4
Ty = 3
0=0
4. Hieraus lassen sich die Losungen sofort ablesen:
- Die 3.te Gleichung besagt x4 = 3.
- Diesen Wert von x4 eingesetzt in die 2.te Gleichung ergibt x5 = —1.
- Setzt man nun die Werte fiir z3 und z4 in die 1.te Gleichung ein, so erhélt man z; + 2z, = —2.

Also ist

L=A{(x1,22,—1,3) : 21 + 222 = -2}
{(=2—222,20,-1,3) : 22 € R}
{(=2-2) X, -1,3): A€ R}.
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Definition 4.6 (Matrix).

i) Eine Anordnung von Skalaren a;; € K in m Zeilen und n Spalten der Form

ar1 Gair2 -+ Q1np
a1 G22 -+ Q2 mn
o (T — (.
A= : : . : , kurz A = (a;;); 2, oder A= (a;;),
Am 1 Am 2 Amn

wird m x n-Matrix oder (m, n)-Matrix genannt. a; ; heifen die Elemente oder Koeffizienten der Matrix.
Der erste Index, 4, gibt die Zeilennummer (Zeilenindex), der zweite die Spaltennummer (den Spalten-
index) an, in der a;; steht.

ii) Die Menge aller m x n-Matrizen mit Koeffizienten aus K wird mit K™*" bezeichnet.
iii) Sind alle Koeffizienten von A gleich 0, dann heifft A Nullmatrix und wird mit 0 bezeichnet.

Definition 4.7 (Koeflizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems). Fiir ein lineares Gleichungssystem

a1121+a12%2 +---+ a1, Ty = by

a21 %1+ a22%2 +---+a2p Ty = by

Om1T1+ Qm2Tot -+ Qpn Ty, = by
iiber K heifst
i)

ayyp G2 - Qin
A a21 az2 azn Kan
= . . . €
m1  Gm?2 Gmn

die Koeffizientenmatriz des Gleichungssystems.

ii) Die Matrix

a1 a2 o Gin b1
az1 azz - azn bo

(A,0)= | . o . | ek
am 1 Am 2 Amn bm

heiltt erweiterte Matriz des Gleichungssystems.

Beispiel 4.8. Fir das lineare Gleichungssystem aus Beispiel 4.5 ergeben sich die Koeffizientenmatrix und
erweiterte Matrix

120 1 1201 1
12 2 3 i {12235 s
A=19 4 o 3| R @AW=1y 4 ¢ 3 5[€R™

00 3 2 0032 3

Definition 4.9 (Elementare Zeilenumformungen einer Matrix). Sei A € K™*™. Unter elementaren Zeile-
numformungen versteht man die folgenden drei Operationen:

i) Vi.: Das Vertauschen der k-ten mit der i-ten Zeile aus A.
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i) Agi(A): Addition des A-fachen der k-ten Zeile von A zu der [-ten Zeile von A, A € K|
iii) Mj(X): Multiplikation der k-ten Zeile von A mit A € K\ {0}.

Beispiel 4.10. Ubertrdgt man die Umformungen aus Beispiel 4.5 auf die zugehorige erweiterte Matrix des
Gleichungssystems (siehe Beispiel 4.8), dann ergeben sich die folgenden elementaren Zeilenumformungen:

1 201 1 1201 1
1 2 2 3 5 A1.2(—1)_71>41,3(—2) 0 0 2 2 4
2 4 0 3 5 000 1 3
003 2 3 00 3 2 3
120 1 1 1201 1
A24(=3/2) 10 0 2 2 4 Asa(1),M2(1/2) |0 011 1 2
- 000 1 3 - 00 0]1 3
000 —1 -3 00000

Die Gestalt der letzten Matrix nennt man auch (Zeilen)Stufenform.

Definition 4.11 ((Zeilen)Stufenform). Eine Matrix A € K"™*™ hat (Zeilen)Stufenform wenn sie die folgende
Darstellung hat:

cooo
cooo
¥ % X ¥
A

L I

0 0 0

Hierbei sind * irgendwelche Elemente aus K.
In ,Worten“: A ist in (Zeilen)Stufenform wenn A = 0, oder es gibt ein r € {1,..., m} und eine Folge von
Zahlen 1 < k1 < ky < ... < k, < n mit folgenden Eigenschaften:

i) Firi>r, 1 <j<m,ist a;; =0,

ii) Fiir 1 <i<ristajx, =1und a;; =0 fiir j < k;.
ki,...,k, sind die Spaltenindizes der Stufen.
Bemerkung 4.12.

i) Ist A # 0 in Stufenform und ist i < r, dann steht das erste von Null verschiedene Element (eine
1) der i-ten Zeile der Matriz in der k;-ten Spalte. Mit wachsendem i wandern diese ersten von Null
verschiedenen Glieder wegen k; < ki1 nach rechts.

ii) Ist A # 0 in Stufenform, dann hat A genau r Zeilen, in der nicht nur Nullen stehen.

Satz 4.13. Jede Matrix A € K™*™ kann durch elementare Zeilenumformungen in Stufenform gebracht
werden.

Bemerkung 4.14 (Gaufl-Algorithmus). Mittels elementarer Zeilenumformungen kann die erweiterte Ma-
triz (A,b) € K™*(*1) cines linearen Gleichungssystems in Stufenform (A’ ') diberfihrt werden. Sei A" =
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(ai;)iZy und b = (b, ..., b,). Dann hat (A',V') die Gestalt

iJ

o ... 0 124
0
! / .
(Avb)_ 0 1 b’
. ..
/
0 0 br+1
0 0 0
9
0 0 0

Dabei ist b, € {0,1}.

Das zu (A', V') zugehorige Gleichungssystem hat die gleiche Lisungsmenge wie das gegebene Gleichungs-

system (siehe Lemma 4.4).
i) Ist b, =1, dann lautet die (r 4 1)-te Gleichung des Gleichungssystems (A’, 1)
Ox14+0x24+--4+0x, =1.
Also hat das Gleichungssystem keine Losung.

i) Sei b,,; = 0 und seien 1 < k; < ky < --- < k, < n die Spaltenindizes der Stufen
Gleichungssystem (A’,b') gegeben durch

n

2 : ! /

Ik1+ aljxj:bh
j=ki+1

n
/ /
Ty + E a2jxj:b27
j=ko+1

n
/ /
Tk, + E . j Tj = by.

j=krt1
In diesem Fall sind alle x;, aufser xy,, ..., xy, frei wihlbar; aus der Wahl von z;, j ¢ {ki,
sich dann die restlichen zy,, ..., 2k, ,rlickwérts® berechnen:
n
Y
kg, = b, — g a; xj,
j=kr+1
n
/
Tk, =b_q — E Qp_15Lj,
j=kr—1+1
n
_a/ /
Tgy =01 — E ay ;X
j=k1+1

Satz 4.15. Mit der obigen Notation gilt:

i) Ist b, =1 dann ist das Gleichungssystem nicht ldsbar.
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ii) Ist b}, =0 dann ist das Gleichungssystem losbar.

a) Ist r =n, dann hat Gleichungssystem genau eine Lésung.

b) Ist r < n, dann gibt es mehrere Lisungen.

Bemerkung 4.16. Ein Gleichungssystem tber den Korper R, bzw. tber einem Kérper K mit unendlich
vielen FElementen, hat keine, genau eine, oder unendlich viele Lésungen.

Definition 4.17 (Addition von Matrizen). Seien A, B € K™*™ mit A = (a;;) und B = (b;;). Dann ist die
Addition von A und B, geschrieben A + B, definiert als

a1+ b1y ar2+biz - aip+bin

az1 + by az2 +baz -+ agp+ban
A+ B=

Gm1+bmi Gm2+bma2 - Gmn+bmn

A + B ist wieder eine m x n-Matrix, d.h. A + B € K™*™,
Zwei Matrizen A, B € K"™*" A = (a;;), B = (b;;) sind gleich, geschrieben A = B, wenn sie die gleichen
Koeffizienten haben, d.h. wenn a;; = b;;, fir 1 <i<m, 1 <j < n.

Definition 4.18 (Multiplikation mit einem Skalar). Sei A € K™*™ und A € K. Die Multiplikation von A
mit A, geschrieben A - A (bzw. AA), ist definiert als

/\a11 )\a12 )\aln

Aasq ANagoy - Aazn,
ANA=

Aami AGm2 - ANamn

A - A ist wieder eine m x n-Matrix, d.h. A - A € K™*™,

Satz 4.19. Secien A, B,C € K™*" X\ u € K. Dann gilt
i) A+ B=B+ A, (Kommutativitit),

ii) A+ (B4+C)=(A+ B)+C, (Assoziativitit),

iii) A+ 0=A und A+ (—A) =0,

i) A A) = () A

v) 1A=A,

Vi) N(A+B) = A+ AB und A+ p)A=AA+ A

Insbesondere ist (K™*™ +) eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0, und fir A € K™*" jst — A
das inverse Element.

Definition 4.20 (Transponierte einer Matrix). Sei A € K™*". Die transponierte Matriz von A, bezeichnet
mit AT (gesprochen A transponiert), ist definiert als die (n x m)-Matrix, deren Spalten gleich den Zeilen von
A, und deren Zeilen gleich den Spalten von A sind, d.h.

AT = (aZT])?;Zl mit aiTj =aj;, 1<i<n,1<j<m.
Bemerkung 4.21. Seien A, B € K™*™ und A € K. Dann gilt

i) (A+ B)T = AT + BT,
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i) (AA)T=)XAT,
iii) (AT)T = A.
Definition 4.22 (Quadratische Matrizen).

i) Eine (n,n)-Matrix A = (a; ;) heifit quadratisch. Die Elemente a;;, 1 < i < n, heifen Diagonalelemente
von A.

ii) Eine quadratische Matrix, bei der alle Elemente aufer den Diagonalelementen Null sind, heifst Diago-
nalmatriz.

iii) Die Diagonalmatrix, bei der alle Diagonalelemente 1 sind, heifft FEinheitsmatriz. Bezeichnung: I,,.

iv) Eine quadratische Matrix A = (a;;), bei der alle Elemente ,unterhalb (oberhalb) der Diagonalen Null
sind, d.h. fiir die

aij=0fir1<j<i<n (a;=0fir 1<i<j<n)
gilt, heifst obere (untere) Dreiecksmatriz.
v) Eine quadratische (n,n)-Matrix A = (a;;) mit a;; = a;; fir alle 1 <, j < n heit symmetrisch.
Bemerkung 4.23. Ist A € K"*" symmetrisch, dann gilt also AT = A.

Definition 4.24 (Produkt (Multiplikation) von Matrizen). Sei A € K™*™ und sei B € K"*". Das Produkt
von A und B, geschrieben A - B (bzw. A B), ist die m x r-Matrix C' = (¢, ;), deren Koeffizienten definiert
sind als

n
¢y = Zaikbkj =ai1bij+aizbey+ -+ ainbyj,
k=1
firl<i<m,1<j<r.
Man beachte: Das Produkt A - B ist nur definiert, wenn die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl
der Zeilen von B ist!
»m X n mal n x r ergibt m x r«.

Satz 4.25.
i) A(BC)=(AB)C, firAcKm™" BeK"", CeK*? (Assoziativitit),

ii) (A+ B)C=AC+ BC fir A,B € K™*" C € K"™", bzuw.
AB4+C)=AB+ AC fir Ac K™*" B,C € K"*" (Distributivitdit)

ili) AA)B=XAB)=A(\B), fir Ac K™*" Be K" ek,
iv) (AB)T = BT AT fiir Ac K™*", B e K"*".
Bemerkung 4.26.
i) Im Allgemeinen ist die Matrizmultiplikation nicht kommutativ:
G -0 D=0 24C H=0G0 -G =D
ii) Fir A € K™ und I,, € K"*" ist
A-L,=1,-A=A.

iii) Ist A € K"*™ eine quadratische Matrix, so ist A- A, A- A+ A usw. immer definiert und man schreibt

abkiirzend
Al =A, A2=A44A, ... A"=AA""' neN.

Zudem setzt man A° = I,,.
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iv) Sei A € K"™*" A= (a;;), und sei z die n x 1-Matrix mit den Unbekannten z1,...,z,, d.h.

T
Hp)

Tn

Dann ist .
21015 T ar1T1+ a2 4+ a1, Ty

n
4 D jm102; T (2171 + G22%2 + ++ + G2n Ty
xTr = . =

n
D g1 Amj T Am1 %1+ Q2 T2+ 4 Qmp Ty

v) Ist nun b € K™*! mit
b1
ba
b=1 .
bm
dann ldsst sich das lineare Gleichungssystem (4.1) schreiben als

Az =b.

Definition 4.27 ((In)homogenes Gleichungssystem). Sei A € K™*" und b € K™*!. Ist b # 0, dann heifit
Az = b inhomogenes Gleichungssystem und Az = 0 heifit (das zugehorige) homogene Gleichungssystem.

Satz 4.28. Sei A € K™*" ynd b € K™*!.

i) Sind v, w Lésungen von Az =b, dann ist v—w Lisung des zugehirigen homogenen Gleichungssystems
Ax=0.

i) Ist v Losung von Ax =b und z Lésung von Az =0, dann ist v+ z Losung von Ax = b.

i) Az = b ist eindeutig losbar, genau dann wenn das zugehdrige homogene Gleichungssystem Ax = 0 nur
die ,triviale“ Losung, d.h. xt1 = x9 =--- = x, =0, hat.

Definition 4.29 (Inverse Matrix). Sei A € K™*™ eine quadratische Matrix. Gibt es eine Matrix B € K"*™
mit
A-B=B-A=1,,

dann heift die Matrix A invertierbar oder regulire Matrix. Die Matrix B wird mit A=! bezeichnet und die
zu A inverse Matrixz genannt.

Bemerkung 4.30. Zum Bestimmen der inversen Matriz A~! reicht es eine Matriz B zu bestimmen, so
dass eine der beiden Forderungen A-B = 1I,, oder B- A = I,, erfillt. Die jeweils andere ist automatisch mit
erfillt.

Beispiel 4.31.

2

Sei A = (_1

4 . Gesucht ist eine Matrix B = b bis mit AB =I5, d.h.
3 ba1  bao

AB = 2b11+4by1 2byo+4bos _ 1 0
—b114+3b21 —bi2+3b22 0 1)’
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bzw.

2b11 +4b21 =1, 2b1o+4bay =0,
—b11+3b2,1:0, —big+3bgg = 1.

Fiir jede Spalte der Matrix B erhilt man also ein lineares Gleichungssystem. Losen der Gleichungssys-
teme fithrt zu by = 3/10, by = 1/10, b1o = —2/5 und by2 = 1/5. Somit ist

1 (3 —4
1—7
4 _10<1 2)'

Satz 4.32. Sei A € K™ und seien e; € K™ mit

1 0 0

0 1 0
€1 = 0 , €2 = 0 yeoesEn = )

; : 0

0 0 1

die Spalten der Einheitsmatriz I,,. Zum Bestimmen der inversen Matriz A= (falls sie existiert) miissen
n lineare Gleichungssysteme in n Unbekannten geldst werden. Die j-te Spalte von A1 ist die Lésung des
System

Ax = €j.

Satz 4.33. Sei A € K™*" regulir. Das Gleichungssystem Ax = b hat die eindeutige Lésung A= b.
Satz 4.34. Seien A, B € K™"*™ reguldr.

i) Dann ist A B regulir und es gilt (A B)~! “tAY

i) (AT = (4T)"!

iii) (A7H)7h =4,

) (M)t =147 A eK\ {0}

iv
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5 Vektorraume

Definition 5.1 (Vektorraum). Sei (K,®,®) ein Korper mit Einselement 1. Ein K-Vektorraum ist eine
nicht-leere Menge V' mit zwei Verkniipfungen

+:VxV -V, (v,w)—v+w (Vektoraddition),
KxV =V, (A\v)— v (Skalarmultiplikation)

so dass gilt:

i) (V,4) ist kommutative Gruppe mit neutralem Element 0, und fiir a € V wird das inverse Element mit
—a bezeichnet,

i) 1-v=vfiraleveV,

)

i) Aou) - v=A-(u-v) firalle \,p e Kund v e V,
)
)

iv) Adp)-v=A-v+pu-viiralle \,pe Kund veV,
V) A-(v+w)=A-v+A-wiirale e Kund v,w e V.

Die Elemente von V heiflen Vektoren.

Bemerkung 5.2. Aufgrund der Eigenschaften ii)-v), und da die entsprechenden Verkniipfungen immer aus
dem Zusammenhang ersichtlich sind, schreibt man auch einfach Av statt A-v, (Au) v statt (A © p) - v und
(A + p) v statt (A® p) - v.

Beispiel 5.3.

i) K**™ d.h. die Menge aller n x m-Matrizen mit Koeffizienten aus K, bilden einen K-Vektorraum (siehe

Satz 4.19).
ii) Ist in i) m = 1, dann schreibt man K" anstatt K"*!. Die Koeffizienten von x € K" werden mit
Z1,...,T, bezeichnet, d.h.
Z1
T2
x=| . | =(x1,29,...,2,)7.
Ty

Die Vektoraddition und Skalarmultiplikation sind in diesem Fall

1 Y1 1+ Y1 x1 Axy
T2 Y2 T2 + Y2 T2 A2
XxX+y=| .|+ . |= . A=A .| =
Tn Yn Tn + Yn ZTn AT
iii) Fiir n = 2 kann man sich den Vektorraum R? als Ebene mit der bekannten Vektoraddition und

Skalarmultiplikation vorstellen.

iv) Analog kann man den R3 mit dem drei-dimensionalen Anschauungsraum identifizieren.
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Abbildung 6: Vektoraddition und Skalarmultiplikation im R?

v) Sei M eine Menge und (K, +,-) ein Korper. Die Menge aller Abbildungen von M nach K, bezeichnet
mit KM, ist ein K-Vektorraum mit den Verkniipfungen

+ KM x KM 5 KM (f,g) = f+gmit (f +g)(x) = f(z) + g(z),
GKx KM S KM (N f) = A fmit (A f)(z) =X f(z).

vi) Eine Funktion f : K — K der Form f(z) = a, 2™ +an_1 2" 1 +--- 4+ a1z + ag, a; € K, heifit Polynom
iiber K vom Grad < n. Die Menge aller Polynome iiber K vom Grad < n bilden einen K-Vektorraum
mit den obigen Verkniipfungen. Aber auch die Menge aller Polynome bildet einen K-Vektorraum.

Bemerkung 5.4. Ist V ein K-Vektorraum, dann gilt insbesondere
0a=0, A0=0, (—Aa=-—(\a),
fir alle A\ € K, a € V. Hierbei ist 0 das neutrale Element von K. Weiterhin ist
Av=0&<A=0 oder v=0.

Definition 5.5 (Teilraum). Sei V' ein K-Vektorraum. Eine nicht-leere Teilmenge U C V heifst Teilraum
oder Untervektorraum von V, falls U selbst ein K-Vektorraum im Sinne der Definition 5.1 ist.

Satz 5.6 (Unterraumkriterium). Sei V' ein K-Vektorraum und U C 'V eine nicht-leere Teilmenge. U ist
genau dann ein Teilraum von V', wenn gilt

i) 0eU,
i) Av+w e U fir allev,w € U und X € K.

Beispiel 5.7.
i) {0} und V sind ,triviale® Teilrdume eines Vektorraums V.

ii) Jede Gerade im R?, die den Nullpunkt enthilt, ist ein Teilraum des R?. Geraden, die nicht den Null-
punkt enthalten, sind keine Teilrdume.

Satz 5.8. Sei A € K™*™. Die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems Ax = 0, d.h. die Menge
U={xeK": Ax =0}, ist ein Teilraum von K".

Bemerkung 5.9. Fir a = (a1,...,a,)T € R"\ {0}, a € R, heifit H(a,a) = {(z1,...,2,)7T € R™ :
a1 1 +as x2 + - -+ a, x, = o} Hyperebene . Die O enthaltenen Hyperebenen, d.h. H(a,0), sind Teilraume,
und fir a # 0 ist H(a, «) kein Teilraum.
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Definition 5.10 (Linearkombination). Sei V' ein K-Vektorraum, und seien vy,...,v,, € V. Ein Ausdruck

der Form
m

Z)\ivi =MVitAvot Ay vy,
i=1
mit Aq,..., A, € K heifit Linearkombination von v1,...,Vy,.

Definition 5.11 (Lineare Hiille). Sei V ein K-Vektorraum, und sei M C V eine nicht-leere Teilmenge von
V. Dann heifit

linM:{Z)\ivi:meN,)\ieK,vieM,1<z’<m}
=1

die lineare Hiille von M. In Worten: lin M ist die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Elementen
aus M.

Lemma 5.12. Sei V ein K-Vektorraum, und sei M C V eine nicht-leere Teilmenge von V. Dann ist lin M
Teilraum von V.

Bemerkung 5.13. Sei V' ein K-Vektorraum, und seien vy,...,vi € V. Dann ist

k
lin{vy,...,vi} = {Z)\ivi:)\i ek 1 Sigk}.

Beispiel 5.14.
i) lin{(}), ()} =R
i) lin{("), (%), (%)} =R
iii) in{( "), ()} = {(z1,22)T € R? 1 21 = —15}.

Definition 5.15 (Erzeugendensystem). Sei V ein K-Vektorraum und M C V, M # (). Ist lin M =V, dann
heiftt M ein Erzeugendensystem von V.
Man vereinbart, dass die leere Menge ein Erzeugendensystem des trivialen Vektorraumes {0} ist.

Beispiel 5.16.

i) ((1)), (2) ist ein Erzeugendensystem von R2.

ii) (_11), (i), (_23) ist ein Erzeugendensystem von R2.

iii) ('), (3”) ist kein Erzeugendensystem von R2.

Definition 5.17 (Linear (un)abhéngig). Sei V ein K-Vektorraum, und seien vy, ..., v,, € V. Die Vektoren
V1,...,Vy heilien linear unabhdingig, wenn aus

m

Z /\z Vv, = 0, (51)
i=1
mit \; € K, stets folgt Ay = Ao =---=X\,,, =0.
Sind die Vektoren nicht linear unabhéngig, dann heifien sie linear abhdngig.
Bemerkung 5.18.

i) vi,..., vy, sind also genau dann linear unabhdingig, wenn die einzige Moglichkeit den Nullvektor O als
Linearkombination der Vektoren vi,...,v,, zu schreiben, die ,triviale ist, d.h. alle Skalare sind 0.
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ii) vi,..., vy sind also genau dann linear abhéingig, wenn es Skalare A1, ..., Ay, gibt, die nicht alle 0 sind,
so dass (5.1) erfillt ist.

Beispiel 5.19.

i) (5), () € R? sind linear unabhéngig.
ii) (1), (3), (%) sind linear abhiingig.
iii) ('), (3”) sind linear abhéingig.

iv) 0 ist linear abhéingig.

v) 1,1 € C sind linear unabhéngig falls C als R-Vektorraum betrachtet wird, aber linear abhéngig falls C
als C-Vektorraum betrachtet wird.

Definition 5.20. Die Vektoren e; € K™ mit

1 0 0
0 1 0
€ = 0 , €2 = 0 y y€n = )
: : 0
0 0 1

d.h. die Spalten der Einheitsmatrix I,,, heilen Einheitsvektoren.

Bemerkung 5.21. Die FEinheitsvektoren ey, ... e, € K" sind linear unabhdingig und bilden ein Erzeugen-
densystem von K", d.h. lin{ey,...,e,} = K".

Definition 5.22 (Basis). Ein Erzeugendensystem M, welches aus linear unabhéngigen Vektoren eines K-
Vektorraums besteht, heifst Basis.

Definition 5.23 (Dimension). Sei V ein K-Vektorraum mit Basis M C V. Dann heifst die Méchtigkeit von
M die Dimension von V und wird mit dimg (V') (oder einfach dim(V')) bezeichnet.

Ist dimg (V') endlich, dann heift V' endlichdimensionaler Vektorraum; ansonsten unendlichdimensionaler
Vektorraum.

Beispiel 5.24.
i) dimg(K") = n.

ii) dimg(K™*™) =m - n.

iii) dim¢(C) = 1, aber betrachtet man C als Vektorraum tiber R, dann ist dimg(C) = 2.
)

iv) Der Vektorraum aller Polynome iiber einem Korper ist nicht endlichdimensional.

Im folgenden betrachten wir nur endlichdimensionale Vektorraume!

Satz 5.25. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis {v1,...,v,}. Jeder Vektor v € V ldsst sich eindeutig als
Linearkombination der Vektoren vi,...,v, darstellen, d.h. fir jedes v . € V gibt es eindeutig bestimmte

M- A € K mit
n
v:Z)\ivi.
=1
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Satz 5.26. Sei V ein K-Vektorraum mit dimg (V) = n. Dann ist jede Menge von n linear unabhingigen
Vektoren eine Basis von V, und jede Basis besteht aus genau n Vektoren. Jede Menge von mehr als n
Vektoren ist linear abhdngig.

Desweiteren kann jede Menge von linear unabhdngigen Vektoren zu einer Basis ergdnzt werden.

Bemerkung 5.27. Da jeder Teilraum U eines K-Vektorraumes V' selbst ein Vektorraum ist, sind auch fir
Teilrdume Begriffe wie Basis, Dimension etc. wohldefiniert.
Insbesondere ist dimg{0} = 0.

Beispiel 5.28.
i) Die den Nullpunkt enthaltenen Geraden im R? oder R? haben die Dimension 1.
ii) Die Ebenen im R3, die den Nullpunkt enthalten, haben Dimension 2.

Bemerkung 5.29. Fira= (ay,...,a,)T € R"\ {0} ist die Dimension der Hyperebne H(a,0) gleich n —1,
also dimg(H (a,0)) =n — 1 (siehe Bemerkung 5.9).
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6 Lineare Abbildungen und Matrizen

Definition 6.1 (Lineare Abbildung). Seien V, W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : V' — W heift
lineare Abbildung, wenn gilt:

i) fx+y)=f(x)+ f(y) fir allex,y € V,
i) f(Ax)= A f(x) fir alle x € V und A € K.
Bemerkung 6.2. Insbesondere gilt fir eine lineare Abbildung f(0) = 0.
Beispiel 6.3.
i) f:R? — R? mit f(x) = —x ist eine lineare Abbildung (Spiegelung am Ursprung) .
ii) f:R? — R2mit f((z1,22)T) = (z2,71)T ist eine lineare Abbildung (Spiegelung an der 45 Grad-Achse).

iii) f:R3 — R? mit f((z1,72,23)T) = (x1,22)7 ist eine lineare Abbildung (Orthogonale Projektion auf
die (21, z2)-Ebene) .

iv) f:R?2 = R3 mit f((x1,22)T) = (21, 22,0)7T ist eine lineare Abbildung (Einbettung des R? im R3).

v) Sei t € R?, t # 0. Die Abbildung Tt : R? — R? mit Ty(x) = x + t ist keine lineare Abbildung
(Translation um t).

Bemerkung 6.4. Seien V,W zwei K-Vektorrdume, und sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Seien
Vi, oy Vi €V ound Ay, ..., Ay, € K, m € N. Dann gilt

m m
f (Z Ai Vz‘) =Y i f(va)-
i=1 i=1
Satz 6.5. Eine Abbildung f : K™ — K™ ist genau dann linear, wenn es eine Matriz A € K™*"™ gibt mit
f(x)=Ax fir allex € K".
Die Spalten ay, . ..,a, € K™ der Matriz A sind die Bilder der Einheitsvektoren eq,...,e, € K", d.h.

a; = f(e;), 1 <i<n.

Beispiel 6.6.
i) f:R?2 = R% mit f(x) = —x:

i) f:R? — R2 mit f((z1,22)7) = (22,21)T:



iv) f:R? = R® mit f((z1,22)7) = (21,22,0)T:

A:

S O =
o = O

v) f:R? = R*mit f((z1,22)T) = (221 — 322, T2, 71 — X2, —Hx1)T:

2 -3
0 1
A= 1 -1
-5 0
Satz 6.7. Seien VW zwei K-Vektorraume, und sei {v1,...,v,} eine Basis von V. Seien wq,...,w, € W.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f:V — W mit
f(Vl) = W;, 1 < 1 <n.
Also: Lineare Abbildungen sind eindeutig durch die Bilder einer Basis festgelegt.

Definition 6.8 (Affine Abbildung). Sei A € K™*™ und t € K™. Die Abbildung f : K* — K™ mit
f(x) = Ax +t fiir alle x € K™ heiltt affine Abbildung.

Definition 6.9 (Drehung im R?). Unter der Drehung (Rotation) im R? um den Ursprung (0) mit Winkel
6 versteht man die lineare Abbildung roty : R2 — R? mit

; 1 _ {cosf —sind T1

rote xs) ) \sinf cosb 29 )"
Definition 6.10 (Translationen). Sei t € R"™. Die Abbildung T; : R" — R™ mit T;(x) = x + t heifst
Translation (Verschiebung) um t.
Bemerkung 6.11. Die Drehung im R? um den Punkt v mit Winkel 0 ist gegeben durch die Abbildung
f=TyorotgoT_y, d.h.

cosf —sinf
f(x)v+( sin 0 cose>'(xv)'

Satz 6.12. Seien f: K" — K™ und g : K™ — K" lineare Abbildungen mit f(x) = Ax und g(y) = By mit
AecKm™*n" Be K™, Dann ist go f: K" — K" wieder eine lineare Abbildung mit

(9o f)(x) = (BA)x.

Satz 6.13. Fine lineare Abbildung f : K™ — K" mit f(x) = Ax ist bijektiv genau dann, wenn A reguldr
ist. Die zugehirige Umkehrabbildung f=1 : K" — K" ist dann gegeben durch f=1(y) = A"ly.

Definition 6.14 (Rotation(en) im R3). Unter der Rotation im R3 um die Koordinaten-Achsen lin {es},
lin {e3} oder lin {e; } mit Winkel # versteht man die Abbildung(en)

i) z3-Achse; 10te, ¢ : R® — R3 mit

cos —sinf 0O 1
I'Otey,0(X) = sin 0 cosf 0 ||z,
0 0 1 X3

ii) xo-Achse; 10te, g : R® — R3 mit

cosf@ 0 —sinf 1
I'Ote,,0(X) = 0 0 |-z,
sinf 0 cos X3
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iii) z1-Achse; rote, o : R3 — R3 mit

1 O 0 X1
rote, ,0(Xx) = 0 cosf —sinb e ).
0 siné cos @ 3
Definition 6.15 (Isomorphe Vektorriume). Zwei K-Vektorraume V, W heifen isomorph zueinander, falls

es eine bijektive lineare Abbildung f: V — W gibt.

Satz 6.16. Je zwei endlich dimensionale K-Vektorrdaume der gleichen Dimension n sind zueinander iso-
morph.

Definition 6.17. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen V, W. Die Menge
Kemn(f) = {v € V: f(v) =0} C V
heifst Kern der Abbildung f, und die Menge
Bild(f) = £(V) € W
heikt Bild der Abbildung f.
Bemerkung 6.18. Kern(f) ist Teilraum von V', und Bild(f) ist Teilraum von W.
Satz 6.19. Fine lineare Abbildung ist genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0}.

Satz 6.20 (Dimensionsformel). Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K- Vektorrdumen V, W,
und set V' endlich-dimensional. Dann gilt:

dim V' = dim Bild(f) + dim Kern(f).

Definition 6.21 (Rang einer Matrix). Sei A € K™*". Die maximale Anzahl von linear unabhingigen
Spalten in A heifst Rang der Matriz, und wird mit rg(A) bezeichnet.

Satz 6.22. Sei A € K™*™. Dann gilt rg(A) = rg(AT), d.h. die mazimale Anzahl linear unabhdngiger Spalten
einer Matriz ist gleich der mazximalen Anzahl linear unabhdngiger Zeilen.
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7 Normierte Vektorraume

Normierte Vektorraume

Definition 7.1 (Skalarprodukt). Sei V ein K-Vektorraum, K = R oder K = C. Eine Abbildung (-,-) :
V x V = K heit Skalarprodukt, falls fiir alle x,y,v € V und A, p € K gilt

i) (x,x) > 0 falls x # 0 (Positivitét),

i) (x,y) = (y,%) (Symmetrie),

i) Ax+py,v) =X{x,v)+ uly,v) (Linearitdt im ersten Argument).

Definition 7.2.
i) Unter dem Standardskalarprodukt im R™ versteht man
<X,y> = xTy = inym
i=1
fflI‘ X = ('rla e 7'T”VL)T7y = (ylv R ayn)T € Rn
ii) Unter dem Standardskalarprodukt im C™ versteht man
n
<X7Y> = XT? = ZlﬁEv
i=1
fir x = (21,...,2,)T,y = (Yy1,...,yn)T € C™.
Bemerkung 7.3. Im R" ist das Skalarprodukt auch linear im zweiten Argument, d.h. es gilt
(X, Ay +pv) = A(x,y) + px,v), firalex,y,veR" \pueR.
Hingegen gilt im C™
(X, Ay +uv) = \x,y) + 7 (x,v), firalex,y, veC" \ucC.

Definition 7.4 (Norm). Sei V ein K-Vektorraum, K = R oder K = C, mit Skalarprodukt (-,-). Die Linge
oder die Norm eines Vektors v € V ist definiert als

VIl = Vv, v).

Satz 7.5. Firv,w e R" gilt
(v,w) = [v] [|wll cos ¢,

wobei ¢ € [0, 7] der von v und w eingeschlossene Winkel ist.

Satz 7.6 (Cauchy'’-Schwarz?-Ungleichung). Sei V' ein K-Vektorraum, K = R oder K = C, mit Skalarpro-
dukt {-,-) und zugehoriger Norm || -||. Dann gilt

|Gy < x|y

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn x und 'y liner abhdngig sind.

19\11;_111‘\1111 Louis Cauchy, 17891857
20Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921
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Bemerkung 7.7. Sei V ein K-Vektorraum, K = R oder K = C, mit Skalarprodukt (-,-) und zugehdriger
Norm || - ||. Dann gilt

i) |x|| > 0 fir alle x € V, wobei Gleichheit dann und nur dann gilt, wenn x = 0.
il) [[Ax|| = A ||x]] fir allex eV, X e K.
ii) ||x +yl < |Ix|| + |lyll fir alle x,y € V (Dreiecksungleichung).
Definition 7.8 (Polarkoordinaten).

i) Jedes x = (w1, 22)T € R?\ {0} liisst sich eindeutig darstellen als (s. Definition 3.52)

mit cos ¢ = x1/||x]| und sin ¢ = x5 /%]
ii) Jedes x = (1,72, 23)T € R3\ {0} ldsst sich eindeutig darstellen als

sin cos ¢
x = ||x|| | sine sin¢
cos

mit cos ¢ = z1/\/a? + 23, sind = x2//2? + 23, und cos) = x3/||x|| und ¢ € [0, 7].

- Diese Darstellungen eines Vektors nennt man Darstellung in Polarkoordinaten.

Beispiel 7.9 (Rotation im R?). Sei v € R?\ {0} mit

sin cos ¢
v = | siny sin¢
cos Y

Die Rotation um die Achse {Av : A € R} mit Winkel 6 ldsst sich durch die folgenden Rotationen beschreiben:
i) Man drehe die Rotationsachse so, dass sie mit der z3-Koordinaten-Achse iibereinstimmt,
ii) Man wende die Rotation mit Winkel # um die z3-Achse an,
iii) Man drehe die Rotationsachse wieder zuriick in die Ausgangsposition.

- Man erhélt so die Abbildung;:

(roteg,¢ 0 TOte, —y) O IOty g © (IOte, 4 © TOtey, —¢) -

Definition 7.10 (Orthogonale Vektoren). Sei V ein K-Vektorraum, K = R oder K = C, mit Skalarprodukt
(-,+). Zwei Vektoren v,w € V heiflen orthogonal, wenn (v, w) = 0.

Definition 7.11 (Orthogonale Projektion). Sei V ein K-Vektorraum, K = R oder K = C, mit Skalarprodukt
(,), und sei u € V, u # 0. Unter der orthogonalen Projektion auf den Teilraum U = {w € V : (u,w) = 0}
versteht man die lineare Abbildung f : V — U mit

(v,u)
fv)=v—
[[af[?
Thre Matrixdarstellung ist gegeben durch
1
.~ _uuT
S T
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Definition 7.12 (Orthonormalsystem, -basis). Sei V ein K-Vektorraum, K = R oder K = C, mit Skalar-
produkt (-,-). Die Vektoren uy,...,u, € V bilden ein Orthonormalsystem, falls fiir 1 <4i,5 <n

0, @#J,

(ui,uj> = 5i,j7 mit 57;7]' = { . 3
1, 1=3j.

03,; heifst Kronecker-Symbol. Bilden uy,...,u, zudem eine Basis von V, dann heift diese Basis Orthonor-
malbasis von V.
Bemerkung 7.13.

i) Vektoren in einem Orthonormalsystem sind linear unabhingig.

ii) e1,...,e, sind eine Orthonormalbasis in R™, bzw. C".

iii) Seiuy,...,u,, ein Orthonormalsystem, und seien aq, ...,y € K. Dann ist

m
E Q; U4
i=1

Satz 7.14 (Gram?!'-Schmidt®?-Verfahren). Sei V ein K- Vektorraum, K = R oder K = C, mit Skalarprodukt

(-,-), und seien aj,...,a, €V linear unabhingig. Firk =1,...,m sei
k—1 (w;, )
jy Ak
uk:ak—zij 2 llj.
2 T
Dann bilden die Vektoren H%H’ e Hﬁm\l ein Orthonormalsystem, und es gilt fir 1 <k <m
. ui Ug .
hn{ 7...,}:llm{ul,...7uk}
[ | [Jug |

=lin{ay,...,ax}.

Definition 7.15 (Orthogonale Matrix/Transformation). Eine Matrix U € R™*™ heifst orthogonale Matriz,
falls UT = U1, d.h
UTU=U0UT =1,.

Die zugehdrige lineare Abbildung f : V — V mit f(x) = U x heikt orthogonale Transformation.
Satz 7.16. Sei U € R™*"™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) U orthogonal,

i) UT ist orthogonal,

iti) Die Spalten von U (und somit auch die Zeilen) bilden eine Orthonormalbasis des R™.

21 Jorgen Pedersen Gram, 1850-1916

22Ehrhart Schmidt, 1876-1959
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8 Homogene Koordinaten, Quaternionen und Projektionen

Definition 8.1 (Homogene Koordinaten). Jedem Punkt x = (x1,...,2,)T € R" wird der Punkt im R"*!
mit den Koordinaten (x1,...,2,,1)T zugeordnet. Diese Koordinaten heiffen homogene Koordinaten von x.
Beim Rechnen mit homogenen Koordinaten wird jedem Punkt (z1,...,2n, Tpe1)T € R?TH 2,01 # 0, der
Punkt (x1/Zp41, -, @n/Tnt1)T € R™ zugeordnet.

Beispiel 8.2. Der Punkt (—1,2)T € R? entspricht in homogenen Koordinaten dem Punkt (—1,2,1)T € R3,
bzw. den Punkten (—\, 2\, \)T € R3, X #£ 0.

Bemerkung 8.3.

i) Seit = (ti,t2)T € R2. Die Translation Ty : R? — R? um t mit Ty(x) = x + t lisst sich in homogenen
Koordinaten darstellen als

1 0 t X1 T+t
0 1 to] - |x2| =1[2x2+12
0 0 1 1 1

ii) Die Rotation rotg : R — R? um den Ursprung mit Winkel § ldsst sich in homogenen Koordinaten
darstellen als

cosf) —sinf O T cosfx1 —sinf xo
sinf  cosf O] -[ax] = |sinfxy+cosbxs
0 0 1 1 1
iii) Die Rotation um den Punkt v = (v, v2)T mit Winkel 6 lésst sich in homogenen Koordinaten darstellen
als

1 0 v cosf@ —sinf O 1 0 —un T
0 1 wy sinf cosf 0 0 1 —wa| - |z
0 0 1 0 0 1 00 1 1

cos —sinf —cosBvy +sinfbuvy + v T

= | sinf cosf —sinfBuvy —cosBuvy+uvy |- |z

0 0 1 1

iv) Seit = (t1,t2,t3)T € R3. Die Translation Ty : R® — R? um t mit T3 (x) = x+t liisst sich in homogenen
Koordinaten darstellen als

1 0 0 t1 Iy x1 + 11
0 1 0 ¢t To | | matta
0 0 1 t3 ' 3 | | x3+ts
0 0 0 1 1 1

v) Die Rotation um die z3-Achse mit Winkel 6 lasst sich mittels homogenen Koordinaten darstellen als

cosf —sinf 0 O T cosfxy —sinf xo
sinf cosf 0 O xo | [sinfz; + cosbxy
0 0 1 0 I3 o T3
0 0 0 1 1 1

Entsprechend lassen sich die Rotationen um die x1- oder xs-Achse darstellen. Mittels Verkniipfungen
von Rotationen und Translationen lassen sich somit Rotationen um beliebige Achsen durch Matrix-
multiplikationen ausdriicken.

Bemerkung 8.4. Eine Rotation in R? = C um den Ursprung mit Winkel 0 kann auch als Multiplikation
mit der komplexen Zahl el = cos + isin@ aufgefasst werden.
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Definition 8.5 (Quaternionen). Die Quaternionen sind der 4-dimensionale R-Vektorraum
H={a+bi+cj+dk:a,b,cdeR},
zusammen mit einer Multiplikation, geméss den iiblichen Rechenregeln in R und den speziellen Rechenregeln
==k =1ijk=-1
fiir die Zahlen i, j, k.

Bemerkung 8.6. Fiir die Multiplikation in H gilt das Assoziativgesetz und das Distributivgesetz, nicht aber
die Kommutativitdt. Insbesondere gilt

ij=k=—ji, jk=i=-kj, und ki=j=—ik

Die Quaternionen bilden einen sogenannten Schiefkorper, d.h. zusammen mit den Verknipfungen + und -
haben sie alle Eigenschaften eines Korpers, bis auf die Kommutativitit der Multiplikation.

Definition 8.7 (Konjugation und Norm in H). Seir =a + bi+ ¢j+ dk € H. Dann ist

i) T=a—bi—cj— dk konjugiert zu r,

ii) ||r|l = Va® + b2 + 2 + d% die Norm von r.
Bemerkung 8.8. Firr,s € H gilt:
i) |Irll = V7,
il) 7§ =35T.
iii) [|rs]l = llr|llisl,
)

iv

Firr#0idstr—t = HTFHQ (multiplikatives) Inverses zu r.

Satz 8.9. SeiIm(H) = {zi+yj+zk:2,y,2 € R} und seir =a+bi+cj+dk € H\ {0}. Die Abbidung
R, : Im(H) — Im(H) mit R,(p) = rpr~! ist bijketiv und es gilt

i) Ry = R, fir alle A € R\ {0},
( ) (Rr—1)¢

(R11) = Identitdt,

i)
ii)
iii)
iv) R.o Ry = R,.s.

Satz 8.10. Sei Im(H) = {zi+yj+zk:z,y,2 € R} und seir =a+bi+cj+dk e H\ {0}.

i) Identifiziert man p = zi+yj+zk € Im(H) mit dem Vektor (z,y, z) € R3, dann beschreibt R, : R3 — R3
eine Rotation, und zwar fir ||r|| =1 ist R, die Rotation um {Av : A € R} mit den Winkel 6, wobei

v =(b,e,d)T wund 0 = 2arccos(a) = 2arcsin(|[v]).

ii) Ist umgekehrt v = (vi,ve,v3)T € R3 ein Punkt mit ||v|| = 1, dann ldsst sich die Drehung um die
Drehachse {\v : A € R} mit dem Winkel 0 darstellen als die Abbildung R,, wobei

r = cos(¢/2) + sin(¢/2) vy i+ sin(¢/2) va j + sin(p/2) vs k

ili) Somit lisst sich die Hintereinanderausfihrung von "Drehungen” (R, o Rs)(p) durch Quaternionenmul-

tiplikation rsps—1r—' ausdricken.
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Definition 8.11 (Zentralprojektion im R™). Sei A = {x € R" : (a,x) = b} mit a € R"\ {0} und b € R
die Abbildungsebene (Projektionsebene, Betrachtungsebene) , und sei v € R™ der Betrachtungspunkt (das
Projektionszentrum) mit v ¢ A. Unter der Zentralprojektion Z, : R™ — A versteht man die Abbildung, die
jedem Punkt p € R™ den Schnittpunkt p’ (falls vorhanden) der Geraden durch p und v mit A zuordnet.

Satz 8.12. Ist die Gerade durch p und v nicht parallel zu A, d.h. {(a,p — v) # 0, dann gibt es einen
eindeutigen Schnittpunkt p’, fir den gilt:

-b -b
po(pot), (v,
<a,p—v> <a,p—v>
Satz 8.13 (Darstellung der Zentralprojektion in homogenen Koordinaten). Sei a = (a, —b)T € R und

A= {z e R" : (a,x) = 0} die Abbildungsebene in "homogenen” Koordinaten. Sei vV = (v,1)T € R+ der
Betrachtungspunkt und p = (p,1)T € R"*L. Dann ist

Zﬂ"(ﬁ) = <§7ﬁ>V - <au V>§ = (V al-a'v In+1)ﬁ°
Hierbei bezeichnet 1,41 die (n+ 1) x (n + 1)-FEinheitsmatriz.

Bemerkung 8.14. Fir n = 3 erhdlt man

—(agvy + agv3 + agvy) agvy azvy ayvy
Zr(P) = a1v2 — (@171 + a3vg + ayvy) o %sv2 a4v2 P.
a 03 aov3 — (@1 + Ao + agvy) a,v3
@17y a7y a3vy —(@1v1 + @gvy + a@3vy)

Definition 8.15 (Parallelprojektion im R™). Sei A = {x € R" : (a,x) = b} mit a € R"\ {0} und b € R
die Abbildungsebene (Projektionsebene, Betrachtungsebene) , und sei v € R" die Projektionsrichtung mit
(a,v) # 0. Unter der Parallelprojektion P, : R™ — A versteht man die Abbildung, die jedem Punkt p € R™
den Schnittpunkt p’ (falls vorhanden) der Geraden durch p und Richtung v mit A zuordnet.

Satz 8.16. Ist die Gerade mit Richtung v nicht parallel zu A, d.h. (a,v) # 0, dann gibt es einen eindeutigen
Schnittpunkt p’, fiir den gilt:
I <<a7 p> _ b)
pP=p—(—F— )V

(a,v)

Satz 8.17 (Darstellung der Parallelprojektion in homogenen Koordinaten). Sei a = (a, —b)T € R"*! und
A= {x e R"! : (a,x) = 0} die Abbildungsebene in homogenen Koordinaten. Sei Vv = (v,0)T € R*"*! die
Projektionsrichtung und p = (p,1)T € R"*L. (Die Punkte auf der Geraden p + v besitzen die homogenen
Koordinaten p + A\v). Dann ist

Pr(p)=@p)v-@v)p=(va —a’' v I,1)p.

Bemerkung 8.18. Fiirn =3 erhdlt man

—(@yvg + a3v3) apTy a3 ayT
— a7y — (@171 + a3v3) T3Tg Ty _
Pr(®) = a1vg a3 — (@171 + @272) ayvg P
0 0 0 — (@171 + @y + agv3)

Bemerkung 8.19. Parallelprojektion ist nur ein Spezialfall der Zentralprojektion. Der Betrachtungspunkt
liegt bei der Parallelprojektion im Unendlichen. Betrachtet man die beiden Matrizen, so erhdlt man die Matriz
fiir die Parallelprojektion aus der entsprechenden fir die Zentralprojektion, indem man vy = 0 (allgemein
Va1 = 0) setzt.

48



9 Determinanten und Eigenwerte

Notation 9.1. Fiir eine n x n-Matrix A € K”*" und 4,5 € {1,...,n} bezeichnet A*7 ¢ K(»~1x("=1) die
(n—1) x (n — 1) Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Definition 9.2 (Determinante, Entwicklungssatz von Laplace®®). Sei A = (a; ;) € K"*". Die Determinante
von A, bezeichnet mit det(A), ist eine Zahl aus K, die wie folgt rekursiv definiert ist:

i) Ist n =1, so ist det(4) = aq1.
ii) Fiir n > 1 und einen Zeilenindex i € {1,...,n} ist

det(A) =Y (1) - a;; - det(A")
j=1
= (=1)"a;; det(A*Y) 4+ (=1)" 2 a;9 det(A™?) +--- 4+ (=1)"F " a;,, det(A™™).

(Entwicklung nach der i-ten Zeile)

Beispiel 9.3.

i) Fiir A = <“11 al?) ist

az1 Q22
det(A) = a110G22 —A120a21.

Dies entspricht dem (orientierten) Flidcheninhalt des von den Spaltenvektoren aufgespannten Paralle-

logramms.
2 1 3
ii) Sei A= (4 0 5 |.Entwicklung nach der 2-ten Zeile (also i = 2) ergibt
7 6 8

det(A) = (=1)*" 4 det(A%") + (—1)*72 0 det(A?) + (=1)°T? 5 det(A%?)

() EXA(EH)

= —4(8—18) —5(12—7) =40 — 25 = 15.

Satz 9.4. Fir A € K" ist det(A) = det(AT). Insbesondere kann det(A) auch durch Entwicklung nach der
j-ten Spalte berechnet werden, d.h. fir j € {1,...,n} ist

n

det(4) = > (1) q;; det(A").

i=1
0 1 3

Beispiel 9.5. Sei A= |1 2 5 |.Entwicklung nach der 1-ten Spalte (also j = 1) ergibt
2 5 13

det(A) = (=1)""1 0 det (A" ") + (—=1)*T 1 det (A% ") + (=1)°T" 2 det(4®")

(s ) (3 D)

=—(13-15)+2(5—-6) =0.

23Pierre-Simon Laplace, 1749-1827
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Satz 9.6 (Eigenschaften der Determinante).

i) Die Determinante einer (oberen oder unteren) Dreiecksmatriz ist gleich dem Produkt ihrer Diagonal-
elemente. Insbesondere ist det(l,) = 1.

ii) Die Determinante ist alternierend, d.h. bei Vertauschen zweier Zeilen dndert sich das Vorzeichen der
Determinante.
iii) Die Determinante ist linear in jeder Zeile, d.h. seien ai,...,a, € K" Zeilenvektoren und sei v ein

weiterer Zeilenvektor, A € K. Dann ist

a aj aj
det |a;,+v ]| =det| a; | +det| v

an an an

und

det | Aa; | =\ | a;

Bemerkung 9.7. Wegen det(A) = det(AT) gelten die Eigenschaften ii) und iii) aus Satz 9.6 auch, wenn
man ,Zeile“ durch ,Spalte” ersetzt.

Korollar 9.8. Sei A € K™*" und A € K.
i) Enthdlt A eine Zeile (Spalte) mit lauter Nullen, dann ist det(A) = 0.
i) Enthdlt A zwei gleiche Zeilen (Spalten), dann ist det(A) = 0.

iii) Addition des A-fachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) dndert die Determinante
nicht.

iv) Sind die Zeilen (Spalten) von A linear abhdngig, dann ist det(A) = 0.
v) det(AA) = A" det(A).

Bemerkung 9.9. Aufgrund von Satz 9.6 i),4i) und Korollar 9.8 iii) lisst sich die Determinante auch be-
rechnen, indem man die Matriz mit dem Gaufs-Algorithmus auf Dreiecksform (Zeilenstufenform) bringt.

2 1 3
Beispiel 9.10. Sei A= |4 0 5
7 6 8

2 1 3 2 1 3 2 1 3

4 0 5|—-(0 -2 -1|]—-(0 -2 -1

7 6 8 0o 2 -2 0o o -

Also det(A) =2+ (=2) - (—15/4) = 15.
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Satz 9.11. Fir A € K"*" sind die folgenden Aussagen dquivalent:
i) A ist requldr (invertierbar).
ii) Die Zeilen (Spalten) von A sind linear unabhdngig.
i) 1g(4) =
iv) det(A) # 0.

Satz 9.12. Seien A, B € K"*™. Dann ist det(A-B) = det(A)-det(B). Im Allgemeinen ist aber det(A+ B) #
det(A) + det(B).
Korollar 9.13.

i) Sei A € K™ regulir. Dann ist det(A™1) = #(A)'
i) Sei U € K™*™ orthogonal. Dann ist | det(U)| = 1.

Definition 9.14 (Eigenwert, Eigenvektor). Sei A € K"*™. A € K heift Figenwert der Matrix A (bzw. der
linearen Abbildung A : K® — K"), wenn es einen Vektor u € K™, u # 0, gibt, so dass

Au=\u.

u heifst Figenvektor zum Eigenwert .

(1) (1)> (Spiegelung an der 45-Grad Achse). 1 und —1 sind die Eigenwerte von A.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind alle Vektoren der Form (o, )T, a # 0. Die Eigenvektoren zum
Eigenwert —1 sind alle Vektoren der Form (—«, )T, a # 0.

Beispiel 9.15. Sei A = <

Bemerkung 9.16. Sei A € K"*". \ € K ist Figenwert von A genau dann, wenn es u # 0 € K" gibt mit
(A= XI,)u=0,

d.h. falls die Spaltenvektoren von A — X1, linear abhdingig sind, was wiederum dquivalent dazu ist, dass
det(A—AI,)=0

Definition 9.17 (Charakteristisches Polynom). Sei A € K™*™. Dann ist
Xa(A) =det(A— A1)

ein Polynom vom Grad n in A. Es heillt das charakteristische Polynom von A. Die Nullstellen A € K von
x4(A) sind die Eigenwerte von A.

Beispiel 9.18.
. . 0 1 .
i) Sei A = <1 0). Dann ist

xa(A) = det(A — N I5) = det ( B

RS
N
I
>
N
N~~~

=X -1=A+1)\-1).
Die Eigenwerte von A sind 1 und —1.

ii) Sei A = I,. Dann ist
xa(A) =det(I, — AI,) = (1 —X)".

Eigenwert von I,, ist nur 1.
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Satz 9.19. Sei A = (a;;) € K"*" und sei
xA(\) =det(A—AL,) =an A\" + a1 N4 -+ ar A+ ag,
mit a; € K. Dann ist a, = (—1)", ag = det(A) und a,_1 = (=1)" (a1 + a2+ + ann).

Definition 9.20 (Spur). Sei A = (a;;) € K"*". Die Summe der Diagonalelemente von A heifit Spur der
Matrix A und wird mit tr(A) bezeichnet, d.h.

A) = ia“‘.
i=1

Bemerkung 9.21. A und AT haben das gleiche charakteristische Polynom.

Bemerkung 9.22. Sei A € K"*™, und sei A € K Figenwert von A. u # 0 ist Eigenvektor zum Eigenwert

A genau dann, wenn
(A= XIL,)u=

Somit ist die Menge aller Figenvektoren zum Figenwert A gegeben durch die von Null verschiedenen Lésungen
des homogenen Gleichungssystems (A — A1) x = 0, was wiederum gleich der Menge Kern(A — A I,,) \ {0}
1st.

Definition 9.23 (Eigenraum). Sei A € K"*", und sei A € K Eigenwert von A. Kern(4 — A1) = {u €
" (A= XI,)u = 0}, d.h. die Menge aller Eigenvektoren zum Eigenwert A (plus den Nullvektor), heifst
FEigenraum zum Eigenwert .

Bemerkung 9.24 (Bestimmen der Eigenwerte und Eigenriume/-vektoren). Sei A € K™*™,
i) Berechne das charakteristische Polynom x a(\).
ii) Bestimme alle Nullstellen A1, ..., A\ € K von xa()N).

ili) Fir Ai,..., A\, bestimme man die Eigenrdume, d.h. Kern(A — X\; I,,) = {u € R": (A - X\; I,,)u = 0},
1<i<k.

0 1

Beispiel 9.25. Sei A = <1 0

>. A hat die beiden Eigenwerte Ay = 1 und Ay = —

i) A1 = 1. In diesem Fall ist A — Xy I = <_11 _11>, und

Kern(A — Ay I) = {x € R (11 11> x = 0}
= {(@a)T - a €R}.

ii) A2 = —1. In diesem Fall ist A — Ay [y = <1 1), und
Kern(A — Ay I3) = {ngQ ( D X=O}
={(—o,a)T:a e R}

Bemerkung 9.26. Sei U € K" K = R oder K = C, eine orthogonale Matriz. Dann gilt fir jeden
Eigenwert A von U
(Al = 1.
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Definition 9.27 (Ahnliche Matrizen). Zwei Matrizen A, B € K"*™ heiflen dhnlich, falls es eine reguliire
Matrix C' € K"*" gibt mit
B=C"'AC.

Bemerkung 9.28. Seien A,B € K"*" dhnliche Matrizen und B = C~1 AC mit C € K™ reguldre.
Dannist fir m € N
Bm=C"tA™C.

Satz 9.29. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.

Definition 9.30 (Diagonalisierbarkeit). Eine Matrix A € K"*" (bzw. eine lineare Abbildung A : K" — K")
heilt diagonalisierbar, falls es eine regulire Matrix C' € K™*" gibt, so dass C~! A C eine Diagonalmatrix ist,
d.h. A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix.

Satz 9.31. FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhdngig.
Satz 9.32. Sei A € K"*"™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) A ist diagonalisierbar.

ii) Es gibt eine Basis des K™ bestehend aus Eigenvektoren von A.

ili) Das charakteristische Polynom x a(\) zerfallt iber K in Linearfaktoren, d.h. es gibt A1,..., A, Ai # A,
firi # j, und m; € N mit
XA(A) = (1" (A= A)™ - (A= A2)™2 o (A= Ap)™,
und m; = dimg Kern(A — \; I,), 1 < @ < k,d.h. die algebraische Vielfachheit (m;) ist gleich der
geometrischen Vielfachheit (dimg Kern(A — \; I,)) fir alle Eigenwerte.

Satz 9.33. Jede symmetrische reelle Matriz A € R™*" ist diagonalisierbar, und es gibt sogar eine Ortho-
normalbasis des R™ bestehend aus Figenvektoren von A. Insbesondere gibt es eine orthogonale Matriz U, so
dass UT AU eine Diagonalmatriz ist.

Definition 9.34 (Positiv (negativ) definit). Sei A € R™*™ symmetrisch. A heift positiv definit, falls
xTAx > 0 fiir alle x € R™ \ {0}.

Ist hingegen
xTAx < 0 fiir alle x € R\ {0},

dann heillt A negativ definit.
Gilt statt > nur > 0, bzw. statt < nur <, so heiflen die Matrizen positiv semi-definit, bzw. negativ
semi-definit. Trifft keine der Bedingungen zu, heisst die Matrix indefinit.

Bemerkung 9.35. Fine Matriz A ist genau dann positiv (semi)definit, wenn — A neagtiv (semi)definit ist.

Satz 9.36. Eine symmetrische Matriz A ist genau dann positiv (negativ) definit, wenn alle Eigenwerte von
A positiv (negativ) sind. Sie ist genau dann positiv (negativ) semi-definit, wenn alle Eigenwerte von A > 0
(<0) sind.

Satz 9.37 (Hurwitz?*-Kriterium). Fine symmetrische n x n-Matriz A = (a; ;) € R"*" ist genau dann

24 Adolf Hurwitz, 1859-1919
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i) positiv definit, wenn fir 1 <m <n gilt:
det ((aij)Tj:l) > 0.
ii) negativ definit, wenn fir 1 < m <n gilt:

det ((ai;)i%=,) <O fiir m ungerade unddet ((a;;)"—1) > 0 fir m gerade.

Definition 9.38 (Stochastische Matrix, Markov®°-Matrix). Eine Matrix A = (a;;) € R"*" heifit stochasti-
sche Matrixz oder Markov-Matrix falls

i) alle Eintrége nichtnegativ sind, d.h. a;; > 0,1 <4,j <n, und
ii) die Summer der Eintrége in jeder Spalte gleich eins ist, d.h. >/ a;; =1 fir 1 < j <n.

Satz 9.39. Sei A eine stochastische Matrix. Alle Eigenwerte von A sind von Betrag kleiner gleich 1, und
sie hat immer den Eigenwert 1. Zum Figenwert 1 gibt es immer einen Eigenvektor mit nichtnegativen Kom-
ponenten.

25 Andrej Andrejewitsch Markov, 1856—1922
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10 Gruppen, Ringe, Korper

Definition 10.1 (Gruppe (vergl. Def. 3.41)). Sei G eine nichtleere Menge, und sei ® : G X G — G mit
(z,y) = x ® y eine Abbildung (Verkniipfung).
(G, ®) heillt Gruppe, wenn die folgenden Bedingungen 1.-3. erfiillt sind:

1. Fiir alle z,y,z € G gilt: (2 ®@y)® 2 =12 ® (y® 2) (Assoziativgesetz).
2. Es gibt ein neutrales Element e € G, so dass fir alle x € G gilt: eR®r =2 Q@ e = z.

3. Zu jedem x € G gibt es ein inverses Element 2’ € G, so dass r ® 2’ = 2’ @ x = e. 2’ wird auch mit z~*
bezeichnet.

e Gilt zusiitzlich r @ y = y ® z fiir alle 2,y € G, dann heifit (G, ®) kommutative (abelsche®®) Gruppe.

Beispiel 10.2. (siehe auch Kapitel 3)

o (Z,+),(Q,+), (R, +) sind kommutative Gruppen mit neutralem Element 0, und fiir a ist —a das inverse
Element.

(Q\ {0}, ) ist kommutative Gruppe mit neutralem Element 1, und fiir a € Q\ {0} ist 1/a das inverse
Element. Ebenso ist (R \ {0}, -) kommutative Gruppe.

(Sn,0) ist Gruppe mit neutralem Element idy . 3, und das inverse Element von o € S,, ist durch die
Umkehrabbildung gegeben. S,, ist nicht kommutativ fiir n > 3.

(Z, @) ist kommutative Gruppe mit neutralem Element [0],,, und fiir [a],, € Z,, ist [—a], = [m—a]m
das inverse Element.

(Z4 \ {[0]4}, ®) ist keine Gruppe, aber (Zs \ {[0]5}, ®) ist kommutative Gruppe.

(K™, +) (also insbesondere (R™, +)) ist eine abelsche Gruppe fiir einen Kérper K.

GL(n,R) = {4 € R"*™ : det A # 0} ist eine Gruppe mit der t{iblichen Matrizenmultiplikation.
Satz 10.3. Sei (G,®) eine Gruppe, und seien x,y € G.

i) Es gibt genau ein g € G mit x ® g =y und genau ein h € G mit h@ x = y.

ii) Esgilt (r@y) t=y st

Definition 10.4 (Untergruppe). Sei (G,®) Gruppe. Eine nichtleere Teilmenge U C G heilt Untergruppe
von G, falls U mit der Verkniipfung ® die Gruppeneigenschaften erfiillt. (U, ®) ist also selbst wieder eine
Gruppe. In diesem Falle schreibt man (U, ®) < (G, ®), bzw. nur U < G.

Satz 10.5 (Untergruppenkriterium (vergl. Satz 5.6)). Sei (G,®) Gruppe und U C G. U ist genau dann
Untergruppe von G, falls U # 0 und x @ y~* € U fiir alle z,y € U.

Beispiel 10.6.
e Seim e Nund mZ ={m-z:z¢€Z}. Dann ist (mZ,+) < (Z,+).
o Jeder lineare Teilraum (Untervektorraum) von R™ ist eine Untergruppe von (R™, +).

e SL(n,R) = {A € R"*" : det A = 1} ist eine Untergruppe von GL(n,R).

26Njels Abel, 1802-1829
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Notation 10.7.

i) Sei (G, ®) Gruppe mit neutralem Element e, und sei z € G. Fiir k € Z versteht man unter

TRIRQ - QT k>1,
—_———
k—mal
F="{e k=0,

rierle. .zt k< -1

k—mal

ii) Fir z € G sei
<z>={2":kez}.

Bemerkung 10.8. Sei (G,®) Gruppe und x € G. Dann ist <z >< G.

Definition 10.9 (Zyklische Gruppe). Eine Gruppe G heifit zyklisch, falls ein € G existiert mit G =< x >,
d.h. es gibt ein Element = € GG, welches die Gruppe erzeugt.

Beispiel 10.10.
® (Zy+) =< 1>, (L, +) =< U1 >.
o (Zs\ {[0]5},®) =< [2]5 > (vergl. Satz 3.45)
e <2>={2":kezZ}=1{., i, %, 1,2,4, ...} ist eine zyklische Untergruppe von (Q, -).

Definition 10.11 (Ordnung einer Gruppe / eines Elements). Sei (G,®) eine Gruppe. Die Anzahl der
Elemente von G, bezeichnet mit |G|, heift die Ordnung der Gruppe (unendlich mdéglich). Fiir z € G heift
| <z > | die Ordnung von x.

Beispiel 10.12.
e |Z| =
e |Zy| =m, und in (Zg, ®) ist | < [2]¢ > | = 3.
Bemerkung 10.13. Sei (G,®) Gruppe mit neutralem Element ec. Sei |G| endlich und sei x € G. Dann ist
| <z>|=min{n e N: 2" =eg}.

Definition 10.14 (Nebenklassen). Sei (G, ®) Gruppe, und sei U < G Untergruppe von G. Die Relation R
auf G mit
tRys s 'oycl (syczal)

ist eine Aquivalenzrelati9n (vergl. Def. 2.5). Hierbei ist 2 ® U = {x ® u : u € U}. Die durch diese Aquiva-
lenzrelation definierten Aquivalenzklassen [z]g = x ® U heiffen (Links-) Nebenklassen von U bzgl. G.

Definition 10.15 (Index einer Untergruppe). Sei (G, ®) Gruppe, und sei U < G Untergruppe von G. Die
Anzahl der Nebenklassen von U bzgl. G heifit Index von U in G und wird mit |G : U] bezeichnet.

Satz 10.16 (Lagrange®”). Sei G endliche Gruppe, und sei U < G Untergruppe von G. Dann ist
Gl =U|-|G:UJ.

Insbesondere ist die Ordnung einer Untergruppe Teiler der Gruppenordnung.

27 Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813
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Satz 10.17 (Euler®®). Sei G endliche Gruppe, und sei x € G. Dann ist | < x > | ein Teiler von |G]|.
Korollar 10.18. Sei G endliche Gruppe mit neutralem Element e, und sei © € G. Dann ist z!¢! = e.

Satz 10.19 (Kleiner Satz von Fermat®’, siche Satz 3.32). Seia € Z, und sei p Primzahl mit ggT(p,a) = 1.
Dann ist
a?~! = 1modp.

Satz 10.20 (Chinesischer Restsatz). Seien mq,...,m, € N mit ggT(m;,m;) =1 fir1 <i# j <n, und
seien ay, ..., a, € Z. Dann gibt es ein x € Z mit

r=a;modm;, 1<1i<n.
x ist modulo m = mq - mo - ... m, eindeutig bestimmit.
Bemerkung 10.21 (Bestimmen einer Losung).
o Firk=1,...,n sei My =m/my.
e Dann ist ggT (Mg, mi) = 1 und es gibt ein Ny, € Z mit Ny, - My = 1 mod my, (siche Lemma 3.24).
e Seix =Y a;M;N;.

Beispiel 10.22. Gesucht ist eine Zahl x € Z, die bei Division durch 3 den Rest 2 ldsst, bei Division durch 5
den Rest 3, und bei Division durch 7 den Rest 2, d.h. gesucht ist x € Z mit x = 2mod 3, z = 3mod 5 und
r =2mod?7.

emy=3,a1 =2, me=>5a,=3,m3="17,a3 =2, m=105.

o M; =35, My =21, M3 =15.

e Ny =2, Ny=1, N3 =1.

e r=2-35-24+3-21-142-15-1=233.

e Jede Zahl der Form 233 4 z - 105, z € Z, ist Losung; also ist die kleinste positive Losung 23.

Definition 10.23 (Ring). Sei R eine nichtleere Menge, und seien +,- : R x R — R mit (z,y) — = +
y (Addition), bzw. (z,y) — =z -y (Multiplikation) Abbildungen. (R,+,-) heift Ring, wenn die folgenden
Bedingungen 1.—4. erfiillt sind:

1. (R,+) ist kommutative Gruppe. Das neutrale Element von (R, +) wird mit 0 bezeichnet.
2. Assoziativitat bzgl. Multiplikation, d.h. fiir alle x,y, z € R gilt

(-y)z2=2-(y-2).

3. Bzgl. der Multiplikation existiert ein Einselement, bezeichnet mit 1, so dass gilt: 1 -z =z -1 = x fir
alle x € R.

4. Distributivgesetze: Fiir alle z,y, z € R gilt

z-(y+z)=z-y+x-zund (z+y)-z2=z-2+y- 2.

5. R heilt kommutativer Ring, wenn zusétzlich -y = y - x fiir alle 2,y € R gilt.

28T ,conhard Euler, 1707-1783
29Pjerre de Fermat, 1601-1665
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Beispiel 10.24.
e Jeder Korper (vergl. Def. 3.43) ist ein Ring.
e (Z,+,-) ist ein Ring (aber kein Kérper).
o (Zy,,®,®) ist ein Ring (aber i.A. kein Korper, vergl. Satz 3.45).

o Z[i] = {a+bi:a,be Z} ist ein Ring mit der gewdhnlichen Addition und Multiplikation von komplexen
Zahlen. Er heifft Ring der Gauf’schen ganzen Zahlen.

Definition 10.25 (Polynomring). Sei (R,+,-) ein Ring, und seien ag, a1, ...,a, € R. Die Abbildung f :
R — Rmit f(z) = ay, 2" +ap_12" 1 + -+ + a1 -2+ ap heilt Polynomfunktion oder kurz Polynom. a;
heifsen die Koeffizienten des Polynoms.

Der grofite Index i mit a; # 0 heikt der Grad von f und wird mit grad(f) bezeichnet. Ist agaq(r) = 1,
dann heisst f normiert.

Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten aus R wird mit R[x] bezeichnet. Mit den Verkniipfungen

(p® q)(z) =p(z) + q(z) und (p © q)(x) = p(z) - q(x),

p,q € R[z] ist (R[z],®,®) (oder auch nur R[z]) ein Ring und heift Polynomring. Statt &, ® schreibt man
oft auch nur +, -.

Beispiel 10.26. R[xz] ist der Ring aller Polynome mit Koeffizienten aus R. Sei p(r) = 222 — 2 + 3 und
q(z) = 2° + 32% — 422 + 62 + 2. Dann ist

(p+q)(x) = (22° — 2+ 3) + (2° + 32° — 42” + 62 + 2)
=25+ 32% — 222 + 52 + 5,

(p-q)(x) = (22> — 2+ 3) - (2" + 32° — 42® 4 62 + 2)
=2¢" — 25 + 925 — 112 + 2523 — 1422 + 162 + 6.

Bemerkung 10.27. Sei (R, +,+) Ring. Ist (R\{0}, ") eine kommutative Gruppe, dann heifit (R,+,-) Kéorper
(siehe Def. 3.43). Jeder Kérper ist also ein Ring, aber nicht umgekehrt.

Satz 10.28 (Polynomdivision). Sei K Kérper und K[z] der zugehorige Polynomring. Fir f,g € K|z],
grad(g) > 1, gibt es ¢, € K[z] mit

f=4q-g+r und grad(r) < grad(g).
Man schreibt auch r = f mod g (vgl. Def.3.20)

Definition 10.29 (ggT von Polynomen). Sei K Korper und K[z] der zugehorige Polynomring. g € K[z]
heisst Teiler von f € K[z], falls es ein ¢ € K[z] gibt mit f = ¢ - g, also f mod g = 0.

Seien f1, fo € K[z]. Das normierte Polynom mit maximalem Grad, das Teiler von f; und fy ist, heisst
grofiter gemeinsamer Teiler von fi und fo, und wird mit ggT(f1, f2) bezeichnet.

Bemerkung 10.30. Analog zum Euklidischen Algorithmus fiir Zahlen (vgl. Satz 5.22) ldsst sich auch der
geT von Polynomen f1, fa bestimmen, bzw. eine Darstellung des ggT ’s mittels der Polynome f1, fa (s. Bem.
3.25).

Satz 10.31. Sei K Kérper und K[z] der zugehdrige Polynomring. Sei f(z) € K[z], und seia € K. f(x) ldsst
sich genaw dann durch den Linearfaktor z — a € K[z]| teilen, d.h., f(z) = q(z) - (x — a) fir ein q(z) € K[z],
falls a Nullstelle von f(x) ist, d.h., f(a) =0.
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11 Folgen und Reihen

Definition 11.1 (Folgen). Eine (reelle) Folge ist eine Abbildung a : Ng — R, n — a,, auch geschrieben
als ag, a1, az,.... Die reellen Zahlen a,, heiffen die Glieder der Folge. Die Folge wird auch mit (an)nen,
bezeichnet.

Beispiel 11.2.

1. a, = n%rl ist die Folge 17%7%7....

2. a, = n? ist die Folge 0,1,4,9,16,....

1 2 3

3. ap = )93y 4o

47 ist die Folge 0

n

Bemerkung 11.3. FEine Folge muss nicht mit dem Index 0 beginnen; sie kann etwa auch mit 1 oder jeder
beliebigen ganzen Zahl k beginnen. Man betrachtet dann Funktionen a : N — R oder a : Z>;, — R und
schreibt (an)nen oder (an)nezs, -

Auch kann man als Folgenglieder komplexe Zahlen betrachten. In diesem Fall betrachtet man Funktionen
a:Nyg— C.

Beispiel 11.4.
1. Rekursive Folgen:
a) Sei hg = 2 und fiir n > 1 sei hy, = £(hyp—1 + %). Dies ergibt die Folge 2,1.5,1.416666. ..,
1.414215...,1.414213...,....

b) Sei fo = 1,f1 = 1 und fir n > 2 sei f, = fn_1 + fu_2. Dies ergibt die Fibonacci-Folge
1,1,2,3,5,8,... (vergl. Beispiel 3.6).

¢) Sei ag = 1 und fiir n > 1 sei a, = n - ap—1. Dann ist a,, = n! (vergl. Bemerkung 3.5).
2. Alternierende Folgen, d. h. die Folgenglieder haben abwechslendes Vorzeichen:

a) a, = (—1)"*! ist die Folge —1,1,—1,1,—1,1,—1,1,....

b) a, = (—1/2)™ ist die Folge 1, f%, i, —%,....

Definition 11.5 (Monotone/beschrankte Folgen).

i) Eine (reelle) Folge (an)nen, heifst monton steigend (bzw. monoton fallend) falls a,, < ap41 (bzw. a, >
any1) fiir alle n € Ny.

ii) Eine (reelle) Folge (an)nen, heifit nach oben beschrinkt, wenn es ein C' € R gibt, so dass a,, < C fiir
alle n € Ny. Entsprechend heifit eine Folge nach unten beschrinkt, wenn es ein ¢ € R gibt, so dass
a, > c fir alle n € Nj.

iii) Eine (reelle) (ap)nen, heilt beschrankt, wenn sie nach oben und unten beschrankt ist, d.h. wenn es ein
M € R gibt, mit |a,| < M fir alle n € Ny.

Definition 11.6 (Konvergenz von Folgen). Eine rellee Folge (a,)nen, heifst konvergent gegen eine Zahl
a € R, wenn es fiir jede (noch so kleine) positive reelle Zahl ¢ > 0 einen Folgenindex ng gibt, so dass alle
Folgenglieder mit n > ng in dem Interval (a — €,a + ¢€) liegen, d.h.

|an, — a] < € fiir alle n > ng.

In diesem Fall schreibt man

lim a, =a oder a, — a fiirn — oco.
n—oo

a heift der Grenzwert der Folge, und man sagt ,Die Folge (a,)nen, konvergiert gegen a* .
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Beispiel 11.7.

Sei a,, = ;7. Offensichtlich néhern sich die Folgenglieder immer mehr der Zahl 1. Um zu zeigen, dass

1 (tatséchlich) der Grenzwert dieser Folge ist, muf fiir jedes € > 0 ein ng existieren, so dass

|an—1:’nil—1‘<efﬁrallen2no.
Wegen
n -1 1
n+1 S n+1| n+l

kann man in diesem Fall fiir ng irgendeine positive ganze Zahl > 1/e — 1 wihlen.
Bemerkung 11.8.

i) Fine Folge (an)nen, konvergiert gegen eine Zahl a genaw dann, wenn fir jedes € > 0 nur endlich viele
Folgenglieder aufterhalb von (a — €,a + ¢€) liegen.

ii) Der Index ng hangt i. A. immer von € ab; je kleiner e desto grofier ng.

Definition 11.9 (Teilfolge). Sei (an)nen, eine Folge und sei M C Ny mit |M| = co. Dann heifit die Folge
(an)nem Teilfolge von (an)nen,- Sie besteht also aus allen Folgenglieder a,,, deren Index in M liegt.

Beispiel 11.10. Sei a,, = (—1)™ und sei M C Ny die Menge aller geraden Zahlen. Dann ist (ay,,)necnr die Folge
1,1,1,1,1,1,1,1,1,.... Man kann sie auch beschreiben als (a2, )nen,-

Bemerkung 11.11. FEin Folge komplexer Zahlen (an)nen, mit an = xn + 1y, heifit konvergent, falls die
Folgen bestehend aus den Realteilen (x,)nen, und den Imagindrteilen (yn)nen, konvergieren, d.h. es gibt
z,y € R mit x, - x und y, = y fir n — oco. Der Grenzwert der Folge (an)nen, ist dann x +1iy.

Satz 11.12.

1) Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt. Konvergiert eine Folge, so konvergiert auch jede
Teilfolge gegen den Grenzwert.

ii) Jede konvergente Folge ist beschrankt, bzw. jede unbeschrinkte Folge ist nicht konvergent.

Definition 11.13 (Divergente Folgen).
i) Eine Folge, die nicht konvergiert, heiflt divergent.

ii) Eine Folge (an)nen, heilit bestimmt divergent gegen oo, falls lim,_, 1/a, = 0 und ab einem Index
ng gilt a, > 0 fiir n > ng. In diesem Fall schreibt man lim,,_,~ a, = co. Man sagt auch ,,(an)nen,
konvergiert gegen oo*.

iii) Analog heift eine Folge (a,)nen, heilst bestimmt divergent gegen —oo, falls lim, o 1/a, = 0 und ab
einem Index ng gilt a,, < 0 fiir n > ng. In diesem Fall schreibt man lim,,_,, a,, = —0o. Man sagt dann

“

auch ,,(an)nen, konvergiert gegen —oo.

Beispiel 11.14. a,, = (—1)" oder b,, = 2" sind divergente Folgen, und (b, )nen, ist bestimmt divergent gegen
00.

Satz 11.15 (Rechenregeln fiir konvergente Folge). Seien (an)neng, (bn)nen, konvergente Folgen mit den
Grenzwerten a, b, und sei a € C. Dann sind auch die Folgen (& ap)neNg, (@n £ bn)neng,s (an - bn)nen, und
(@n/bn)neNg bn0 (falls b # 0) konvergent mit den Grenzwerten:

lim aa, =aa, lim (a, +b,)=atb,
n— 00 n—oo
. _ iy G @
() = by =
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Satz 11.16. Sei (an)nen, die rationale Folge

o — aknk+ak_1nk_1+~--+a1n+ao
b Bt BT+ Bint By

wobei k,m € Ny und «;, 8; € R mit ap # 0, By, # 0. Dann gilt

0, fir k <m,
. ak/bm,  firk=m,
lim a, =
n—00 0, fir k > m und ay /b, > 0,
—00, fir k > m und ay /by, < 0.

Satz 11.17. Jede beschrinkte und monoton wachsende (oder fallende) Folge konvergiert.
Bemerkung 11.18. Sei x > 0. Die Heron’sche Folge

1 T
hn==1{hn_
B ( 1+hn—1)

konvergiert fiir jeden ,Startwert“ hg > 0 gegen \/x.

Bemerkung 11.19. Fine Folge (ap)nen, mit lim, o a, = 0 heifit Nullfolge . Fir ¢ € R mit |q] < 1 ist
an, = q" eine Nullfolge.

Definition 11.20 (Reihe, Partialsummen). Sei (a,)nen, eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Man
nennt den (formalen) Ausdruck

o0
Zak:ao+a1+a2+~~
k=0

eine (unendliche) Reihe. Die Folge (sn)nen, mit den Folgegliedern

n
Sp = E ag =ag+ai+az+---+ay
k=0

heifit Folge der Partialsummen (oder auch Teilsummen) der Reihe.

Definition 11.21 (Konvergenz von Reihen). Sei >~ ax eine Reihe und (s, )nen, die Folge ihrer Partial-
summen. Ist (s, )nen, konvergent mit Grenzwert s, dann heift die Reihe konvergent mit Grenzwert s, und
man schreibt

Andernfalls heifst die Reihe divergent.
Beispiel 11.22.
1. Die Reihe

x| =

o0
k=1
heiftt harmonische Reihe und ist divergent!.

2. Die Reihe

Sy
2

k=0

ist konvergent mit Grenzwert 2.
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3. Die Reihe
o0
1
> 3
k=1

ist konvergent mit Grenzwert 72 /6.

Satz 11.23. Ist Y ;- ,ai eine konvergente Reihe, dann ist (a,)nen, eine Nullfolge, d.h. lim,_ o a, = 0.
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, siehe z.B. harmonische Reihe.

Satz 11.24 (Geometrische Reihe). Sei g € R oder C. Eine Reihe der Form

oo

k=0

heifit geometrische Reihe, wobei der Index k nicht unbedingt bei 0 beginnen muss. Sei (Sn)nen, die Folge
threr Partialsummen. Dann gilt fir g # 1

1— qn+1

n
k
=Ygt =10
k=0

I—gq
Die geometrische Reihe ist genau dann konvergent, wenn |q| < 1, und in diesem Fall ist

> 1
qu:ﬁ-

k=0

Satz 11.25 (Rechenregeln fiir konvergente Reihen). Seien Y oo g ak, Y peqbr konvergente Reihen, und sei
o € C. Dann sind auch die Reihen Y, o(cvag) und Y oo (ar + by) konvergent, und es gilt

Z(a ar) = aZak,

k=0 k=0
Z(ak + bk) = Zak + Zbk
k=0 k=0 k=0

Definition 11.26. Sei ) .-, a) eine Reihe. Ist die Reihe Y77 |ax| konvergent, dann heift Y77 ar absolut
konvergent.

Bemerkung 11.27. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Bemerkung 11.28. Seien ZZZO ag, ZEOZO by absolut konvergente Rethen. Dann ist auch ihr Cauchy-

Produkt
) k
Z cr mit ¢, = Z a; br_;
k=0 i=0

(absolut) konvergent, und es gilt
o0 [ee] oo
ch = <Zak> <Z bk> .
k=0 k=0 k=0

Definition 11.29 (Alternierende Reihe). Ist (ax)ken, eine alternierende Folge, d.h. die Folgenglieder sind
abwechselnd nicht-negativ und nicht-positiv, dann heifst ZZOZO ar, einen alternierende Reihe.

63



Satz 11.30 (Konvergenzkriterium von Leibniz®"). Sei (ax)ren, eine monoton fallende Nullfolge micht-
negativer Zahlen. Dann konvergiert die alternierende Reihe

Beispiel 11.31.

ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.
Satz 11.32 (Majorantenkriterium). Sei Y.~ ai eine Reihe.
i) Wenn es eine konvergente Reihe Z;o:o br und eine ko € Ng gibt mat
lak| < by fiir alle k > ko,
dann ist die Reihe Y - ar (absolut) konvergent. Y oo by, heifft Majorante fir Y ;- a.
ii) Wenn es eine divergente Reihe Y - b und eine ko € Ny gibt mit
lax| > by > 0 fir alle k > ko,

dann ist die Reihe Y ;- a divergent. Man nennt dann die Reihe Y - by, eine (divergente) Minorante
fiir 325 o .

Satz 11.33 (Quotientenkriterium). Sei Y.~ ai eine Reihe.

i) Wenn es eine Zahl ¢ < 1 und ein ko € Ny gibt, so dass

Q41
ag

< q fiir alle k > kg,

dann ist die Reihe Y~ ax (absolut) konvergent.

il) Wenn es ein ko € Ny gibt, so dass

Q41
ag

> 1 fiir alle k > ko,

dann ist die Reihe Y ;- ay divergent.

30Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz, 1646-1716
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12 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

Definition 12.1 ((Strenge) Montonie von Funktionen). Sei D C R und sei f : D — R eine Funktion.
i) f heilt streng monoton wachsend, falls f(x) > f(y) fiir alle z,y € D mit x > y.
ii) f heilt streng monoton fallend, falls f(x) < f(y) fiir alle z,y € D mit x > y.

iii) Gilt lediglich”f(xz) > f(y), bzw. f(z) < f(y), dann heift die Funktion ,nur“ monoton wachsend,
bzw. monoton fallend.

Definition 12.2 (Beschrianktheit von Funktionen). Eine Funktion f: D — R mit D C R heift beschrinkt,
falls es ein M > 0 gibt mit | f(z)| < M fiir alle x € D.

Definition 12.3 (Rationale Funktionen). Seien p,q € R[z] Polynome. Dann heifit die Funktion f(x) =

p(x)/q(x) rationale Funktion. Sie ist iberall dort definiert, wo das Nennerpolynom ¢(z) # 0 ist.
Beispiel 12.4. Sei
B+ +r+1

z?2 -1 '

fx) =
Sie ist definiert auf der Menge R\ {—1,1}.

Definition 12.5 (Exponentialfunktion). Sei a > 0. Eine Funktion der Form f : R — R mit f(z) = a*
heifst Exponentialfunktion zur Basis a. Ist die Basis die Fulersche Zahl e = 2,7182818284..., dann heifst die
Funktion einfach Ezponentialfunktion (oder auch e-Funktion).

Basis a : 1/2 Basis e
Satz 12.6 (Eigenschaften der Exponentialfunktion). Sei f(x) = a® mit a > 0. Dann gilt:
i) £(0) = 1.
ii) f(x) >0 fiir alle x € R.

iii) Ist a < 1, dann ist f(x) eine streng monoton fallende Funktion. Ist a > 1, dann ist f(x) eine streng
monoton wachsende Funktion. Die Exponentialfunktion ist unbeschrankt.

iv) flz+y) = f(z)- f(y) fir alle x,y € R.
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Definition 12.7 (Logarithmusfunktion). Sei a > 0, a # 1. Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
f:R = (0,00), f(z) = a®, heifst Logarithmusfunktion zur Basis a, und wird mit

log, : (0,00) = R, x> log,(z),

bezeichnet. Ist die Basis e, dann spricht man von dem natirlichen Logarithmus, der mit In(z) bezeichnet
wird.

Basis a = 1/2 Basis e
Satz 12.8 (Eigenschaften der Logarithmusfunktion). Seia >0, a # 1.
i) log,(1) =0 und log,(a) = 1.

ii) Ist a < 1, dann ist log,(z) eine streng monoton fallende Funktion. Ist a > 1, dann ist log,(x) eine
streng monoton wachsende Funktion. Die Logarithmusfunktion ist unbeschrinkt.

i) log, (@ - y) = log, («) + log, (y) fiir 2,y € (0,00).
iv) log,(z%) = b-log,(v), b € R.
Bemerkung 12.9. Seia >0, a # 1. Dann gilt:
i) log,(a”) = x.
i) a7 = bron (@)
iii) log, () = log, () — log,(y).
iv) log,(x) = log(x)/ log(a).
Weiterhin ist In(z) < z — 1 fiir alle x € (0, 00).
Notation 12.10 (Intervalle). Seien a,b € R, a <.
[a,b)) ={x €eR:a < ax<b}
heifst abgeschlossenes Intervall , und
(a,0) ={zr eR:a<z<b}
heift offenes Intervall . Analog definiert man halboffene (bzw. halbabgeschlossene) Intervalle, z.B.
[a,b) ={x € R:a < x < b}.
Uunter [a,00) (bzw. (a,00)) versteht man alle Zahlen > a (bzw. > a).
Definition 12.11 ((Un)gerade Funktionen). Sei D C R und f : D — R eine Funktion.
i) f heiflt gerade, falls f(—z) = f(z) fir alle z, —x € D.
i) f heilt ungerade, falls f(—z) = —f(z) fir alle z, —x € D.
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Definition 12.12 (Periodische Funktionen). Sei f : R — R eine Funktion. f heift periodisch mit Periode
p > 0, falls fiir alle z € R gilt

flp+a)=f(=).

Beispiel 12.13. sin,cos : R — R sind periodische Funktionen mit Periode 27. Desweiteren ist sin ungerade,
und cos ist eine gerade Funktion.

Beispiel 12.14. Sei f : R\ {0} — R mit f(x) = sin(z)

x

Definition 12.15 (Grenzwert einer Funktion). Sei D C R, f: D — R eine Funktion, und sei z* € R. Wenn
es ein y* € R gibt, so dass fiir jede Folge (z,)nen, mit 2, € D\ {z*} und

lim z, =2~
n—oo

gilt, dass die Folge der Funktionswerte (f(x,))nen, gegen y* konvergiert, also
lim f(z,) =y",
n—oo

dann heillt y* der Grenzwert von f fir x gegen x*. Man schreibt dafiir

lim f(z)=y".

T—x*
Hierbei ist auch y* = +o0o erlaubt (siehe (11.13)) und man spricht dann von bestimmter Divergenz.
Beispiel 12.16.
i

lim — = oo.
x—0 |.'1,‘|

ii)
lim 2x+1=11.
r—5

1, z >0

) <0 Dann existiert lim,_, f(z) nicht, d.h. f hat keinen
-1, 2

ili) Sei f: R\ {0} = R mit f(z) = {

Grenzwert fiir  gegen 0.

Definition 12.17 (Rechts-Linksseitiger Grenzwert). Sei D C R, f: D — R eine Funktion, und sei z* € R.
Wenn es ein y* € R gibt, so dass fiir jede Folge (2, )nen, mit z, € D\ {z*}, 2, > 2* (1), und

lim z, =2~
n—oo

67



gilt, dass
lim f(x,) =y~,

n—oo
dann heillt y* der rechtsseitige Grenzwert von f fiir x gegen x*. Man schreibt dafiir

lim f(z)=y".

T—T*+

Analog definiert man den linkssseitigen Grenzwert von f fir x gegen x*, indem man nur Folgen (,)nen,
mit z, € D\ {z*}, z,, < 2* (1), und lim,,_,o z,, = =* betrachet. In diesem Falle schreibt man

: %
Jim f(z) =y
1, T >

0
. Dann gilt
-1 0

Beispiel 12.18. Sei f : R\ {0} — R mit f(z) = {

)

lim f(z) =1 und yl_i}r(r)l_ flx)=—-1

z—0+

Bemerkung 12.19. Es gilt

Jim f(z)=y" & lim f(z)= lm flz)=y"
Satz 12.20 (Rechenregeln fiir Grenzwerte). Seien f,g Funktionen mit ILm* f(@) =9 und llm* glx) = 7.
Dann gilt
i) lim o f(z) =ayg fira € R.

T—T*

i) lim (f(z) +g(z)) =g +7.

T—T*

it) lim (f(2) - g(2)) = § -7

T—T*

iv) lim L8 =2 falls § # 0.

T—xT* g(x)

Definition 12.21 (Asymptotisches Verhalten). Sei f : R — R eine Funktion. Unter dem asymptotischen
Verhalten von f fir x — oo versteht man den Grenzwert (falls existent und +oco sind zugelassen)

lim f(z).

Tr—r00

Analog definiert man das asymptotischen Verhalten von f fir x — —oo als

lim f(z).

r—r—00
Beispiel 12.22.
i)

1
Iim —=0und Iim — =0
T—00 I T——00 I

ii)
lim z° = co und lim z° = —co.
XT—r00 r——00

Beispiel 12.23.

i) limg 00 * = o0 fiir a > 0.
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il) limy_yoo % = 0 fiir a < 0.

)
i) limg o 2™ = (—1)"c0 fiir n € N.
)

iv) Fir a > 0 ist lim,_,,e%® = 0o und lim,_, ., e** = 0.
v) lim, 0 In(z) = 00 und lim, ¢ In(z) = —oco.

Definition 12.24 (Stetigkeit). Sei D C R, f : D — R eine Funktion, und sei * € D. f heiflt stetig im
Punkt x*, falls

lim f(z) = f(z"),

T—T*
d.h. der Grenzwert lim,_,,» f(z) existiert und ist gleich f(z*). Dies bedeutet, fiir jede Folge (zn)nengs
ZTpn € D\ {2*}, mit lim,,— o0 x, = 2* gilt

lim f(r,) = f(lim x,) = f(a*).

Ist die Funktion f in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches D stetig, dann heifit f stetig.

Bemerkung 12.25. Stetigkeit von f : D — R in x* bedeutet also, dass fir x ,in der Nihe von® z* auch
f(x) ,nahe” an f(x*) ist. Genauer: Zu jedem § > 0 existiert ein € > 0 mit

|f(z) — f(z*)] < ¢ fiir alle x € D mit |z — 2| < e.

Beispiel 12.26.
i) Jede konstante Funktion ist stetig.
ii) f:R— Rmit f(x) =z ist stetig.

ili) f:R — R mit f(x) = |z] ist nicht stetig in z € Z. Hierbei ist || die grofte ganze Zahl kleiner oder
gleich x.

iv) f:R — R mit f(x) = |z| ist stetig.

-1, =z <0,
v) f:R—=Rmit f(z) =10, x=0, istnicht stetig im Punkt 0.
1, x>0

Bemerkung 12.27. Die Exponentialfunktionen, die Logarithmusfunktionen, sin(z), cos(x), oder auch \/x
sind stetig.

Satz 12.28. Seien f(x),g(x) Funktionen, die in x* stetig sind. Dann sind auch die Funktionen

af(x) mitw € R, f(z)£g(x), f(z)- g(z),

f(@) alls g(x*
Sy falls a(a) 0,

stetig in x*. Ist die Verkniipfung f(g(x)) der beiden Funktionen definiert, dann ist auch f(g(x)) stetig in x*.

Beispiel 12.29.
i) Jedes Polynom ist stetig.

ii) Alle rationalen Funktionen sind in ihrem Definitionsbereich stetig.
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iii) f:R\ {0} - R mit f(z) =1/ ist stetig.
iv) f:R— Rmit f(x) = [22% — 2] ist stetig.
v) f:R — R mit f(z) = esin( cos@)+2”) igt stetig.

Satz 12.30 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b)
an, d.h.

fir jedes y € [f(a), f(b)] (bzw. y € [f(b), f(a)] falls £(b) < f(a)) gibt es ein x € [a,b] mit f(z) =y.

Satz 12.31 (Weierstralt®'). Jede auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetige Funktion f : [a,b] — R
nimmt auf diesem Intervall thr Mazimum und Minimum an, d.h.
es gibt &, & € [a,b] mit

f(#) = max{f(x) : x € [a,b]}, und

f(@) =min{f(z) : x € [a,b]}.

31Karl Theodor Wilhelm Weierstraff 1815 - 1897
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13 Differenzierbarkeit I

Definition 13.1 (Sekante). Sei D C R und sei f: D — R eine Funktion. Fiir 2o, 21 € D heift die Gerade
f(x1) = f(@o)

X1 — X
Sekante von f durch die Punkte (xo, f(zo)) und (21, f(z1)).
f@) = f(wo)

T1 — Zo

s(z) = f(xo0) + ( — x0)

ist die Steigung der Sekante.

Definition 13.2 (Differenzierbarkeit). Sei D C R, f : D — R eine Funktion, und sei z* € D. f heifit
differenzierbar in «*, wenn der Grenzwert (der Sekantensteigungen)

L @)~ f(a)

r—x* T — x*

existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert mit f’(z*) oder auch %(az*) bezeichnet, und heiflt Ableitung
von f in x*. Ist f in jedem Punkt x* € D differenzierbar, dann heiflt f differenzierbar, und die Funktion

f:D— Rmit z+— f'(x)

heifst Ableitung von f. Fir f’'(x) schreibt man auch %(m) bzw. einfach %
Ist f’ eine stetige Funktion, dann heiRt f stetig differenzierbar.

Bemerkung 13.3. Ist f in z* differenzierbar, dann ist
tz) = @)+ ['(@") (x —2"), weER,

die Gleichung der Tangente durch (x*, f(z*)).
Beispiel 13.4.

i) f(z) = z ist (stetig) differenzierbar mit f/(z) = 1.

ii) f(x) = 2? ist (stetig) differenzierbar mit f/(x) = 2.

iii) f(x) = |z| ist nicht differenzierbar in z* = 0.
Satz 13.5. Jede differenzierbare Funktion ist stetig (aber nicht umgekehrt).

Satz 13.6. Sei D C R, und seien f,g : D — R Funktionen, die in z* € D differenzierbar sind. Dann sind
auch o f, f g, f-g in x* differenzierbar, und es gilt:

i) (af) (@) =af(@"), i) (f+g)(@")=/f(a")+g' ("),
i) (f-9)(e") = /(") - g(a") + fa*) - ¢'(z"). (Produktregel)
Ist g(z*) # 0, dann ist auch 5 in x* differenzierbar mit
. Y (ay _ F@) - g@*) = fa¥) - g'(a%)
W (7) en- 92 '
Ist die Verknipfung f o g definiert, und ist f in g(z*) diffbar, dann ist f o g in x* differenzierbar mit

v) (fog)(z*) = f'(g(xz"))-g'(z"). (Kettenregel)

(Quotientenregel)
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Satz 13.7 (Ableitung elementarer Funktionen I).

Funktion Ableitung
¢ (Konstante) 0

2", neZ\{0}, na"!
a

e’ e’
*,oa>0, a” In(a)
2%, x>0,a>0 az®!
sin(x) cos(z)
cos(x) —sin(z)
tan(x) = ig:((z)) cos%(z)

Bemerkung 13.8. Sei f: D — R differenzierbar. f ist genau dann monoton steigend (bzw. fallend), falls
fi(x) >0 (bzw. f'(x) <0) fir alle x € D. Ist f'(x) > 0 (bzw. f'(z) <0) fir alle x € D, dann ist f streng
monoton steigend (bzw. fallend).
Satz 13.9 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei D C R, f: D — R eine stetige, streng monotone Funktion,
und sei D = f(D). Dann existiert die Umkehrfunktion f=' : D — R. Ist f in x* differenzierbar mit
fl(@*) #0, soist f~1 in y* = f(z*) differenzierbar, und es gilt
1 1

) ) = =

U0 = 76 = P
Satz 13.10 (Ableitung elementarer Funktionen II).

Funktion Ableitung
In(z) 1
log,(z), a>0,a#1 .

arcsin(z), z € (—1,1) —
. i
arccos(z), z € (—1,1) _i/m
arctan(x) j:
Beispiel 13.11. Aus der Ableitung von In(z) folgt
1 —1In(1 1
| = /(1) = lim 2@ =) _ 1 In@)
rz—1 €T — ]_ x—1 1 — 1

Speziell fir die Folge x,, = 1 4+ 1/n mit lim,,_, o x, = 1 folgt daraus

1
1= lim nln (1+ )
n—00 n

1 n
lim (1 + ) =e.
n—o00 n

Satz 13.12 (Regel von de I'Hospital®?). Sei D C R, f,g : D — R differenzierbar, und sei z* € D (+oo
zugelassen). Gilt

und so

lim f(xz)= lim g(z) =0,

T—T* T—T*

oder
i, ()] = lim_|g(e)| = oo,
und existiert limy_, ,+ 583 (oo zugelassen), dann gilt
A
lim —f(x) = lim ! (x)
z—zr g(x) z—zt g (x)
32Guillaume de I’Hospital, 1661-1704
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Beispiel 13.13.

1. limg o 2 — fim, @) —
. —_ . 2 . .
2. limy oo 227 = limy 00 & =lim, 0 i—f = lim, e% = 0.
3. 1 In(z) = Ii Ia(z) _ i (—z) =0
Aimg o4 2 In(z) = limg o4 777 = lime o4 72z = limgs04(—2) = 0.

Definition 13.14 (Hohere Ableitungen). Sei D C R und f : D — R eine differenzierbare Funktion. Ist die
Ableitung [’ : D — R in 2* € D differenzierbar, dann heifst

(') (=)
die zweite Ableitung von f in z* und wird mit f”(z*) bezeichnet.

Analog definiert man rekursiv die 3-te, 4-te usw. Ableitung in x*. Allgemein wird n-te Ableitung von f

in z* mit (") (2*) bezeichnet. Die Funktion selbst wird auch als 0-te Ableitung f(®) bezeichnet. Eine andere
Bezeichung fiir die n-Ableitung ist an .

Definition 13.15 (Konvexe/konkave Funktionen). Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heift

i) konvez in einem Intervall [a,b] C D, falls fiir alle zo, 1 € [a,b] und alle A € [0, 1] gilt

FIA =N o+ Az1) < (1= A) flzo) + A f(1),

d.h. die Sekante, die (xo, f(z0)) und (z1, f(x1)) verbindet, liegt in diesem Bereich oberhalb des Funk-
tionsgraphen.

ii) konkav in einem Intervall [a,b] C D, falls fiir alle zg,z1 € [a,b] und alle A € [0, 1] gilt
F(A=XNxo+Az1) > (1= X) fzo) + A f1),

d.h. die Sekante, die (xq, f(xo)) und (z1, f(x1)) verbindet, liegt in diesem Bereich unterhalb des Funk-
tionsgraphen.

Satz 13.16. Sei D CR und f: D — R in [a,b] C D zweimal differenzierbar. Dann gilt

1) f ist konvez in [a,b] genau dann, wenn f"(x) > 0 fir alle x € [a,b], d.h. die erste Ableitung ist monoton
steigend.

ii) f ist konkavin [a,b] genau dann, wenn f"(x) <0 fir alle x € [a,b], d.h. die erste Ableitung ist monoton
fallend.

Definition 13.17 (lokale/globale Extrema). Sei D C R und f : D — R eine Funktion. z* € D heifit
i) lokales (relatives) Maximum, falls ein € > 0 existiert, so dass
f(x) < f(z¥) fir alle z € (2 — €, 2" +¢) N D.
ii) lokales (relatives) Minimum, falls ein € > 0 existiert, so dass

f(x) > f(z*) fir alle z € (" — €, 2" +€) N D.

iii) globales Mazimum, falls

flx) < f(2*) fiir alle z € D.

iv) globales Minimum, falls
f(x) > f(2*) fir alle z € D.

v) Lokale/globale Minima oder Maxima werden als lokale/globale Extrema bzw. Extremwerte der Funk-
tion bezeichnet.
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Satz 13.18 (Kriterium fiir lokale Extrema).

i) Sei f : [a,b] — R differenzierbar, und sei * € (a,b). Ist x* ein lokales Minimum oder Mazimum, dann
gilt f'(z*) = 0.
ii) Sei f:]a,b] = R zweimal differenzierbar, und sei ©* € (a,b).

a) Ist f'(z*) =0 und f"(z*) <0, dann ist x* ein lokales Mazimum.
b) Ist f'(x*) =0 und f"(z*) > 0, dann ist x* ein lokales Minimum.

Satz 13.19. Sei f : [a,b] — R n-mal differenzierbar, und sei z € (a, ) Sei f'(x*) = 0 und f) (x*) die
erste Ableitung, die an der Stelle x* nicht gleich 0 ist, d.h., f@(z*) =0, 1 <i<n—1 und f™ (z*) #0.
Ist n gerade und

i) £ (2*) <0, dann ist x* ein lokales Mazimum.
i) f0)(2*) >0, dann ist * ein lokales Minimum.

Definition 13.20 (Wendepunkte, Sattelpunkte). Sei f : [a,b] — R eine Funktion. z* € (a,b) heit Wende-
punkt, wenn es ein € > 0 gibt, so dass f in [¢* — ¢, 2*] konkav und in [x*, 2* + €] konvex ist (oder umgekehrt).

Ist f in «* differenzierbar, und gilt zudem f’(z*) = 0, dann wird der Wendepunkt auch Sattelpunkt
genannt.

Satz 13.21 (Kriterium fiir Wendepunkte).
i) Sei f : [a,b] — R zweimal differenzierbar, und sei x* € (a,b). Ist ©* ein Wendepunkt, dann gilt
f(xz*) = 0.
i) Sei f : [a,b] = R dreimal differenzierbar, und sei x* € (a,b). Ist f""(x*) =0 und f"(x*) # 0, dann ist
x* ein Wendepunkt.

Satz 13.22. Sei f : [a,b] — R n-mal differenzierbar, und sei z* € (a, ) Sei f'(z*) = 0 und f(”)( *) die
erste Ableitung, die an der Stelle * nicht gleich 0 ist, d.h., f@(z*) =0, 1 <i<n—1 und f™ (z*) #0.
Ist n ungerade, dann ist x* ein Sattelpunkt.

Bemerkung 13.23. Mazima und Minima am Rand eines Intervalls kénnen i.A. nicht mit Hilfe der Diffe-
rentialrechnung bestimmt werden.

Beispiel 13.24. Sei f : [0,1] = R mit f(z) = 2. Dann ist das globale Maximum bei 1 und das globale
Minimum bei 0, aber in beiden Punkten ist die Ableitung gleich 1.

Bemerkung 13.25. Um alle Mazima und Minima einer Funktion zu bestimmen, miissen die Randpunkte
und alle Punkte, in denen die Funktion nicht differenzierbar ist, gesondert untersucht werden.

Beispiel 13.26. Sei f : [—1,1] — R mit

f<x>={””"’

—-1<x
l—z+22%2, 0<z<

Satz 13.27 (Satz von Rolle**). Sei f : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion, mit f(a) = f(b). Dann gibt
es ein x* € (a,b) mit f'(z*) = 0.

Satz 13.28 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion.
Dann gibt es ein x* € (a,b) mit

33Michel Rolle, 1652-1719
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Satz 13.29. Sei f : [a,b] = R eine differenzierbare Funktion. mit f'(x) = 0 fir alle x € (a,b). Dann ist f
konstant.

Satz 13.30. Sei f : R — R eine differenzierbare Funktion, und fir eine Konstante ¢ gelte f'(x) = ¢ f(x)
fir alle z € R. Dann ist f(x) = f(0)e°”.
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14 Taylor- und Potenzreihen

Definition 14.1 (Taylorpolynom?®*). Sei D C R, und sei f : D — R eine Funktion, die an der Stelle 2* € D
mindestens n-mal differenzierbar ist. Dann heift

") (g .
1) =3 T @ oy
k=0 ’

fl/(x*)
2

() (z*
(x—2*) +--- +f7()(x_x*)n

=f@) + [ (@) (@ —2") + nl

das zu f gehorige Taylorpolynom vom Grad n an der Stelle z*, bzw. mit Entwicklungspunkt x*. Man schreibt
daher auch manchmal T,,(z*; ).

Bemerkung 14.2. Ti(x) ist gerade die Tangente an der Stelle x* (siehe 13.53).
Beispiel 14.3. Sei f(z) = sin(z). Dann ist

09 () = (—1)*/2 sin(x) : k gerade
) (=1)*+ D/ 2¢os(x)  : k ungerade |

Fiir den Entwicklungspunkt 2* = 0 ergibt sich somit f*)(0) = 0, falls k gerade und f*)(0) = (—1)*~=1/2
fiir k¥ ungerade. Damit ist das Taylorpolynom von sin(z) an der Stelle * = 0 gegeben durch

To(z) =2 — % n % . % Gt (_1)L(n71)/2J%
B L(nzls/%(_l)k p2k+1
= (2k+ 1)

Definition 14.4 (Restglied). Sei D C R, und sei f : D — R eine Funktion, die an der Stelle z* € D
mindestens n-mal differenzierbar ist. Der ,Fehler

Ry (z) = f(z) — Tn(z"; z)
heiflt Restglied.

Satz 14.5 (Taylor). Sei D C R, und sei f : D — R eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann
gilt:

(n+1)!
wobei M so gewdhlt ist, dass |f™+V(x)| < M fir alle x € D.

|Bn ()] = [f(2) = To(z";2)| < i

|z — x

Beispiel 14.6. Sei f : R — R mit f(z) = sin(x), 2* = 0 und n = 11. Dann ist f?)(z) = sin(x), und somit
gilt die Fehlerabschatzung
1

|R11(1/2)| = |sin(1/2) — T11(0;1/2)| < @u/z\” <1072

34Brook Taylor, 1685-1731
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Definition 14.7 (Landausymbole®®). Sei D C R, seien f,g: D — R, und sei 2* € D.

i) f heikt von Ordnung grofi O von g fiir x gegen x* falls es Konstanten M > 0, § > 0 gibt, so dass fiir
x € (z* —d,z* + ) gilt

<M

Fa

Man schreibt dann f = O(g) fiir z — 2*. In diesem Fall wichst f hochstens so schnell wie g. Die
Bedingung ist sicherlich erfiillt, falls lim,_, ,« |%| < M gilt. Ist 2* = 400, dann schreibt man f = O(g)
fiir x — z* falls '

f(z)

o(2) < M.

lim
T—T*

i) f heilt von Ordnung klein o von g fir x gegen x* falls

f(@)

g(@) |~ o

lim
T—T*

Man schreibt dann f = o(g) fiir « — z*. In diesem Fall wachst f (echt) langsamer als g.

Bemerkung 14.8. Mit dieser Notation ist also fiir x gegen x*
f(a) = To(a*;2) + O((z — )" ).

Definition 14.9 (Taylorreihe). Sei D C R, und sei f : D — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion.
Sei z* € D. Die Reihe

%0 p(k) ( g+
Tuw) = 3 L) (0 oyt
k=0 ’

heift Taylorreihe mit Entwicklungspunkt 2*. Man schreibt auch manchmal T, (2*; x).

Beispiel 14.10. Sei f(z) = =~ und 2* = 0. Dann ist

To(z) = ka,
k=0
und es ist f(z) = Two(x) fiir |z| < 1 (siehe 11.24).

Definition 14.11 (Potenzreihen). Sei (an)nen, €ine Folge reeller (bzw. komplexer) Zahlen und z* € R (bzw.
€ C). Fur z € R (bzw. € C) heift die Reihe

Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z*.
Bemerkung 14.12. Jede Taylorreihe ist eine Potenzreihe.

Lemma 14.13. Konvergiert die Potenzreihe Y- ax (x—a*)* fiir ein x1 € R, dann konvergiert sie (absolut)
fiir alle x € R mit
|z —2*| < |z — x|

35Edmund Georg Hermann Landau, 1877-1938
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Definition 14.14 (Supremum/Infimum). Sei A C R. Ein Element u € R heifst obere Schranke von A, falls

a < u fir alle a € A. Ein Element [ € R heifst untere Schranke von A, falls | < a fiir alle a € A.
i) s € R heifst Supremum von A im Zeichen s = sup A, falls s die kleinste obere Schranke von A ist.

ii) r € R heifit Infimum von A im Zeichen r = inf A, falls r die grofite untere Schranke von A ist.

)

iii) Falls keine oberen (unteren) Schranken existieren, dann setzt man sup A = oo (inf A = —c0).

iv) Ist s =sup A < co und s € A, dann heifit s mazimales Element (Mazimum) von A, und man schreibt
s = max A.

v) Ist r =inf A > —oco und r € A, dann heift r minimales Element (Minimum) von A, und man schreibt
r = min A.

Beispiel 14.15.
1. Sei A= (0,1). Dann ist sup A = 1 und inf A = 0.
2. Sei A =[0,1]. Dann ist max A =1 und min 4 = 0.
3. infN =1 und supN = cc.

Definition 14.16 (Konvergenzbereich, -radius). Sei (an)nen, eine Folge reeller Zahlen, z* € R, und
Yo ak (x — x*)* die zugehérige Potenzreihe.

C={zeR: iak (z — 2*)* konvergiert }
k=0
heiltt Konvergenzbereich der Potenzreihe, und
p=sup{lx — 2| :x € C}
heiftt der Konvergenzradius der Potenzreihe.
Beispiel 14.17. Fiir die Potenzreihe Y7~ ;2% (Entwicklungspunkt 2* = 0) ist
C={zxeR:|z|<1}und p=1.

Satz 14.18. Sei Y ;2 ay (x — 2*)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p. Dann ist die Reihe

i) absolut konvergent fir alle x € R mit |x — x*| < p, und

ii) divergent fiir alle x € R mit |z — z*| > p.

Satz 14.19. Sei ) . ak (¢ — 2*)k eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p, und es sei ay, # 0 fiir fast alle
k € Ny. Existiert der Grenzwert limy_, oo |ag/axt1| (00 zugelassen), dann ist

— 1
= i,

Ak+1
Beispiel 14.20. Fiir die Potenzreihe Y -, %xk, also aj, = 1/k, ist

ak . k+1
= lim —— =1.
m —

k—o0

lim
k—o0

Ak41

Somit ist der Konvergenzradius p = 1, und die Reihe konvergiert fiir {x € R : |z| < 1}. Am Rand die-
ses Bereiches erhalten wir fiir x = 1 die divergente harmonische Reihe, und fiir + = —1 die konvergente
alternierende harmonische Reihe (siehe 1, 11.31). Also ist der Konvergenzbereich dieser Reihe gegeben durch

C={zeR:-1<z<1}
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Satz 14.21. Sei Y~ ai (z — 2*)k eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p. Ewistiert der Grenzwert
limy 00 +/]ax| (0o zugelassen), dann gilt

B 1

B limy oo W'
Ist der Grenzwert 0, dann ist p = oo, und ist der Grenzwert oo (also bestimmte Divergenz), dann ist p = 0.

Beispiel 14.22. Fiir die Potenzreihe Z;’;O kF zF | also aj, = k*, ist
lim {/|ax] = lim k = oo
k—o0 k—oc0
Somit ist der Konvergenzradius p = 0, d.h. die Reihe konvergiert nur fiir x = 0.

Bemerkung 14.23.

i) Vorsicht! Auch wenn die Taylorreihe Too(x) einer Funktion f(x) an einer Stelle & konvergiert, muss
nicht unbedingt gelten: Too (%) = f(&).

il) Die Taylorreihe konvergiert genau fir diejenigen x aus dem Konvergenzbereich gegen f(x), fir die das
Restglied aus (14.4) gegen 0 konvergiert mit n — co.

Satz 14.24. Finige Taylorreihen und ihr Konvergenzradien p:

L1 ok
1)1_$:k220x , T-=0,p=1,
= (_1)k_1 k *
ii) ln(x)zz ? (x—=1)% a*=1,p=1,
k=1
— 1 k *
iii) e :ng, ¥ =0,p= o0,
k=0 "
iv) sm(z):i (=1) TR 2% =0,p = o0
(2]€+1)' ) ) )
k=0
o~ (=DF
v) cos(x)zz |J;2k, x*=0,p= 00,
= (2k)!

Satz 14.25. Eine Potenzreihe g(z) = > pe ax (x — 2*)* ist innerhalb ihres Konvergenzbereiches beliebig oft
stetig differenzierbar. Die Ableitungen kénnen durch gliedweises Differenzieren erhalten werden, d.h.

Zkak T —a* Zk—i—l a1 ( x—x)k
k=0

und der Konvergenzbereich von ¢'(x) ist gleich dem Konvergenzbereich von g(x).

Beispiel 14.26.

cos(z) = (sin(x <i 2k+1>/ i@k +1) (=D* o _ i (‘kagk
22k +1)! e 2k +1) 24 (2k)!
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15 Integralrechnung I

Definition 15.1 (Zerlegung). Sei [a,b] C R ein Intervall. Eine Menge Z = {xg,21,...,Z,} mit a = 29 <
X1 < Ty < x, = b heilit Zerlegung von [a,b] bzgl. den Stiitzstellen g, x1, ..., Tp.

Definition 15.2 (Ober- Untersumme). Sei f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion, und sei Z = {xg,...,2,}
eine Zerlegung von [a, b]. Dann heifst

1. Uy(2) = Z?;()l (Xip1 — x4) - Inf{f(z) : « € [x;,2;41]} Untersumme von f bzgl. Z.

2. 0¢(2) = Z?;Ol(a:iﬂ — ;) -sup{f(z) : « € [x;,x41]} Obersumme von f bzgl. Z.

Bemerkung 15.3. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion.
1. Fir jede Zerlegung Z von [a,b] gilt Us(Z) < Of(Z).
2. Sind Zy,Zy Zerlegungen von [a,b] mit Zy C Zs, dann gilt

Uf(Zg) > Uf(Zl) und Of(Zg) < Of(Zl).

3. Fiir zwei beliebige Zerlequng Zy, Zy von [a,b] gilt Us(Z1) < Of(Z2).
Bemerkung 15.4. Insbesondere sind Untersummen nach oben beschrinkt, und Obersummen nach unten.
Definition 15.5 ((Riemann®®)-Integral). Sei f : [a,b] — R eine beschriinkte Funktion.

1. Uy =sup{Us(Z) : Z Zerlegung von [a,b]} heifit (Riemann’sches) Unterintegral von f iiber [a,b].

2. Oy =inf{O¢(Z) : Z Zerlegung von [a, b} heifst (Riemann’sches) Oberintegral von f iiber [a,b].

3. f heit (Riemann-) integrierbar, falls Uy, Oy existieren und Uy = Oy gilt.

4. Ist f (Riemann-) integrierbar, dann heifst das Unterintegral Uy (bzw. Oberintegral O¢) das (Riemann-)
Integral von f(z) iiber [a,b] und wird mit
b
/ flx)dx

bezeichnet. Abkiirzend schreibt man auch nur f: f.

Notation 15.6. Fiir ein Integral f: f(z) dz heift die Funktion f der Integrand, x heifst die Integrationsva-
riable und a, b heifen die Integrationsgrenzen.

Satz 15.7. Seien f, g : [a,b] — R integrierbar iber [a,b], und sei & € R. Dann gilt

1) af und f+ g sind integrierbar, und es ist:

/abafza/abfund /ab(f+g):/abf+/abg.

i) f-g ist in integrierbar.

36 Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866
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Bemerkung 15.8. Seien f,g : [a,b] — R integrierbar iber [a,b]. Ist f(x) < g(zx) fir alle x € [a,b], dann ist

/abe/abg-

Insbesondere ist im Falle f(x) > 0 fir alle x € [a,b], auch ff f>0.

Lemma 15.9. Sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion, und sei ¢ € [a,b]. Dann ist f auch tber [a,c]
und [c, b] integrierbar, und es gilt:
b c b
[o=fo]s

Satz 15.10. Sei f : [a,b] — R eine Funktion.
i) Ist f monoton, dann ist f integrierbar.
ii) Ist f stetig, dann ist f integrierbar.

Definition 15.11. Sei f : [a,b] — R integrierbar. Dann setzen wir

/:f(:c)dx()und /dcf(x)d:r/cdf(:r)dz

fir fira<e<d<b.

Definition 15.12 (Stammfunktion). Seien f, F': [a,b] — R zwei Funktion. Ist F' differenzierbar mit F’ = f,
dann heifft F' Stammfunktion von f.

Satz 15.13 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Die
Funktion F : [a,b] — R mit

Plz) = / (1) dt
ist Stammfunktion von f

Lemma 15.14. Sei F : [a,b] — R eine Stammfunktion der Funktion f : [a,b] — R. Dann ist G : [a,b] = R
genau dann eine (weiter) Stammfunktion von f, wenn es ein ¢ € R gibt, mit F(x) = G(x) + ¢ fir alle
x € [a,b)].

Die Stammfunktion ist also nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Korollar 15.15. Sei f : [a,b] — R stetig, und sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

b
/ f(@)dx = F(b) — F(a).

Notation 15.16. Sei F' Stammfunktion von f : [a,b] — R. Dann setzt man

Definition 15.17 (Bestimmtes und Unbestimmtes Integral). Sei f : [a,b] — R integrierbar. Eine Stamm-
funktion F' von f heifst auch unbestimmites Integral von f und wird mit

/ f(z)da
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(bzw. [ f) bezeichnet. Manchmal versteht man unter dem unbestimmten Integral auch die Menge aller
Stammfunktionen, und schreibt (relativ unprézise)

/f@Mw:F@H%Z

wobei F' eine Stammfunktion ist, und C deutet die Menge aller Konstanten an.
Hingegen nennt man das Integral fab f(z)dz mit gegebenen Integrationsgrenzen a,b auch bestimmites

Integral.
/xn dz = il
n+1

Satz 15.19. Sei f(z) = Y po,ar (x — 2*)¥ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p. Dann ist auch die
Funktion F(x) die durch gliedweises Integrieren der Potenzreihe entsteht, d.h.

Beispiel 15.18. Fiir n € Ny ist

(+C).

_ x*)kJrl

)

konvergent in {x € R: |z — z*| < p}, und F(x) ist Stammfunktion von f(x).

Satz 15.20 (Einige Stammfunktionen).

Funktion Stammfunktion
¢, wobei c € R c-x

% a€R,a# -1 ”f::

v £0 In(jz)

e’ e”
a*,a€eR,a>0 ﬁﬁ

sin(z) —cos(x)

cos(z) sin(z)

Satz 15.21 (Substitutionsregel). Sei g : [a,b] — R stetig differenzierbar, und f : g([a,b]) — R eine stetige
Funktion mit Stammfunktion F. Dann ist F o g Stammfunktion von (f o g) - ¢'(z) und es gilt

b g(b)
/f@@ﬁﬂhmh/mfwwyﬂmwF@@)

Hier wurde y = g(x) substituiert, und mit der ,jinformellen Schreibweise

dy _dg _

/ o
W de Y () bzw. dy = ¢'(z)dx

kann man sich auch (fir das unbestimmte Integral) merken

[ o) g@ o= [ fw)ay

Beispiele 15.22. flz//: Jing}j‘”) dz. Seig: [1/m,2/7] — R mit g(z) = 1/2. Dann ist g stetig differenzierbar mit

Ableitung ¢’ (z) = —1/22. Die Funktion f(z) = sinz ist auf [7/2, 7] = g([1 /7, 2/7]) stetig mit Stammfunktion
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— cos z. Somit ist

/ QLT P / " fgta)) o' () dx

I a? /7
g(2/m) /2
:/ f(y)dy:/ siny dy
g(1/m) ™
=— siny dy = cos(y
/71'/2 (@) /2

= cos(m) — cos(m/2) = —1.
Bemerkung 15.23.

f'(x)
=1 x)|) + C.
o) (i)
Beispiel 15.24.
b b sinz b
/ tanxdx:/ dz = —In(| cos z|)
a o COSZT a

Satz 15.25 (Partielle Integration). Es sei g : [a,b] — R stetig differenzierbar und f : [a,b] — R stetig mit
Stammfunktion F. Dann ist F - g Stammfunktion von f-g+ F - ¢ und es gilt

b b b
/ f(@) - g(x) dz = (F(x) - g(x))| — / F(z) ¢/(z)dx

Bzw. man kann sich diese Regel auch merken als
/u’-vz(uw)‘ —/u-v'.
Beuspiel 15.26.

1. er betrachten f cos(z) - xdx. Mit g(z) = z, f(x) = cos(z) und so ¢'(x) =1, F(z) = sin(z) erhalten

/ab cos(z) - xdx = /ab f(@) - g(x)dx

b
= (sin(x) - z)

= (sin(b) b — sin(a) a) — (— cos(b) + cos(a))
= sin(b) b — sin(a) a + cos(b) — cos(a).

Insbesondere ist sin(z) z + cos(z) (eine) Stammfunktion von cos(z) .
2. Wir betrachten f In(z) dz. Mit g(z) = In(x), f(z) =1 und so ¢’(z) = 1/z, F(z) = = erhalten wir

/ln dx—/f

= (z ln(z ))af/ x; dz
= (b 1In(b) — a ln(a)) — (b — a).
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Insbesondere ist  In(z) — « (eine) Stammfunktion von In(x).

Definition 15.27 (Uneigentliche Integrale). Sei a € RU{—o00}, b € RU {o0} und ¢ € (a,b). Weiterhin sei
f:(a,b) — R eine Funktion.

1. Ist f auf jedem Teilintervall [¢,d] C [¢,b), also ¢ < d < b, integrierbar und existiert der Grenzwert

lim /d f(z)dz

d—b
so bezeichnet man ihn mit fcb f(z)da.

2. Ist f auf jedem Teilintervall [d, ] C (a,c], also a < d < cb, integrierbar und existiert der Grenzwert

ullig(lz/d f(z)dx

so bezeichnet man ihn mit [ f(z) dz.

3. Existieren die Grenzwerte
(&

d
lim/ f(z)dz und lim [ f(z)dz
d—b /. d—a Jq

/abf(a:) dz = /:f(x)dac+/cbf(a:)dx.

Beispiel 15.28. 1. Fiir s > 1 betrachten wir [~ - dz. Fiir d € [1, c0) ist
d
/d Ly 11 1 L
_— xr = = _ .
1z 1—sas1 ) 1—s \dst

1 1 1 1
lim —— (——— 1) = (1) =
dir?.lu—s(ds—l ) s V=57

| dq 1
/ —dz = lim —dez
1

x* dsoo J1 T s—1

so setzt man

Wegen

Fiir 0 < s < 1 existiert der obige Grenzwert nicht.

2. Fiir 0 < s < 1 betrachten wir [, L dz. Fiir d € (0,1] ist
1
/1 1 11
—dx = =
a4 T° 1—sas! ;

1 1 1 1
I 1- = (1) =
dlir%u—s( ds—l) s W=7

1 1
1 1 1
/ — dz = lim —dx = .
0 x° d—0 J, x5 1-s

Wegen

ist

Fiir 1 < s existiert der obige Grenzwert nicht.
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Satz 15.29 (Konvergenzkriterium fiir Integrale).

i) Seig: (a,b) = R mit g(x) > 0. Existiert das Integral ffg(x) dz und ist |f(z)| < g(z) fir allex € (a,b),
dann existiert auch ff f(z)dz. Man sagt, das g eine (konvergente) Majorante von f ist.

ii) Sei g : (a,b) = R mit g(x) > 0. Existiert das Integral f; g(x)dx nicht und ist f(x) > g(x) fir alle
x € (a,b), dann existiert auch f; f(z)dz nicht. Man sagt, das g eine (divergente) Minorante von f
18t.

Satz 15.30 (Integralvergleichskriterium fiir Reihen). Sei f : N — R eine nicht-negative monoton fallende

Funktion. Die Reihe >"°~; f(n) konvergiert genau dann, wenn floo f(x)dx existiert.

Beispiel 15.31. Die Reihe Y.°7 | L konvergiert genau dann, wenn s > 1.

n=1 ns
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16 Fourierreihen

Definition 16.1 (Trigonometrisches Polynom). Sei T > 0 und w = 27/T. Eine Funktion 7, : R — R der
Form

To(x) = a0 4 (ag cos(kwx) + by sin(kw x))

2
k=1
mit ag, ay,...,an,b1,...,b, € R heillt trigonometrisches Polynom vom Grad n.
Bemerkung 16.2. T, ist periodisch mit Periode T, d.h.

To(x+T)=T,(x) fir alle z € R.

n

Es geniigt daher solch ein Polynom auf dem Intervall [—%, 2] (oder auch [0,T]) zu untersuchen.
Beispiel 16.3.
1 2
Ts(x) = 1 cos(2mx) — 92 cos(67 x)
ist ein trigonometrisches Polynom vom Grad 3 mit Peride T'= 1 und ag = %, a; = f%, b1 =0,a2 =by =0,

(13:*9% und b3 = 0.

Tg(ZE) K

Definition 16.4 (Fourierpolynom?®’, Fourierkoeffizienten). Sei T' > 0 und f : [-7/2,T/2] — R eine inte-
grierbare Funktion, und sei n € N.

9 [T/2

ak:—/ f@)cos(kwt)dt, k=0,....,n
T J 12
2

T/2
bk:*/ f@Wsin(kwt)dt, k=1,...,n
T J 7/

heiflen die Fourierkoeffizienten von f, und

F,(x) = % + Z (ay, cos(kwx) + by, sin(kw x))
k=1

heifst das Fourierpolynom n-ten Grades von f. Hierbei ist wieder w = 27 /T.
Satz 16.5. Seien k,l € N, T > 0 und w = 27 /T. Dann gilt:
T/2 k=1

/2 T/2
k lwz)ds = in(k in(lwzr)dr =
/ cos(kwz) cos(lwr)dx / sin(kwz) sin(lw ) dz {0 k#1’

—T/2 —-T/2

T/2
/ cos(kwz) sin(lwz)dx =0,

—T/2

T/2 T/2

/ cos(kwz)dx = / sin(kwz)dz = 0.
-7/2 -T/2

37 Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830
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Satz 16.6. Ist f(z) eine gerade Funktion, so ist by =0, k =1,...,n, und ist f(x) eine ungerade Funktion
soista,=0,k=0,...,n

Beispiel 16.7. Das Fourierpolynom 3-ten Grades der Funktion f : [-1/2,1/2] — R mit f(z) = |z ist das
Polynom (siehe (16.3))

2
Fi(z) =~ — - cos(2mx) — 9.2 cos(6m x).

N

F3(x)

Definition 16.8 (Fourierreihe). Sei T > 0, w = 27/T, und sei f : [-T/2,T/2] — R eine integrierbare
Funktion mit Fourierkoeffizienten ag, by. Dann heifst

O oo
=5 +; ay cos(kwx) + by, sin(kwx))

die Fourierreihe von f.
Beispiel 16.9. Sei f : [—m, 7] = R mit f(¢) =1 fiir ¢t > 0 und f(¢) = 0 fiir ¢ < 0. Dann ist

o0

Z sin(k x).

F5(x) Fos(x

Definition 16.10 (Skalarprodukt und Norm von Funktionen). Sei Cfa, b] der Vektorraum der stetigen
Funktionen auf dem Intervall [a,b] C R. Fiir f,g € Cla,b] sei

0= [ Fyaw)dz, wa i) = V7]

Bemerkung 16.11. (f,g) ist ein Skalarprodukt auf Cla,b] (siehe (7.1)) und || f|| eine Norm (siehe (7.4)).

Satz 16.12. Die Funktionen
1 cos(kz) sin(kz)

Ver' o oWm VT

bilden ein Orthonormalsystem (siehe (7.12) und Satz 16.5) in Cl—m,n]. Insbesondere gilt fir g(x) = % +

Sor_y (ck cos(kx) + dy, sin(kx))
2 _ % .\ 2)
mn—w(5+gi%+d)

,keN

[\)
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Satz 16.13 (Approximation durch Fourierpolynome). Sei f € C[—m, n] mit Fourierpolynom F,, und sei T,
ein beliebiges trigonometrisches Polynom vom Grad n. Dann gilt

DAL= Full < I = Tall-

i) limy, oo |f — Full> =0 (Konvergenz der Fourierreihe im quadratischen Mittel gegen f).
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17 Differenzierbarkeit 11

Definition 17.1 (Reellwertige Funktion mehrerer Variablen). Eine (reellwertige) Funktion von mehreren
Variablen ist eine Abbildung

fDCR" =R, (x1,...,2n)— f(T1,...,2Zn),

wobei D eine Teilmenge des R™ ist. Statt (z1,...,z,) wird auch oft x geschrieben, und so f(x) anstelle von

flz, .. xn).
Bemerkung 17.2. Fiir eine Funktion f : D C R2 = R ist der Graph
{(x, f(x) :x e D}
ein 3-dimensionales Gebilde (Gebirge). LA. fir f : D CR™ — R ein (n + 1)-dimensionales Gebilde.
Beispiel 17.3.
i) f:R?2 = Rmit f(x) = f(z1,22) =2 — 23 — 23.

ii) f:R? = R mit f(x) = f(z1,22) = 1 — min{|x1], |22|}.

Definition 17.4 (Grenzwert einer Folge von Vektoren). Eine Folge (xx)ien,, Xx € R”, heifit konvergent
gegen x* € R™, bezeichnet als limy_, o, x; = x*, falls der Abstand zwischen x; und x*

ot = 1 = 3 Gt =02+ Gz — X5+ + Cep — 32

gegen 0 konvergiert, d.h.
lim x; =x* < lim ||x; —x*|| =0.
k—o0 k—o0

Man schreibt auch x; — x*.

Bemerkung 17.5. lim;_, X; = X* ist also gleichbedeutend damit, dass jede Koordinate xi ; gegen x; kon-
vergiert, 0 < i < n. Insbesondere tibertragen sich die Eigenschaften von Folgen aus Kapitel 11 in ,kanonischer
Weise“ auf Folgen von Vektoren (s. z.B. Satz 11.12, Satz 11.15).

Definition 17.6 (Grenzwert einer Funktion). Sei D C R™, f : D — R eine Funktion, und sei x* € R".
Wenn es ein y* € R gibt, so dass fiir jede Folge (xx)ken, mit x; € D\ {x*} und

lim x5, = x*
k—o0
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gilt, dass die Folge der Funktionswerte (f(xx))ren, gegen y* konvergiert, also
lim f(xx) =y,
k— o0

dann heillt y* der Grenzwert von f fiir x gegen x*. Man schreibt dafiir

lim f(x)=y*.

X—X*
Hierbei ist auch y* = +o00 erlaubt, und man spricht dann von bestimmter Divergenz (vgl. Def. 12.15).

Definition 17.7 (Stetigkeit). Sei D C R™, f : D — R eine Funktion, und sei x* € D. f heiflt stetig im
Punkt (an der Stelle) x*, falls
lim f(x) = f(x%),

xX—x*

d.h. der Grenzwert limy ,x+ f(x) existiert und ist gleich f(x*). Dies bedeutet, fiir jede Folge (x%)reny;
x, € D\ {x*}, mit limg_, o X = x* gilt

lim f(xx) = f(lim xj) = f(x").

k—oc0 k—o0
Ist die Funktion f in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches D stetig, dann heifit f stetig (vgl. Def. 12.24).

Bemerkung 17.8. Auch bei den Definitionen 17.6 und 17.7 fir eine Funktion mehrerer Variablen las-
sen sich die bekannten Figenschaften von Grenzwerten und Stetigkeit einer Funktion einer Verinderlichen
(s. z.B. Satz 12.20 oder Bemerkung 12.25) in ,kanonischer Weise“ verallgemeinern.

Satz 17.9. Seien f,g: D CR™ — R Funktionen, die in x* € R™ stetig sind. Dann sind auch die Funktionen

af(x)mitaeR,  f(x)£9(x), [(x)-9(x)

f(x)

——=, falls g(x*) # 0,

9(x) o)
stetig in x*.
Definition 17.10 (Vektorwertige Funktion). Sei D C R™. Unter einer (vektorwertigen) Funktion f : D —
R™ versteht man die Abbildung x — (f1(x), f2(x),..., (%)), wobei f; : D — R, 1 < i < m, reellwertige
Funktionen sind.

Bemerkung 17.11.
i) Fine Matriz A € R™*™ beschreibt eine lineare Abbildung von R™ — R™ (vgl. Satz 6.5).

ii) Im Falle n =1 nennt man f auch (parameterisierte) Kurven.

Definition 17.12 (Grenzwert einer Funktion). Sei D C R”, f : D — R™ eine Funktion, und sei x* € R™.
Wenn es ein y* € R™ gibt, so dass fiir jede Folge (xx)ken, mit xx € D\ {x*} und

lim xj; = x*
k— o0

gilt, dass die Folge der Funktionswerte (f(xx))ren, gegen y* konvergiert, also

lim f(xx) =y",
k—o00

dann heillt y* der Grenzwert von f fiir x gegen x*. Man schreibt dafiir

lim f(x)=y".

X—X*

Mit anderen Worten: y* ist der Grenzwert von f fiir x gegen x* genau dann, wenn y; der Grenzwert von f;
fiir x gegen x* und fiir 1 <14 < m ist (vgl. Def. 17.6).
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Definition 17.13 (Stetigkeit). Sei D C R™, f : D — R™ eine Funktion, und sei x* € D. f heilt stetig im
Punkt (an der Stelle) x*, falls
lim f(x)=f(x"),

X—x*

d.h. der Grenzwert limy_,»+ £(x) existiert und ist gleich f(x*). Dies bedeutet, fiir jede Folge (X )reny, Xk €
D\ {x*}, mit limy_, oo x = x* gilt

klilgo f(xy) = f(kllrglo xi) = f(x¥).

Ist die Funktion f in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches D stetig, dann heifit £ stetig. Mit anderen Worten:
f ist genau dann in x* stetig, wenn jede Funktion f; : D — R, 1 <i < n, in x* stetig ist (vgl. Def. 17.7).
Definition 17.14 (¢e-Umgebung, offene Menge).

i) Fir x* € R” und € > 0 heift

B(z*,e) ={xeR": ||x —x*|| < ¢}
e-Umgebung von x*. Geometrisch ist dies die ,offene Kugel mit Radius € und Mittelpunkt x**.
ii) Eine Menge D C R™ heifst offen, falls es fiir alle x* € D ein € > 0 gibt mit B(z*,e) C D.

Bemerkung 17.15. Um nun (zundchst) fir Funktionen f : D C R™ — R einen Ableitungsbegriff zu
definieren, greifen wir die geometrische Interpretation im Fallen =1 (s. Bem. 13.3) auf. Anstatt die Funktion
(bzw. ihren Graphen) durch eine Tangente zu approximieren, mochten wir nun f an einer Stelle x* durch
eine Hyperebene approximieren (s. Bem. 5.9).

Definition 17.16 (Partielle Ableitung(en)). Sei f: D C R™ — R, D offen, eine Funktion und x* € D.

i) Unter der partiellen Ableitung %(x*) von f nach x; in einem Punkt x* versteht man die Ableitung

von f nach der Variablen x;, wihrend die iibrigen Variablen als Konstante betrachtet werden. Formell
bedeutet dies, dass der Grenzwert

of . f(x*+he) — f(x¥)
* — l
oz, %) = 7
existieren muss, wobei e; = (0,...,0,1,0,...,0)T den i-ten Einheitsvektor bezeichnet (s. Def. 5.20).

ii) Ist f in jedem Punkt x* € D partiell nach z; differenzierbar, dann heit f partiell nach x; differen-
zierbar, und die Funktion
0 0
/ :D — R mit z — /

heiftt partielle Ableitung von f nach x;.

iii) Ist f partiell nach x; differenzierbar fiir 1 < i < n, dann heifst f partiell differenzierbar.

iv) f heifit stetig partiell differenzierbar, falls zusétzlich alle partiellen Ableitungen c%i stetig sind.

Bemerkung 17.17. Im Gegensatz zu Satz 13.5 sind partiell differenzierbare Funktionen nicht notwendiger-

weise stetig, z.B. ist
fz) = iy 70,
0, z=0

partiell differenzierbar in 0, aber nicht stetig in 0.
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Definition 17.18 (Gradient). Sei f : D C R™ — R, D offen, eine partiell differenzierbare Funktion. Dann
heifit der Vektor
of

e 160 = (L0900 50

Gradient von f im Punkt x.

Bemerkung 17.19. Seien f,g: D CR"™ — R, D offen, partiell differenzierbare Funktionen. Dann gilt die
Produktregel (vgl. Satz 13.6 iii))

grad (f - g)(x) = g(x) - grad f(x) + f(x) - grad g(x).

Definition 17.20 (Hohere partielle Ableitungen). Sei f : D C R™ — R, D offen, eine partiell differenzierbare
Funktion. Sind alle partiellen Ableitungen 9F . D — R selbst wieder partiell differenzierbar, so heift f

8{137; :
R
zweimal partiell differenzierbar, und man schreibt statt a‘:”
J
0% f
8xj8xi

fiir die partielle Ableitung nach z; der partielle Ableitung nach ;.
Entsprechend sind hohere (k-te) partielle Ableitung definiert

ok f

83514,683%71 e 8$i1

Satz 17.21 (Schwarz*®). Ist f: D CR™ — R, D offen, zweimal stetig partiell differenzierbar, dann gilt fiir
1<4,5<n
o’f 0°f
axj(“)xi B 89018:%
Entsprechende Aussagen gelten fir héohere (k-te) partielle Ableitungen, wenn f eine k-mal stetig partiell
differenzierbare Funktion ist.

Definition 17.22 ((totale) Differenzierbarkeit). Sei f : D C R™ — R™, D offen, eine Abbildung. f heift in
x* € D (total) differenzierbar, falls es eine Matrix A(x*) € R™*" gibt, so dass

f(x) = £(x") + A(X") (x = x") + r(x)

mit
lim T(X> =
x=x* ||lx — x|

A(x*) heifst die Ableitung oder das Differential von f in x*.

Definition 17.23 (Jacobi®*’-Matrix). Sei f : D C R® — R™, D offen, eine partiell differenzierbare Abbil-
dung, d.h. alle Koordinaten-Funktionen f; sind partiell differenzierbar, und sei x* € D. Die (m x n)-Matrix

g—ill( i) I %(x*)
%(X*) &(X*)
Oxq te ox,
Je(x*) = . .
O (x*) ... Olm(x¥)

heifst Jacobi-Matriz oder auch Funktional-Matrix.

38Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921
39Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851
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Bemerkung 17.24. Ist m = 1, dann ist Jp(x*) = grad f(x*).
Satz 17.25. Seif: D CR™ — R™, D offen, und sei x* € D.
i) Ist f in x* differenzierbar mit Ableitung A(x*). Dann ist £ in x* stetig und es ist Je(x*) = A(x*).

ii) Ist f; in x* stetig partiell differenzierbar fir 1 <i <m, dann ist £ in x* differenzierbar mit Ableitung
Jg(x*).

Korollar 17.26. Ist f: D CR"™ — R, D offen, stetig partiell differenzierbar, dann ist f stetig.

Satz 17.27 (Kettenregel (vgl. Satz 13.6 v))). Sei g : C C R™ — R™, C offen, in z* € C differenzierbar,
und sei £ : D C R™ — R*, D offen, mit g(C) C D, und es sei f in g(x*) differenzierbar. Dann ist die
Verkniipfung f o g : C — R* in x* differenzierbar, und es gilt:

Jrog (") = Jr(g(x")) - Jg(x").

Definition 17.28 (Lokale Extrema (vgl. Def. 13.17)). Sei D C R"™ und f : D — R eine Funktion. x* € D
heifst

i) lokales Mazimum, falls ein € > 0 existiert, so dass

f(x) < f(x*) fur alle x € B(x*,¢) N D.

ii) lokales Minimum, falls ein € > 0 existiert, so dass

f(x) > f(x*) fur alle x € B(x*,¢) N D.

iii) globales Mazimum, falls
f(x) < f(x*) fir alle x € D.

iv) globales Minimum, falls
f(x) > f(x*) fiir alle x € D.

v) Lokale/globale Minima oder Maxima werden als lokale/globale Extrema bzw. Extremwerte der Funk-
tion bezeichnet.

Satz 17.29 (vgl. Satz 13.18). Sei D C R™ offen, und sei f : D — R partiell differenzierbar. Besitzt [ in
x* € D ein lokales Extremum, dann ist grad f(x*) = 0.

Definition 17.30 (Hesse'’-Matrix). Sei D C R™ offen, und sei f : D — R eine 2-mal stetig partiell
differenzierbare Funktion. Fiir x* € D heifst die symmetrische (n x n)-Matrix

i 9% f 92 f

Ox10xT1 (X*) Ox20x1 (X*) e 0z, 0x1 (X*)
82f i %f

Hy(x") = 91072 (x*) 922072 (x*) ... 9%, 03 (x*)
8% f 8% f 9% f

T () g () g (XY)

Hesse-Matriz von f in x*.

Satz 17.31 ((vgl. Satz 13.18 ii), iii) und Satz 9.37)). Sei D C R™ offen, und sei f : D — R eine 2-mal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Sei x* € D mit grad f(x*) = 0.

400tto Hesse, 1811-1874
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i) Ist Hy(x*) positiv definit, dann ist x* ein lokales Minimum.
ii) Ist Hy(x*) negativ definit, dann ist x* ein lokales Mazimum.

ili) Ist Hy(x*) weder positiv noch negativ semi-definit (d.h. indefinit), dann ist x* kein lokales Extremum,
sondern ein Sattelpunkt.

iv) Ist Hy(x*) negativ semi-definit oder positiv-definit, dann ist keine Aussage mdglich.

a1 Q22
und det A > 0. Sie ist genau dann negativ definit wenn a11 < 0 und det A > 0.

Bemerkung 17.32. Eine 2 x 2-Matriz A = (a11 a12> € R?*2 jst genau dann positiv definit wenn aj; > 0

Definition 17.33 (Abgeschlossene, kompakte Menge).
i) X CR™ heilt abgeschlossen, falls R™ \ {X} offen ist.

ii) X C R™ heift kompakt, falls X abgeschlossen und beschriankt (d.h. es gibt ein M > 0 mit ||z|| < M
fir alle z € X) ist.

Bemerkung 17.34. Fir n = 1 kann man sich kompakte Mengen als die Vereinigung von endlich vielen
abgeschossenen Intervallen vorstellen.

Satz 17.35 (vgl. Satz 12.31). Jede stetige Funktion f : D CR™ — R nimmt auf einer kompakten Menge D
thr Mazximum und Minimum an, d.h. es gibt X,x € D mit

f(X) =max{f(x): 2z € D}, und

f(x) = min{f(x) : « € D}.
Satz 17.36 (Lokale Extrema unter Nebenbedingungen). Sei D C R™ offen, und seien f,g : D — R stetig
partiell differenzierbare Funktionen. Sei M = {x € D : g(x) = 0} und sei x* € M mit grad g(x*) # O.

Ferner sei x* ein lokales Mazimum (Minimum) von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0, d.h. es gibt ein
€ >0, so dass gilt

fx) < f(x*)  (bzw. f(x) > f(x*)) fir allex € B(x*,€) N M.

Dann gibt es ein A € R mit
grad f(x*) = Agrad g(x*).

Man nennt X einen Lagrange*' - Multiplikator.

41 Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813
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18 Integralrechnung I1

Definition 18.1 (Quader). Fiir n € N und a;,b; € R, a; <b;, 1 <i < n, heiftt Q C R™ mit
Q = [a1,b1] X [ag,b2] X -+ X [an,bp] = {x ER™ 1 a; < x; < by, 1 <i<n}.
Quader (mit Kantenldngen b; — a;, 1 <1i < n). Das Volumen vol(Q) des Quaders ist gegeben durch
vol(Q) = (by —a1) - (ba —ag) - ... (bp — an).
Bemerkung 18.2.
i) Ist n =1, so ist ein Quader ein abgeschlossenes Intervall.
ii) Firn =2 ist ein Quader Q ein Rechteck, und vol(Q) ist der Flicheninhalt von Q.

Definition 18.3 (Zerlegung im R™). Sei @ C R” ein Quader. Eine Menge Z = {Q1, ..., Q. } von Quadern
Q; C Q heilt Zerlegung von @Q, falls

Q= e,
i=1
und je zwei verschiedene Quader @Q);, Q); iiberlappen sich nicht (vgl. Def. 15.1).

Definition 18.4 (Ober-, Untersumme im R™). Sei @ C R" ein Quader, und sei f : @ — R eine beschrinkte
Funktion. Sei Z = {Q1,...,Qm} eine Zerlegung von (. Dann heift

i) Up(Z) =", vol(Q;) - inf{ f(x) : x € Q;} Untersumme von f bzgl. Z.
i) Op(Z) =31, vol(Q;) - sup{f(z) : z € Q;} Obersumme von f bzgl. Z.
(vgl. Def. 15.2)

Definition 18.5 ((Riemann??)-Integral im R"). Sei ) C R" ein Quader, und sei f : Q — R eine beschrinkte
Funktion.

i) Uy =sup{Us(Z) : Z Zerlegung von Q} heift (Riemann’sches) Unterintegral von f iiber Q.
il) Oy =inf{O;(2) : Z Zerlegung von Q} heilt (Riemann’sches) Oberintegral von f iiber Q.

)
iii) f heikt (Riemann-) integrierbar, falls Uy = Oy.
)

iv) Ist f (Riemann-) integrierbar, dann heifft das Unterintegral Uy (bzw. Oberintegral Oy) das (Riemann-)
Integral von f(x) iiber @ und wird mit

[ fo0x
Q
bezeichnet. Abkiirzend schreibt man auch nur [ of (vgl. Def. 15.5).

Bemerkung 18.6. Im allgemeinen Fall geht man wie folgt vor: Sei f : D C R™ — R eine beschrinkte
Funktion auf der beschrinkten Menge D C R™. Wihle einen Quader Q mit D C Q) und betrachte

fx) :xeD,

f:Q%Rmitf(x):{O x€Q\D.

Dann setzt man

AJQNX=Af&N&

42Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866

falls die rechte Seite existiert.
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Bemerkung 18.7. Auch fir diese Riemann-Integrale im R™ gelten die iblichen Eigenschaften in kanoni-
scher Weise® (vgl. Satz 15.7, Bem. 15.8, Lemma 15.9).

Definition 18.8 (Volumen einer Menge im R™). Sei D C R™ beschriankt. Dann heifst (falls existent)

Vol(D):/Dldx

das Volumen der Menge D. Man integriert also die konstante Funktion 1 iiber den Bereich.

Satz 18.9. Jede stetige Funktion ist integrierbar auf kompakten Mengen, die ein Volumen besitzen (z.B. Qua-
der).

Satz 18.10 (Fubini®?).
i) n=2: Sei Q = [a1,b1] X [az,b2] und f: Q — R integrierbar. Dann gilt

bo by by bo
x) dx = o) dzy | dag = L29) Ay | da.
/Qf( ) /a2 <a1 f(z1,22) a?1> Lo /al <a2 [z, z2) 362) T

i) n>2:Q=1la1,b1] X+ X [an,by] und f: Q — R integrierbar. Dann gilt

/Qf(x) dx — /ab (/ab__ ( ( :1 f(xl,xg,...,xn)dm) ) dxn_1> dan,

wobei man auf der rechten Seite auch jede andere Reihenfolge beim Integrieren verwenden darf.

Beispiel 18.11. Sei f : Q@ =1[0,1] x [0,2] — R mit f(x1,22) = (2 — x1 29 + x2)

/Qf(x)d><=/01 (/ng(ml,xg)dm) dxlz/ol (/02(2—x1:c2+x2)dx2) dz,

:/ (2:62—:31:103—1—:5%)‘ dxlz/ (6 —2x7) dx1:(6x1—x%)’ =5.
0 2 2 0 0 0
Definition 18.12 (Normalbereich). Ein 2-dimensionaler Normalbereich (bzgl. der z-Achse) ist eine Menge

D c R? der Form
D= {<I1> eER*:a <z <bai(r) <a2 < 51(11)};

T2

dabei seien a < b und a1, B : [a,b] — R stetige Funktionen. Entsprechend definiert man einen Normalbereich
bzgl. der y-Achse, bzw. Normalbereiche in Dimensionen > 3. Z.B. ist

D= {(901,902,96‘3)T eER*:a <z <bar(z1) < a9 < Bi(71), 02(71,2) < W3 < 52(3617962)}

ein Normalbereich in R?. Hierbei sind zusétzlich as, 82 : U € R%2 — R stetige Funktionen.

Satz 18.13. Sei D C R? ein Normalbereich, und sei f : D — R eine integrierbare Funktion auf D. Dann

gilt:
b B1(z1)
/f(X)dX:/ / f(xhl’g)dfﬂg dil.
D a a1 (z1)

Eine analoge Aussage gilt fiir Normalbereiche in Dimension > 3. Mit der Notation aus Definition 18.12 gilt
z.B. fir f: D C R3 = R:

b ﬁl(ajl) B2(11:1‘2)
/f(x)dxz/ / / f(z1, @0, x3)das | dag | day.
D a ai(z1) az(z1,22)

43Guido Fubini, 1879-1943
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Beispiel 18.14. Sei T = {(w1,22) € R? : 0 < 21 < 1,0 < 29 < 1 -2}, und sei f : T — R mit
Fx) =2 a3

1 11—z 1 1—x;
/ f(x)dx :/ (/ fz1,x2) dx2> dxq :/ </ (2 -2t —23) dx2> dxq
T 0 0 0 0
1 1 1—x4 1 1 E
:/ 2y — To? — — 25 ‘ dxlz/ 2(1—21) — (1 —zy) 2t — (1 —x1)® | day
0 3 0 0 3
1
5 4 5 1 2 4 1 15

Satz 18.15. Sei f : D — R integrierbar. Sei A € R™*" mit det A # 0, und sei t € R™. Sei D C R™ mit
D=AD+t={Ax+t:xz € D}. Dann gilt

/f(X)dX:|detA|~/~f(Ax+t)dx.
D D

Insbesondere ist vol(D) = | det A| vol(D).
Korollar 18.16. Sei D C R® beschrinkt, A € R, t € R"” und
AD+t={\x+t:xeD}.

Dann gilt _ _
vol(AD +t) = |A|" vol(D).

Satz 18.17 (Transformationssatz). Sei f : D — R Riemann-integrierbar. Sei T : D — D eine bijektive
Abbildung von einer Menge D C R™ nach D, die stetig partiell differenzierbar ist und deren Umkehrabbildung
ebenfalls stetig partiell differenzierbar ist. Dann gilt

/f(X)dX=/~f(T(x)) -| det Jp(x)| dx.
D D

Bemerkung 18.18.

1) Firn =1 ist dies (im wesentlichen) die Substitutionsregel aus Satz 15.21.

ii) Ist T(x) = Ax +t eine affine Abbildung, dann erhdlt man gerade Satz 18.15.
Definition 18.19 (Polar(Kugel)- Zylinderkoordianten).

i) Jedes x € R? lisst sich eindeutig darstellen als
_ (rcos¢
T (r sin c/))

ii) Jedes z € R? lisst sich eindeutig darstellen als

mit r € R>o und ¢ € [0, 27).

r cos ¢ sin
r sin ¢ sin
r cosv

mit 7 € R>q, ¢ € [0,27) und ¢ € [0, 7].
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iii) Jedes z € R? lisst sich eindeutig darstellen als

r COS @
r sin @
t

mit 7 € R>p, ¢ € [0,27) und ¢t € R.

Die Darstellungen i) und ii) nennt man allgemein Polarkoordinaten-Darstellungen, ii) auch Kugelkoordinaten-
Darstellung und iii) heifst Zylinderkoordinaten-Darstellung (siche auch Definition 7.8).

Beispiel 18.20. Volumen der Kugel D = B(0,1) = {x € R3: ||z|| < 1}. Sei D = [0,1] x [0,27) x [0, 7] und
T: D — B(0,1) mit
7 €Oos ¢ sin v
T(r,¢,9) = | r singsind
r cos

Dann ist | det Jp(x)| = r? sin 9, und so

vol(B(0,1)) :/ 1dx :/ 1|det Jp(x)|dx :/ |r? sin | dx
B(0,1) D D

:/01 (/O% (/Oﬂ = sin19|d19) qu) dr.

:/01 (/0% (r(~ cosv) Z) dqb) dr:/ol (/:ﬂ (2r2) d(b) dr:/ol (4mr?) dr
(it

Definition 18.21 (Vektorwertige Integrale). Sei f : D C R™ — R™, und es sei jede einzelne Koordinaten-
funktion f; : D — R Riemann-integrierbar, 1 < ¢ < m. Dann ist

Jp fi(x)dx
/ £(x) dx fog(.x)dx
D .

In fm.(x) dx

Definition 18.22 (Schwerpunkt). Sei D C R™ mit vol(D) > 0. Dann heifit der Punkt

1
d
vol(D) /D e
der Schwerpunkt von D.

Beispiel 18.23. Sei T = {(x1,73) € R? : 0 <21 < 1,0 < x5 < 1 —2;1}. Dann ist vol(T) = 1/2, und fiir die
erste Koordinate des Schwerpunktes (2}, 23) ergibt sich

x{zi/Txldx:2(/Ol </01_$1x1dx2> dxl)
:2<Al(x1(1—x1)) dx1> :2</01 (21 - a?) da:1>

1, 1.\ 1
—o( a2 b ‘ S
(2961 3371)0 3

Ebenso findet man fiir die 2.te Koordinate 3 = 1.
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