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Aufgabe 13.1 Gegeben seien die Quaternionen qg = —2+ i+ j — k und
g = —1i—j+ 2k.

(a) Bestimmen Sie q1 - q2,q1 - g2 und q - Ga.

(b) Berechnen Sie ||q1]|, ||g2|| und ||q1 - g2||-

(c) Bestimmen Sie die multiplikativen Inversen von q; und g2.

Aufgabe 13.2 Gegeben sei der Punkt P(0,2,6) € R? und der Drehwinkel
¢ = 60°.

(a) Bestimmen Sie das Bild von P unter der Drehung um die z-Achse mit
dem Drehwinkel ¢.

(b) Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis durch Vergleich der Linge des Ortsvek-
tors des Ausgangspunktes mit der des Drehpunktes.

Aufgabe 13.3 Man berechne die Determinanten der folgenden Matrizen:

o o2 l1+cosz 1+sinz 1
(G)A:<ex _9p-2a ), (b) | 1—sinz 1+cosz 1 |,

1 1 1

1 10 2 4

-1 1 4 3 1

(c) 2 419 -2

4 031 3

0 2 35 4

Aufgabe 13.4 Gegeben sei die Matrix

a —a a a
a a —a .

A= 4 —a —a mit a € R\{0}.
a

a —a a

Man zeige, dass det(A) = —8a* gilt und nutze das Ergebnis zur Berechnung
von det(2A4), det(A?),det(A~1).

Aufgabe 13.5 Fiir welche x € R gilt:

z -1 =z z+1 1 2
(a)det | =1 = = | =0, (b)det 2 o -1 | =27
1 2 z 3 1 =z

Votierungswoche: 23.01. - 27.01.2012
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Aufgabe 12.1 Sei (-,-) das Skalarprodukt und || - || die euklidische Norm
im R™. Beweisen Sie:

(a) llz+ylP? + llz — ylI* = 2(||=[1* + ly[[?),
(0) [l +yll < ll=ll + [yl fir alle z,y € R™.

Aufgabe 12.2 Gegeben sind die Vektoren a = (ay, az,a3) undb = (b1, by, bs)
aus dem R3. Man zeige, dass

_ az ag . ar as a; as
a><b—det<b2 bg)el det<b1 b3>e2+det<b1 b2>e3

einen Vektor ¢ = (c1, co, c3) liefert, der orthogonal zu a und b ist. Weiter be-
schreibe man den Orthogonalraum der linearen Hille von {(2,—1,4),(0,1,3)}
und gebe die zugehdrende Dimension an.

Aufgabe 12.3 Im euklidischen Vektorraum R3 seien die linear unabhingigen

Vektoren
by =(0,1,1),b0 = (1,0,1),b3 = (1,1,0)

gegeben. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des R® nach dem Schmidt-
schen Orthogonalisierungsverfahren.

Aufgabe 12.4 Man untersuche folgende Matrizen auf Orthogonalitit:

3 -1 0 cosa —sina 0
(a) 1 1 4 (b) sina  cosa 0
0 0 2 0 01

Aufgabe 12.5 Gegeben ist die lineare Abbildung f : R3 — R3, f(x) =
Ax, durch die Abbildungsmatriz A sowie die beiden Vektoren a und b des
Urbildraumes

1 0 0 1 1
A=[0 -1 0 ),a={( 2 |,b=| 0
0 0 —1 -2 -1

(a) Zeigen Sie, dass A orthogonal ist.

(b) Verifizieren Sie mit Hilfe der Vektoren a und b, dass f eine lingen-
und winkeltreue Abbildung ist.

Votierungswoche: 16.01. - 20.01.2012
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Aufgabe 11.1 Sei f : R3 — R? eine bijektive lineare Abbildung. Zeigen
Sie, dass das Bild einer Geraden wieder eine Gerade ist.

Aufgabe 11.2 Sei f : R® — R* cine durch f(z) = Az fir alle v € R®
definierte Abbildung mit

3 1 8

-1 0 -1 0 -1

A= —2 0 -1
1 4 50

Man gebe eine Basis von Bild f und eine Basis von Kern f an.

Aufgabe 11.3 Betrachtet werden die linearen Abbildungen f : R™ — R™:

1 0 0 -1
fle)=y=Azx mit A= _(1) 8 7;1 Z ,a,b € R.
0 0 1

(a) Man bestimme die Dimension von Bild(f) fir alle a,b € R.

(b) Man setze a = b = —1, bestimme den Kern der Abbildung und dim
Kern(f).

(¢) Man gebe im Falle a = b = —1 eine Basis von Bild(f) an. Liegt der
Vektor (5,2,—2,0) in Bild(f)?



Aufgabe 11.4 Gegeben seien die folgende lineare Abbildung f mit:

2 4 2«
KK fo)=| -1 -1 -1 |z
1 a+2 9

6
und b = —4 1.
6

(a) Sei K =R. Fiir welche Werte o € K gilt:
i. Kern(f) = {0}

ii. Es existieren unendlich viele Urbilder x € K3 fiir b.

iii. b ¢ Bild (f)
(b) Sei K = Zs. Man bestimme die Urbilder von b € Zs fir o = [0]3.

Aufgabe 11.5 Sei H die Hyperebene im K" gegeben durch

H= {(kl,...,kn)T €EK":> ki :o}.
i=1
Weiterhin sei f : K™ — K die lineare Abbildung mit
[k, k)T = ;k
(a) Bestimme Kern (f) und Bild (f).
(b) Bestimme dim H, dim Kern (f) und dim Bild (f).

(c) Bestdtige dim K" = dim Bild (f) + dim Kern (f).

Votierungswoche: 09.01. - 13.01.2012

Frohe Weihnachten
&
Alles Gute

(Gesundheit, Gliick, Freude, Bestandene Klausuren, etc.)

fiir 2012!
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Aufgabe 10.1 Gegeben sind folgende Mengen mit Elementen aus Zr:
M; ={(3,0,0);(2,0,2)} und M2 = {(2,0,1);(1,5,0)}.

(a) Zeigen Sie, dass die Mengen M; und My Erzeugendensysteme von
Unterridumen des 73 sind.

(b) Bestimmen Sie die Dimension dieser Unterrdume.

Aufgabe 10.2

(a) Wir betrachten R als Vektorraum tiber Q. Zeigen Sie, dass 1, V2,3
linear unabhdngig sind.
Hinweis: Ist a +bv2 + cv/3 =0, so (a + bv/2)? = 3¢2.

(b) Sind die Polynome 2?42, 2% —x+1, x+2, 22 +x+4 des R-Vektorraumes
aller Polynome vom Grad < 2 linear unabhdngig?

Aufgabe 10.3 Gegeben seien 91 = (1,4,1),99 = (4,2, 7i),93 = (1,4,3) und
w=(1,0,9) € C3.

(a) Bilden ¥1,92,03 eine Basis von C3?

(b) Stellen Sie w als Linearkombination der ¥; dar.
Aufgabe 10.4 Gegeben sind folgende Abbildungen:

(1) f:R3 = R2 (x1,29,73) = (21 + T2 + 73,72 + 3)

(2) f:R?> = R2%: (a,b) — (ab,a + b)

I 1 0 0
(3) f:R3—>R3,f X2 = 2 —+ X9 3 + x3 0
I3 0 0 2

(4) f:R? = R? (a,b) = (3a+1,4b+a+ 1)
(5) f:R—R% (z) = (x,27)

U1 1 0 0 T
(6) f:RZ—=R3 | »» | =0 3 0 221
Y3 2 10 0



(a) Welche der Abbildungen sind linear?

(b) Welche der linearen Abbildungen sind surjektiv, injektiv, bijektiv?

Aufgabe 10.5 Gegeben ist die folgende lineare Abbildung

I 1 0 1
f:R3—>R3,f T9 =x1| 1 | 4+x2| 1 | +x3
T3 1 3

(a) Liegt der Vektor (2,5,7) in der Bildmenge der linearen Abbildung (f)?

(b) Geben Sie einen Vektor des R® an, der nicht zur Bildmenge von (f)
gehort.

Votierungswoche: 19.12. - 22.12.2011
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Aufgabe 9.1 Sei Ry :={z € R: 2z > 0}. Zeigen Sie, dass R-q, versehen
mit der Addition a®b := ab fir alle a,b € Rsg und der Skalarmultiplikation
A®a:=a fir alle a € Rsg und A € R, ein R-Vektorraum ist.

Aufgabe 9.2 Sei V ein K-Vektorraum mit der Vektoraddition + und der
Skalarmultiplikation - und (K, ®, ®) ein Korper. Zeigen Sie:

(a) 0-v =0 fir alle veV und 0 ist das neutrale Element von (K, ®),

(b) (—=1)-v = —v firallev € V und —1 ist das inverse Element beziglich
@ vom FEinselement 1 von (K, ®).

Aufgabe 9.3 Man priife, ob die folgenden Mengen Unterrdume des R?
sind.

(a) My ={(x,y) ER?:2+y—1=0},
(b) Mz ={(z,y) € R? : 2° — y* = 0},
(c) Mz ={(z,y) € R* : 2? — y* = 0},
(d) My ={(z,y)

Aufgabe 9.4 Fiir welche Werte von a und b sind die folgenden drei Vek-
toren des R* linear unabhingig?

€ R? : 4x(14y — 4x) = 49y?}.

z1 =(1,0,a,b), z2=(1,a,1+a,3), z3=(0,—a,2,1).
Aufgabe 9.5 Betrachtet wird der Vektorraum R?*2.

2 2
2 3

Man bestimme die Dimension von linM. Man erzeuge Unterrdume
von [M] mit allen méglichen Dimensionen.

(a) Liegt die Matriz A = < ) in der linearen Hiille linM mit

(b) Sowohl alle symmetrischen Matrizen als auch alle Diagonalmatrizen
aus R?*? spannen einen Unterraum des R**? auf. Man bestimme je-
weils eine Basis und die Dimension dieser beiden Unterrdume.

Votierungswoche: 12.12. - 16.12.2011
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Aufgabe 8.1 Gegeben seien die Matrizen
1 -2 3 -3 7 -2 11 =25 12
A_<5 O6>’B_< 0 1 3>’C_<10 -3 3)’
(a) Man berechne: A+ B, A— B, A+ B+ C, 3A —4B.

(b) Falls moglich, ermittle man reelle Zahlen u, X fiir welche die Gleichung
M 4+ puB = C gilt.

Aufgabe 8.2 Fir die Matrizen

1 -2 4
A‘(—z 3 —5>’B_

berechne man:

— W N
NN O

—2 1
o=(7s)

(a) A-B, B-A, A-C, C-B, AT .C, CT . A.
(b) A-B-C, C-B-A.

Aufgabe 8.3 Man bestimme A™ und B™, n > 2, von

0 -1 0 3
B cos sing 1 0 0 0 4
(a)A_<—sin<p Ccos >’ (b) B = 0 0 0 2
0 00O
Aufgabe 8.4 Man bestimme X aus der Matrizengleichung
A+3(X—A—IQ)ZZB+X—IQ
(a) allgemein fiir A, B, X € R?*2
.o (3 -1 _ 1 0
(b)furA—(2 5>,B—(_2 _3>
Aufgabe 8.5 Man berechne die inverse Matriz von
30 20
010 2 cos sin «
(a) €= 2 010 | (b)D_<sinoz —cosoz>'
0 3 0 2



Aufgabe 8.6 Man bestimme die inverse Matriz, falls sie existiert, zu fol-
genden Matrizen, deren Elemente aus einem Restklassenkérper sind:

5 4
(a)A=1 1 3
2 4
0 2
(b)B=11 2
10

3
2 mit Elementen aus Zs bzw. aus Zr.
1
1
2 mit BElementen aus Zs bzw. aus Zs.
1

Votierungswoche: 05.12. - 09.12.2011
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Aufgabe 7.1 Ldsen Sie mithilfe des Gauf’schen Algorithmus folgende Glei-
chungssysteme tiber dem Korper der reellen Zahlen.

(a)

z + 2y + 3z = —4

°r — y + =z = 0

T + 3y + 7z = =8

2 4+ 3y — =z = 11
(b)

-r1 + X2 + I3 — 5 0

Ty — X9 — 3x3 + 234 — xF = 2

3.%'2 — r3 — 5334 — 73?5 = 9

3r1 — 3x9 — bxz + 24 + OS5 = 2
(c)

g + x99 + 3x3 4+ 4dxy = -3

2¢1 4+ 3x0 + 1llzg + bdxry = 2

201 + xo 4+ 3xs3 + 224 = -3

Ty + x2 + Sxyz + 214 = 1

Aufgabe 7.2 Gegeben sei das Gleichungssystem iber dem Kdrper der reel-
len Zahlen

1 — 2x0 4+ 3z3 + 4 = 0
21 + To + x3 — 2 = 0.
1 + are + 2x3 + B = 0

Fiir welche Werte o und B besitzt das System genau eine Ldsung, keine
Losung bzw. unendlich viele Losungen? Man lose das System fiir « = 1 und

B =4.

Aufgabe 7.3 Ldsen Sie mithilfe des Gauf$’schen Algorithmus das Glei-
chungssystem tber dem Kdérper der komplexen Zahlen

1 + To + txz = 1
2x1 + 1To + Jtxz = 3 .
iry + (20 —2)x = i+2

Aufgabe 7.4 Gegeben sei das Gleichungssystem iiber dem Kérper der kom-
plexen Zahlen
x| — To + T3 = 2
r1 + 209 4+ 3ixs = 1 .
—r1 — —ixy + axzg = f



Fiir welche Werte o und B besitzt das System genau eine Ldsung, keine
Lésung bzw. unendlich viele Losungen.

Aufgabe 7.5 Gegeben sei das Gleichungssystem Ax = b iber dem Korper
K mat

1 1 -1 1
A= 2 3 « und b = 3
1 « 3 2

(a) Sei K = R. Fiir welche a« € R gibt es genau eine Lisung, unendlich
viele Losungen bzw. keine Lisung?

(b) Sei K = Zs. Fiir welche o € Zs gibt es genau eine Losung, unendlich
viele Losungen bzw. keine Lisung?

Aufgabe 7.6 Bestimmen Sie fiir das folgende lineare Gleichungssystem iber
der Menge M, mit M € {Q,Zs,Zs} jeweils die Losungsmenge. Fir M €
{Zs,Z5} sind dabei die Zahlen mit den entsprechenden Restklassen zu iden-
tifizieren.

X1 +6xy = 3
29 +4xy = 2

ro +x3 —2x4 = —1°
I —91‘4 = -3

Votierungswoche: 28.11. - 02.12.2011
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Aufgabe 6.1 Sei M die Menge aller quadratischen Tabellen der Form

< “ _b> mit a,b € R,
b a

in der folgende Verkniipfung ® erkldrt ist:

ar —b ® az —by \ [ ajaz —biby —aibs — azb:

b +ay by +as )\ agby +aibs —bibs +ajas )
Untersuchen Sie (M,®) auf Assoziativitit, Kommutativitit, Eristenz des

neutralen und inversen FElementes und Abgeschlossenheit, d. h. die Ver-
kniipfung ® fihrt nicht aus der Menge M hinaus.

Aufgabe 6.2 Sei (G, 0) eine Gruppe mit der Verkniipfung o in G und dem
neutralen Element e.

(a) Zeigen Sie, dass das inverse Element g~' € G zum Element g € G
eindeutig bestimmit ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Gleichungen x oa = b und aoy = b mit den
Unbekannten x und y fir alle a,b € G eindeutig losbar sind, d. h. dass
es fir alle a,b € G genau ein x € G und genau einy € G mit roa =b
und aoy =b gibt.

Aufgabe 6.3 Sei in der Menge M aus Aufgabe 6.1 eine weitere Operation
@ erkldart mit:

ap —b o @ —by \ _ (a1 t+az —bi—bo
br  a by a bi+by ar+ax )
Zeigen Sie, dass (M;®,®) ein Kdrper ist.

Aufgabe 6.4 Gegeben seien z1 = 2+ 3i und zo = 3 — bi. Berechnen Sie:

21 ~
21 + 22,21 — 22,21 + 22, PRECREC T RS |z2].
2



Aufgabe 6.5 Gegeben sind die folgenden komplexen Zahlen

7 7 ™ 7r-
21 =1, 29=—V3+, 2z3= 2(cos Zﬂ'—l—i sin 171), zg=e3', z5= 8leel,

Man berechne:
(a) 2¥ mit k € {15,28,201,4278},
(b) die Potenzen 23,25 und z3,
(c) die Wurzeln 3z und {/zs.

Man veranschauliche die Ergebnisse der Teilaufgabe (c¢) in der Gaufschen
Zahlenebene.

Aufgabe 6.6 Man bestimme alle komplexen Ldsungen der Gleichung
N\ 4
2 —T7= G—I_i) .

Votierungswoche: 21.11. - 25.11.2011
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Aufgabe 5.1 Beweisen Sie den Binomoschen Satz (Satz 3.13 aus der Vor-
lesung) mithilfe vollstindiger Induktion: Firn € N und x,y € R gilt:

(z+y)" = Zn: (Z) AT

k=0

Aufgabe 5.2 Jeder Nutzer eines Netzwerkes hat ein Passwort, das aus 6
bis 8 Zeichen besteht, wobei jedes Zeichen ein Kleinbuchstabe oder eine Zif-
fer ist. Jedes Passwort muss mindestens eine Ziffer enthalten. Wie wviele
verschiedene Passwoérter sind mdglich?

Aufgabe 5.3 Ein BIT ist ein Element der Menge M = {0,1}. Ein BIT-
STRING der Linge n ist ein Element aus M™.

Wie viele Bit-Strings der Linge n gibt es? Wie viele Bit-Strings der Linge
10 beginnen und enden mit 19 Wie viele Bit-Strings der Ldinge n enthalten
genau 5 Finsen? Wie viele Bit-Strings der Linge 8 enthalten mehr als 6
Einsen? Wie viele Bit-Strings der Linge 8 haben dieselbe Anzahl von Nullen
und Finsen?

Aufgabe 5.4 Seien

0_1:<123456 78910)
1 35789 102 4 6)°
@_(123 45678910>und
2 51 10 8 3497 6
03_(1 2345678910>
410 9 75 6 8 1 2 3

Permutationen aus Stg.

(a) Man bestimme die Kompositionen o o 03,03 © 09, (01 © 03) © 03 und
o1 0 (09 003).

1 1

(b) Man bestimme oy ' 0 03", (02 0 03) ™ und (3 0 02) L.

Aufgabe 5.5 Man berechne mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus den
grofiten gemeinsamen Teiler von

(a) 91 und 133, (b) 250179 und 44909/.



Aufgabe 5.6 Sei Zg die Menge der Restklassen modulo 6.

(a) Stellen Sie die Verkniipfungstabellen der Mengen Zg beziiglich der Ad-
dition @ und Z¢\{[0]¢} beziiglich der Multiplikation © auf.

(b) Lésen Sie folgende Gleichung: ([4]¢ © [x]6) ® ([x]6 @ [3]6) = [2]6-
(¢) Finden Sie alle Paare [x]s, [y]e mit [z]¢ © [y]e = [0]6.

Votierungswoche: 14.11. - 18.11.2011
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Aufgabe 4.1 Untersuchen Sie, welche der folgenden Relationen F' C My x Ma
Abbildungen sind und bestimmen Sie gegebenenfalls Definitions- und Wer-
tebereich:

(a) My ={1,2,3,4}, My = {a,b,c,d} : F ={(1,a),(1,c),(4,e)}.
(b)) My =My =R:F={(z,y) € R?:y = £},

(¢) My = My = P(A) (Potenzmenge einer beliebigen Menge A):
F={(B,B) € P(A) x P(A)|B = A\B}.

Aufgabe 4.2 Man untersuche, ob die folgenden Abbildungen f : A — B
ingektiv, surjektiv oder bijektiv sind.
(a) A={zeR:0<z<1},B={yecR:— Yy
(b)) A={zeR:1<x<2},B={yeR:1<y <3}, f(z)=|z|
(c) A={zeR:-1<zx<1},B={yeR:0<y <1}, f(z)=|z|

(d) A={x e R:0<z<6},B={yeR:-1<y<12/5}, f(zx) =
|z = 5]

(e) Sei M eine beliebige Menge, A = B = P(M) ihre Potenzmenge. Fir
Q € P(M) sei (Q) = Q.

Aufgabe 4.3 Bestimmen Sie

(a) eine Teilmenge T' C 7, so dass die Abbildung f : {1,...,15} — T mit
k — k% — k bijektiv ist.

(b) sowohl eine injektive Abbildung h : Z — N als auch eine surjektive
Abbildung g : N — Z.

Aufgabe 4.4 Sei fi(z) = 422 + 3 und sei fo(x) = /2.

(a) Man bestimme fir fi und fo den grofiten Definitionsbereich X und
zugehdrigen kleinsten Wertebereich Y, so dass fi und fo Abbildungen
sind, sowie, falls vorhanden, die inversen Abbildungen.

(b) Man untersuche fi und fo auf die Eigenschaften Surjektivitit, Injek-
tivitdt und Bijektivitdit.



(¢) Man bestimme von den Kompositionen f1 o fo und fio fo Definitions-
und Wertebereich, ihre Eigenschaften (Surjektivitit, Injektivitit, Bi-
jektivitat) und, wenn mdaglich, die inversen Abbildungen.

Aufgabe 4.5 Gegeben sind A = {1,2,3,4,5} und

fi: A—N, fi(x) =3x —1;
fo: A= N, fo(z) = 2 — 62 + 10;
fz: A—{1,2,5}, f3(z) = 22 — 62 + 10;
fiiA—{2,5,811,14}, fu(z) =3z — 1.

(a) Welche der Abbildungen sind surjektiv, injektiv oder bijektiv?

(b) Welche der folgenden Kompositionen sind wohldefiniert und untersu-
chen Sie gqf. auf Surjektivitit, Injektivitdt und Bijektivitdt: fio f3, f3o
J1 und fyo fa.

(c) Geben Sie, wenn mdglich, die Umkehrabbildungen fir alle Abbildungen
und Kompositionen, die Abbildungen sind, an.

Aufgabe 4.6 Sei f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie:

(a) VB CY(f(f~1(B)) C B). Zeigen Sie, dass die Gleichheit genau dann
gilt, wenn f surjektiv ist.

(b) VAC X(AC f~1(f(A))). Zeigen Sie, dass die Gleichheit genau dann

gilt, wenn f injektiv ist.

Votierungswoche: 07.11. - 11.11.2011
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Aufgabe 3.1 Beweisen Sie fiir eine endliche Menge M : P(M) = 2IMI,

Aufgabe 3.2 Untersuchen Sie die folgenden Relationen R auf der jeweili-
gen Menge M auf ihre Figenschaften Reflexivitit, Symmetrie und Transiti-
vitdt.

(a) M =R, (z,y) €R

(b) M =N xN,((a,b),(c,d)) e R&a-d=b-c

(C) M = {17273}7R: {(171)7(272)7(373)7(172)7(273)}
(d) M =N, (m,n) € R< (2teiltm -n oderm = n)

(e) M=Z,(u,v) e Ren—ven-Z={n-z:z€Z}

Welche der Relationen bilden eine Halbordnung, eine totale Ordnung, eine
Aquivalenzrelation?

Aufgabe 3.3 Sei E die Menge der Eigenschaften Reflexivitit (Re), Sym-
metrie (Sy) und Transitiwitit (Tr), d. h. E = {Re, Sy, Tr}. Man gebe zu
jedem Element X der Potenzmenge von E ein Beispiel einer bindren Re-
lation R iber der Menge M = {1,2,3,4} an, die die Figenschaften aus X
besitzt, jedoch nicht die Eigenschaften aus E\X hat.

Erliuterung: Gilt z. B. X = {Re}, so ist eine bindre Relation R tiber M
gesucht, die reflexiv, aber nicht symmetrisch und nicht transitiv ist.

Aufgabe 3.4 Man untersuche, ob folgende Relationen Aquivalenzrelationen
auf der Menge X sind und veranschauliche gegebenenfalls die Aquivalenzklassen:

(a) X = {(.’B,y) € RQ X S 07y 2 O}, (‘TlayQ)R(xQMyQ) < J;%‘i‘y% = x%—'_y%

(b) X =R, 2Ry < [z] = [y], wobei [z] die grifste ganze Zahl k mit k < z
bedeutet.

(c) X =N,xRy < x ist das Quadrat von y.

(d) X sei die Menge aller Geraden g in der Ebene, g1Rgs < g1 N gy =0
oder g1 = ga.

Aufgabe 3.5 Man bestimme von den folgenden Relationen F C My x Mo
Definitions- und Wertebereich. Welche der Relationen sind Abbildungen?



(a) My ={1,2,3,4}, My = {a,b,c,d} : F ={(1,a),(1,c),(4,e)}.
(b)) My =My =R:F ={(z,y) € R? : y = 11},
(¢c) My = My = P(A) (Potenzmenge einer beliebigen Menge A):
F={(B,B) € P(A) x P(A)|B = A\B}.
Aufgabe 3.6 Sei fi(z) = 422 + 3, und sei fo(x) = /2.

(a) Man bestimme fir fi und fo den grifiten Definitionsbereich X und
zugehorigen kleinsten Wertebereich Y, so dass f1 und fo Abbildungen
sind, sowie, falls vorhanden, die inversen Abbildungen.

(b) Man untersuche fi und fo auf die Eigenschaften Surjektivitit, Injek-
tivitdt und Bijektivitdt.

(¢) Man bestimme von den Kompositionen f1o fo und fio fo Definitions-
und Wertebereich, ihre Eigenschaften (Surjektivitit, Injektivitit, Bi-
jektivitit) und, wenn mdgleich, die inversen Abbildungen.
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Aufgabe 2.1 Man beweise die folgenden Aussagen mittels vollstindiger In-
duktion:

k
(a) Y i-il=(k+1)!—1 fir alle k € N,
i=1

(b) Fiir jede natiirliche Zahl n ist der Ausdruck 2n3 + 4n durch 6 teilbar.
Aufgabe 2.2

(a) Man beweise mit Hilfe vollstindiger Induktion folgende Ungleichung:
Fiir allen € N und v € R>_; gilt: (14 x)" > 1+ nx (Bernoulli’sche
Ungleichung).

(b) H(l—k—g):%fdralleneN,nZQ
k=2

Aufgabe 2.3 Gegeben seien folgende Mengen A, B,C C R x R = R? mit
A={(z,y):® +y* <4}, B={(z,y) : 2y = + 1},C = {(z,9) : y < 2”}.

Bestimmen Sie AN B,AUC,B\A,ANBNC und (A\C) N B, indem Sie
diese in einem x,y-Koordinatensystem veranschaulichen.

Aufgabe 2.4
(a) Bestimmen Sie die Potenzmenge P(A) der Menge A = {a,b, c}.
(b) Gibt es Mengen, deren Potenzmenge nur 1 oder 2 Elemente enthlt?

(¢) Man bestimme die Potenzmenge der Potenzmenge von A = {—1,1}.

Aufgabe 2.5 Sei M eine Menge. Zeigen Sie, dass fir alle A,B,C C M
gilt: (AUB)NC =(ANnC)u(BNC).

Aufgabe 2.6 Gegeben seien die Mengen
Ko = (o) €8 (00" + (s < 1)

Bestimmen Sie | X;und [ X
(4,7)ENXN (4,7)ENXN
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Aufgabe 1.1 Man beschreibe symbolisch unter Verwendung der Aussagen:
A: Der Student hat die Modulpriifung bestanden.

B: Der Student hat mindestens 50% der Ubungsaufgaben geldst.

C: Der Student hat fleifiig studiert.

D: Der Student hat die Lehrveranstaltungen besucht.

(a) Wenn der Student die Lehrveranstaltungen besucht und mindestens
50% der Ubungsaufgaben geldst hat, hat er fleiffig studiert und besteht
die Modulpriifung.

(b) Der Student besteht die Modulprifung genau dann, wenn er fleiffig stu-
diert, die Lehrveranstaltungen besucht und mindestens 50% der Ubungs-
aufgaben geldst hat.

(¢) Wenn der Student die Lehrveranstaltungen besucht hat, jedoch nicht
fleifsig studiert und nicht mindestens 50% der Ubungsaufgaben gelost
hat, besteht er die Modulprijfung nicht.

Aufgabe 1.2 Man schreibe die folgenden Aussagen mit den logischen Ope-
rationszeichen:

(a) nicht nur A, sondern auch B, (b) wenn A, so nicht B,

(c) es ist nicht wahr, dass A, oder B (d) weder A noch B,

(e) dann, aber nur dann A, wenn nicht B, (f) A, vorausgesetzt, dass B.

Aufgabe 1.3 Man entscheide anhand einer Wahrheitswerttabelle, ob die
folgenden Aussageverbindungen Tautologien, erfillbar oder nicht erfillbar
(d. h. fiir keine Wahrheitswertbelegung der Aussagen A, B,C wird die Aus-
sageverbindung wahr) sind!

(a) (ANB) = (C = B), (b) (AANB) < (AVB)), (c) (A= B) = A) = A.

Aufgabe 1.4 Man zeige mithilfe einer Wahrheitstabelle, dass die folgenden
Aussageverbindungen Tautologien sind:

(a) (A= B) & (AV B), (b)) (A= B) < (AN B),

(c) (A= B)AN(B=C))=(A=C).

Aufgabe 1.5 Gegeben sind die Implikationen:
(1) A= B, (2) B = A (Kontraposition von (1)), (3) (AAB) = B.
Zum Nachweis der Implikation (1) gibt es u. a. folgende Beweistechniken:



(a) Direkter Beweis: Man beweist aus der Richtigkeit der Voraussetzung
A die Implikation (1) direkt.

(b) Beweis der Kontraposition von (1): Man beweist die Implikation (2).
(c¢) Indirekter Beweis: Man beweist die Implikation (3).

Man zeige, dass die Implikationen (1), (2) und (3) paarweise logisch dquivalent
zueinander sind.

Votierungswoche: 17.10. - 21.10.2011
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Aufgabe 0.1 Man ermittle x € R aus folgenden Ungleichungen:

@<z Wizle-10, @ || < e

Aufgabe 0.2 Man ermittle x € R aus folgenden Gleichungen:
(a) log,{2logs[1 +logy(1 + 3logy )]} = 3,
(b) logzx +log zx — log% x =6,
(c) 4772 —17-2"4 +1 =0,
(d) 381 —10v/9+3 =0,
(6) 7. 3z+1 _ 5a:+2 — 3w+4 _ 527—&—3}
(f) x+2yx—3=0.

Aufgabe 0.3 Man skizziere die folgenden Funktionen f : R — R mit
y = flx):
(a)y=In(z—1), (b)y=Inz—1, (¢)y=2sin3z, (d)y=2+cosz,
(e) y =l — .

Aufgabe 0.4 Es seien f(x) = zv/x + 1,h(z) = 2° — x und g(x) = sin 2z.
Bestimmen Sie:

(a’) f(:IZ - 1),f(1)) -1, —f(l’),f(—ﬂf),2f($),f(2(1)),
(b) hlh(z)], g[h(2)], hlg(x)], g[h(2)]!

Aufgabe 0.5 Man zerlege in Linearfaktoren, d. h. in ein Produkt von Po-
lynomen vom Grad 1, und skizziere folgende Funktionen f : R — R mit

(a) f(x) =ax*+ 23— 922 + 11z — 4,
(b) f(x) = 2%+ 25 — 52* + 52 + 42% — 6x.

Aufgabe 0.6 Man bestimme die Hauptwerte 0° < x < 360° folgender Glei-
chungen:
(a) 2sin?z = 3cos , (b) sinx + cosz = /2.



