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Kurven

1. Gegeben sei die Kurve

c(t) =

 t− sin t
1− cos t
4 sin t

2

 mit t ∈ [0, π].

i) Bestimmen Sie den Geschwindigkeitsvektor ċ(t) der Kurve c(t) im
Punkt c(π).

ii) Zeigen Sie, dass ‖ċ(t)‖ = 2.
Hierbei kann auch die Identität cosx = cos2 x

2
− sin2 x

2
benutzt werden.

iii) Berechnen Sie die Länge der Kurve c(t).

zu i): ċ(t) =

 1− cos t
sin t

2 cos t
2

 und ċ(π) =

 1− (−1)
0
0

 =

 2
0
0


zu ii):

‖ċ(t)‖ =
√

(1− cos t)2 + sin2 t+ 4 cos2 t
2

=
√

1− 2 cos t+ cos2 t+ sin2 t+ 4 cos2 t
2

=
√

2− 2 cos t+ 4 cos2 t
2

=
√

2− 2(cos2 t
2
− sin2 t

2
) + 4 cos2 t

2

=
√

2− 2 cos2 t
2

+ 2 sin2 t
2

+ 4 cos2 t
2

=
√

2 + 2 cos2 t
2

+ 2 sin2 t
2

=
√

2 + 2(cos2 t
2

+ sin2 t
2
) =
√

4 = 2.

zu iii): Lc(t) =
π∫
0

‖ċ(t)‖ dt =
π∫
0

2 dt = [2 t]π0 = 2π

2. i) Man zeige, dass

B(t) =

(
−1 + 3 t

−1 + 3 t+ 6 t3

)
, t ∈ [0, 1],

die Bézierkurve bezüglich den Kontrollpunkten

c0 =

(
−1
−1

)
, c1 =

(
0
0

)
, c2 =

(
1
1

)
und c3 =

(
2
8

)
ist.

ii) Man reparametrisiere die Bézierkurve aus i) auf das Intervall [−1, 1].
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iii) Man zeige, dass p(x) = x3 das Interpolationspolynom bezüglich den
obigen Stützstellen c0, . . . , c3 ist.

zu i): Nach Definition von Bézierkurven (Definition 20.13) ist

B(t) =
3∑
i=0

bi,m(t) ci = (1− t)3 c0 + 3(1− t)2t c1 + 3(1− t)t2 c2 + t3 c3

= (1− 3t+ 3t2 − t3) c0 + 3(1− 2t+ t2)t c1 + 3(1− t)t2 c2 + t3 c3

=

(
−1 + 3t− 3t2 + t3 + 3t2 − 3t3 + 2t3

−1 + 3t− 3t2 + t3 + 3t2 − 3t3 + 8t3

)
=

(
−1 + 3 t

−1 + 3 t+ 6 t3

)
.

zu ii) Sei h : [−1, 1] → [0, 1] gegeben durch h(t) = (t + 1)/2. Dann ist h eine
monoton steigende lineare Funktion mit h(−1) = 0 und h(1) = 1. Somit ist
(siehe Definition 20.8)

B(t) = B(h(t)) =

(
−1 + 3h(t)

−1 + 3h(t) + 6 (h(t))3

)
=

1

4

(
2 + 6 t

5 + 15 t+ 9 t2 + 3 t3

)
die gesuchte Reparametrisierung.

zu iii): Für das Polynom p(x) = x3 vom Grad 3 gilt p(−1) = −1, p(0) = 0,
p(1) = 1 und p(2) = 8, d.h., das Polynom x3 ”geht durch” die vier Stützstellen.
Da das Interpolationspolynom vom Grad 3 durch diese Eigenschaft eindeutig
bestimmt ist (Satz 21.1), ist p(x) = x3 das Interpolationspolynom bezüglich
diesen Stützstellen.

Numerik

3. Gegeben seien

A =

 0 1

−
√

2 0√
2 1

 und b =

 1
1
0

 .

i) Bestimmen Sie eine QR-Faktorisierung der Matrix A.

ii) Finden Sie die Lösung des Ausgleichsproblems min
x∈R2
‖Ax− b‖ mit Hilfe

der QR-Faktorisierung.

zu i):
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q∗1 =

 0

−
√

2√
2

 und ‖q∗1‖ =
√

2 + 2 = 2 also q1 =

 0

−
√
2
2√
2
2



q∗2 =

 1
0
1

−
〈

0

−
√

2√
2

,


1
0
1


〉

〈
0

−
√

2√
2

,


0

−
√

2√
2


〉
 0

−
√

2√
2



q∗2 =

 1
0
1

− √2
4

 0

−
√

2√
2

 =

 1
1
2
1
2


und ‖q∗2‖ =

√
1 + 1

4
+ 1

4
=
√

3
2

=
√
6
2

also q2 =


2√
6
1√
6
1√
6

 und Q =

 0 2√
6

−
√
2

2
1√
6√

2
2

1√
6

 =

 0
√
6
3

−
√
2

2

√
6
6√

2
2

√
6
6


Da A = QR folgt R = QTA.

R =

(
0 −

√
2

2

√
2
2√

6
3

√
6
6

√
6
6

) 0 1

−
√

2 0√
2 1

 =

(
2

√
2
2

0
√
6
2

)
zu ii): Lösung von min

x∈R2
‖Ax−b‖ ist Lösung von Rx = QT b (siehe Satz 21.26).

QT b =

(
0 −

√
2

2

√
2
2√

6
3

√
6
6

√
6
6

) 1
1
0

 =

(
−
√
2

2√
6
2

)

also

(
2

√
2
2

0
√
6
2

)(
x1
x2

)
=

(
−
√
2

2√
6
2

)

Lösung:
x2 = 1

2x1 = −
√
2

2
−
√
2
2

= −
√

2

x1 = −
√
2

2

4. Gegeben seien die folgenden Polynome

p1(x, y) = x+ y − 2xy ∈ R[x, y] und p2(x, y) = x2 + y2 + x+ y ∈ R[x, y].
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i) Untersuchen Sie p1(x, y) und p2(x, y) auf Symmetrie und beschrei-
ben Sie gegebenenfalls pi(x, y) mit Hilfe der elementarsymmetrischen
Funktionen σ1(x, y), σ2(x, y).

ii) Bestimmen Sie alle reellen Lösungen des Gleichungssystems

p1(x, y) + 4 = 0

p2(x, y) = 0

zu i):
p1(x, y) = x+ y − 2xy (ist symmetrisch und mitσ1 = x+ y undσ2 = xy)
p1(x, y) = σ1 − 2σ2
p2(x, y) = x2 + y2 + x+ y (ist symmetrisch)
p2(x, y) = σ2

1 + σ1 − 2xy
p2(x, y) = σ2

1 + σ1 − 2σ2

zu ii):
p1(x, y) + 4 = σ1 − 2σ2 + 4 = 0⇒ σ2 = σ1+4

2

p2(x, y) = σ2
1 + σ1 − 2σ2 = 0

Nach Einsetzen: σ2
1 + σ1 − (σ1 + 4) = 0 und so σ2

1 − 4 = 0 ⇒ σ2
1 = 4. Es folgt

σ1/1 = −2, σ1/2 = 2 und σ2/1 = 1, σ2/2 = 3.

Somit erhalten wir:
I x+ y = −2 II x+ y = 2

xy = 1 xy = 3
also (−2− y)y = 1 also (2− y)y = 3
y2 + 2y + 1 = 0 y2 − 2y + 3 = 0

(y + 1)2 = 0 y 1
2

= 1±
√

1− 3

y = −1 keine reelle Lösung
undx = −1

Differentialgleichungen

5. Gegeben sei die Differentialgleichung y′ + y2 cosx = 0.

i) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Differentialgleichung.

ii) Lösen Sie das Anfangswertproblem für y(3
2
π) = 1.

zu i): Separation der Variablen: y′ + y2 cosx = 0 ⇒ dy
dx

= −y2 cosx und so∫
1
y2
dy = −

∫
cosx dx. Es folgt − 1

y
= − sinx− c

⇒ 1
y

= sinx+ c bzw. y = 1
sinx+c

.

zu ii): y(3π
2

) = 1
⇒ 1 = 1

sin 3π
2
+c
⇒ 1 = 1

−1+c ⇒ −1 + c = 1⇒ c = 2

ysp = 1
sinx+2
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6. Für beliebige a ∈ R, a 6= 0 sei folgende Differentialgleichung gegeben:
a2y′′ − ay′ = 1.

i) Lösen Sie die zugehörige homogene Differentialgleichung.

ii) Bestimmen Sie eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differential-
gleichung und damit die allgemeine Lösung.

zu i): a2y′′ − ay′ = 0 ⇔ ay′′ − y′ = 0

τ(λ) = aλ2 − λ = 0 ⇒ λ(aλ− 1) = 0,
λ1 = 0 und λ2 = 1

a
.

Die allgemeine homogene Lösung ist gegeben durch yh = c1e
0 + c2e

x
a =

c1 + c2e
x
a mit Konstanten c1, c2 ∈ R.

zu ii): Störfunktion: b(x) = 1

τ(0) = 0⇒ yp(x) = x · b0
y′p = b0, y

′′
p = 0

Einsetzen in DGL:

a2 · 0− ab0 = 1
b0 = − 1

a

Eine partikuläre Lösung ist daher yp(x) = −x
a
.

Somit ist die allgemeine Lösung der DGL gegeben durch y(x) = c1+c2e
x
a−x

a
.

Probe: y′ = c2
a
e
x
a − 1

a
, y′′ = c2

a2
e
x
a

⇒ a2 · c2
a2
e
x
a − a( c2

a
e
x
a − 1

a
) = 1
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