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Kurven

1. Gegeben sei die Kurve

t—sint
ct)y=| 1—cost | mitte[0,n]
4sin%

i) Bestimmen Sie den Geschwindigkeitsvektor é(t) der Kurve c¢(t) im
Punkt ¢(7).

ii) Zeigen Sie, dass ||¢(t)]| = 2.

Hierbei kann auch die Identitit cos x = cos?

32—5 —gin? % benutzt werden.

iii) Berechnen Sie die Lange der Kurve c(t).

1 —cost 1—(-1) 2
zui): ¢(t) = sin ¢ und é(m) = 0 =10
2cos £ 0 0
zu ii):
le@)| = \/(1 — cost)? + sin® ¢ + 4 cos® L

- \/1—2008t+c052t+sin2t+4(:052%
= \/2—200815—1—400825
= \/2 —2(cos? L —sin® L) + 4 cos? L

- \/2—20032%+251n2%+4cos2§

= \/2+2COSQ%—|—QSiIl2% = \/2+2(COSQ%+SH12%) =V4=2

puiit): Lo(t) = [ ()] dt = fmﬁ 247 =27

0

2. i) Man zeige, dass

( -1+3t
B(t)_ (_1+3t+6t3)7 te [071}7

die Bézierkurve beziiglich den Kontrollpunkten
(-1 (0N (1 4o (2
CO - _1 ) Cl - O I CZ - 1 un C3 - 8

ii) Man reparametrisiere die Bézierkurve aus i) auf das Intervall [—1, 1].

ist.



iii) Man zeige, dass p(x) = 2* das Interpolationspolynom beziiglich den
obigen Stiitzstellen cy, ..., c3 ist.

zu i): Nach Definition von Bézierkurven (Definition 20.13) ist

3
me = (1=t co+3(1—1)te; +3(1 — )2y + 2 cs

= 1—3t+3t2—t3)c0+3(1—2t+t2)tc1+3(1—t) t?eo+t0cy

—1 43t =32+ +3t> = 3> + 26°\ —1+ 3t
—14+3t=32+3+32-3t3+8t3)  \—-1+3t+6¢3

zu ii) Sei h : [—1,1] — [0,1] gegeben durch h(t) = (¢ 4+ 1)/2. Dann ist h eine
monoton steigende lineare Funktion mit hA(—1) = 0 und h(1) = 1. Somit ist
(siche Definition 20.8)

——— _ —1+3h(t) 1 246t
B(t) = B(h(1)) = (—1+3h(t) +6(h(t))3) ~1 (5+ 15t+9t2+3t3>

die gesuchte Reparametrisierung.

zu iii): Fir das Polynom p(z) = z* vom Grad 3 gilt p(—1) = —1, p(0) = 0,
p(1) = 1 und p(2) = 8, d.h., das Polynom z3 ”geht durch” die vier Stiitzstellen.
Da das Interpolationspolynom vom Grad 3 durch diese Eigenschaft eindeutig
bestimmt ist (Satz 21.1), ist p(z) = 2® das Interpolationspolynom beziiglich
diesen Stiitzstellen.

Numerik

3. Gegeben seien

0 1 1
A= —v2 0| und b= 1
V2 1 0
i) Bestimmen Sie eine ) R-Faktorisierung der Matrix A.
ii) Finden Sie die Losung des Ausgleichsproblems mer% ||Ax — b|| mit Hilfe
XE
der @ R-Faktorisierung.

Zui):



und ||¢f| =v2+2=2alsoq = | —

I

|
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4. Gegeben seien die folgenden Polynome

pi(z,y) =2 +y—2zy € Rlz,y] und po(z,y) = 2° + y* + v+ y € Rz, y).



i) Untersuchen Sie pi(z,y) und po(z,y) auf Symmetrie und beschrei-
ben Sie gegebenenfalls p;(x,y) mit Hilfe der elementarsymmetrischen
Funktionen o1 (z,y), oo(z,y).

ii) Bestimmen Sie alle reellen Losungen des Gleichungssystems

pi(z,y)+4 = 0

b2 ([E, y) =0
zu i
p1(x, = x4y — 2zy (ist symmetrisch und mit oy = = + yund oy = xy)
nx,y) = 01— 20,

0? + 01 — 2zy

)
z,y)
,9)
z,y) = a*+y*+x+y(ist symmetrisch)
,y)
x y) = U%+0'1—20'2

pl(l',y)-l-ll = 01—202+4:0:>0'2:UIT+4

pa(z,y) = o0l +0,—20,=0
Nach Einsetzen: 02 + 01 — (61 +4) = 0 und so 02 — 4 = 0 = o7 = 4. Es folgt
oin = —2,012=2und 091 = 1,092 = 3.
Somit erhalten wir:
I T+y=—2 17 T+y=2
ry =1 Ty =3
also (=2 —y)y =1 also (2 —y)y =3
P +2y+1=0 y?—2y+3=0
(y+1)2=0 y%:m\/m
y=—1 keine reelle Losung
undz = —1

Differentialgleichungen

5. Gegeben sei die Differentialgleichung ' + y* cosz = 0.

i) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

ii) Losen Sie das Anfangswertproblem fiir y(37) = 1.

zu i): Separation der Variablen: i + y?cosz = 0 = % = —y? cosz und so
f%dy = — [cosxdzx. Es folgt —i = —sinz —c¢

1
sinx+c”’

:izsinx—f—cbzw.y:

zuii): y(3) =1
Sl=—p—=l=—""=-1l+c=1=c=2

51{1%—&—0 —1+c t+c ¢
ySp:sina:-i-Q




6. Fiir beliebige a € R, a # 0 sei folgende Differentialgleichung gegeben:

a®y" —ay =1.

i) Losen Sie die zugehorige homogene Differentialgleichung.

ii) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung der inhomogenen Differential-
gleichung und damit die allgemeine Losung.

i) a®y —ay =0 ay’ —y =0
TA)=aN¥-A=0 = ANar—1)=0,
)\1:Ound)\2:§.

z
a

Die allgemeine homogene Losung ist gegeben durch y, = c1€® + ce
¢1 + coea mit Konstanten ¢, ¢ € R.

zu ii): Storfunktion: b(x) =1

7(0) =0 = yy(z) = - by

Yp =bo,y, =0
Einsetzen in DGL:
a’>-0—aby = 1
by — -1
Eine partikuldre Losung ist daher y,(x)

Somit ist die allgemeine Losung der DGL gegeben durch y(z) = ¢;+coea —2.

L1 co X 1 N __ co X
Probe: y' = “2ea — —,y" = Heo

z z
= a% Zeo —a(2ea — 1) =1
a a a



