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1. Kurven I

i) Bestimmen Sie Kontrollpunkte ¢y, c1, ¢2, c3 € R?, so dass die Bézierkurve

3

B(t) =Y bis(t)ei, t €0,1],

=0
gleich der Kurve c(t) = (—4t® + 6t — 2, —6t> + 6t — 1)7, t € [0, 1], ist.

ii) Skizzieren Sie den Kontrollpolygonzug ¢y, ¢, ¢a, ¢3,co und die Kurve
B(t).

LOSUNG ,
’ -2 -4
i): Schreibe ¢(t) = z:aitZ = (_1> + (g)t+ (—06>t2 + ( 0 )tS. Dann
i=0

sind nach Satz 20.15 die Kontrollpunkte gegeben als ¢; = Z;:o %aj, 1=
0,...,3. Also ’

-2 1 0
Co = ag = _1,01:a0+§a1: 1

1 2

2 0
Ccy = a0+§a1—|—§a2 = (1), c3 = agt+ay+ax+az = (_1).

Alternativ ist

3
c(t) = Z bis(t)ei = (1 —1t)%co+3(1 —t)’te; + 3(1 — t)t%cy + tocs
=0

= ¢o+ (=3co + 3e1)t + (3co — 6c1 + 3ea)t? + (—co + 3c1 — 3cg + c3)t’.

Daraus ergeben sich die Gleichungen ag = ¢y, a1 = —3cg + 3¢q, as = 3¢o —
6¢1 + 3¢ und az = —c¢g + 3¢1 — 3¢ + ¢3 aus denen man durch sukzessives
Einsetzen die Punkte ¢; ermittelt.
ii): Skizze:

2. Kurven 1II

Sei a > 0, und sei ¢, : [0,87] — R? die Kurve mit ¢, (t) = e**(cost,sint).

i) Man bestimme die Lange der Kurve.

ii) Man bestimme alle Punkte der Kurve c¢,, die auf der Geraden y = x
liegen.

LOSUNG



i) Es ist

inll) = ae* cost —e*sint
A\ ae*sint + e cost )’

und somit ist

llca(t)|| = \/(oze“t cost — e sint)” + (ae sint + et cost)’

= eo‘t\/a2 cos?t + sin®t — 2« costsint + a?sin’t + cos? t + 2asint cost

=e\/a? + 1.
8
0 >

Damit ergibt sich fiir die Lange der Kurve
81 81 1
/ lea(D)||dt = Va2 1/ et = VaZ 1 |~
0 0
ii) Die Schnittpunkte sind durch alle ¢ € [0, 87 gegeben fiir die gilt

(0%

1 QT
= 1+@(e8 —1).

e*tcost = e“sint.

Es sind also alle t € [0, 87| gesucht mit sint = cost. Die letzte Bedin-
gung gilt genau dann, wenn ¢ = 7 +2 km oder ¢ = §7r+2 kmund k € Z.
In dem Intervall [0, 87] ergeben sich so die folgenden 8 Schnittpunkte:

1+4m

e“’(cost,sint), t= ( )W,m:(),...,?.

. Numerik I

Gegeben sei das folgende Gleichungssystem Ax = b mit

A= und b =

O Wil =
D= W= =
DTt W N[

— Wi —



i) Fithren Sie eine LU-Faktorisierung der Matrix A durch.

ii) Bestimmen Sie die Losung des Gleichungssystems mithilfe Threr Fak-
torisierung aus i).

LOSUNG
(a)
11 i1 0 o0 azy = +3
U= 35 5 /0 1 0 = Lo
0 ¢ ¢]/0 0 1
1 i1 0 o0
Ul— 0 —% % % 1 0 —L1|Oé32——%
0 & 2]/0 0 1
1 21 0 o0
Up= 0 -2 02 1 0 =Ly
0 0 1]0 -1 1
11l 1 00
=U=|0 -3 0|, L= 2 10
0 01 0 -1 1
(b) LUx = b setzen Ux =y
1 00 n 1
=Ly=b=| 3% 10 y | =1 2
0 —1 1 Ys 1
=n=11%=0 y=1
: 1 3 T 1
=0 -3 0 2o | =10 | =a3=12=0, 2, =1
0 01 T3 1
1
=x=|0
1

4. Numerik II
Gegeben sei die Funktion f: R>g — R mit f(z) = z — cosz.

i) Bestimmen Sie ein Intervall [a, b] in dem eine Nullstelle der Funktion
f(z) liegt.

ii) Bestimmen Sie einen Néherungswert dieser Nullstelle, in dem Sie mit-
hilfe des Newton-Verfahrens zwei Iterationsschritte ausfiihren, begin-
nend mit zg = 7.

iii) Geben Sie eine geometrische Interpretation des Newtonverfahrens.

LOSUNG



X1E

i) f(x) =x —cosx =0= x =cosx
Schnittpunkt liegt im Intervall I = [0, 7].
F0)=0-1<0

s _ T
f3) =58>0
ii) Newton-Verfahren
_ flxn) Xy, —COS Tpy
Tnt1 = Tn — fl(zn) Tn — 14sin zy,
0
_ T _ T
To=5=>T1=53~" 17 =1
=—1/V2 w/4—1
_r _ T _ 1 —
L=y = 2= 1~ 108~ 102

iii) 2,41 ist der Schnittpunkt der Tangente der Funktion f im Punkte z,
mit der z-Achse.

5. Differentialgleichungen 1
Bestimmen Sie alle Funktionen y : R — R, die folgendes Problem losen:
Yy =

mit y(0) = 1 und y'(0) = 2. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

i) Losen Sie die zugehorige homogene Differentialgleichung.

ii) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung der inhomogenen Differential-
gleichung.

iii) Bestimmen Sie die Funktion, die das obige Problem 16st, unter der
Annahme, dass y(0) = 1 und ¢/(0) = 2.

LOSUNG



i) Zum Bestimmen der homogenen Loésungen betrachten wir das zu-
gehorige charakteristische Polynom (vgl. Definition 22.25)

T(\) = M\

Die Nullstellen von 7(A) sind Ay = Ay = 0. Die zwei Nullstellen kor-
respondieren zu zwei linear unabhéngigen Losungen der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung und somit ist die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung

yn(x) =1+ cox, ¢ €R.

ii) Eine partikuldre Losung wird mittels Satz 22.27 bestimmt. Die rechte
Seite hat die Form p(z)e®”, wobei p(z) = z ein Polynom vom Grad
1 ist und @ = 0 ist. Da 7(ar) = 7(0) = 0 mit Vielfachheit 2, setzen
wir als partikuldre Losung y,(z) = z?(az + b) an, wobei a,b € R. Die

Ableitungen von y, () sind y, () = 3az® 4 2bz, und y) (z) = 6az + 2b.

Das Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung liefert a = %

6
und b = 0 und damit ist y,(z) = $z.

Die Losung der inhomogen Differentialgleichung ist

1
y() = yn(x) + yp(2) = c1 + cax + 6x3.

iii) Einsetzen der Anfangswerte liefert y(0) = ¢; = 1 und y'(0) = 2 = 2.
Also ist die gesuchte Losung y(z) = y(x) = ’”72 + 2z + 1.

6. Differentialgleichungen II

Bestimmen Sie alle Funktionen y : R>g — R, die
xy —y=x—1

erfullen.
LOSUNG

Wir losen zuerst die zugehorige homogene Differentialgleichung

zy —y=0
mittels Separation der Variablen (vgl. Satz 22.4). Es gilt

1 1
/—dy:/—dx = In|y| =1In|z| + cmit c € R.
Yy T

Demnach sind samtliche homogene Losungen gegeben durch

yn(z) = |z|c = xc mit ¢ € R

6



da x > 0.

Wir verwenden Variation der Konstanten um eine partikulare Losung der
inhomogen Differentialgleichung zu finden.

Nach Bemerkung 22.19 fiihrt y,(x) = c¢(x)yn(x) = c(x)z zu

-1 —-1\1 1
C(I'):/x e_fﬂlnd“’dx:/(x )—dmzlnx+—.
x x x x

Somit ist y,(z) = z(Inz +1) = zInz + 1 eine partikulére Losung und nach
Satz 22.16 ist die Losung der inhomogenen Differentialgleichung

y(x) =yp(x) + yp(z) =2c+xne + 1,

fiir jedes ¢ € R.



