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1. a) Seia der Grenzwert der Folge a, = =2+

i) Zeigen Sie a = —1.

ii) Bestimmen Sie ein ng in Abhéngigkeit von € > 0, so dass
la, — a| < € fiir alle n > ny.

Hinweis: Binomische Formeln kénnten helfen.
b) Untersuchen Sie die Reihe )", ﬁ auf Konvergenz.

Losung

a.i) Durch Kiirzen mit 4™ ergibt sich:
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n—o00 1 —4n» n—o00 4—n —1
a.ii) Fir ng hilft die 3. binomische Formel.
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b) 1. Méglichkeit: Majorantenkriterium
S — <
;n(n—l) an—n ;nQ—Qn—l—l ; n—1)2

2. Moglichkeit: Partialsumme ausrechnen

2. i) Bilden Sie die 1. Ableitungen folgender Funktionen:

fi: Rt :={z Rz >0} =R, fi(z)=esin(a?),
f2: R=R, fa(z) :1n<1(_;:11)(2z)> :

ii) Gegeben sei die Funktion ¢ : R — R mit

x
9@ =5z
Bestimmen Sie die Nullstellen von g¢(x), das Verhalten von g(z) fiir
x — +oo und alle lokalen Minima und Maxima von g(x).




V7 sin(2?) 4 eVcos(x?) 2

@) = 5=

_ Ve (2\1/5 sin(z?) + 2z cos(x2)>

(Produktregel, Kettenregel)
(x+1)2 (=2 sin(x)cos(z)(z + 1)% — 2(1 — sin®(z))(x + 1))

o(x) =

(1 —sin®(z)) (z + 1)1

_ 1 ~(=2sin(z)cos(z)(z + 1)* — 2 cos®(z)(z + 1))
(cos?(z)) (z+1)2

= —2tan(z) — 51

(Kettenregel, Quotientenregel)

i)
Nullstellen: z = 0.
Verhalten im Unendlichen: lim, o —5757 = lim, 00 ;—; = 0 (I'Hopital, Satz 11.12).
X 12—
Extremwerte: ¢'(x) = —(fj;’)% g"(z) = ——2(352%)135).

Jd(x) =0« 2 =+V5. ¢"(—V/5) < 0 — lok. Maximum, ¢”(v/5) > 0 — lok. Minimum.

T

3. Gegeben seien die Funktionen f : Ry = {z € R: 2 > 0} — Rmit f(z) = <
und ¢ : Ry — R mit g(x) = /.

i) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f o g : R, — R mithilfe der
Substitution t? = z.

ii) Berechnen Sie mithilfe der partiellen Integration das bestimmte Inte-

gral f1x3f(x) dz.
0

Losung

i) Mit der Substitution ¢* = x folgt dx = 2¢ dt. Somit gilt: [ fog(x)dzx =

[Srde = [<2tdt = 2 [etdt = 2 + ¢ = 27 + c. Also ist ei-
ne Stammfunktion von f o g(z) die Funktion F(x) = 2ev®. (Probe:

x Eﬁ
F'(x) :2e\f-ﬁ5 =)




ii)
1 1 1 1

/:v?’f(x) de = /x3€— de = /:erx dr = [2%€"]§ — 2/xe$ dz
x
0 0 0 0
1
= [2%e"]y — 2 | [ze”]s — /e“ dz
0
= [2%e"]) — 2[ze”]|g + 2[e"]s = e — 2.

4. Gegeben sei die Potenzreihe Py (z) = 3. &8 2" k.

i) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe Py ().

ii) Zeigen Sie, dass die Potenzreihe Py (z) die Taylorreihe der Funktion
f:R — R mit f(z) = 2" an der Stelle z* = 0 ist.

Losung

i) Fiir den Konvergenzradius p gilt (siehe Satz 14.19 der Vorlesung):

2+ k+1]
P = i 2y ‘_kg?o’ In2 ’_
flx) =27 , J(0)=1
i) f'(z) = 2°In? , f'(0)=In2

f'(x) =27(n2)* , f"(0) = (In2)”
Vermutung: f™(z) = 27(In2)", f™(0) = (In2)"
Beweis mit vollstandiger Induktion: Induktionsanfang (siche oben!)
Induktionsschluss: f™+1)(x) = (£ (x))" (zu zeigen)
(2*(In2)") = 2*(In2)" - In 2 = 2*(In 2)"*!
Somit folgt die Taylorreihe:

2, 90(1n 2}k 2 (In2)k
Too(z) = Z %(ZB— O)k = kz_o%xk = Poo(x)



5. Sei D C R?\ {(z,y)T € R? : xy = 0}, und sei h : D — R mit h(z,y) = 1 +

und g : D — R mit g(z,y) =z +y — 2.

8=

1
Y

i) Zeigen Sie mithilfe des Einsetzungsverfahrens, dass (z*,y*) = (1,1
lokales Minimum der Funktion ~ unter der Nebenbedingung g(x,y) =
0 ist.

ii) Zeigen Sie, dass das lokale Minimum (z*,y*) = (1,1) das Gleichungs-
system grad h(z*,y*) = A* grad g(z*,y*) erfillt und bestimmen Sie
den Lagrange-Multiplikator \* (siche Satz 17.36 der Vorlesung).

Losung

i) h:i+iunter:c+y:2(y:2—:c)

h(z) =2+ 7
h’(az)z}l—i—(2 oz =0 (x=0¢ Dund x # 2, dasonst y=0¢ D)

Y

= —(2—2)2+22=0
= —Ad+dr—22+22=0
= 4r =4

= rz=1=y=1

h”(l‘) = 3:2—3 + ﬁ = h//(l) =4>0
= beiz = 1hat h(z) ein relatives Minimum
Also h(z,y) hat bei z =1 und y = 1 ein relatives Minimum.

i) grad h = (——; —;) grad h(z*,y*) = (=1, 1)

()

Also betragt der Lagrange-Multiplikator A* = —

6. a) Sei G das Dreieck mit den Ecken (0,0)7, (2,0)7, und (0, 1)T.
i) Man beschreibe G als Normalbereich.
ii) Sei f: G — Rmit f(x) = (21)*+(x2)*. Man bestimme [, f(x)dx.
b) Sei 0 < a < b, und sei G = {(z1,229)T € R?: a® < (11)* + (22)* < b*}.
i) Man skizziere G.

ii) Man beschreibe G in Polarkoordinaten und berechne den Flachen-
inhalt von G.

Losung



a.ii) GeméfBSatz 18.13 und i) ist

bil) G = {(rcos¢,rsing) : a <r < b0 < ¢ < 27} (vgl. Def. 18.19),
und der Flacheninhalt von diesem Kreissegment betragtt 27 (b% — a?)
(elementare Schulgeometrie). Bzw. geméfB18.17 und Beispielen aus der
Vorlesung

b 2 b 1
/ ldx = / (/ rd¢) dr =27 / rdr = 2w (—7’2
G a 0 a 2

b

) = - ),

a



