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1. Sei f:R? > R, f(z,y) = (2% —y)e** V.

i) Berechnen Sie den Gradienten von f und zeigen Sie, dass dieser nur
im Punkt (1,2) verschwindet.

ii) Ist der Punkt (1,2) ein Extremwert und wenn ja, welcher Art?

zu i) (vergleiche Definition 15.18)

Es gilt gradf(z,y) = €**7¥(22? + 2x — 2y,y — > — 1) und daher sicherlich

gradf(1,2) = (0,0). Weiterhin ist genau dann gradf(z,y) = (0,0), wenn
I) 222 +2x—2y = 0

m y—a2*-1 = 0

2x II)+ 1) liefert 22 —2 = 0. Also x = 1, was in II) dann y = 2 ergibt.

Somit verschwindet gradf(z,y) nur im Punkt (1, 2).

zu ii) (vergleiche Definition 15.33)
Weiteres Ableiten fithrt zu %(I,y) e y(4x +8z — 4y+2) 6z<9y<x y) =

2

Nach Deﬁmtlon der Hessematrix ist nun

4o +8x — 4y +2 2y —22% — 20 — 2
— 2Ty
Hy(z,y) =€ (2y—2x2—2$—2 -y +2
: 6 -2 :
und somit H(1,2) = 9 4 mit det Hy(1,2) = 2 > 0. Da auch das

erste Element dieser Matrix (6) positiv ist, ist nach 7.42 die Matrix positiv
definit, und somit ist (1,2) ein lokales Minimum von f. Es ist kein globales
Minimum, da f(x,y) beliebig neagtiv werden kann.

i) Sei a > 0. Man berechne das Integral [, f(x)dx fiir f(z,y) = 2y und

D = {(m,y) ER?*:0<y<2a,\2ay—1y2<a< \/2ay}.
ii) Berechnen Sie den Schwerpunkt des Viertel-Kreisrings
D={(z,y) eR*:4<2*+¢y* <9 2<0,y >0}

zu i) (vergleiche Satz 16.10)

2a 2a 1 V2ay
/f dx—/ / xydxdy:/ y[—xz] dy
209 y? 0 2 \2ay—y?
et =t =t ]
=9 Yy Y yTy Y= 2 J, Y y—2 43/

0 0
= 2a*.



zu ii) Geméf dem Beispiel in der Vorlesung bestimmt man zunéchst eine
Darstellung von D in Polarkoordinaten

Dz{r(cés;f):2§r§3,7r/2§¢§7r}.

S1n

Nach Satz 16.17 betragt das Volumen von D

T 3 T 1
vol(D):/ldx:/ / rdrdgb:/ 5 [r? ;
D w/2J2 w/2
5 [7 57
—5/,r/2d¢—z-

Somit ergibt sich die z-Koordinate des Schwerpunktes als

1 _ 4 _ " 133
VOl(D)/de //2/ r? cos pdrde = //2cosgz53 [T]ngb

76 76
15_7T o2 COS Qb de = [SlIl ¢]W/2 15—77_,

und analog die y-Koordinate des Schwerpunktes als

iy o i [ sk 1

76 x 76
E /251n¢d¢— [—cosqb]ﬁ/2 T

i) Berechnen sie die globalen Extremwerte der Funktion f : R? — R,
f(x,y) = 3z + y* + 7 unter der Nebenbedingung 9z2 + 2y* = 1.
ii) Sei f : R? — R? definiert durch f(z,y) = (3¢*", 322 —sin(2y)). Berech-
nen sie die Jacobimatrix und deren Determinante im Punkt (1, 7).
zu i) (vergleiche 15.35)
Sei g(x,y) = 922 +2y?—1. Nach dem Lagrange-Verfahren suchen wir Losun-
gen des Gleichungssystems gradf(z,y) = Agradg(x,y). Mit 2 (z,y) =

Ox
3, gi (z,y) =2y, gg (x,y) = 18z und g—z(x, y) = 4y erhalten wir also

) 3 = A8z
1I) 2y = My
1) 922 +2y2—-1 = 0

Aus I) folgt zunéichst A # 0 und x = &5. Ist y # 0 so liefert IT) den Wert
A = 1/2, was dann zu x = 1/3 fiihrt. Eingesetzt in III) ergibt dies den

3



Widerspruch y = 0. Also sei y = 0. Dann ergibt III) z = j:%. Wir erhal-
ten demzufolge zwei Extremstellen (+3,0), wobei wegen f(3,0) = 1 bzw.

f(—3,0) = —1 ein globales Maximum bzw. Minimum vorliegt (nach Satz
15.31).

zu ii) (vergleiche Definition 15.23)
6ze®” 0

6x —2cos(2y)
Daraus ergibt sich det(J;(1, %)) = 12e.

Es gilt J¢(z,y) = ) und det(J;(z,y)) = —12ze* cos(2y).

4. i) Die lokalen Verkehrsbetriebe haben den Auftrag, 4000 Géste zu einer
Grofiveranstaltung zu befordern. Es stehen zwei verschiedene Typen
von Straflenbahnen zur Verfiigung. Das dltere Modell mit einer Fahr-
gastkapazitdat von 200 Personen hat einen Betriebsaufwand von 295, —
EUR pro Fahrt. Das neuere Modell kann lediglich 150 Personen trans-
portieren, es fallen aber auch nur 225, — EUR pro Fahrt an. Der Be-
stand an StraBenbahnen erlaubt héchstens 13 Fahrten mit neuen und
17 Fahrten mit alten Bahnen.

Erarbeiten Sie ein mathematisches Modell zu dem Optimierungspro-
blem, die Personenbeforderung mit den kleinstmoglichen Kosten aus-
zufiithren.

ii) Losen Sie das Optimierungsproblem

max { 1 + 2z + 313 :
21‘1 — 21}2 S 4
To2 — xs3 S 1
3xy + T3 < 2
r1,29,23 > 0 }

mit Hilfe des Simplexalgorithmus.

zu i) Sei z die Zahl der Fahrten mit alten Bahnen und y die Zahl der Fahrten
mit neuen Bahnen

min { 2952z + 225y

200 + 150y > 4000
T < 17
y < 13
r,y € Zso }

zu ii) Als Startecke kann 0 gewé#hlt werden und ausgehend vom Starttableau
berechnen wir



1 2 3 000/0 — 03 3 -100]-=2
2] 2 0 1 0 04 1 -1 0 LI 002
0 1 -1 01 01 01 -1 0 1 0]1
0 1 00 1]2 0 3 0 0 1|2
— 0 6 0 —2 0 -3|-8
1 -1 0 5 0 02
0 4 0 0 1 13
0 3 1 0 0 1/]2
Nun sind also alle relativen Kosten < 0 und somit ist der Optimalwert
I 2
8 und eine Optimallosung ist [ zo | = | 0
x3 2

5. In einem Computerkabinett der Universitit stehen 20 Computerarbeitsplitze
zur Verfiigung. Von den 20 vorhandenen Computern sind im Moment der
Offnung des Computerkabinettes 2 Computer ausgefallen. Wie gro8 ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einem Besuch von 2 Studenten direkt
nach der Offnung

i) keiner der Studenten seinen Computerarbeitsplatz wegen eines ausge-
fallenen Computers wechseln muss,

ii) beide ihren Platz wechseln miissen.

X - Anzahl der Studenten die ihren Platz wechseln miissen
X~Bin(n=2p=2=1)

10
) PX=0)=( 2 ) (£)°(1-L)*=0,9 =081
0 ) \10 10 , ;
i) PX=2) = 2 ) (1) (1-1)=012=0,01
2 ) \10 10 , ;
6. Gegeben sei die Funktion f: R — [0, 1] mit

lre*™3 firl <x<3
= 2 - -
f(@) { 0 sonst '
i) Zeigen Sie, dass f(z) Dichtefunktion einer stetigen Zufallsgrofie X ist.
ii) Geben Sie die zugehorige Verteilungsfunktion an.

iii) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsgrofe X zwi-
schen 1 und 2 liegt.



zuiii) P(1< X <2)=F(2) - F(1) = 222 -1) - ¢




