1 Exaktes Pattern Matching : Klassische Me-
thoden

Definition 1 Sei: ¥ ein Alphabet aus Zeichen, S € ¥* nennen wir Wort
oder String. S(i) bezeichnet den i.ten Buchstaben von S, S[i, j] das Teilwort

SG)...S0).

Aufgabe.

e Gegeben: Text T' € ¥*|T'| = m, Pattern P € ¥* |P| =n < m.

e Gesucht: alle Vorkommen von P als Teilwort in 7.

Naive Methode:

T g
P
Abbildung 1: Naive Methode

Das Muster P (=Pattern) wird von links nach rechts tiber den Text T" gescho-
ben, und jede Stelle von T" wird als moglicher Anfang des Musters getestet.
Dabei werden n - (m —n + 1) Vergleiche gemacht, der Algorithmus benotigt
also O(n - m) Zeit (1 Vergleich = 1 Zeiteinheit).

Eine offensichtliche untere Schranke fiir das Problem ist Q(n +m), denn der
Text und das Pattern miissen gelesen werden. Das Ziel ist es nun, einfache Li-
nearzeitalgorithmen zu entwickeln (deren erwartete Laufzeit sogar sublinear
ist).

Idee. Beim Testen von P lernen wir 7' lokal, dadurch sind gréfere Spriinge
moglich — Vorverarbeitung von Text (Suffixtrees) und/oder Pattern.

1.1 Z—Algorithmus (nach Gusfield)

Definition 2 Sei S ein String, i > 1 eine Position. Wir definieren:

Z; = Z;(S) = Ldnge des langsten Prdfiz von S, der auch Prifiz von S|i,|S]|]
ist.



Beispiel. S = aabcaabraaz, Zs(S) = 3.

Definition 3 FEs sei S[i,i + Z; — 1| Z-Box fiir die Position i, wobei Z; > 0.

Fiir ¢« > 1 sei r; das grofite rechte Ende einer Z-Box, die vor oder bei i
beginnt, und l; das zu diesem r; gehdrige linke Ende.

7Z-Box

L 1 [ 1 g

li ) T

Position
Abbildung 2: Z — Box

Satz 1 Die Z-Bozen kinnen in O(|S|) berechnet werden.
Korollar 1 Pattern matching geht in linearer Zeit.

Beweisskizze zum Korollar: Findet man in diesem S eine Z-Box mit Lénge
| P|, so hat man das Pattern gefunden und ein Matching liegt vor.

P T

S = $
Trennsymbol Z-Box mit Léange |P)|

Abbildung 3: Beweisskizze

Beweis. (vom Satz)

e /5 wird explizit berechnet.

e Die erste Z-Box wird berechnet:
e Zyo+1 : Zy>0
T2 0 : sonst

[ =1, — 2 1 Zy>0
T 2710 : sonst



e Angenommen Z; sei fir 1 < ¢ < k bekannt, setze r = r,_; und | =
l_1. Wir berechnen nun Zy, I, 7.

1. Fall: k > r
Dann setze r, := k+ Z;, — 1 und [, = k, falls Z; > 0.

r k neues r
Abbildung 4: 1.Fall: £ > r

2. Fall: k <r

Die Position k liegt somit in einer schon berechneten Z-Box «,
welche wie der Anfang aussieht. Nennen wir den Teilstring T'[k, 7]
(. Nun gibt es am Anfang die Position &' = k — [ + 1, die genau
wie die Position k£ aussieht und von der wir die Z—Box 7 - nach
Annahme - schon berechnet haben.

(6] (6]
SRR [ pefe-c
K Ik r

Abbildung 5: 2.Fall: k < r

(a) Zp = |v| < |B|, dann setzeZ, = Zy,, r und [ wie vorher.

(b) Zi = |y| > |B|, dann vergleiche S(r + 1) mit S(|g| + 1)...,
bis ein Mismatch bei Position ¢ > r + 1 auftritt. Dann setze
Zr=q—k,r=q—1und l = k.

Analyse:

o Zeit = #lterationen + # Vergleiche, wobei gilt:

Man hat |S| = #Iterationen und die Anzahl der Vergleiche hingt
von den Matches und Mismatches ab. Dabei hat man #Mismatches
<|S|, rr>rr_1 und #Matches < |S]|.

e O(]S]) zusatzlicher Speicher wird benotigt.

e Die Laufzeitbetrachtung ist alphabetunabhéngig.



1.2 Boyer—Moore Algorithmus (‘77)

Idee.

1. Das Pattern P wird von links nach rechts iiber den Text T geschoben,
aber von rechts nach links verglichen. Ziel: Spriinge beim Vergleichen.

EESEEpS T

bis ein Mismatch auftritt

Abbildung 6: Idee

2. (a) Bad—Character—Regel

Position k&
T

|
x yll[[]p
Position 7

Abbildung 7: 2. Fall: £ <r

Definition 4

R(x) B rechteste Position von x in P
| 0, wenn kein x in P

Wenn es nun zu einem Mismatch T'(k) # P(i) kommt, besagt die
Regel: Verschiebe P um max{1, i — R(T'(k))} Positionen.

Beispiel.
Seit=3,k=05.

T xpbctbxabpgxctb
P: tpaxab

Somit ist T'(k) =t und R(T'(k)) = 1, und daraus erhdlt man nach
der Regel einen shift um 3 — 1 = 2 Positionen.

(b) Strong—good-Suffix—Regel
Nach einem Mismatch verschieben wir das Pattern P bis zur rech-

testen Kopie ¢’ von t, die in P links von ¢ steht und bei der der
Buchstabe links von ¢ ein anderer ist als links von ¢. Wenn so



T, T

t t

Abbildung 8: Strong-good—Suffix-Regel

eine Kopie ¢’ nicht existiert, verschieben wir das linke Ende von P
soweit in ¢, bis ein Préfix von P einen Suffix von ¢ matcht. Falls
dieser Préfix nicht existiert, verschieben wir um n Positionen.

Analog verfahren wir nach einem Matching.
Beispiel.
p r s t a b s t ub a b v ... Text T

g ¢ a b d a b d a b Pattern P
qg ¢ a b d

Abbildung 9: Beispiel

t = ab startet bei P(3) und Mismatch bei Position 10, damit shift
um 6 Positionen.

Der Boyer—Moore Algorithmus verschiebt um das Maximum der beiden shift—
Werte, die von der Bad—-Character-Regel und der Strong-good—Suffix-Regel
geliefert werden. Zum Auffinden der richtigen Kopien ' an jeder Position des
Patterns ist eine Vorverarbeitung des umgedrehten Patterns P™* mit dem
Z—Algorithmus notwendig.

Laufzeitanalyse (mit Modifikation): Im worst—case O(n + m), die beste be-
kannte Schranke ist < 2m Vergleiche (— Apostolico, Giancarlo '86).

1.3 Knuth—Morris—Pratt Algorithmus (°77)

Idee.

e Verschieben des Patterns P von links nach rechts.
e Vergleichen von links nach rechts.

e Wie weit kann man das Pattern nach einem Mismatch verschieben 7



Position k
[T} g
P
Position 7 + 1

Abbildung 10: Idee

Definition 5 sp, = Ldnge des lingsten Suffiz von P[1,i, der Prdfiz von P
matcht und P(i + 1) # P(sp; +1).

Wir verschieben um (i — sp;) Stellen, und testen als néchstes T'(k) gegen
P(sp}). Falls kein Mismatch auftritt, verschieben wir um n — sp, Stellen.
Dabei wird tatsdchlich kein Auftreten des Patterns in 7" iibersehen, Beweis
in der Ubung.

Beispiel.

p r a b ¢ x a b ¢c x a b v ... Text T

a b ¢c  a b ¢ d e Pattern P

a b ¢ z a

shift um i — sp} =7 — spf, = 7 — 3 = 4 Positionen

Abbildung 11: Beispiel

Um die sp) zu bestimmen, ist eine Vorverarbeitung des Patterns P mit dem
Z—Algorithmus notwendig.

2 Exaktes Matching mit mehreren Mustern

Sei T ein Text, |T'| = m und eine Menge von Pattern
P = {Pl,PQ,...,PZ}, mit |P| = Z ‘P1| =n,
i=1

gegeben.

Dann 148t sich auf triviale Art und Weise durch z—fache Anwendung der
kennengelernten Algorithmen eine Laufzeit von O(n + z - m) erreichen.
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Das Ziel ist ein Algorithmus mit Laufzeit O(n + m + k), wobei k der An-
zahl der Vorkommen der Pattern P;, P, ..., P, entspricht. Beachte: die An-
zahl k der Pattern kann echt grofler sein als die Summe der Text- und Pat-
ternlédnge.Dazu ein

Beispiel. Sei T'=aa...a und

P=A{ga...a,ga...a, ...}
B T

Dann hat man: [P| = O(m) und

3
#Vorkommen: % + Tm +... — O(mlogm).
~—

log, m Summanden

2.1 Aho—Corasick Algorithmus

Annahme: Die Menge P der Muster sei teilstringfrei (d.h. kein P; ist Teilstring
eines anderen P;).

Idee. Wir fithren als neue Datenstruktur einen Keyword-Baum /C ein, der
folgende Eigenschaften hat:

e /C ist ein gerichteter Baum mit Wurzel r.
e Die Kanten des Baumes tragen Zeichen aus dem Alphabet.
e Kanten, die von einem Knoten ausgehen, tragen verschiedene Zeichen.

e Ein Weg von der Wurzel zu einem Blatt entspricht einem Muster P;.

Analog zum KMP Algorithmus wird der Baum gegen den Text getestet. Da-
bei ist wieder die Frage, wie weit die Wurzel nach einem Mismatch verschoben
werden kann. Um das entscheiden zu konnen, ist eine Vorverarbeitung des
Keyword—Baumes notwendig. Dabei werden sogenannte Fehlerlinks gesetzt.

Definition 6 Seiv € K ein Knoten. Wir nennen
L(v) := Wort von der Wurzel r bis zu v

das Label von v. Auflerdem bezeichne

Ip(v) = Linge des lingsten echten Suffix o von
Py = L(v), der Prifix eines Muster aus P ist.

7



P

Abbildung 12: Keyword—Baum mit Fehler—Links am linken Ast

Wir setzen Fehler—Links n,, fiir jedes v € IKC, wobei

n, = Knoten in K mit L(n,) = a.

Algorithmus:

Wir vergleichen den Text 7" mit dem Keyword-Baum /. Nun tritt ein Mis-
match zwischen T'(¢) und der Kante (w,w’) auf. Dann setzen wir:

[ =c—Ip(w), w=ny, falls Ip(w) > 0 und | = ¢, w =r, falls Ip(w) = 0.

2.1.1 Bestimmung der Fehler—Links in O(n)

Wir bestimmen die Fehler—Links induktiv iiber den Abstand zur Wurzel r.
e Induktionsanfang: Sei v ein Knoten mit Abstand 1. Dann setzen wir
Ny = 7.

e Induktionsannahme: Seien die Fehlerlinks fiir Knoten mit Abstand < &
zur Wurzel bekannt.

e Induktionsschritt: Sei v ein Knoten mit Abstand k + 1 zur Wurzel. Wir
suchen nun n,,.



F -e-f'ller—Link

T

Abbildung 13: Aho—Corasick Alg.

Es existiert ein Vorgénger v' von v und eine Kante (v’,v) mit einem
Zeichen x. Der Abstand von v' zur Wurzel ist &, und damit kennen
wir seinen Fehler-Link n,, nach Annahme. L(n,) muf} ein Suffix von
L(n,) - x sein. Geht nun von diesem Knoten n,s eine Kante mit dem
Zeichen x ab, so setzen wir den Fehler—Link n, von v auf die Endecke
dieser Kante.

Existiert diese Kante nicht, so kennen wir nach Voraussetzung den
Fehler-Link n, ,, denn der Abstand zur Wurzel wird in jedem Schritt
echt kleiner. Geht nun von diesem Knoten n, , eine Kante mit dem
Zeichen x ab, so setzen wir den Fehler—Link n, von v auf die Endecke
dieser Kante.

Existiert diese Kante nicht, so kennen wir den Fehler—Link ... usw.

Die Fehlerlinks werden damit tatséchlich in Zeit O(n) bestimmt, das sieht
man wie folgt:

Sei P, |P;| = t, ein Muster aus P. Wieviel Zeit wird gebraucht, um die
Fehler—Links der Knoten auf dem Pfad von P in K zu bestimmen? Wir
wissen:



o Ip(v) <lIp(v)+1.

e Wenn die Schleife zur Berechnung der n, k—mal durchlaufen wurde,
dann ist Ip(v) < Ip(v') — k

e Ip(v) < tund lp(v) >0

Das heif}t also, fiir alle Knoten auf dem Pfad eines Musters der Linge ¢ wird
die Schleife insgesamt hochstens ¢ Mal durchlaufen, innerhalb der Schleife
wird konstante Zeit benotigt. Die Gesamtlénge aller Muster ist n, also kann es
zu hochstens n Schleifendurchldufen kommen, und damit werden alle Fehler—
Links in O(n) Zeit bestimmt.

Fiir den Fall, dafl man P; als Teilstring von P; zuléfit, mufl man zusétzliche
Output-Links hinzufiigen, die einem sagen, dal man gerade iiber ein Muster
P; gelaufen ist. Dabei hilft die folgende

Beobachtung. Angenommen, bei der Suche wird der Knoten v in K er-
reicht, ¢ ist die aktuelle Position in 7'. Dann gilt :

P; ist in T und endet in ¢
—
v ist mit ¢ markiert oder es gibt einen gerichteten Pfad von
Fehler-Links zu einem mit ¢ markierten Knoten (— Output-Link).

/ , Output-Link

Abbildung 14: Output—Links

Das heifit, es reicht im Algorithmus, bei jeder Kante (w,w’) in K zusétzlich
ein Auftreten von P; mit Ende in Position ¢ im Text zu melden, wenn w’
mit ¢ markiert ist oder es einen Pfad von Fehler-Links von w’ zu einem mit
¢ markierten Knoten gibt.
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2.1.2 Anwendung 1: Matching mit Wildcards

Definition 7 Wir nennen ein Zeichen ¢ ¢ %, das jedes Zeichen a € X
matcht, eine Wildcard.

Aufgabe. Exaktes Matching von einem Muster P, |P| = n, mit Wildcards
gegen einen Text T, |T'| = m, ohne Wildcards.

Ansatz: Wir haben ein Muster P der Form
P=¢p.. Pop...0P¢p... Peo...

wobei die P; Teilmuster ohne Wildcards sind. Wir definieren die Multimenge
P ={P,..., P} und bestimmen zusitzlich den Vektor [ der Anfangsposi-
tionen der P; in P

L= (l1,la, ... lg).

Pl PQ Pz

Position j
I I C
Cli-L+1)=C@UH-L+1)+1

Abbildung 15: wild cards

Nun wenden wir hierfiir den Aho—Corasick Algorithmus an. In einem Kon-
trollfeld C' der Lénge |T'| addieren wir bei einem Matching eines P; an der
Position j im Text in C an der Stelle C'(j —1; + 1) eins. D.h. jedes Auftreten
eines Musters P; an einer Stelle j dient als Zeuge einer eventuellen Anfangs-
position von ganz P bei j —[; + 1. Liegen am Ende k£ Zeugen an einer Stelle
[ in C' vor, so ist dies eine Anfangsposition von P. Oder kurz :

C(l) =k < P startet in T'(1)

Es gilt: C(1) < k, denn jedes Pattern P, kann an einer festen Stelle [ nur ein
Mal ein Heraufsetzen des Zéahlers verursachen.

Analyse: Die Konstruktion des Keyword—Baumes geht in Zeit O(n). Bei der
Suche entspricht eine Zeiteinheit einem Vergleich oder einem Hochzédhlen in

C.

Man hat C(i) < k = Der A.C. Algorithmus lauft in Zeit O(n +r - m) =
O(rm), wobei r die Anzahl der Vorkommen von Mustern aus P bezeichnet.
Ist diese nach oben beschriankt, so erhélt man als Laufzeit O(m).
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2.1.3 Anwendung 2: Zweidimensionales Matching

Seien ein rechteckiger Text 7" mit |T'| = m und ein rechteckiges Muster P mit
|P| = n gegeben. Dabei seien zuerst alle Zeilen von P verschieden. Gesucht
sind alle Auftreten von P in 7'

P |P|=n
[ Spalten
z Zeilen

T,|T| = m, k Spalte

=

Abbildung 16: 2-dim. Matching

Man wandelt 7" um in die Form 7" = Zeilel $ Zeile2 $ ..., wobei $ als Son-
derzeichen dient, um ein Matching {iber das Zeilenende hinaus zu verhindern.
Es sei P; die i—te Zeile des Musters P, und P= {Py,..., P,}. Der Algorith-
mus von Aho-Corasick, angewendet auf den Text 7" und die Patternmenge
P, liefert nun alle Auftreten von Zeilen von P in T.

In einem rechteckigen Kontrollfeld C, |C| = m, tragt man ¢ an der Stelle
(p, q) ein, wenn das Pattern P; in Zeile p und Spalte g anféngt.

Um die Vorkommen von ganz P in T" zu finden, mufl man in C' das Pattern
12 ...z in einer Spalte finden. Das geht mit einem beliebigen der nun schon
vorgestellten Algorithmen zur Mustersuche in Zeit O(m + z).

Die Restriktion, dafl alle Zeilen von P verschieden sein miissen, 148t sich
leicht aufheben: Identische Zeilen erhalten ein gemeinsames Label (z.B. das
der kleinsten Zeile dieser Gestalt), und zum Schlufl wird in C' nach dem
Pattern gesucht, das an der i—ten Stelle das Label der i—ten Zeile hat.

3 Matching mit reguliren Ausdriicken

3.1 Wiederholung: Regulire Ausdriicke

Definition 8 Sei 3 ein endliches Alphabet fir das gilt: (|, ), +, ¢ & X.
Wir definieren induktiv:

12



1. € ist ein requlirer Ausdruck und Va € ¥ gilt: a ist ein requlirer Aus-
druck.

2. Seien Ry und Ry regqulire Ausdriicke, dann sind auch die Vereinigung
Ry + Ry, die Konkatenation Ry - Ry und (Ry) regulire Ausdriicke.

3. Sei R regulirer Ausdruck, dann auch der Kleene—Abschlufi (R)*.

Zu jedem reguldren Ausdruck 148t sich ein gerichteter Graph, der einem nicht-
deterministischen, endlichen Automaten (nfa) entspricht, mit ausgezeichne-
ten Knoten s und ¢ sowie Kantenlabels aus > U € konstruieren. Es entspricht
dann jeder gerichtete Weg von s nach ¢t einem Wort, das geméafl dem reguléren
Ausdruck gebildet wurde. Die Konstruktionsbeschreibung dieses Graphen ist
ebenfalls induktiv:

Zu 1. 8.—>.t R:a

Zu 3. s t R=(R)"

13



Beobachtung. # Zustinde < 2|R|, denn in jedem Schritt werden hochstens
zwei neue Knoten zum Graphen hinzugefiigt.

Beispiel. R = (d+o0+¢g)(n+o)w) (c+1+¢€)(c+1)

3.2 Der Algorithmus

Aufgabe. Sei T ein Text und R ein reguldrer Ausdruck. Wir suchen die
Vorkommen von R in T, anders ausgedriickt: Gibt es k, j, so dass Tk, j|
entsprechend R gebildet ist?

Dazu bilden wir den reguldren Ausdruck ¥*R und testen fiir alle ¢, ob ¥*R
den Prifix T'[1..i] matcht. Das wiederum geht wie folgt.

Definition 9 Sei G der gerichtete Graph zu X*R, dann definieren wir die
N (i)-Nachbarschaft von s in G induktiv:

N(0) = Alle Zustinde, die von s auf e-Wegen erreichbar sind.
N(i) = Alle Zustinde, die von N(i — 1) mit T'(i)— oder
e~ Ubergingen zu erreichen sind.

Damit gilt: T[1,4] matcht R <= t € N(i).

Satz 2 (ohne Beweis) Sei T, |T| = m, ein Text und R ein requlirer Aus-
druck mit n Zeichen. Dann kann man in Zeit O(n-m) testen, ob ein Teilstring
von T den Ausdruck R matcht.
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4 Seminumerisches Stringmatching

Bisher haben wir Zeichen fiir Zeichen Text und Pattern miteinander vergli-
chen, nun wenden wir uns Algorithmen zu, in denen wir uns der Algebra,
Zahlentheorie, ... bedienen.

4.1 Shift-AND—-Methode (nach Baeza—Yates, Gonnet ’92)

Diese Methode benutzt Bitoperationen und ist besonders effektiv fiir kurze
Muster.

4.1.1 Exaktes Matching

Ein exaktes Matching zwischen einem Text T, |T'| = m und einem Muster
P, |P| = n geht wie folgt:

Definition 10 Wir definieren eine n x m—Matriz M, die nur Nullen und
Einsen als Fintrdge enthdlt.

M.

ij =

1, wenn P[1,...;d] T[j—i+1,...,7] matcht
0 , sonst

Wenn der Eintrag M,,; = 1 ist, dann haben wir ein Matching von P an der
Position j endend. Diese Matrix 148t sich folgendermafien aufbauen:

Definition 11 Sei x € X. Zu x definiere den Vektor U(x) € {0,1}" durch

U(z); =1 <= P(i) =z, also U(z) = (0,...,0, 1 ,0,...,0)

Position 1
und Vektor Bitshift(M (7)) = Spalte j von M um eine Position nach un-
ten verschoben und eine 1 an die oberste Position gesetzt. Bitshift(M(j)) €

{0,1)".

Beobachtung. Mij =1 << M;_ j—1 = 1 und U(T(]))Z =1.
Im Algorithmus gehen wir bei der Berechnung von M induktiv vor.

1. Wir initialisieren die 1. Spalte M(1):

Mo — 1 : wenn 7T(1) = P(1),
7Y 0 sonst.
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2. Sei M(j — 1) berechnet.
3. Setze M(j) = Bitshift(M(j — 1)) AND U(T(5)).

Beispiel. Sei P = abaac, T = xabrabaaxa. Damit ist T(7) = a, und

1 1
0 0
MT) =1 |udU(a)=| 1
0 1
0 0

Nun bestimmen wir M (8) € {0,1}" mit Hilfe der Definition. ..

P[1,3] = T[6,8] = M;ss=0. = M®) =10
P[1] # T[4,8] = Mss=0. 0
... und nach Induktionsvorschrift:
1 1 1
1 0 0
M@ =10 AND 1 ]1]=120
1 1 1
0 0 0

Analyse.

e Es fallen O(n - m) Bitoperationen an. Fiir kleine n ist der Algorithmus
sehr effizient, da die Bitoperationen im Rechner sehr schnell ablaufen.

e Der Speicherverbrauch ist gering, da immer nur 2 Spalten aktiv sind.

4.1.2 Matching mit Fehlern (Wu, Manber ’92)

Wir verallgemeinern nun den Algorithmus, indem wir bis zu k Fehler zulas-
sen. Dabei konnen Fehler Mismatches, Insertions oder Deletions sein. Der
Unix—Befehl agrep arbeitet mit diesem Algorithmus.

Wir wenden uns nur den Mismatches zu. Dazu definieren wir uns k + 1
(n x m)-Matrizen M° M*, ... MF".
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Definition 12

Ml — 1, wenn P[1,...,i] matcht T[j —i+1,...,7] mit <1 Fehlern.
Y10 , sonst.

Beobachtung. Bei der induktiven Berechnung von M!(j) kénnen 3 Fille
auftreten:

1. Es liegen maximal [ — 1 Fehler bis zur Position j vor — M'=1(j).
2. Es liegen bis zur Position j — 1 schon [ Fehler vor, und P(i) = T'(j).

3. Es liegen bis zur Position j — 1 erst [ — 1 Fehler vor,daher ist es egal,
ob das letzte Zeichen richtig ist.

Daraus erhalten wir die Formel
M () = M'*(4) OR ( Bitshift(M'(j — 1)) AND U(T(j)) ) OR M"7'(j—1) .

Es ergibt sich eine Laufzeit von O(k - m - n).

4.2 Fingerprint—Methode nach Karp—Rabin ’87

Wir betrachten das exakte Matching—Problem. Dabei werden arithmetische
Operationen an Stelle von Vergleichen durchgefiihrt. Das Verfahren ist rando-
misiert, und liefert alle Matches sowie moglicherweise einige falsche Matches.
Wir werden sehen, dafl es moglich ist, die Wahrscheinlichkeit fiir ein falsches
Match sehr klein zu halten.

In diesem Abschnitt schrianken wir uns auf das Alphabet ¥ = {0, 1} ein, die
Methode kann aber auch so modifiziert werden, daf sie fiir groflere Alphabete
arbeitet.

4.2.1 Algorithmus
Definition 13 Sei T, |T'| = m, ein Text und P, |P| = n, ein Pattern. Dann
fithren wir folgende Abbildung in die natiirlichen Zahlen ein.

P+ H(P):= i 2" P(i)

i=1
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T, — H(T,) =) 2" T,(i),
=1

wobei T, das bei r beginnende Teilwort von T bezeichnet (Also gilt T,.(i) =
Tr+i—1)).

Eine Verallgemeinerung des Algorithmus auf Alphabete mit s Zeichen erhélt
man, indem man in der Abbildung Potenzen von s betrachtet.

Beobachtung. P startet in 7' an der Position r <= H(P) = H(T,),
denn jede natiirliche Zahl hat eine eindeutige Darstellung als Summe von
2—er Potenzen.

Die Zahlen, die dabei auftreten, kénnen sehr grofl sein. Um dies zu vermei-
den, rechnen wir modulo einer zufillig gewédhlten Primzahl p. Dabei kénnen
allerdings falsche Matches entstehen, wenn p ein Teiler von |H(P) — H(T,)|
ist.

Auf der einen Seite wollen wir p moglichst klein wéhlen, um die Ergebnisse
klein zu halten, andererseits werden dadurch falsche Matches wahrschein-
licher. Wir verwenden eine zuféllig gewéhlte Primzahl, und es wird gezeigt,
dafl die Wahrscheinlichkeit fiir ein dadurch entstehendes falsches Match klein
ist.

H,(P):= H(P) mod p

Bei der Berechnung von H,(P) gehen wir nach dem Hornerschema vor, so
daBl O(n) Rechenoperationen anfallen.

H,(P)=1[[...[P(1)-2 mod p+P(2)]-2 mod p+... P(n—1)]-2 mod p+P(n)|] mod p

HP(T.I) 148t sich ebenso mit O(n) Rechenoperationen berechnen. Wie wir in
der Ubung gesehen haben, ldt sich H,(T,) aus H,(7,_;) mit konstantem
Aufwand berechnen.

Bevor wir eine Aussage iiber die Wahrscheinlichkeit von falschen Matches
machen, zuerst ein kleiner Ausflug in die Zahlentheorie.

4.2.2 Einiges iiber Primzahlen

Definition 14 Sei n eine beliebige natirliche Zahl, dann sei

w(n) := Anzahl der Primzahlen < n.

Dazu nun ein Satz, ein Lemma und ein Korollar.
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Satz 3 (ohne Beweis) Sein € N. Dann gilt folgende Ungleichung:

oo m(n) <1.26 —
Inn nn
Lemma 1 Fiirn > 29 gilt:
H p > 2"
p<n, p prim

Korollar 2 Sein > 29 und x < 2". Dann hat x weniger als w(n) verschie-
dene Primteiler.

Beweis. (indirekt)

Wir nehmen an, x habe mehr als 7(n) verschiedene Primteiler ¢q, go, . . ., gx,
und gleichzeitig 2™ > x. Dann gilt:

k
T > H ¢ > H(erste k Primzahlen) > H(erste 7(n) Primzahlen) > 2".
i=1
Widerspruch: 2™ > 2",

4.2.3 Wahrscheinlichkeit fiir falsches Match

Satz 4 Sei P, |P| = n, ein Pattern, T, |T| = m, ein Text und n-m > 29.
Fir ¢ € N gilt nun: Falls p eine zufallige Primzahl < 1 ist, so ist die

Wahrscheinlichkeit eines falschen Matches zwischen P und T < “(:('Z.) ).

Beweis. Sei R die Menge der Positionen von 7', an denen P nicht beginnt:
s€ R < H(P)# H(T;).

Dann ist |R| < |T'| = m, und es gilt [[ |H(P)— H(T})
SER™ ~~
<on

Mit dem Korollar erhalten wir:

H |H(P) — H(T,)| hat < m(n - m) verschiedene Primteiler.
seR

Zu einem falschen Match an der Stelle s im Text kommt es, wenn H(P) =
H(Ts) mod p ist, also wenn p die Zahl |H(P) — H(T})| teilt. In diesem Fall
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teilt p natiirlich das obige Produkt, also gibt es ein falsches Match im Text
dann, wenn p einer der < m(n - m) Primteiler des Produktes ist, und die
Wahrscheinlichkeit Pr dafiir betrigt

7(n-m)

(1)

Beispiel. Sei n = 250, m = 4000 und i = n - m? Dann erhalten wir:
Pr(falsches Match)< 1072 und ¢ < 232. Die Zahlen bleiben damit fiir einen
Computer klein genug, und die Fehlerwahrschlichkeit ist auch relativ klein.

Pr <

5 Suffix-Bdume und ihre Anwendungen

Die Idee der Suffixbdume wurde erstmals von Weiner '73 ausgefiihrt. Sie hat
allerdings erst '95 wirklich Beachtung gewonnen, als Ukkonen einen einfa-
chen Linearzeitalgorithmus zu ihrer Konstruktion gefunden hat. Dazu spéter
mehr.

Der herausragende Vorteil bei der Benutzung von Suffix-Bdumen gegeniiber
den nun schon bekannten Algorithmen zum String—Matching ist, dafl der
Text in linearer Zeit vorverarbeitet wird, und nachfolgend jede Anfrage fiir
beliebige Pattern der Lénge m in Zeit O(m) beantwortet werden kann.

Definition 15 Sei S, |S| = m, ein String. Dann nennen wir einen gerich-
teten Baum T mit Wurzel und Bldttern 1, ..., m den Suffixbaum zu S, wenn
folgende Eigenschaften erfillt sind:

e Die Kanten sind mit Teilstrings markiert.
e Innere Knoten haben Ausgrad > 2.
o Keine 2 Kanten aus einem Knoten starten mit dem selben Buchstaben.

o Die Kantenlabel auf dem Weg von der Wurzel zu Blatt i entsprechen
dem Suffiz S[i, m].

Bemerkung. Um zu vermeiden, dass ein Suffix von S ein echter Teilstring
ist, fiigen wir am Ende von S das Sonderzeichen $ an. Damit wird erreicht,
dass wirklich jeder Suffix von S einem Blatt von 7 entspricht. Konstruiert
man den Suffixbaum, indem von hinten startend immer wieder loslauft, so
erhiilt man fiir seine Konstruktion eine Laufzeit von O(m?).

Man kann auch einen verallgemeinerten Suffix-Baum fiir mehrere Strings
konstruieren. Dabei mufl in den Blédttern zusétzlich die Information, aus wel-
chem String der Suffix, der hier endet, kommt, gespeichert werden.
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Beispiel. S = zabxac.

5.1 Anwendungen

Zur Motivation nun ein paar Anwendungsbeispiele von Suffixbdumen.

5.1.1 Exaktes Matching

Sei P, |P| = n, ein Pattern und T, |T| = m ein Text. Wir erstellen den
Suffixbaum 7 fiir 7" in O(m) Zeit. Dann wird P mit 7 verglichen, d.h., das
Muster wird im Suffixbaum bei der Wurzel beginnend , abgelaufen“. Dabei
fallen O(n) Vergleiche an. Die Anfangsstellen von Matches von P in T ent-
sprechen den Blattern unter einer Position im Baum mit Label P. Diese
Blatter finden wir in O(k) Zeit, wobei k der Anzahl der Matches entspricht.
Alles in allem lduft exaktes Matching in O(n+m + k). Der Baum ist hierbei
unabhéngig von P, und mufl damit nur ein Mal erstellt werden. Bei erneutem
Matching mit einem anderen Pattern ist die Laufzeit somit nur O(n + k).

5.1.2 Eine Datenbank fiir Muster

Sei eine Datenbank von Mustern P;, Y |P;| = m, und ein String S der Linge
n gegeben. Wir suchen alle Muster, die S als Teilstring enthalten. Nach-
dem der verallgemeinerte, gemeinsame Suffixbaum fiir die Muster ein Mal in
Zeit O(m) konstruiert wurde, kann eine Anfrage fiir ein beliebiges S in Zeit
O(n+ k) bearbeitet werden: Der String S wird im Suffixbaum bei der Wurzel
beginnend abgelaufen, und alle Bldtter unter S gehoren zu Mustern, die S
als Teilstring enthalten.
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5.1.3 Longest—Common—Substring von S; und S,

Wir konstruieren den gemeinsamen Suffixbaum von S; und S5 und markieren
die inneren Knoten mit ¢ € {1, 2}, falls der Unterbaum ein mit ¢ markiertes
Blatt enthélt. Um den LCS zu finden, suchen wir den tiefsten Knoten mit
beiden Marken.

Bei der Verallgemeinerung auf 57, .9, ..., Sk mit Gesamtlange n, wollen wir
fiir alle 2 < k < K die Liange des ldngsten Teilstring, der in > £ Strings
vorkommt, berechnen. Dazu definieren wir fiir alle Knoten v des Baumes die

Abbildung

v — C(v) := Anzahl verschiedener Blattlabels unter v.

Gesucht sind dann die Knoten v mit C(v) > k. Die Abbildung bestimmen
wir induktiv:

1. Wir fangen in den Bléttern an. Deren Eltern wird ein (0-1)-Vektor w
der Lange K zugeordnet mit w(i) = 1 <= Ein Blatt hat Marke ¢,
und sonst w(i) = 0.

2. Sei v ein Knoten, dann ist

w(v) = \/ w(c) und C(v):Zw(i).

¢ Kinder i=1

Nun mufl noch fir 2 < k < K ein tiefster Knoten mit & verschiedenen
Blattlabels berechnet werden, und die Ergebnisse von K auf K —1, K —2,. ..
akkumuliert werden (es muf} ja nicht fiir jedes £ ein Knoten mit C'(v) = k
existieren).

Insgesamt fallen dabei O(K - n) Operationen an: O(n) fiir die Konstruktion
des Suffixbaumes, und O(K -n), um fiir jeden der O(n) Knoten den Vektor der
Lange K zu bestimmen. Das Suchen der tiefsten Knoten und akkumulieren
der Werte geht ebenfalls in O(K - n) Zeit.

Spéter werden wir eine Losung kennenlernen, die nur lineare Zeit benotigt.
5.1.4 All-Pairs—Suffix—Prafix—Matching

Gegeben sind Strings S, .. ., Sk mit Gesamtldnge n, gesucht ist fiir alle Paare
(4,7) der lingste Suffix von S;, der einen Prifix von S; matcht. Die Anzahl
der Ergebnisse ist also k2. Dieses Problem tritt beim Suchen eines moglichst
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kurzen Strings S auf, der alle .S; als Teilstrings enthélt. Insbesondere ist das
fiir biologische Anwendungen relevant.

Fiir die Strings wird ein gemeinsamer Suffix-Baum konstruiert. Dann spei-
chern wir zu jedem inneren Knoten v eine Liste der Strings, fiir die bei v eine
Terminalkante (Kante nur mit dem Terminalzeichen $) abgeht. Wenn bei v
eine Terminalkante von S; abgeht heifit das, dass in v ein Suffix von S; endet.

Um nun die ldngsten Suffix—Préfix-Matches zu bestimmen, wird jeder String
S; im Baum abgelaufen. Dabei wird fiir jedes ¢ der tiefste Knoten v auf dem
Pfad ausgegeben, bei dem ¢ in der Liste der Terminalkanten steht.

Die Laufzeit betriigt O(n) fiir die Konstruktion des Baumes, und O(k?) fiir
das Finden der Matches, insgesamt also O(n + k?).

5.2 Konstruktion von Suffixbdumen in Linearzeit

Sei im folgenden S ein String mit m Zeichen und 3 ein endliches Alphabet.
Bei der Konstruktion folgen wir dem Artikel von Ukkonen von ’95.

Grundidee des Algorithmus:

e Wir konstruieren Suffixbédume fiir immer linger werdende Prifixe S[1, ],
1=1,...,m.

e Wir konstruieren zunéchst implizite Suffixbdume.

Definition 16 Der implizite Suffizbaum (SB) von S entsteht aus dem SB
von S$ durch folgende Regeln:

o Streiche $ aus den Kantenlabels.
e FEntferne Kanten ohne Label.

e Fntferne innere Knoten mit genau einem Kind.

Wir bezeichnen mit 7; den impliziten Suffixbaum zu S|1, d].
Ukkonen’s Algorithmus(high-level)

Erzeuge 7;.
fori=1,..m—1
forg=1,..,i+1
Finde Ende des Weges S|j,i| in 7; und
falls notwendig, fiige S(i + 1) an.
end for
end for

Phase (i + 1)
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Beispiel. S$ = xabxa$.

bra xabzra
abra
Abbildung 17: Suffixbaum und impliziter Suffixbaum von S.
In der Phase (i + 1) werden die Suffixe S[1,7 + 1], S[2,i + 1],..., S[i,i +

1], S[i + 1,7+ 1] des Prifixes S[1,7 + 1] in 7; eingefiigt. Dabei werden die
folgenden Erweiterungsregeln benutzt:

Es sei S(i 4+ 1) = b, und wir sind aktuell in der j-ten Erweiterung.

Regel 1: Der Weg endet in einem Blatt, dann erweitere das letzte Kanten-
label um b.

Regel 2: Der Weg endet ,,im Baum®.

1.Fall: In innerem Knoten: Kante mit Label b zu Blatt j einfiigen.

2.Fall: Auf Kante: Neuen inneren Knoten und Kante mit Label b erzeugen.
Regel 3: S[j,i] - b gibt es schon, dann tue nichts.
Beispiel. Sei der implizite Suffixbaum 75 fiir den Teilstring axzabx schon
konstruiert, und das 6. Zeichen sei b. Wir betrachten nun die Erweiterung
von 75 nach 7. An den Kanten zu den Blattern 1, 3, 2 und 4 wird Regel
1 angewendet und ein b angehédngt. An der Kante zu Blatt 5 wird Regel 2

angewendet und ein neuer innerer Knoten geschaffen. An der Kante zu Blatt
4 wird fiir den Suffix b Regel 3 angewendet: b ist schon da, tue nichts.
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Implementiert man die high-level-Version, dann fallen in der Phase (i + 1)
O(i%) Operationen an, und insgesamt erhiilt man O(m?) als Laufzeitverhal-
ten. Nun folgen einige Verbesserungen, die schliefllich zu einem Linearzeital-
gorithmus fiihren.

5.2.1 Erster Trick: Suffix—Links

Als erste Verbesserung fithren wir, dhnlich wie die Fehler-Links im Aho—
Corasick Algorithmus, Suffix—Links ein, um Spriinge in der Phase (i + 1) zu
ermoglichen. Diese Spriinge werden es erlauben, die Enden der S[j, 7] schneller
zu erreichen.

Definition 17 Seixa ein String, x € . Wenn es fir einen inneren Knoten
v mit Label xav einen anderen inneren Knoten s(v) mit Label a gibt, so heifit
(v,5(v)) Suffiz-Link. Wenn o der leere String ist, setzen wir einen Suffiz—
Link zur Wurzel.

Wurzel

Abbildung 18: Suffix-Link

Lemma 2 Falls eine neue Kante mit Label b am inneren Knoten v mit Label
za in der j—ten Erweiterung der Phase (i + 1) entsteht, dann gibt es bereits
einen inneren Knoten w mit Label o, oder w entsteht in der (j + 1)—ten
FErweiterung, ndamlich dann, wenn v selbst erst in der j—ten Erweiterung
entstanden ist.

Beweis. Eine neue Kante entsteht, d.h. wir haben Regel 2 angewendet.

Fall 1: v ist schon vor der j—ten Erweiterung innerer Knoten, und es gehen
somit mindestens zwei Kanten mit Zeichen ¢ bzw. ¢ beginnend bei v los,
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Fall 1, S(i + 1) # c, Fall 2
S(i+1)# ¢

wobei ¢ # . Da « das Suffix S[2,!] eines Prifixes S[1,1], wobei | < i, ist,
gibt es von der Wurzel einen Weg zu einem Knoten w mit Label o und > 2
ausgehenden Kanten mit Label ¢ bzw. .

Fall 2: v entsteht in der j—ten Erweiterung der Phase (i + 1), und es gehen
zwei Kanten mit ¢ bzw. S(i+1) beginnend aus. In der (j+1)-ten Erweiterung
wird nun o um S(i + 1) erweitert, und der Knoten w entsteht analog zu v.

Korollar 3 In einem impliziten Suffixbaum gibt es am Ende jeder Phase fiir
alle inneren Knoten Suffix—Links.

Was hilft uns das nun weiter? Es spart jede Menge Wege von der Wurzel
abwarts! Dazu die folgende

Beobachtung. Die erste Erweiterung in jeder Phase (i+1) ist trivial: S[1, ]
endet in 7; immer in einem Blatt. Auf dieses Blatt halten wir einen Pointer
fest. Von Erweiterung j kommen wir nun leicht zur (j + 1)-ten Erweiterung:

Sei S[j,i] = za, dabei x € ¥, und sei (v, j) die Kante zu Blatt j. Gesucht
ist fiir die (j + 1)-te Erweiterung ein Knoten mit Label a. Es kénnen zwei
Félle auftreten:

1. v ist die Wurzel. Dann laufe o von der Wurzel aus.

2. v ist ein innerer Knoten. Dann gibt es einen Suffix-Link (v, s(v)), und
s(v) hat ein Label, das ein Prafix von « ist. Nun miissen wir von s(v)
aus nur noch den ,,Rest“ laufen.

Das alleine verbessert die Laufzeit im worst—case noch nicht, dafiir werden
weitere Uberlegungen benotigt.
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5.2.2 Zweite Verbesserung: Skip & Count

Hinter dem Skip & Count Trick verbirgt sich folgendes: Die Kantenlabels wer-
den nicht explizit an den Kanten gespeichert, sondern nur ihre Anfangs— und
Endpositionen im String. Beim Herunterlaufen von s(v) aus wird nun nicht
jeder Buchstabe verglichen, sondern nur der erste Buchstabe einer Kante. Da
alle Kanten von einem Knoten aus mit unterschiedlichen Buchstaben begin-
nen, reicht das aus. Speichert man zu jeder Kante ihre Léange, so kann man
nach einem Vergleich die restlichen Buchstaben dieser Kante iiberspringen.

5.2.3 Zweite Verbesserung: Skip & Count

Hinter dem Skip & Count Trick verbirgt sich folgendes: Die Kantenlabels wer-
den nicht explizit an den Kanten gespeichert, sondern nur ihre Anfangs— und
Endpositionen im String. Beim Herunterlaufen von s(v) aus wird nun nicht
jeder Buchstabe verglichen, sondern nur der erste Buchstabe einer Kante. Da
alle Kanten von einem Knoten aus mit unterschiedlichen Buchstaben begin-
nen, reicht das aus. Speichert man zu jeder Kante ihre Lénge, so kann man
nach einem Vergleich die restlichen Buchstaben dieser Kante iiberspringen.

Definition 18 Sei v Knoten in einem Suffizhaum. Dann nennen wir die
Anzahl der Kanten auf dem Weg von v zur Wurzel Knotentiefe von v.

Lemma 3 Sei (v, s(v)) Suffiz—Link. Dann gilt:
Knotentiefe (v) < Knotentiefe (s(v)) + 1

Beweis. Sei (v, s(v)) ein Suffix-Link. Dann ist nach Definition das Label
L(v) = za, wobei z € 3 Zeichen und « € ¥* Teilstring, und L(s(v)) = a.
Sei w der Knoten mit Knotentiefe(w) = 1 auf dem Weg von der Wurzel r
nach v, und die Kante (w, ) nur mit einem Zeichen markiert. Dann ist (w, r)
ein Suffix-Link. Sei nun u ein beliebiger Knoten, u # w, auf dem Weg von r
nach v. Dann ist u ein innerer Knoten, und es existiert somit ein Suffix-Link
(u, s(u)). Der Knoten s(u) ist dann ein Knoten auf dem Weg von r nach s(v).
Sei nun u' ein weiterer Knoten auf dem Weg von r nach v mit u # v/, dann
gilt weiter s(u) # s(u'). Nach diesen Voriiberlegungen nun zum Beweis. Mit
Ausnahme des ersten Knotens auf dem Weg von r nach v existiert immer ein
Knoten auf dem Weg von r nach s(v), und diese sind paarweise verschieden.
Fiir den ersten Knoten auf dem Weg von r nach v gibt es keinen Suffix-Link
(und damit keinen korrespondierenden Knoten auf dem Weg von 7 nach s(v))
genau dann, wenn die Kante von r dorthin nur ein Zeichen tragt.

Bild
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Satz 5 Mit Skip & Count kann jede Phase (i+1) in O(m) realisiert werden.

Beweis. Zur Erinnerung noch einmal die Vorgehensweise bei Skip & Count:
Wir befinden uns wihrend einer Phase (i + 1) nach der j—ten Erweiterung ir-
gendwo im Baum, und wollen nun an S[j+1, ¢] das Zeichen S(i+1) anhéngen.
Wir suchen also von S|j,4 + 1] aus das Ende von S[j + 1,4]. Dazu gehen wir
im Baum nach oben zum néichsten Knoten v (auch up—Schritt genannt), und
folgen dem Suffix-Link (v, s(v)). Diese beiden Schritte laufen in konstanter
Zeit ab und sind daher nicht fiir die Laufzeitanalyse relevant. Bei s(v) ver-
gleichen wir das erste Zeichen mit den ausgehenden Kanten und springen
dann bis zum néchsten Knoten (down-skip).

Nun analysieren wir, wie viele down—skips benétigt werden. Dazu beobachten
wir den Verlauf der aktuellen Knotentiefe wihrend einer Erweiterung und
schliellich einer Phase. Wir wissen, dafl die aktuelle Knotentiefe bei jeder
Erweiterung maximal m ist, da der Baum maximale Tiefe m hat.

In jeder Erweiterung passiert folgendes: Wir gehen im up—Schritt im Baum
< 1 Schritte Richtung Wurzel, und beim Folgen des Suffix-Links wird der
Abstand zur Wurzel nach dem vorherigen Lemma um < 1 geringer. Insgesamt
gehen wir also maximal 2 Schritte Richtung Wurzel, d.h. die aktuelle Kno-
tentiefe verringert sich um hochstens 2. Uber alle Erweiterungen 1 bis i + 1
verringert sich damit die aktuellen Knotentiefe um <2-m, da (i +1) < m.

Ohne die up—Schritte und Suffixlinks kénnten wir maximal bis zur Tiefe m
hinunterspringen. Nun springen wir zusétzlich um < 2-m nach oben, d.h. wir
kénnen insgesamt nur < 3-m down-skips machen. Damit ergibt sich fiir jede
Phase eine Laufzeit von O(m).

Die resultierende Gesamtlaufzeit ist an dieser Stelle immer noch quadratisch,
doch mit der néchsten Beobachtung und einem weiteren kleinen Trick 148t
sie sich zur versprochenen Linearzeit reduzieren.

Beobachtung.

1. Wenn Regel 3 das erste Mal angewendet wird, dann ist die Phase be-
endet, da danach nur noch Regel 3 vorkommt.

2. ,Einmal Blatt, immer Blatt“. Wenn ein Blatt einmal erzeugt worden
ist, so bleibt es immer ein Blatt. Alle folgenden Erweiterungen an dieser
Stelle gehen somit geméafl Regel 1.

In der Phase (i 4+ 1) merken wir uns den grofiten Index j;, 1, fir den gilt:
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V1 <k<ji: Die k—te Erweiterung erfolgte nach Regel 1 oder 2, d.h. alle
Suffixe S[1,7 4 1]...S[jit1,7 + 1] gehoren zu Bléttern.

Bei der Implementierung gehen wir nach Beobachtung 2 beim Einfiigen einer
neuen Kante bzw. Blattes, wie folgt vor:

Fiir jede Kante, die zu einem Blatt fithrt, speichern wir das Paar (p, €). Dabei
ist p die Anfangsposition des entsprechenden Suffix in S und e ein globaler
Index, der nur ein Mal pro Phase von ¢ auf i + 1 erhoht wird. Damit wird mit
einfachem Aufwand an allen Blédttern das neue Zeichen S(i + 1) nach Regel
1 angefiigt.

Diese Uberlegungen verwenden wir nun, um den Algorithmus in der Phase
(¢ + 1) zu verbessern.

Phase (i + 1):
1. Setze e auf (i 4+ 1). Damit werden alle Bldtter nach Regel 1 erledigt.

2. Berechne die Erweiterungen j; + 1 bis j* explizit, wobei j* das erste
Anwenden von Regel 3 markiert.

3. Setze j;1q auf 7* — 1.

Bemerkung. In der Phase (i+2) fangen wir mit den expliziten Vergleichen
also bei der Erweiterung j* an.

Satz 6 71,7s,...,7, kinnen in O(m) konstruiert werden.

Beweis. In jeder Phase wird fiir die impliziten Erweiterungen nach Regel 1
nur konstante Zeit benétigt, siche oben. Uber alle Phasen brauchen wir fiir
diese also Zeit O(m).

Zwei aufeinander folgenden Phasen haben < 1 explizite Vergleiche gemein-
sam, namlich bei j*. Die aktuelle Knotentiefe am Ende der expliziten Ver-
gleiche einer Phase ist gleich der aktuellen Knotentiefe bei Beginn der expli-
ziten Vergleiche der darauffolgenden Phase. Durch Betrachten der aktuellen
Knotentiefe (die durch m beschrénkt ist) im Verlauf des Algorithmus, und
Argumente dhnlich denen im Beweis von Satz 5 , kommt man auf insgesamt
O(m) explizite Erweiterungen wéhrend des gesamten Algorithmus.

Korollar 4 Der Suffixbaum fiir S$ lafst sich in O(m) konstruieren.

Beweis. Der implizite Suffixbaum wird in linearer Zeit konstruiert, und das
Einfiigen von § als letztem Zeichen geht ebenfalls in Linearzeit.
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5.3 Suffix-Arrays und Anwendungen(Teil 2)
5.3.1 Suffix—Arrays

Suffix—Arrays sind eine speichereffiziente Variante von Suffixbdumen, die be-
sonders bei groflen Alphabeten Verwendung findet.

Wir speichern dazu in einem Array Pos der Léange m die Anfangspositionen
der Suffizes von S in lexikographischer Ordnung, wobei gilt Va € ¥, $ < a.

Beispiel. S = mississippi, Pos =11,8,5,2,1,10,9,7,4,6,3

Fakt. Das Suffix-Array erhélt man aus dem Suffix-Baum durch lexikogra-
phische Tiefensuche in linearer Zeit.

Durch binére Suche kann man exaktes Matching in Suffix—Arrays fiir ein Pat-
tern P, |P| = n und einen Text der Lénge m in Zeit O(n-logm) durchfiihren.
Die Idee dazu ist:

Es bezeichnen L und R den linken und rechten Rand des aktuellen Suchin-
tervalls in Pos, zu Anfang also L = 1, R = m. In jeder Iteration der bindren
Suche wird P mit dem Suffix Pos(M), wobei M = [(L + R)/2] ist, vergli-
chen. Je nach Ergebnis wird dann L oder R auf M gesetzt. Es reicht, in Pos
den ersten und den letzten Suffix zu finden, der mit P anfingt. Wegen der
lexikographischen Ordnung in Pos sind alle anderen Vorkommen von P in T’
genau die, die in Pos zwischen diesen beiden stehen.

In jeder Iteration gibt es O(n) Vergleiche, und insgesamt O(logm) Iteratio-
nen, was zu der oben angegebenen Laufzeit fithrt. Durch einige Tricks kann
man das verbessern und eine Laufzeit von O(n+logm) erreichen (—Ubung).

5.3.2 Suffixbdume und lca—Anfragen

Definition 19 Sei 7 ein Baum, r seine Wurzel und v, u Knoten. Dann
definieren wir den lowest common ancestor:

lea(u,v) = tiefster Knoten, der auf dem Weg von v nach r und auf dem Weg
von u nach r liegt.

Nehmen wir nun an, wir kénnten nach einer Vorverarbeitung von 7 in Li-
nearzeit, die lca—Anfragen in konstanter Zeit beantworten. Dann kénnten wir
folgende Probleme effizient 16sen.

Beispiel 1 Longest-Common-Extension:
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Seien S7, Sy Strings. Zu einem gegebenen Paar (i, j) suchen wir nun das ma-
ximale k, so da8 Si[i, i+ k] = S2[j, j + k]. Dazu betrachten wir den gemeinsa-
men Suffixbaum von S; und Sy und bestimmen den [ca(Blatt(1,7), Blatt(2, 7)).
Dabei bezeichnet Blatt(l,7) das Blatt, das im gemeinsamen Suffixbaum von
S1 und Sy zum Suffix Sj[i, n;] gehort.

Das Konstruieren des gemeinsamen Suffixbaumes geht in linearer Zeit, und
nach Annahme kénnen wir nach ebenfalls linearer Vorverarbeitung die lca—
Anfragen in konstanter Zeit beantworten.

Beispiel 2 Maximale Palindrome

Wir suchen zu einem vorgegebenen ¢ in einem String S das maximale gerade
Palindrom mit Mitte ¢. Palindrome sind Worte a € ¥*, mit a = ", und
gerade soll gerade Anzahl von Zeichen in a bedeuten. Wir betrachten den
gemeinsamen Suffixbaum von S und S”* und bestimmen lca(qg+1,n—q+1)
fiir das maximale gerade Palindrom mit Mitte hinter der ¢g-ten Stelle.

Beispiel 3 Matching mit < k£ Mismatches

Gegeben ein Pattern P der Lange n und ein Text T" der Lange m, so sind
alle Auftreten von P in T' mit < k Mismatches gesucht. Eine Moglichkeit,
das Problem mit Hilfe von [ca—Anfragen in Zeit O(k - m) zu losen, ist die
folgende:

Fiir jede Stelle ¢ in T" wird in Zeit O(k) bestimmt, ob hier ein Match mit
< k Fehlern zwischen P und T anfangt. Dazu wird die Longest-Common-—
Extension (kurz lce) zwischen P und 7T'[i, m] bestimmt. Hat diese die Linge
J, so gibt es also ein Mismatch zwischen P(j+1) und T'(i+ 7). Weiter geht es
mit lce von P[j+2,n] und T[i+j+1,m], .... Jede [ce-Anfrage braucht laut
Beispiel 1 nur konstante Zeit. Ist nach < & Wiederholungen das Ende von P
erreicht, so ist Position ¢ von T der Anfang eines der gesuchten Matches.

5.4 lca—Anfragen in konstanter Zeit
Wir wollen nach Vorverarbeitung eines Baumes 7', wobei Knotenmenge |V (7)| =

n, in linearer Laufzeit die [ca—Anfragen fiir alle x, y € V(7) in konstanter
Zeit beantworten. Wir betrachten zuerst vollstdndige bindre Baume.

5.4.1 Ica—Anfragen in vollstindigen binidren Biumen

Sei B ein vollstdndiger bindrer Baum mit p Blittern. Damit hat B (2p — 1)
Knoten und Tiefe d = log, p.
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Nun fithren wir darauf folgende Abbildung von V' (B) in die Menge der (0, 1)
Bits der Lénge (d + 1) ab.

v — Wegzahl(v) =Position in der InOrderTreeWalk—Nummerierung

Fiir ein (0,1)-Bit a nennen wir die Position - von hinten gezihlt - der letzten
Eins Hohe h(a). Die so definierte Hohe entspricht dann in einem vollsténdi-
gen, bindren Baum der natiirlichen Héhe.

Beispiel.

1 =001 3=011 5=101 7T=111

Den lca(vi,v9) bzw. den ldngsten gemeinsamen Vorgénger zweier Knoten
v1, vy, wobei Wegzahl(v;) <Wegzahl(vy), findet man mit folgendem Algo-
rithmus:

1. Bilde die XOR-Summe der beiden Wegzahlen.
2. Finde darin die linkeste 1 und nenne diese Position k.

3. lca(vy, v9) hat dann die Wegzahl v1[1, (k—1)]-10...0, wobei v[1, (k—1)]
(d+1)—k
das - eventuell leere - Prifixbit vy (1)v1(2)...v1(k — 1) ist.

Beispiel.

1. lea(5,7) : 101 XOR 111 = 010. Dann ist & = 2 und Wegzahl(lca(5,7)) =
110 bzw. lca(5,7) = 6.

2. lca(2,5) : 010 XOR 101 = 111. Dann ist £ = 1 und Wegzahl(lca(2,5)) =
100 bzw. lca(2,5) = 4.

Fiir allgemeine Baume werden wir die lca—Anfrage von 7, wobei |V (7T)| =
n, in einen passenden Bindrbaum B abbilden. Dazu fithren wir als erstes
eine Tiefensuche bzw. DepthFirstSearch in 7 durch. Deren Nummerierung
iibernimmt man dann als Knotennamen in 7.
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2 =0010

3 =0011 4 = 0100 9 = 1001 10 = 1010

Beispiel.

Zusétzlich definieren wir folgende Abbildung I von der Menge der Knoten-
namen {1,...,n} in sich selbst. Sei v ein Knoten, dann suchen wir im Un-
terbaum mit Wurzel v den Knoten w, der maximale Hohe hat.

v I(v) =w

Beispiel. I(1)=1(5)=1(8)=8;I(2) =4

Ist dabei I iiberhaupt wohl definiert ? Dazu ein Lemma.
Lemma 4 Der Knoten I(v) = w aus der Abbildung I ist eindeutig.

Beweis. Wir nehmen, es gibe 2 Knoten u, w mit i := h(u) = h(w) > h(q)
fiir alle Knoten q im Unterbaum und u # w. D. h. u und w unterscheiden
sich in einem Bit links von i. Sei k das kleinste dieser unterschiedlichen Bits
und o. E. u > w.

k i
~~ =
u=... 1 ... 1 00...
w=... 0 ... 1 00...
k gleich ¢
k
. ~ =~
Konstruiere x = ... 1 0...0.
—
wie u

Dann gilt v > u > z > w und x ist DFS—-Nummer eines Knotens unter v.
Aber h(x) > h(u) —Widerspruch.

Fehlt etwas



Lemma 5 Sei z Vorfahre von x in T, dann ist 1(z) Vorfahre von Iz).

Beweis. Falls I(z) = I(z) sind wir fertig. Wir kénnen also o. E. annehmen:
i:=h(I(z)) > h(I(x)).

Sei k die linkeste Position mit einem Unterschied in I(z) und /(z) in Position
k. 1(z) > I(z).

Satz 7 Seien x, y Knoten und z = lca(x,y). Sei h(1(z)) gegeben, dann lift
sich z in konstanter Zeit bestimmen.

Beweis. Wir werden im folgenden die Knoten oft mit ihrer dfs—Nummer
identifizieren. Zuerst eine kleine Beobachtung: Wir betrachten den Run, der
z enthélt. Dabei nennen wir 2/ bzw. v’ den Knoten, in dem der Weg von x
bzw. y zur Wurzel r auf den Run von z trifft. Dann erhalten wir aus der
Definition von lca, dafl z gleich 2’ oder 3/ ist und z = 2/ <= 2’ <y .

Nun berechnen wir @’ bzw. y' aus h(I(z)). Sei dazu h(I(z)) =: j.

1. Fall: Sei h(I(x)) = j, dann ist  im Run von z und 2’ = z.

Run von z

S
= @

2. Fall: Sei h(I(x)) < j bzw. x # 2’. Sei w der letzte Knoten auf dem Weg von
x nach 2/, der auflerhalb des Runs von z liegt. Aus h(I(z)) und dem Vektor
A, berechnen wir nun h(/(w)), I(w), w und 2’. Es gilt A(I(w)) < j und
h(I(w)) ist die groBte Position k < j mit: A, hat eine 1 im Bit k. Man somit
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hat w = z oder w ist echter Vorfahre von w und im zugeordneten Bindrbaum
B der dfs-Nummern mit Lemma 7?7 I(w) = I(z) oder I(w) echter Vorfahre
von I(z). I(w) hat eine 1 an der Stelle £ und — nach der Wahl von k& — Nullen
rechts davon. w ist Vorfahre von « und damit I(w) identisch zu I(x) links von
k. Wir kennen also I(w), fehlt noch w. w ist — nach Wahl — Kopf eines Runs
und alle Knoten eines Runs zeigen auf dem Kopf, insbesondere I(w). z’ ist
nun der Vater von w und analog bestimmen wir 3. Mit unserer Beobachtung
bestimmen wir z.

Nachdem wir nun z aus h(I(z)) bestimmt kénnen, fehlt uns noch h(I(z)).

Dazu folgender Satz. Wir vergeben vorher noch ein paar Bezeichnungen. Sei
b=lca(l(z),I(y)) im Bindrbaum B und h(b) =: i.

Satz 8 Sei j > ¢ die kleinste Position, so daff A, und A, ein Bit gleich 1
haben. Dann gilt: h(I(2)) = j.

Beweis. Sei h(I(z)) =: k. Wir werden nun zeigen k > j und k < j.

1. z ist Vorfahre von x bzw. von y, also haben A, bzw. A, in Position k eine
1. Damit ist I(z) Vorfahre von I(z) bzw. I(y) und k& > ¢ und — nach Wahl
von j —k>j>1.

2. A, hat ein 1-Bit in Position j > 7. Also gibt es einen Vorfahren z in 7 mit
I(2") ist Vorfahre von I(x) in B und h(I(z")) = j. Analog erhalten wir einen
Vorfahren 3’ von y mit h(I(y")) = j. Nun sind I(x) und I(y) Vorfahren von b
und somit /(y') = I(z'). Beide sind im gleichen Run und ohne Einschrinkung
sei ' Vorfahre /. D. h. 2z’ wird mindestens au fdie Hohe von z abgebildet
und j > k.

Nachdem wir die Sitze beisammen haben, folgt nun die Zeit der Ernte. Wir
konnen den Algorithmus angeben und uns im Anschlufl seinen Anwendungen
zuwenden.

Algorithmus
1. Finde b = lca(I(x),1(y)) in B.
2. Finde kleinstes j > h(b) mit: A,, A, haben eine 1 in Bit j.
3. Setze h(I(2)) = j.
4. Finde 2/, ¢/.

5. ' <y = z=1a' sonst z =9 .
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5.5 Anwendungen

In Abschnitt 5.1.3 haben wir uns mit der Longest—-Common—Extension von
K Strings Sy, Ss, ...,Sk, »; 15| = n, beschiftigt und einen Algorithmus
mit Laufzeit O(K - n) angegeben. Dieses Problem wollen wir jetzt in O(n)
l6sen, dabei verwenden wir natiirlich unseren neuen Algorithmus.

Erinnerung:

Wir suchen fiir 2 < k£ < K den léngsten Teilstring, der in > k Strings
vorkommt.

In dem gemeinsamen Suffixbaum von Sy, Sy, ..., Sk hat jeder String sein
eigenes Endsymbol. Wir wollen wie in 5.1.3 die Abbildung

v — C(v) = # Blétter verschiedener Strings unter v

einfithren, um danach v mit maximaler Tiefe und C'(v) = k zu bestimmen.

Wie bestimmen wir C'(v) ? Dazu fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

S(v) = # Blétter unter v

u;(v) = # Blatter mit Stringnr. ¢ unter v

Setzen U(v) = >, . ()>1(wi(v) — 1), wobei U die Anzahl der mehrfach vor-
kommenden Knoten im Unterbaum angibt(unschén - Astrid, wie formuliere

ich das kurz und knapp ohne alles unnotig zu verkomplizieren 7 weglassen
7). Dann gilt C(v) = S(v) —U(v) und S 1a8t sich in linearer Zeit bestimmen.

Wir berechnen nun noch U(v) bzw. die u;(v) — 1. Dazu erstellen wir mit
Hilfe einer Tiefensuche die Listen Lq, Lo, ..., Lg, wobei in L; die durch die
Tiefensuche geordneten Blatter mit Label ¢ stehen.

Lemma 6 Wenn man fir alle benachbarten Paare in L; die lca—Anfragen
berechnet, so landen wir fir jedes v genau (u;(v) —1) Mal im Unterbaum von
v.

Halten wir fiir jedes w € T einen Z#hler h(w), der wie oft w als Ergebnis
einer solchen [ca-Anfrage auftritt. U bestimmen wir bottom—up:

U(v) = > h(w)

weUnterbaum (v)
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6 Approximatives Matching

6.1 Editierabstand, globales & lokales Alognment

Wir beriicksichtigen folgende Operationen, um einen String S in einen an-
deren String Sy zu transformieren:

I Insert

D Delete

R Replace

M Match (keine Operation)

Beispiel.
S1=V_INTNER
So=WRI_T_ERS
RIMDMDMMI Operationen S; — S5

Definition 20 Wir nennen die minimale Anzahl von Operationen I, D, R,
um einen String S1 in einen anderen String Sy zu transformieren, den Edi-
tierabstand (auch Lewenshtein—Abstand) und schreiben dafiir D(S1, S2)

Definition 21 Fin globales Alignment von Sy und Sy entsteht durch Einfiigen
von Liicken (auch Spaces) in Sy und Sz, so dajf$ jeder Buchstabe einem Buch-
staben oder Space gegentiberliegt.

Beobachtung. Ein globales Alignment ist somit das Ergebnis einer Edi-
tiertransformationsprozefes.

Wir wollen nun D(S,S2) bestimmen und verwenden dabei dynamisches
Programmieren. Sei |S1| = n und |S2| = m. Bezeichnen wir D(i,j) =
D(S41[1,1], S2[1,7]), dann suchen wir D(m,n). S[1,0] bezeichnet dabei den
leeren String. Dazu folgender Satz:

Satz 9 Es gilt:
Vi: D(i,0) =1
Vj:D(0,5) =
D(Zaj) = mln{D(z - 17]) + 17D(Z>] - 1) + 17D(Z - 1a] - 1) —Ft(l,j)},
wobei t(i,5) = { (1) gigg i gzg%
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Beweis. (— Ubung)

Korollar 5 Der Editierabstand kann bottom—up in O(n - m) berechnet wer-
den.

Diese Rechnung fiihrt zu einer (n, m)-Tabelle. Daraus kann man durch back-
tracing eine Editierfolge gewinnen. Hierfiir gilt:

Satz 10 Jeder Weg von (n,m) nach (0,0) bestimmt eine optimale Transfor-
mation (auch Alignment) mit D(S1,Ss) Operationen.

Man kann den Editierabstand verallgemeinern, indem man Gewichte einfiihrt.
Einerseits durch Gewichte auf den Operationen, andererseits durch zeichenabhéngi-
ge Gewichte.

Man kann den Editierabstand auch als graphentheoretisches Problem auf-
fassen. Wir haben einen Editiergraphen mit (n + 1) - (m + 1) Knoten. Der
Knoten (7, ) entspricht dabei dem Paar (Si[1,1], S3[1, j]). Die Kanten ent-
sprechen den Editieroperationen. Um den Editierabstand D(S7, Ss) zu be-
stimmen, suchen wir nach der Lénge eines kiirzesten Weges von (0,0) nach
(n,m).

(i, 7) (4, 4+ 1)
L P
1 t(S1(i+1),82(5 + 1))
)
(i,7+1) (1+1,7+1)

6.2 Ahnlichkeit von Strings

Sei ¥ ein Alphabet von Zeichen, |S| =n, und £ := L U {_}.

Nun wollen fiir dieses Alphabet den Begriff Ahnlichkeit einfithren, dazu geben
wir Matches positives Gewicht und Mismatches negatives Gewicht. Konkret:
wir fithren Score-Abbildung auf dem kartesischen Produkt ein.
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Definition 22 Wir nennen eine Abbildung
s: 20 x 20 5 R

Score.

Beobachtung. Ein Score kann man durch eine (n + 1) x (n + 1)-Matrix
festlegen.

Definition 23 Sei eine Scoringmatriz gegeben, Sy, Sz Strings. Dann nen-
nen wir Ahnlichkeit v:

v(S1,S2) = max. Wert eines Alignments

Zur Berechnung kénnen wir wie im Fall des Editierabstandes vorgehen.

v(0, j)(= v(leerer String, S[1,j])) = > s(-, Sa(k))

1<k<j

0(i,0) = Y s(Si(k), )

v(i,7) = max{v(i—1,j)+s(S1(7), -), v(i,j—1)+s(, S2(j)), v(i—1,j—1)+s(51(7), S2(j))}

Man benétigt O(n - m) fiir die Erstellung der Tabelle und O(n + m) fiir
die Ausgabe eines optimalen globalen (7 ich habe lokalen abgeschrieben?)
Alignments. Ahnlichkeit 1a8t sich auch graphentheoretisch modellieren. Wir
betrachten den selben Graphen wie oben, wobei die Kantengewichte durch s
bestimmt werden und suchen einen maximalen Weg von (0, 0) nach (n,m)

Beispiel. Wir wollen lcs(Sy,.Ss), die lingste gemeinsame Teilsequenz, in
unserer neu gelernten Sprache ausdriicken. Eine gemeinsame Teilsequenz wird
durch je eine Teilfolge aus 1, .., n bzw. 1, .., m bestimmt.

WRITERS und VINTNER enthalten folgende gemeinsame Teilsequenzen: R,
I, E, T, IT, IE, IR, TE, TR, ER, ITE, IER, TER, ITER (alle?)

Die ldngste gemeinsame Teilsequenz lcs(S7, Se) lasst sich als optimales glo-
bales Alignment bzgl. der Scoring—Matrix s finden.

s(Match) =1 und s(Mismatch/Space) =0
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6.3 Das local-Alignment—Problem

Seien 2 Strings S1, Sz, mit |Si| = n, |Ss| = m, gegeben.
Dann suchen wir Teilstrings «, 5 mit v(«a, f) =: v* maximal.

Losung: Wir definieren fiir 1 <:<n,1<j7<m

v(1, 7) = max{v(a, §)|a Suffix von S;[1,1], 8 Suffix von Sy[1, j]}.

«, 3 konnen dabei der leere String sein.

Um v* zu bestimmen, haben wir folgenden Satz.

Satz 11 Mit der Notation von oben:
v* =max{v(i,j)[1 <i<n, 1 <j<m}

Die v(i, 7) lassen sich, wie folgt, bestimmen:

v(2,0) =0 =v(0, )

v(i, j) = max{0,v(i, j=1)+s(-, 52(4)), v(i—1, ) +5(51(0), -), v(i=1, j=1)+s(51(2), S2(5)) }

6.4 Gaps und Gap Weights

Unser Ziel ist es die Verteilung an Spaces in einem Alignment beeinflussen
zu konnen. Dazu werden wir diese mit verschiedenen Gewichten ausstatten.

Definition 24 Wir nennen einen maximalen Teilstring, der nur aus Spaces
besteht, eines Alignments S’ eines Strings S Gap.

o Konstantes Gap—Gewicht: Man wihle eine Konstante W, > 0 als Gap—
Strafe und maximiere den Ausdruck,

> s(S1(0), 55(6)) — W, - (#gaps)

wobei S] der String zu \S; im Alignment ist und Vz : s(_,z) = 0 = s(z, ).
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o Affines Gap—Gewicht: Man bestraft sowohl das Auftreten eines Gaps
als auch dessen Lange: W, + W, - |Gap| bzw. man maximiere

S s(S4 (1), S5(0)) — W, - (#8aps) — W, (#Spaces).

)

e Konvexes Gap—Gewicht: Fiir eine Funktion f mit zweiter Ableitung < 0
— eine konvexe Funktion — betraft man das Auftreten eines Gaps mit
W, und dessen Lénge mit f(|gap|). Lange Gaps werden dabei weniger
als kurze Gaps betraft.
e Laufzeiten: Fiir beliebige Gewichte O(nm? + n?m).
Fiir affine /konstante Gewichte O(nm) und fiir konvexe Gewichte O(nmlogm).
Beweis. Wir betrachten ein Alignment von Si[1, ] zu Ss[1, j] mit dem

Wert V (i, 7). Dann kénnen 3 Typen von Alignments auftreten:

1. Si[1,4] endet im Alignment mit Gap, diesen Wert nennen wir

E(i, j)

2. Ss[1,j] endet im Alignment mit Gap, diesen Wert nennen wir
F(i, j)

3. beide enden im Alignment ohne Gap, diesen Wert nennen wir
G(i,4)

Es gilt nun: V' (4,j) = max{E(i,7), F(i,7),G(i,7)}

G(i,j) =V(i—1,j— 1)+ s(51(i), S2(7)),

E(i,5) = maxo<p<j-1{V (i, k) + w(j — k)},

F(i,7) = maxo<<;j-1{V (k,j) + w(j — k) },

wobei w ein beliebiges Gap—Gewicht ist und folgende Initialisierung:

V(i,0) = F(i,0) = —w(i), V(0,5) = E(0,7) = —w(j), V(0,0) =
G(0,0) = w(0) = 0, G(4, ) ist nicht definiert fiir ¢ = 0 und j # 0 oder
i #0und j = 0.

Fiir allgemeine Gap—Gewichte erhilt man Laufzeit O(nm?+n?m), dazu
betrachte V (i,7): man benétigt in einer Zeile ~ m? mal Eintrige fiir
die E-Werte und in einer Spalte ~ n? mal Eintriige fiir die F'~Werte.
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6.5 Verbesserung des Dynamischen—Programmier—Ansatzes
6.5.1 Linearer Speicherbedarf

Sei S; = n, Sy = m. Dann haben wir Laufzeit O(n-m) und Speicher O(n-m)
in 7?7 fiir ein Alignment von S; und S,. In diesem Abschnitt wollen wir den
Speicherbedarf auf O(n+m) beschrinken, um den Wert des Eidtierabstandes
zu berechnen. Fiir die Ausgabe eines Aligment—Weges benotigen wir weiter-
hin die ganze Matrix.

Idee. Teile und herrsche + Rekursion

0|3

(n.m)

Wir berechnen, wo Alignment-Weg die §-te Zeile kreuzt. Wir benutzen au-
Berdem, dafl wir mit einem optimalen Alignment fiir S7, S5 auch ein optima-
les Alignment fiir die Strings ST, S5°” kennen. Wir lesen dazu das optimale
Alignment von hinten.

Lemma 7 Sei V(2 m — k) die Ahnlichkeit von S;[1, 2] und S5¢[1, k]

.. 2 ’
bzw. die Ahnlichkeit von Si[5+1,n] und So[m—k+1,m]. Mit dieser Notation
gilt nun:

V(n,m) = max {V(g,k) + Vm’(g,m — k)

0<k<m

Sei k* ein Spaltenindex, der maximalen Wert liefert.
FEHLT EIN ABSCHNITT
Wir finden £ und Lz in O(n + m).

6.6 k—difference Alignment/Matching

Wir wollen nun die Anzahl der Unterschiede im Alignment begrenzen.
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6.6.1 Fk—difference global Alignment

Dazu haben wir zwei Strings S7, Ss der Lange n bzw. m gegeben und suchen
dazu das beste global Alignment mit < k& Mismatches und Spaces.

Idee. Gehen wir im Alignment—Graph nach rechts oder nach unten (nicht
diagonal), so entspricht dies einem Mismatch oder Space. Um nun ein k-
difference global Alignment zu finden, miissen wir somit nur den Streifen der
Breite 2k um die Hauptdiagonale (i,4) betrachten.

(0,0) K m
L -® Eintrag braucht man nicht,
_ da schon|> k Fehler
Hauptdiagonale (n,m)

Fiir ein k—difference global Alignment muf} insbesondere gelten: |m —n| < k.
Es miissen O(km) Matrixeintrége berechnet werden. In dem Streifen liegen
allerdings immer noch viele Alignment—Wege, die mehr als k Fehler machen.
Angenommen ein maximales globales Alignment macht k* < k Fehler, dann
miissten nur O(k*m) Matrixeintrige fiir die Bestimmung von &* berechnet
werden. Dies erreicht man, indem man die Streifenbreite von 2 aus beginnend
immer verdoppelt, bis man einen Weg findet, der von (0, 0) nach (n,m) geht.
In diesem Streifen liegt dann das global Alignment.

6.6.2 k—difference inexact Matching (Landau,Vishkin)

Sei P ein Pattern und 7" ein Text mit Lénge n bzw. m. Nun suchen wir alle
Matches von P in T mit < k Fehlern.

Laufzeit O(km) 148t sich mit einem Hybridalgoritmus bestehend aus Dyna-
mischen Programmieren und Suffixbdumen erreichen. Zur Erinnerung Inser-
tions, Deletions, Mismatches werden mit 1 gewichtet.

Definition 25 Wir nennen einen Weg «, der in Zeile O des Alignmentgra-
phen beginnt und d Fehler macht, einen d-Weg. So einen d—Weg nennen wir
1—tiefst, wenn er auf der Diagonale i endet und unter allen, die auf i enden,
den tiefsten Endpunkt hat.
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Beobachtung. Jeder d—Weg, der die Zeile n erreicht, entspricht einem Mat-
ching mit < d Fehlern.

Unser Ziel ist es somit alle d-Wege, d < k, zu finden, die die n—te Zeile
erreichen.

0 12 .

Diagonalen

Algorithmus: 1. Suffixbaum fiir 7" und P und Vorverarbeitung fiir lca—
Anfragen in Laufzeit O(n + m)

2. Iteriere fir 0 < d < k.

d = 0: Fiir 1 <7 < m findet man die i—tiefsten 0—Wege durch [ca—Anfragen
von Blatt mit Label P und Blatt mit Label T'[i,n|. Die lca—Anfragen in
konstanter Zeit, d. h. Laufzeit O(m)

d > 0: Fir —n < i < m finde den i-tiefsten d-Weg aus den (i — 1)-tiefsten,
i—tiefsten und (i + 1)-tiefsten (d — 1)-Wegen. Es treten dabei 3 Fille auf:

/

(d — 1) Fehler
(1 + 1) tiefst

1—1 1 1+ 1

Abbildung 19: Fall 1: aus (i 4 1)-tiefsten (d — 1) Weg

Fiir Fall 1 betrachte das Bild. Wir befinden uns auf der Diagonale (i + 1),
sind dort nach d — 1 Fehlern maximal tief und machen den d-ten Fehler.
Dabei landen wir auf der Diagonale i. Durch eine lca—Anfrage fiir P[k,n]
und 7[l,m] im Suffixbaum erhalten wir den Knoten vor dem Mismatch.

Fall 2 und 3 laufen analog
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6.7 Suffixbdume und gewichtete Alignments

Sei wie immer P Pattern und 7" Text der Léange n bzw. m und aulerdem
dem eine Scoring-Matrix gegeben. Dann interessieren wir uns fiir folgende
zwei Probleme.

6.7.1 P—against—all
P-against—all: Berechne die gewichteten Editierabsténde zu allen Teilstrings
T von T.

Es gibt ~ m? viele Substrings von T', d. h. wir miissen ~ m? Editierabstinde
der Form D(P,T’) berechnen. Wir haben somit eine Gesamtlaufzeit O(nm?).

Dies geht besser: Wir betrachten die m Suffizes von T" und berechnen dann
D(Ti,m], P), fiir 1 < i < m. Dabei berechnen wir alle anderen Abstédnde
mit aus und erreichen so eine Laufzeit O(nm?).

Ti,m]

in der letzten Zeile stehen
die Editierabstinde zu O(nm)
allen Anfangsstiicken
von T'[i, m]

Dies geht sogar noch besser: Bisher berechnen wir Abstdnde immer noch
mehrfach fiir den Fall, dafl in 7" Wiederholungen vorkommen. Wir sortieren
die Suffizes im Suffixbaum von 7" mit einer df s—Suche. Seien also 7" und T”
Suffizes von T" und auflerdem 7" = AB und 7" = AC. Dann gibt es, wie im
Bild, einen Knoten v mit Label A. Beim Berechnen der Editierabstiande von
T" erhalten wir eine Tabelle, in der bis zur Spalte |A| die Editierabstinde
stehen. Nun speichern wir im Knoten v die Spalten Zahl ab, so daf§ wir fiir
die Berechnung der Editierabstéande zu 7" an dieser Stelle in dieser Tabelle
weitermachen.

Dabei vergeleichen wir einerseits jede Kante des Suffixbaumes 7 einmal
mit ganz P, andererseits schreiben wir fiir m Suffizes ...77. Gesamtlaufzeit:
O(n(Lénge von T) + m?).
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6.7.2 All-against—all

All-against—all: Finde zu einem Schwellwert d alle Teilstrings P’ C P und
T" C T mit Editierabstand < d.

FEHLT EIN SUBSUBSECTION

6.8 Ausschlu3verfahren

Wir wollen nun mit einem anderen Zugang die Probleme k—Mismatch und
k-Difference von der bisherigen Laufzeit O(km) verbessern. Wir gehen dabei
nach folgenden AusschluBprinzip vor: Wir zerkleinern das Pattern. Wenn
die kleinen Stiicke im Text nicht vorkommen, kann auch das Pattern nicht
vorkommen.

Unser Ziel: erwartete sublineare Laufzeit
Baeza—Yates, Perleberg '92:

Zur Erinnerung wir haben ein Pattern P, |P| = n, und ein Text T, |T'| = m,
und suchen die Matches von P mit maximal & Fehlern.

Wir zerlegen P in Stiicke der Linge |5 =: 7.

Beobachtung. Falls P den Teilstring 7" C T mit < k Fehlern matcht, dann
enthélt P ein Stiick der Lange r, das ein Stiick der Lénge r in T ohne Fehler
matcht.

Algorithmus:
1. Sei P die Menge der ersten k + 1 Stiicke von P (i.A. (k+ 1) fm).
2. Finde alle exakten Matches in 1" von allen p € P, z. B. mit Suffixbaum.

3. Fiir alle diese Matches: Sei ¢ dessen Position in 7', dann suche appro-
ximatives Match von P in T[i — k —n,i+ k + n|.
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Analyse fiir Schritt 3: Sei Alphabet |X| = o und T, P beliebige Strings. Sei
p ein Stiick von P mit |p| = r. Dann gilt fiir den Erwartungswert:

E(# exaktes Match von p) ~ 2

E(# exaktes Match irgendeines Stiickes p) ~ (k +1) - 2
E(Zeit fiir Schritt 3) ~ m - n? - £
Ziel: Schritt 3 in < c¢-m.

FEHLT ABSCHNITT

Verbesserung nach G.Myers, ’94: Mehrfachfilter

Definition 26 Se: die Fehlerrate 0 < € < 1 vorgegeben. Dann nenne wir S
einen e~Match von T, wenn hochstens €| S| Fehler vorkommen.

Algorithmus:

1. Partitioniere P in Stiicke der Lénge log, m.
2. Finde alle e-Matches der Stiicke in 7.

3. Iterativ: Versuche Lénge der e-Matches bis zum e-Match von P zu

verdoppeln. Es fallen O(log %) Iterationen an.

FEHLT EIN ABSCHNITT

6.9 Ein kombinatorischer Algorithmus fiir /cs

Nachdem wir die longest common subsequence zweier Strings S, Sy schon
einmal in Kapitel 7?7 mit Hilfe eines gewichteten Alignment-Problems in
O(]S1] - |S2|) gelost haben, werden wir nun kombinatorische Methoden ver-
wenden. Wir reduzieren das Problem auf ein anderes:

lis oder longest increasing subsequence. Wir haben eine Folge m von n Zahlen
und suchen eine ldngste monoton steigende Teilfolge bzw. deren Lénge.

Bemerkung. Wir nennen eine Teilfolge aufsteigend bzw. fallend, wenn
sie streng monoton wachsend bzw. schwach monoton fallend. Eine Menge
von fallende Teilfolge, so dafl jede Zahl von 7 vorkommt, nennen wir eine
Uberdeckung. Eine Uberdeckung nennen wir wiederum minimal, wenn sie
aus einer minimalen Anzahl an Teilfolgen besteht.

Hierbei gilt: Sei U eine minimale Uberdeckung, dann folgt |U| = lis.
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49 8 10 Ein neues Element miisste in

die Folge 1,4,6,7,10 eingefiigt
werden.

— N L Ot
(@)
-3

Nun wollen wir einen Algorithmus mit Laufzeit O(n logn) fiir das lis—Problem
angeben. Erst ein erlauterndes Beispiel.
Beispiel. Sei 7 ={5,3,4,9,6,2,1,8,7,10}

Fange beim Einfiigen der Zahlen links an, sobald eine unterste Zahl auf den
vorhandenen Stapeln grosser ist, fiige die Zahl dort ein. Ansonsten beginne
mit einem neuen Stapel.

Beobachtung. Es existiert eine lis mit je einem Element aus jeder fallenden
Folge der Uberdeckung, die wir in O(n) finden
Das Einfiigen geht in O(nlogn) mit bindrer Suche.
Reduktion Sei |S;| = m, |S2| = n, ¥ Alphabet von Zeichen. Dann definieren
wir:
r(i) = Anzahl des i—ten Zeichens von S in Sy
und r=>_.7(i), 0 <r <mn
Nun 16sen wir Ics in O(rlogn), wie folgt:
1. Fiir jedes z in S; bestimme fallende Liste der Positionen in Ss.
2. Bestimme Folge der Linge r: 7(S,Ss) =Ersetze Zeichen aus S; durch

Liste aus 1.

Beobachtung. Jede aufsteigende Folge in 7(S1, S3) definiert eine common
subsequence und umgekehrt.

Beispiel. S| = abacx, Sy = baabca
Schritt 1: a+—6,3,2, b— 4,1, c— 5
Schritt 2: m(Sy,52) =6,3,2,4,1,6,3,2,5
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