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1 Holomorphe Funktionen

Zwei Minuten Erinnerung an die komplexen Zahlen

Komplexe Differentiation (Definition “wie in der Schule”)

Elementare Beispiele, Potenzreihen sind komplex differenzierbar

e Zusammenhang zwischen komplexer und reeller Differenzierbarkeit

Holomorphe Funktionen als Abbildungen: Konformitét

1.1 Die komplexen Zahlen

Die komplexe Ebene C sei der R? mit der iiblichen R-Vektorraumstruktur und der Multi-
plikation
(1,91)(@2,y2) = (@172 — Y1y2, T1Y2 + T2y1).-
Damit wird C bekanntlich zu einem Koérper, der {(J:, 0) | T € R} als einen zu R isomorphen
Unterkorper enthélt. Wir schreiben fiir reelles x statt (z,0) einfach x. Weiter bezeichnen
wir wie iiblich die imagindre Einheit mit
1:=(0,1)
und erhalten
(z,y) =z +1iy fir z,y € R.
Die Projektionen von R? auf die beiden Faktoren heifien Realteil und den Imagindrteil
Re: (2,y) o, Im: (2,9) 0y
z=Rez+ilmz fir z € C.

Die Euklidische Norm |[|(x, y)|| := y/2? + y? definiert eine Topologie auf C und damit Begriffe
wie Umgebung, Konvergenz oder Stetigkeit . Wir schreiben [.| statt ||.|:

1z = v/(Re2)2 4 (Im 2)2.

Jeder Vektor (x,y) € R? der Linge 1 hat eine Darstellung
(z,y) = (cos ¢,sin @)

mit einer Zahl ¢ € R, die bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 eindeutig bestimmt ist.
Daher besitzt jede Zahl z € C eine Darstellung

z = |z|(cos ¢ + isin ).

Die Zahl ¢ € R heifit das Argument von z. Das Argument ist aber fiir z # 0 nur bis auf
ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig — und fiir z = 0 nach Geschmack beliebig oder nicht
definiert.

Nach der Formel von Euler gilt fiir die komplexe Exponentialfunktion e’® = cos ¢ + isin ¢,
also hat man eine Darstellung ‘
z = |z|e™.

Wichtig ist noch die R-lineare Konjugation
T4y — x4y = — .
Mit ihr gilt
1 z
2 e o .
|z]* = 2z fiir z € C, gfwfurze((:\{()}.



1.2 Differenzierbarkeit

Definition 1. Sei G C C offen, f : G — C eine Abbildung und zy € G. Dann heifit f in zg
(komplex) differenzierbar, wenn

F(z0) = lim L) =20

Z—20 Z— 20
existiert. f’(zp) heifit dann die Ableitung von f an der Stelle z.
Ist f in jedem Punkt von G differenzierbar, so heiit f holomorph oder (komplex-)analytisch.

Viele Rechenregeln fiir die Differentiation sehen im Komplexen genauso aus, wie im Reellen,
und die Beweise sind wortlich dieselben. Das betrifft insbesondere die Differentiation von
Summen und Produkten sowie die Kettenregel. Deshalb sind zum Beispiel Polynome

f(z)=ao+a1z+...+a,2"

differenzierbar mit der offensichtlichen Ableitung. Ebenso sind rationale Funktionen, also
Quotienten von Polynomen auf dem Komplement der Nullstellen des Nenners holomorphe
Funktionen, deren Ableitung man mit der Quotientenregel berechnen kann. Die holomorphen
Funktionen auf einer festen offenen Menge G bilden einen Ring.

Allerdings gibt es fiir die komplexen Zahlen keine Anordnung, und auch der Mittelwertsatz
gilt nicht. Man kann nur Betrdge abschidtzen. Manchmal muss man deshalb andere Beweise
suchen, wie der Vergleich des folgenden Satzes mit dem Satz 268 aus meinem Skriptum
Analysis I zeigt.

Satz 2 (Potenzreihen). Sei Y .-, axr(z — 20)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
0<R<ooundf:{z||z— 20| <R} — C die dadurch definierte Funktion. Dann gilt

(i) Die Potenzreihe > p-, kax(z — 20)*~1 hat denselben Konvergenzradius R und definiert
deshalb eine Funktion g : {z ||z — z| < R} — C.

(i) Die Funktion f ist holomorph mit Ableitung g.

Kurz: Auch komplexe Potenzreihen darf man gliedweise differenzieren.

Beweis. Zu (i). Das geht genauso wie im Reellen.

Zu (i3). Uberlegen Sie mit Hilfe der Kettenregel, dass man sich auf den Fall z5 = 0 be-
schrianken kann. Das macht das folgende Argument iibersichtlicher. Sei also

f(z) = Z apz”.
k=0

Wir wollen zeigen: Ist z; € C mit |z1| < R, so gilt

_ 00 k_ Lk
lim HORFICY —g(z1) = lergllgak (Z — 2211 - sz‘l) =0. (1)

zZ—z1 zZ— 2z z

Wir wihlen dazu ein r mit |z1| < r < R. Dann gilt fiir |2| < r (und nur solche z miissen wir
fiir unseren Beweis beriicksichtigen)

k k
-2 k—1 k—2 k—2 k—1
ol G AR I N TP 2 S

zZ— 2z

< |zk_1\ + |zk_221| +...+ |zzf_2\ + |zf_1| < krk1 (2)



Die Reihe Y, k|ay|r*~! ist konvergent, daher gibt es zu gegebenem e > 0 ein N € N, so
dass

> €
Z klag|r*! < 3 (3)
k=N+1
Nun gilt fiir [2] < r
oo k_ Lk
S (S22 et
=0 zZ— 2
- 2* —2f k—1 - 2* —2f .- k—1
< — kzy~ k -
<3 ( . >’+ > laud[E2 ]+ S Ml
k=0 k=N-+1 k=N+1
N Zk . Zk 00
< ak ( L szl) ‘ +2 klag|r*~L.
N k_ k
A k—1 €
< a —kz 2—.
<D | ( z—2 ' >’+ 3

k=0
Der erste Summand ist eine endliche Summe, deren Terme wegen der Ableitungsformel fiir
2* gegen Null gehen, wenn z — z;. Insgesamt gibt es also ein § > 0 (mit § < 7 — |21]), so

dass
o k_ Lk
S (S22 et
0 Z— 21

Daraus folgt die Behauptung . O

|z — 2z <d = < e.

Korollar 3 (Identitétssatz fiir Potenzreihen). Ist f durch eine konvergente Potenzreihe
gegeben:

f(z) = an(z = 20)",
k=0

so gilt

F®) ()

kKl
Insbesondere haben zwei Potenzreihen um zy dieselben Koeffizienten, wenn sie auf einer
Umgebung von zy dieselbe Funktion bestimmen.

ap =

Beweis. Durch wiederholte Anwendung des letzten Satzes ergibt sich
M) =N k(k—1)...(k—m+ Dag(z — z)F™
k=m
und
F (z) =m(m —1)... lap,.

O
Beispiel 4. Hier sind bekannte auf ganz C holomorphe Funktionen:
z _ - Zk
e = H7
k=0
0 2k 0 2k+1
o _1)kF o _1\k_F
Cos z := Z( 1) ol sin z := Z( 1) ok
k=0 k=0
< L2k X 2k+1
coshz := ; k). = cos(iz), sinhz:= 2 ks = —isin(iz).



O

Definition 5 (Ganze Funktionen). Eine auf ganz C definierte und holomorphe Funktion
nennt man eine ganze Funktion.

Beispiel 6 (Eine Warnung). Nicht alle Sachverhalte lassen sich ins Komplexe iibertragen:
Der Abelsche Grenzwertsatz besagt, dass eine reelle Potenzreihe, die in einem Randpunkt
des Konvergenzintervalls noch konvergiert, eine auch dort noch stetige Funktion definiert.
Die offensichtliche Verallgemeinerung auf komplexe Potenzreihen ist falsch, vgl. Skriptum
Analysis I, Anhang 2.

O
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1.3 Komplexe und reelle Differenzierbarkeit

Die Definition der komplexen Ableitung kann man (so wie die der reellen) auch so inter-
pretieren: f ist differenzierbar in zy, wenn es sich bei zg gut linear approximieren 148t, d.h.
wenn es eine C-lineare Abbildung F': C — C gibt, so dass

) = Feo) 4 (e~ 20) +a(2) mit Jim 2

=0.

Aber eine C-lineare Abbildung von C in sich ist einfach die Multiplikationen mit einer
komplexen Zahl, eben f’(zp). Betrachtet man f nun als Abbildung vom R? in den R?
so ist die Definition der reellen Differenzierbarkeit in zy genau dieselbe mit dem kleinen
Unterschied, dass F' nur R-linear sein muss, nicht C-linear — was ja eine stérkere Forderung
ist. Jede komplex differenzierbare Funktion ist also auch differenzierbar als Abbildung des
R? in sich.

Wie hiéngen R-Linearitit und C-Linearitit zusammen? Sei F' : R? — R? eine R-lineare
Abbildung. Aus der R-Linearitéit folgt, dass F' als Abbildung von C nach C genau dann

C-linear ist, wenn
0 . . (1
F<1> =F(i)=iF(1) =iF <0)

F(z+iy) =2F(1) +iyF(1) = F(1)(z + iy),
F wirkt also einfach durch Multiplikation mit der komplexen Zahl F'(1).

ist. Dann ist

Ist F' gegeben durch eine reelle 2 x 2-Matrix (CCL Z), so bedeutet die C-Linearitat

06 YO H6-()

die Matrix von F' ist also von der Form
a b
-b a)’

Wir zerlegen nun eine Abbildung f : C D G — C in Real- und Imaginérteil, d.h. wir
schreiben

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

fir z = x + ¢y mit z,y € R und reellwertige Funktionen v und v. Die Funktionalmatrix von
f ist dann gegeben durch

Damit erhalten wir

11



Satz 7 (Reelle und komplexe Differenzierbarkeit). f ist in zo € G genau dann
komplex differenzierbar, wenn es reell differenzierbar ist und eine der beiden folgenden
dquivalenten Bedingungen gilt

(i) Das Differential d., f : R? — R? ist komplex linear.
(i) Es gelten in zy die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ou Ov ou ov

%" a % o
In diesem Fall ist

_Ou  Ov

/ PR PR
F= Oz —Hax'

Aus (i) dieses Satzes ergeben sich die Rechenregeln fiir die Differentiation komplexer Funk-
tionen aus denen fiir Abbildungen des des R?, die in der Analysis II bewiesen wurden.

Beispiel 8. Die Funktion f(z) := Z ist reell gegeben durch f (;) = <_xy> Die Funktional-

0 -1
erfiillt und f ist nicht holomorph.

matrix ist ( 0 ), also sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen nirgends

2?2 — 2

. . =2 x o
Die Funktion g(z) := z* ist reell gegeben durch g (y) = ( oy

) . Die Funktionalmatrix

-2y -2z
erfiillt. Nur in diesem Punkt ist ¢ komplex differenzierbar, es ist nicht holomorph.

ist ( 2z —2y)’ also sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen nur fiir z = 0

O

Eine reelle Funktion auf einem Intervall mit iiberall verschwindender Ableitung ist konstant.
Das ist eine Folge aus dem Mittelwertsatz, der im Komplexen nicht gilt. Andrerseits gibt
es eine Verallgemeinerung des Konstanzkriteriums auf Funktionen mehrerer Variablen: Eine
differenzierbare Funktion mit iiberall verschwindendem Differential auf einer offenen und
zusammenhdngenden Teilmenge des R™ ist konstant. Weil aus der komplexen aber die reelle
Differenzierbarkeit folgt, gilt

Satz 9. Ist f holomorph auf der offenen und zusammenhdngenden Menge G C C mit diberall
verschwindender Ableitung f', so ist f konstant.

Offene und zusammenhingende Teilmengen von C kommen in der komplexen Analysis
standig vor und verdienen deshalb einen abkiirzenden Namen. Man nennt sie Gebiete. Wir
werden der Einfachheit halber oft voraussetzen, dass die betrachteten Funktionen holomorph
auf einem Gebiet G sind, auch wenn der Zusammenhang in der konkreten Situation vielleicht
keine Rolle spielt.

Korollar 10. Ist f : C D G — C holomorph auf dem Gebiet G und reellwertig, so ist f
konstant.

Beweis. Wenn f = u + iv reellwertig ist, ist der Imaginérteil v = 0 und nach den Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen sind die partiellen Ableitungen von u ebenfalls 0. Also
ist f konstant. O

12



Definition 11 (Argumentfunktion). Im Komplement der abgeschlossenen negativen re-
ellen Halbachse, also in

G::{z:rei¢|r>0,f7r<¢<7r} (4)
, z G
definiert arg(re’?) := ¢ eine wohlbestimmte differen-

zierbare Funktion e
»
arg : G —] — m, +m|,

die wir Argumentfunktion nennen wollen. Natiirlich
ist arg keine analytische Funktion, vgl. das vorste-
hende Korollar.

Beachten Sie: Ohne Einschrinkung auf den Bereich G ist das Argument einer komplexen
Zahl nur bis auf ein Vielfaches von 27 bestimmt. Legt man sich willkiirlich etwa auf den
Bereich | — , 4] fest, so erhélt man eine auf C\ {0} definierte Funktion, die aber auf der
negativen reellen Achse unstetig ist. Deshalb schriinken wir uns auf das “Schlitzgebiet” G
ein.

Die Beschreibung dieser Funktionen durch Arcus-Funktionen auf dem gesamten Definitions-
bereich ist nicht so ganz einfach. Zum Beispiel ist

arctan £ fiir x > 0,

arg(z + iy) = + arccos Ty fiir y > 0,
© .

— arccos o fiir y <0,

Daraus folgt, dass arg stetige partielle Ableitungen hat, ndmlich

darg Y darg  z
ox a2 +y? Oy a?+y?

(5)

insbesondere also reell differenzierbar ist.

Ist z = |z]e’® in dem Schlitzgebiet G und —7 < ¢ < 7, so folgt durch ,Logarithmieren:
log z = log | 2| + i¢, z€G

wobei log|z| den natiirlichen Logarithmus bezeichnen soll. Fiir positives reelles z ist ¢ =
0, log|z| = logz und diese Gleichung folgt aus der Analysis I. Fiir komplexes z ist der
Logarithmus aber bisher gar nicht erklért, so dass “Logarithmieren” bisher sinnlos ist. Aber
wir benutzen diese heuristische Uberlegung zur Motivation fiir folgende

Definition 12 (Komplexer Logarithmus). Fiir z im Schlitzgebiet (4) definieren wir mit
dem (reellen) natiirlichen Logarithmus In den (komplexen Hauptwert)logarithmus durch

log(z) :=In|z| + i arg(z). (6)
Das ist also eine Funktion log : G — C.

Beispiel 13. Die Logarithmusfunktion ist holomorph. Sie ist ndmlich reell stetig differen-
zierbar und wir priifen die Cauchy-Riemannschen Gleichungen fiir u(x,y) = Inr,v(x,y) =

arg, wobei r(z) := |z| = \/22 4+ y2. Mit (5] folgt

du_omr_10r _a _ v
dr  Oxr  rdx 12 Oy
ou vy v

dy r2 Oz

13



Dabher ist log z eine holomorphe Funktion auf G mit Ableitung

, T —1y z 1
log(z):xz_’_y2 ===

Es gilt
6log(z) — elog\z\eiarg(z) — |Z‘eiarg(z) = 2

O

Harmonische Funktionen. Wenn wir annehmen, dass die holomorphe Funktion f = u+iv
reell sogar zweimal differenzierbar istﬂ so folgt aus den Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen nach dem Satz von Schwarz

v i)
Au:@+@:8ﬂ+w:0
ox2  Oy? ox oy
und ebenso Av = 0. Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion sind also soge-
nannte harmonische Funktionen, zweimal differenzierbare Funktionen, deren Laplacesche
verschwindet.

Ist w : G — R eine harmonische Funktion, so kann man umgekehrt fragen, ob es eine
Funktion v : G — R gibt, fiir die

ov ou Ov _ Ou

= __ = =_== 7
Ox oy’ Oy Ox M
ist. In diesem Fall wére f := u+iv holomorph. In der Analysis lernt man, dass die notwendige
Bedingung, ndmlich
ot
oy 0x2’

die bei harmonischem wu ja erfiillt ist, auf zum R? diffeomorphen Gebieten (insbesondere also
lokal) auch hinreichend ist (Poincarésches Lemma). Zum Beispiel dann, wenn G eine offene
Kreisscheibe oder das Schlitzgebiet aus vorstehendem Beispiel ist. Auf solchem G ist jede
harmonische Funktion der Realteil einer holomorphen Funktion.

Beispiel 14. Die Funktion u(z,y) = Iny/22 + y? ist auf C* := C\ {0} harmonisch, wie
man direkt nachrechen kann. Also gibt es auf dem Schlitzgebiet eine harmonische Funktion
v, so dass f = u + iv holomorph ist. v ist durch charakterisiert, also durch

ov y ov x

Or  22+y2 Oy 22 +y?

Das legt v natiirlich nur bis auf eine additive Konstante fest. Wéahlen wir diese so, dass
v(1,0) = 0, so erhalten wir v = arg.

O

Harmonische Funktionen sind wegen Awu = div grad u gerade die Potentiale von divergenz-
oder quellfreien Vektorfeldern und spielen daher in der Potentialtheorie eine wichtige Rolle.
Die Funktionentheorie ist deshalb ein wichtiges Hilfsmittel der zweidimensionalen Potenti-
altheorie.

1 Wir werden spiter sehen, dass das immer der Fall ist!

14



Wir vermerken noch:

Satz 15. Ist f : G — C holomorph und h : f(G) — R harmonisch, so ist ho f ebenfalls
harmonisch: Harmonische Funktionen von holomorphen Funktionen sind harmonisch.

Beweis. Auf einer offenen Umgebung von f(zg) ist h der Realteil einer holomorphen Funktion
H und nach der Kettenregel ist H o f holomorph auf einer Umgebung von zy. Also ist ho f
als Realteil einer holomorphen Funktion auf einer Umgebung von zp harmonisch. O

15



1.4 Konforme Abbildungen

Sei f : G — C holomorph im Gebiet G und sei ¢ : [a,b] — G eine differenzierbare Kurve.
Dann ist f o ¢ die Bildkurve unter f, und fiir den Tangentialvektor an diese gilt nach der
Kettenregel

d , )
2 (foa)t) = F(c®)e(t).

Ist f'(c(t)) = re'® # 0, so wird der Tangentialvektor von ¢ durch f also um den Faktor r
gestreckt und um den Winkel ¢ gedreht. Die Tangentialvektoren zweier Kurven ¢y, ¢, die
sich in einem Punkt

ci(t1) = ca(ta) foc,
schneiden, werden unter f wum densel- °
ben Winkel ¢ gedreht: Der Schnittwinkel —
Z(¢é1(t1), ¢a(t2)) der Kurven bleibt unter f er- foc,
halten. Man nennt diese Eigenschaft Konfor-
matdt. Ce

Satz 16. Holomorphe Abbildungen ohne Nullstellen der Ableitung sind konforme Abbildun-
gen.

Beispiel 17. Die holomorphe Abbildung f(z) = 22 bildet die Gerade c : t + te!* durch
den Nullpunkt in die Gerade f oc : t — t2¢2*¢ ab, der Schnittwinkel der Geraden mit der
reellen Achse verdoppelt sich also. Warum ist das kein Widerspruch zum Satz?

O

Die vorstehende Satz gestattet eine Umkehrung. Ist F : R? — R? eine winkeltreue R-lineare
Abbildung, so ist insbesondere fiir alle z € R?

(F(2), F(iz)) =0
und deshalb
(F(1),F(i)y =0und (F(1+14),F(-1+14))=0.

Daraus folgt weiter
0=—(F(1),F(1)) + (F(i), F(i)) = |[F ()] = |[F(1)]?,

so dass also F'(1) und F'(¢) von gleicher Lénge sind und senkrecht aufeinander stehen. Deshalb
ist F'(i) = £iF(1). Das Vorzeichen wird bestimmt durch das Orientierungsverhalten von F,
denn
det(F(1), F(i)) = det(F(1),+iF (1)) = £ det(F(1),iF(1)).
—_—————
>0

Ist F' also auch noch orientierungstreu, so ist ' komplex linear. Damit folgt:

Satz 18. FEine reell differenzierbare Abbildung f : G — C eines Gebiets G C C mit tiberall
winkel- und orientierungstreuer Ableitung ist holomorph.

Daher hingt die Theorie konformer Abbildungen von C in sich eng mit der komplexen Ana-
lysis zusammen.
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Konforme Abbildungen sind besonders interessant.
Zum Beispiel kann man zeigen, dass es keine
laingentreue Abbildung der Kugelfliche in die Ebe-
ne gibt, was offenbar ein angeborenes Handycap der
Kartographie darstellt. Aber es gibt immerhin noch
konforme Abbildungen, zum Beispiel die stereogra-
phische Projektion.

Eine intensiv studierte Frage ist deshalb die, welche Gebiete der Ebene sich auf welche
konform (und bijektiv) abbilden lassen. Wir lernen dazu spéter den Riemannschen Abbil-
dungssatz kennen.

Bemerkung: Die Riemannsche Zahlenkugel. Die oben skizzierte Abbildung

3

1
n | ——=(E+in)
¢/ 1-¢

kann man benutzen, um die komplexe Ebene mit der im “Nordpol” punktierten Einheits-
kugel ¥ zu identifizieren. Mit dieser Identifikation kann man Abbildungen in die komplexe
Ebene auch deuten als Abbildungen in die Sphére, und dadurch zum Beispiel der Aussage
lim,_,,, f(z) = oo eine anschauliche Bedeutung gegeben: In der Sphére ist der Grenzwert
eben der “Nordpol”. Die volle Sphére entspricht dann also der um einen Punkt oo ergéinzten
komplexen Ebene C := CU {o0}. Das eine wie das andere bezeichnet man dann auch als die
Riemannsche Zahlenkugel. Diese Erweiterung der komplexen Ebene ist ein in der komplexen
Analysis haufig verwendetes Modell, wie Sie im néchsten Abschnitt schon sehen werden.

Neben der Anschaulichkeit des Kugelmodells ist ein weiterer Vorteil gegeniiber der einfach
mengentheoretisch gebildeten Vereinigung CU{co}, dass man auf der erweiterten Ebene nicht
erst eine Topologie erklédren muss: Die ist auf der Sphére seit Analysis II bereits vorhanden.

Die stereographische Projektion bildet das Netz der Léngen- und Breitenkreise auf der
Sphére (= Erdoberfliche) winkeltreu ab auf das ebene Netz der Strahlen aus dem Ursprung
und der Kreise um den Ursprung. Schlitzt man die Ebene ldngs der negativen reellen Achse
auf und wendet darauf den komplexen Logarithmus oder besser die Abbildung z — i log(z)
an, so wird das Netz wiederum winkeltreu(!) abgebildet auf ein Netz orthogonaler Geraden.

\\ //
/ ilog
Ry T
/ N\
7 N

Die Komposition der stereographischen Projektion mit ¢ log ist der fiir Seekarten verwendete
MercatoﬂEntwurf der Kartographie. (Konstante Kompass-Weisung = Gerade auf der Karte
= Loxodrome).

2 Nach dem Kartographen Gerhard Mercator (1512-1594), nicht zu verwechseln mit dem Entdecker der
In(1 + z)-Reihe Nikolaus Mercator (1620-1687).
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2 Mobiustransformationen

Eine Klasse einfacher, aber interessanter Funktionen=Abbildungen

Die Riemannsche Zahlenkugel

Mobiustransformationen sind kreistreu

Die 6-Punkteformel

Das Doppelverhiltnis als Mobiusinvariante

Wenn man komplexe Funktionen geometrisch als Abbildungen der komplexen Ebene in sich
untersucht, bilden die holomorphen Funktionen der Gestalt

az+b

J(z):= cz+d

mit a, b, ¢, d € C, die sogenannten gebrochen-linearen Abbildungen, eine interessante Klasse.
Diese Funktionen sind einerseits so einfach, dass man sie gut “verstehen ” kann, andrerseits
gibt es aber genug von ihnen, um interessante Dinge damit zu machen.

Falls ad = bc und d # 0, ist

adz + bd B bez + bd b

1(z) = d(cz+d)  d(cz+d) —d

also f konstant. Das gilt auch, wenn ad = bc und ¢ # 0, also immer, wenn ad = bc und der
Nenner nicht 0 ist. Wir schlielen diesen Fall aus und definieren

Definition 19 (Mé6biustransformationen). Eine Mdbiustransformation der komplexen
Ebene ist eine Funktion der Form
az+b

f(z):= ot d mit ad — be # 0. (8)

Beachten Sie, dass Multiplikation von a, b, ¢, d mit einem gemeinsamen Faktor # 0 dieselbe
Mobiustransformation liefert, so dass man sich auf den Fall ad — bc = 1 beschrinken kann
(aber nicht muss). Die Mobiustransformationen héngen von 3 komplexen Parametern ab.

Unter “Transformationen” versteht man gemeinhin bijektive Abbildungen, und tatséchlich

erhélt man durch Auflésen von w = ijrrg nach z die Umkehrabbildung;:

Satz 20 (Umkehrtransformation). Die Mdbiustransformation st injektiv und die

Umkehrabbildung ist
_ —dw+b

cw—a’

FH(w)

also wieder eine Mobiustransformation.

Etwas unbefriedigend ist, dass fir cz +d = 0, also fiir z = f% nicht definiert ist. Hier
erweist sich die am Ende des letzten Abschnitts erklirte Erweiterung der komplexen Ebene
durch ein Punkt oo zur Riemannschen Zahlenkugel

C=Cu{}
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als hilfreich. Erweitert man die Mobiustransformation (8]) zu einer (wieder mit f bezeichne-
ten) Abbildung f : C — C, indem man

b
Dm0 (o)==

C c—|—%.

setzt, so wird das eine bijektive Abbildung von C in sich, und der letzte Satz liefert die
Umkehrabbildung.

Satz 21. Die Mébiustransformationen bilden eine Untergruppe der Gruppe der Bijektionen
von C auf sich.

Beweis. Dafiir muss man nur noch zeigen, dass die Komposition von zwei Mobiustransfor-
mationen wieder eine solche ist. Ist

_az+b _az+f
so findet man
fog— (ac + by)z + (af + bS)
9= lca+dy)z+ (cB+do)
Es ist klar, dass f o g nicht konstant ist. O

Der Beweis zeigt mehr als der Satz behauptet, ndmlich dass
a b az+b
P
(C d) ~ cz+d

ein Homomorphismus der Gruppe SL(2, C), der Gruppe der komplexen 2 x 2-Matrizen mit

Determinante 1, auf die Gruppe der Mébiustransformationen ist. Der Kern ist {+ <(1) (1)) 1.

Wir gehen darauf nicht néher ein, halten nur fest, dass man die Koeffizienten der Kompo-
sition zweier Mobiustransformationen einfach durch Matrizenmultiplikation finden kann.

Beispiel 22 (Inversion). Die Mébiustransformation f(z) = L (alsoa =d =0,b =c=1)
heiit die Inversion am FEinheitskreis. Es ist

z z z
10 =2 2o ()
z |22 2|2
Erst wird also die Linge von z auf das Reziproke
gestaucht bzw. gestreckt und danach das Ergebnis

an der reellen Achse gespiegelt. Der Punkt oo geht
nach 0 und umgekehrt.

W

C

Achtung. In der Geometrie betrachtet man die Spiegelung (auch Inversion) an einem Kreis.
Speziell fiir den Einheitskreis ist das die Abbildung z — = = %, also der Vektor in Richtung
z mit reziproker Lidnge — ohne die nachfolgende Spiegelung an der reellen Achse. Diese
Abbildung ist geometrisch noch einfacher als die Abbildung z — 57 hat aber fiir die Analysis
den Nachteil, nicht holomorph zu sein.

Fiir spétere Verwendung wollen wir eine besondere Eigenschaft der Inversion festhalten: Sie
bildet Kreise in Kreise ab. Der Kreis um a vom Radius r erfiillt die Gleichung

P =lz—a>=(z—a)(z—a) =22 —az — aZ + aa
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Die Bildwerte w = % erfiillen dann r2 = % — & _ 2 4 4g oder

Wir nehmen zunichst an, dass der Kreis nicht durch 0 geht, d.h. dass 72 — aa # 0 ist. Dann
folgt
- o 7 . a
ww—bw—-bw+bb=-———mitb= —,
(r2 —aa)? aa — r?
und das ist wieder eine Kreisgleichung. Erfiillt w diese Gleichung, so erfiillt z = i die
Ausgangsgleichung, so dass das Bild des Kreises wieder ein ganzer Kreis ist.

Was passiert, wenn 72 = |a|? > 0 ist. Dann erhiilt man
l—aw—-—aw=20

Die linke Seite ist reell, und wenn man die Gleichung mit ¢« = o + if,w = x + iy reell
ausschreibt, erhélt man
20 — 20y = 1.

Das ist ein Gerade, die nicht durch den Ursprung geht. Und jede solche Gerade kann man
auf diese Weise erhalten, ndmlich aus dem Kreis um a = o + i3 mit Radius r = /a2 + 2.
Geraden durch den Ursprung werden bei der Inversion einfach an der reellen Achse gespiegelt,
gehen also in wieder in Ursprungsgeraden iiber. Und weil die Inversion ihr eigenes Inverses
ist, bildet sie umgekehrt alle Geraden in Geraden oder Kreise ab.

Es ist deshalb praktisch, auch Geraden als Kreise (durch oo) zu deklarieren, und nur dann
stimmt die oben gemachte Behauptung, dass die Inversion Kreise in Kreise abbildet.

Unter der stereographischen Projektion entsprechen iibrigens Geraden und Kreise gleicher-
maflen Kreisen auf der Kugelfliche: solchen die durch den Nordpol gehen, und solchen, die
das nicht tun.

Beachten Sie: Der Mittelpunkt eines Kreises gehen bei der Inversion i.a. nicht in den Mit-
telpunkt des Bildkreises iiber!

O

Lemma 23. FEine Mdbiustransformation f ist durch die Werte f(0), f(1), f(o0) eindeutig
bestimmdt.

Beweis. Ist f(z) = 2Eb 50 ist

cz+d’
b a+b a
= - 1)=—"° ==,
JO =5 J=20 o) =2
1. Fall: ¢ = 0. Dann ist nach Definition der Mobiustransformation d # 0. Wir erhalten
a b
1)=-+-

und

2. Fall: d = 0. Dann ist ¢ # 0,



und

f(z>zcz+g - z %
und 0d
1) = f(OOij:{;( )%

Aber die rechte Seite kann man lesen als eine Mobiustransformation angewendet auf %

(beachte f(0) — f(oc0) # 0), und wegen der Injektivitéit ist dann % durch deren Wert f(1)
bestimmt.

O

Satz 24 (6-Punkte-Satz). Sind (21, 22,23) und (wy,ws,w3) zwei Tripel paarweise ver-
schiedener Punkte, so gibt es genau eine Mdbiustransformation [ mit f(zx) = wy fir
k =1,2,3. Diese erhdilt man durch Auflosen der “6-Punkte-Formel” nach w:

(w—wi)(wp —ws) (2 —21)(22 — 23) (9)

(w1 —w2)(ws —w) (21 — 22)(23 — 2)

Beuweis. Die rechte Seite von (9] ist eine gebrochen-lineare Abbildung, R(z) mit
R(z1) =0, R(z2)=1, R(z3)=00,

insbesondere also nicht konstant und damit eine Mobiustransformation. Entsprechendes gilt
fiir die linke Seite L(w), und daher ist

f=L"'oR

eine Mobiustransformation mit f(zx) = wy. Damit ist die Existenz gezeigt. Die Mobius-
transformation f o R™! bildet dann 0,1,00 auf (wy,ws,w3) ab und ist nach dem Lemma
eindeutig bestimmt. Daraus folgt die Eindeutigkeit von f. O

Bemerkung. Ist einer z- und oder w-Werte oo, so kiirzt man diesen heraus, und die Formel
@D gilt immer noch. Zum Beispiel fiir ws = oo erhélt man auf der linken Seite

(w—w)(32—1)  (w—w)0-1)  w—u
(w1 —w2)(1 - %) C(wyp —we)(1=0)  wy—wy (10)

Lemma 25. Jede Mdébiustransformation ist Komposition f = fio...0 fg von Mdbiustrans-
formationen fi der folgenden einfachen Formen

z—z+b (Translation),

Z = az (Drehstreckung mit a # 0),
1

2 = (Inversion).
z
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Beweis. Wir betrachten den Fall f(z) = ‘CIZZ“’ mit d # 0. Den Fall d = 0 {iberlasse ich Ihnen.

+d
Betrachten Sie folgende Kompositionen:
ZHlHdlngg+c:cz+d’_) z
z z oz z z cz+d
1 z az — %, az—2%z p az+b
Z(ad —b = d d -—=
Hd(a C)cz—i—d cz+d - cz+d +d cz+d

O

Weil Translationen und Drehstreckungen offenbar Kreise und Geraden in Kreise und Ge-
raden abbilden, folgt zusammen mit dem Beispiel 22] wenn wir wieder Geraden auch als
Kreise betrachten,

Satz 26 (Kreistreue). Mdbiustransformationen bilden Kreise in Kreise ab.

Bemerkung. Das Komplement C\ K eines Kreises oder einer Geraden besteht aus zwei
Zusammenhangskomponenten, die durch die (stetige!) Mébiustransformation f auf zusam-
menhingende Mengen, also wegen der Bijektivitit jeweils auf eine der Zusammenhangskom-
ponenten von f(K) abgebildet werden. Welche Komponente auf welche abgebildet wird, te-
stet man leicht durch Wahl eines Punktes und Berechnung seines Bildes. Oder man bemerkt
folgendes: Versieht man den Kreis mit einem Durchlaufungssinn durch Wahl einer Parame-
trisierung ¢ : [0,27] — K mit |¢| > 0, so liegt c(f) + eié(t) fir kleine € in einer der beiden
Zusammenhangskomponenten, der “linken Seite” des Kreises. Wegen der Konformitéit von
[ liegt dann f(c(t)) + €D f(ic(t)) = f(c(t)) + €iDe f(¢é(t)) auf der linke Seite der mit
f o ¢ parametrisierten Bildkurve. Die Mébiustransfomation ist also (wie jede holomorphe
Transformation orientierungstreu.

Beispiel 27. Bei der graphischen Darstellung physikalischer Grofen mit grofler Variation
der Werte sind logarithmische Skalen hilfreich. Einen anderen Weg geht man in der Hoch-
frequenztechnik, wo es um die Darstellung komplexer Widerstéinde Z = R 4+ iX mit R > 0
geht. Die Werte von Z liegen also in der rechten Halbebene und variieren stark. Zur graphi-
schen Darstellung benutzt man eine Mobiustransformation, die die rechte Halbebene in den
FEinheitskreis transformiert. Um eine solche zu finden, gibt man fiir 3 Punkte auf dem Rand
der rechten Halbebene, also auf der imaginéren Achse, ihre Werte auf dem Einheitskreis vor:

b
0)=-=-1
7(0) = -
N ai+b
16) = ci+d !
. —ai+b
F(=i) = —ci+d
Auflésen des linearen Gleichungssystems fiir a, b, ¢, d liefert
z—1
fe) =

Diese Transformation bildet also die imagindre Achse auf einen Kreis durch —1,4, —i, also
auf den Rand des Einheitskreises ab. Nach der obigen Bemerkung geht die rechte Halbebene
dabei in das Innere des Einheitskreises iiber.

Die Transformation erhilt wesentliche Strukturen. Die reelle Achse geht offenbar in sich
iiber. Die Geraden von konstantem Wirkwiderstand R sind Geraden senkrecht zur reellen
Achse und gehen deshalb in Kreise durch f(oo) = 1 iiber, die die relle Achse senkrecht
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schneiden, wiahrend die Geraden konstanten Blindwiderstands, also die Geraden senkrecht
zur imaginédren Achse, in Kreise durch f(oo) = 1 iibergehen, die den Einheitskreis senkrecht
schneiden.

Das hier erklarte Einheitskreis-Diagramm l&duft in der Hochfrequenztechnik unter dem Na-
men Smith-Diagramm.

O

Beispiel 28. Welche Mobiustransformationen bilden die obere Halbebene
H::{z { Imz>0}

auf sich ab? Jede solche Transfomation bildet die reelle Achse auf sich ab. Also sind zum Bei-
spiel f(—1), f(0), f(1) reell, und die aus der 6-Punkte-Formel bestimmten Koeffizienten von
f sind ebenfalls reell. Hat man umgekehrt eine Mobiustransformation mit reellen a, b, ¢, d,
so geht die reelle Achse in sich iiber und es ist

ai+b 1 (ai + b)(d .)7ac+bd+,adfbc
ci+d c2+d? @ ZC_C2+d2 Zcz+d2'

fli) =

Die obere Halbebene genau dann geht in sich iiber, wenn Im f(¢) > 0, d.h wenn ad — bc > 0.
Nach Normierung von ad — bc erhélt man also:

Die Mobiustransformationen, die die obere Halbebene auf sich abbilden, sind genau die
Transformationen mit ad — bec = 1, fiir die a, b, ¢, d sémtlich reell sind.

O

Es ist offensichtlich, dass Mobiustransformationen ein gutes Hilfsmittel zum Studium von
Kreisen in der Ebene sind. Ein fundamentales Problem dabei ist die Entscheidung, ob vier
vorgegebene paarweise verschieden Punkte 21, 29, 23, 24 der Ebene auf einem Kreis liegen. Die
Mbobiustransformationen liefern dafiir ein bequemes Kriterium. f(z) = % bildet
22, 23,24 auf 0,1, 00 ab, also den durch die drei Punkte eindeutig bestimmten Kreis K auf
die reelle Achse. Der Punkt z; liegt genau dann auf K, wenn f(z1) auch auf der reellen

Achse liegt. Wir erhalten

Satz 29 (und Definition: Doppelverhiltnis). Die vier paarweise verschiedenen Punkte
21, 22, 23, 24 € C liegen genau dann auf einem Kreis, wenn

(21 — 22)(23 — za)

DV(Z1722,23,Z4) = (22 _ 23)(24 — Zl)

reell ist. Die Zahl DV (21, 22, 23, 24) heifit das Doppelverhiltnis der vier Punkte.
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Aus der 6-Punkte-Formel folgt unmittelbar die Invarianz des Doppelverhéltnisses unter
Mobiustransformationen

Satz 30. Fir je wier paarweise wverschieden Punkte z1,z2,23,24 und fir jede
Mobiustransformation f gilt

DV (f(21), f(22), f(23), f(21)) = DV (21, 22, 23, 24).

Satz 31. Die Mobiustransformationen, welche die Finheitskreisscheibe
D:={z€C||z| <1}
bijektiv auf sich abbilden, sind genau die Transformationen der Form

fz) = 0 22 (11)
1—Zzyz

mit |zg| < 1 und ¢ € R. Fiir diese gilt

— 202 _ )2

= Zz2 122

Beweis. Fiir jede Transformation der Form und |z| =1 gilt

2z — (220 + Z20) + 2020
o = 22

= - - — = 1.
1— (220 + Z20) + 202022

Also bildet f den Rand des Einheitskreises auf sich und wegen f(zy) = 0 auch das Innere
von D auf sich ab.

Um zu sehen, dass umgekehrt jede Mobiustransformation f = Z;"S mit f(D) =D, von der
angegebenen Form ist, betrachten wir die Transformation

inrlifizfl
iz—1 —iz+1

9(z) =

Das ist die Abbildung z — —iz komponiert mit der Mobiustransformation aus Beispiel
bildet also die obere Halbebene H auf den Einheitskreis D ab. Die Inverse ist gegeben durch

w4+ 1
w—1

g Hw) =

Die Mobiustransformation
h:=glofoyg

bildet dann die obere Halbebene auf sich ab, ist also nach dem Beispiel von der Form
h(z) = 228 mit ad — By > 0 ist. Wir finden

vz +6
(e 0)=( 2) 0 5D Sois) -5 %)
und damit
J) = —CLBZ;—ba'

24



Wiére a = 0, so f(0) = oo im Widerspruch zu f(D) = D. Mit 2z := —3 erhalten wir

a z— 2z

flz) =

—al—Zoz
Ist a = |ale™, so ist —2 = e/2¥F™) =: ¢ und weil f(D) = D, ist zp = f~1(0) € D.
(Berechnet man |zg| = |b/a| direkt, so braucht man «d — By > 0 um |29 < 1 zu zeigen.)

Die zweite Aussage des Satzes rechnet man einfach nach:

1—f(2)]? B - == 1 —Zz— 202+ 1202|122 — |2|* — |20|® + 20Z + Zo2

1-[z2 —  1-2 1= Z0z[2(1 — [2[?)
_ A=) = J20f) _ 1 Jzf?
[1—Z0z2(1 = |2?) |1 = Zoz[?
und - - 5
f(2) = el 202t (2~ 20)20 _ jig 1= J20l”
(1— Zg2)? (1 —Zpz)?

O

Beispiel 32. In diesem Beispiel wollen wir zeigen, dass es zu zwei disjunkten Kreisen immer
eine Mobiustransformation gibt, die diese Kreise auf ein Paar konzentrischer Kreise abbildet.
Durch Translation und Streckung, also durch Mobiustransformationen, konnen wir erreichen,
dass der erste Kreis der Einheitskreis ist. Ohne Einschrinkung liegt der zweite Kreis K
im Inneren des Einheitskreises, sonst wenden wir eine Inversion an. Nach einer geeigneten
Drehung liegt der Mittelpunkt a von K auf der nicht-negativen reellen Achse, schneidet
diese also senkrecht. Ist a = 0, sind wir fertig, also 0.E. 0 < a < 1 und fiir den Radius r von
K gilt 0 < r < 1 — a. Die Mébiustransformationen

z—t
= — 1 1
f(z) e mit ¢t € R\ {x1}
bilden die Einheitskreislinie und die reelle Achse jeweils auf sich und K auf einen Kreis
f(K) ab, der die reelle Achse senkrecht schneidet in den Punkten f(a —r) und f(a + r).
Wir berechnen den Mittelpunkt von f(K) fiir den fall dass f(K) wirklich ein Kreis, also
1—tlatr)#0 ist.

m:f(a—r)+f(a+r)_1((a—r)—t (a—l—r)—t)
l1—tla—r) 1—tla+r)

2 )

la—r—t)(I—tla+r))+(a+r—1t)(1—tla—r1))
2 Nenner
:atzf(a27r2+1)t+a. (13)
Nenner
Gibt es ein ¢t mit 1 —t(a £ r) # 0, fiir das m = 0 ist?
Die quadratische Gleichung at?> — (a? — r? + 1)t 4+ a = 0 hat die Diskriminante
L@ =24 1)2 — 4a?)
4a? '
Aus 0 < r < 1— a folgt aber durch Quadrieren
a’ —7r?+1> 2a, (14)

und die Diskriminante ist > 0. Damit hat

at* —(@* —r* + Dt+a=0
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zwei reelle Losungen. Diese kénnen nicht +1 sein, denn sonst wére
O=aF(@®—r*+1)+a=2aF (a®>—7*+1)
im Widerspruch zu . Sie kénnen auch nicht %ﬂ sein, denn sonst wére
0=a—(a*>—r*+1)(at7)+ala£r)?
und damit

0:a3+ar2j:2a2r—a3+ar2—a:;:azr:tr?’:lzr—&—a

=2ar’+a’r+r®tr= +r(+£2ar + a+r?— 1) = +r((a+ r)2 —1).

Die Schnittpunkte a 4+ r des zweiten Kreises mit der reellen Achse liegen aber nicht auf dem
Einheitskreis.

Fiir ein solches ¢ ¢ {0,£1, —+—} bildet dann die Mébiustransformation f auch den Kreis K
auf einen Kreis mit Mittelpunkt 0 ab, und die Behauptung ist gezeigt.

Dieses Ergebnis hat eine hiibsche von Steinerﬂ entdeckte Anwendung;:

In das Ringgebiet zwischen zwei ineinander enthal-
tenen Kreisen fiigt man einen Anfangskreis ein, der
beide beriihrt. Dann setzt man diesen zu einer Ket-
te fort, indem man Kreise hinzufiigt, die jeweils die
Randkreise des Ringgebietes und den vorangehenden
beriihren. Dann ist es moglich, dass sich die Ket-
te schlieft, also periodisch wird, oder nicht. Welcher
Fall eintritt, hédngt anscheinend vom Ringgebiet und
der Wahl des Anfangskreises ab. Wird allerdings das
Ringgebiet von konzentrischen Kreisen berandet, so
spielt aus Symmetriegriinden der Anfangskreis dabei
keine Rolle.

Sind die Randkreise nicht konzentrisch, so kann man aber nach dem obigen Satz eine
Mobiustransformation auf konzentrische Kreise vornehmen, die offenbar die Kettenkonstruk-
tion erhlt! Also ist SchlieBungsbedingung nur eine Bedingung an das Ringgebiet und un-
abhingig vom gewihlten Anfangskreis.

O

3 Jakob Steiner war von 1825 bis 1835 Lehrer an der Stddtischen Gewerbeschule Berlin, die spiter in der
heutigen TU Berlin aufging.
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3 Integration

Der zentrale Satz dieses Semesters, der Cauchysche Integralsatz, ist (unter passenden Regu-
laritdtsvoraussetzungen) eine sehr einfache Folgerung aus einem Hauptsatz der reellen Ana-
lysis, ndmlich dem sogenannten Stokesschen (oder Greenschen) Integralsatz. Dieses Kapitel
dient der Erkldrung des Zusammenhangs zwischen beiden und damit zur Vervollkommnung
Threr Allgemeinbildung. Spéter geben wir auch einen vom Stokes unabhéngigen Beweis fiir
den Satz von Cauchy.

Gleichzeitig legen wir hier die Grundlagen fiir die komplexe Integration.

e Kurvenintegrale

— 1-Formen,
— 1-Ketten

— und wie man die Formen iiber die Ketten integriert.
e Flichenintegrale

— 2-Formen,
— 2-Ketten,

— und wie man die Formen iiber die Ketten integriert.

e Der Satz von Stokes in zwei Dimensionen

3.1 Integration von 1-Formen

Vorbemerkungen. In der Analysis haben Sie vielleicht R™-wertige Funktionen einer reellen
Variablen iiber ein kompaktes Intervall integriert: Einfach komponentenweise. Fiir komplex-
wertige Funktionen f(t) = u(t) + iv(¢) mit reellen u und v bedeutet das

/ (u(t) + iv(t))dt — / w(t)dt + i / o(t)dt. (15)

Also werden Real- und Imaginérteil einzeln integriert.

In der Physik berechnet man die Arbeit eines Teilchens in einem Kraftfeld F': R® D G — R"™
durch Integration der F-Komponente in Richtung der von dem Teilchen beschriebenen Kurve

¢ la,b] — G, also
b ot) \ . e ,
[ (et g el = [ e, ey

Der Integrand
we(r) (€(1)) = (F(c(t)), c(t))

héngt dabei von zwei Variablen ab, und zwar

1. (am besten stetig, vielleicht sogar differenzierbar) von einer “Ortsvariablen” und

2. R-linear von einer “Richtungsvariablen”.
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Das ist genau die Definition einer Differentialform vom Grad 1, kurz einer 1-Form.

Vektorfelder oder Differentialformen? Wenn man statt Vektorfeldern Differentialfor-
men iiber Kurven integriert, ist das zunéchst nur eine andere Sprechweise fiir genau densel-
ben Sachverhalt. Die 1-Formen und die Vektorfelder entsprechen sich eineindeutig, allerdings
nur wenn man ein Skalarprodukt zur Hilfe nimmt, das bei der Formenvariante iiberfliissig
ist. Und die 1-Formen-Variante lésst sich bequemer verallgemeinern: auf komplexe Werte
und vor allem auf die Integration iiber héherdimensionale Bereiche als die 1-dimensionalen
Kurven, vgl. den Abschnitt

Definition 33. Sei G C C eine offene Menge. Eine 1-Form oder Pfaffsche Form w auf G ist
eine Abbildung w : G — Lg(C,C), die also jedem Punkt z € G eine R-lineare(!) Abbildung
w, : C =R? - C = R? zuordnet.

Die in der Analysis-Vorlesung betrachteten Differentialformen vom Grad 1 sind reellwertige
Pfaffschen Formen (der Klasse C*°). Fiir unsere Zwecke ist es giinstiger, auch komplexe
Werte zuzulassen, aber wir verlangen nicht, dass die Form C-linear ist!

Die Pfaffschen Formen auf G bilden einen Modul iiber der Algebra der komplexwertigen
Funktionen auf G.

Beispiele 34. In den folgenden Beispielen seien G C C offen, z € G und a,b € R beliebig.

(i) Fir P,@Q : G — C sei

|w = Pdx + Qdy, | (16)

definiert durch
w(a+1ib) := P(z)a + Q(2)b.

Jede Pfaffsche Form ist von dieser Gestalt, denn
wy(a+ib) =w,(1)a + w,(i)b.

(ii) Die in dieser Vorlesung hiufigste Pfaffsche Form, gegeben durch eine komplexe Funk-
tion f:C DG — C,ist

| fdz = fdu+ifdy.|

Dafiir gilt
(fdz)-(a+ib) = f(zla+if(z)b= [f(z)(a+ib)  =: f(z)dz(a+ib)
—_——

komplexe Multiplikation

(iii) Fiir eine R-differenzierbare Funktion f : C D G — C ist das (totale) Differential
df : G — L(R?,R?) eine Pfaffsche Form. Fiir sie gilt

d.f(a+ib) =d.f(1)a+d.f(i)b= g(z)a + %(z)b

ox y
= (g‘;(z)dx + gjyc(z)dy) (a +1ib).

Das ist die aus der Analysis vertraute Gestalt.

(iv) Ist f: C D G — C holomorph, so ist

d.f(a+ib) = f'()a+if' B)b = f'(z)(a+ib) = f'(z)d=(a + ib).
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Die Pfaffschen Formen sind, wie eingangs schon erklirt, die “geborenen” Integranden fiir
Kurvenintegrale.

Definition 35. Sei ¢ : [a,b] — G eine stetig differenzierbare Abbildung, wir nennen das
eine Kurve in G, und sei w eine stetige Pfaffsche Form auf G. Dann definieren wir

b
/w = / we(e) (€(t))dt. (17)
Ist ¢(t) = x(t) + iy(t) und w = Pdx + Qdy, so bedeutet das

b
/Pdﬂf + Qdy = / [P(c(t)a(t) + Q(c(t))y ()] dt. (18)

Beachten Sie: Komplexwertige Funktionen auf einem kompakten Intervall [a,b] der reellen
Achse integriert man, indem man Real- und Imaginérteil einzeln integriert. Das so definierte
Integral ist dann eine C-lineare Abbildung vom Vektorraum der stetigen komplexwertigen
Funktionen auf [a, b] nach C.

Beispiel 36. In diesem Skriptum ist der bei weitem haufigste Integrand die 1-Form w = fdz
fiir eine stetige komplexe Funktion f. Dafiir hat man

/cf dz = /a bf (c(t))é(t)dt.

O

Bemerkung. Mittels partieller Integration rechnet man leicht nach, dass das Integral Pfaff-
scher Formen sich nicht &ndert, wenn man die Kurve orientierungserhaltend umparametri-
siert. Deshalb werden wir oft 0.E. nur Kurven betrachten, die auf dem Intervall [0, 1] definiert
sind. Durchlduft man eine Kurve riickwirts, so dndert das Integral (nur) sein Vorzeichen.

Beispiel 37. Seien r > 0, zg € C und

c:[0,1] — C,t — zo4re?™

= zo+r cos(27mt)+ir sin(2wt).
Dann ist

¢(t) = r(—2msin(27t) 4427 cos(2nt)) = 2mi(e(t) —2p)

/C dz /01 2mi(c(t) —zo)dt -

zZ— 20

Beispiel 38. Seien a, zg € C. Wir definieren
c(+1)=zo+a(1+i)
c(t) ==z +a(l+it), —-1<t<1. o(1)=zga(t-)

Fiir reelles a > 0 sieht das so aus:
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Dann ist ¢(t) = ¢a und

d oy Tyt o it
/ i :/ e dt:i/ —Zdtzi/ — _dt+ z/ S
CZ*ZO —1 a(1+lt) —1 1+t2 —1 1+t2 -1 1+t2
| e —

=0, weil Integrand ungerade

T
= arctant|T] = 15

unabhéngig von a.

O

Beispiel 39. Ist f : G — C reell stetig differenzierbar, so gilt nach der Kettenregel
4 f(c(t)) = der f(¢(2)) fiir jede Kurve ¢ : [a,b] — G, und deshalb

b
[ = [ Grteteit = pelb) - fieta)

Insbesondere gilt fiir holomorphes f mit stetiger Ableitung

b
[ = [ Gty = o) - feta))

Definition 40. Die Linge einer Kurve ¢ : [a,b] — C definieren wir als

/|dz\ —/ (& |dt:/a e(t)|dt

Eine wichtige Abschétzung fiir komplexe Integrale liefert der

Satz 41 (Schrankensatz). Seien c : [a,b] — G C C eine Kurve, f : G — C stetig und
M € R. Dann gilt
/fdz
c

|foc <M = < ML(c).

Beweis. Falls I := fc fdz = 0, ist die Behauptung klar. Andernfalls ist benutzen wir einen
eleganten Trick:

= et = = 77 7 = <
1 Re Re /a dt /a Re dt | | dt = | | L( )
Durch Multlphkatlon mit |I| fOlgt die Behauptung. O

a

Wir wollen gelegentlich {iber Kurven integrieren, die zum Beispiel so aussehen wie die

nebenstehende “quadratische” Kurve. Statt dafiir eine
“umlaufende” Parametrisierung zu suchen, ist es beque-
mer, sich vorzustellen, dass man iiber vier Kurvenstiicke <
einzeln integriert und die Integrale addiert. Die einzelnen y o 4
Kurvenstiicke sind dann von der Form wie im Beispiel >
mit Drehungen um die Winkel 0, 7/2, 7 und 37 /2, also mit
a = ¢,ie,—e und —ie. Weil das Integral in Beispiel [38] un-

abhéngig von a ist, erhélt man fiir das Integral {iber das
Quadrat den Wert 4¢3 = 271, also denselben Wert, wie bei
der Integraton iiber den Kreis im Beispiel
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Definition 42. Eine 1-Kette in der offenen Menge G C C ist eine endliche formale Linear-
kombination nic; @ ... @ nyey von ¢ : [0,1] — G mit ganzzahligen Koeffizienten ny. Das
Integral einer Pfaffschen Form w auf G iiber eine solche Kette wird definiert als

/ o= [ w
nic1®...bnycy k Ck

Weil 1-Ketten bei uns praktisch nur als Integrationsbereiche vorkommen, ist es verniinftig,
konstante Kurven oder Vielfache davon einfach wegzulassen.

Noch etwas formaler ist die 1-Kettengruppe in G die freie abelsche Gruppe, die von den stetig
differenzierbaren Abbildungen c : [0,1] — G erzeugt wird, modulo der von den konstanten
Kurven erzeugten Untergruppe.

Wir nennen eine 1-Kette ), nycy, einen 1-Zyklus, wenn jeder Punkt gleich oft als Endpunkt
wie als Anfangspunkt der ¢; vorkommt, wenn also

Z ng = Z n; fiir alle z € C.

k mit ¢, (1)=z2 I mit ¢;(0)==

Definition 43 (Tréger). Der Trdger einer 1-Kette ¢ = ), nicy, ist definiert als die Verei-
nigung der Bilder der einzelnen Kurven

supp(c) := (_Jex([0,1]),

k

wobei die Vereinigung gebildet wird tiber alle k, fiir die ¢i eine nicht-triviale Kurve in der
Kette ist, fiir die also
ng # 0 und #cx([0,1]) > 1.

Beispiel 44. Setzen wir mit Umparametrisierung auf [0, 1] statt [—1, +1]
ce(t) =20 +e(1+i(2t — 1)) 0<t<+1,
so ist der oben abgebildet Quadratweg ein 1-Zyklus

Ci=CcDCie DCc DCje

d
/ c o,
c” TR0

Der Tréger von c ist der Rand des Quadrates.

und

O

Beispiel 45. Ist ¢ = > ngcy ein 1-Zyklus in G und f : G — C reell stetig differenzierbar,
so folgt

[ =3 m(rlen(1)) = Flen(0)) =
c k

:Zf(z) Z ng — Z ni | =0.

cr(1)=z cr(0)=z

Insbesondere ist das Integral stetiger Funktionen mit holomorpher Stammfunktion {iber
einen 1-Zyklus ist Null.

O
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Definition 46. Sei C': [0,1] x [0, 1] — G eine stetig differenzierbare Abbildung. Eine solche
Abbildung nennen wir ein singuldres Quadrat in G. Singulire Quadrate sind gewissermaflen
2-dimensionale Analoga zu den 1-dimensionalen Kurven. Aus C' bekommt man folgende
Kurven in G:

1C:[0,1] - G, 17— C(0,7)
'c:0,1]—-@G, 7—C@1,T1)
2C:0,1] = G, 7+~ C(7,0)
2C: 0,11 - G, T+ C(1,1)

Die 1-Kette
oC = ('Co,0)e ((Co,0)

bezeichnet man als die Randkette oder den Rand von C. Rechnen Sie nach, dass 9C ein
1-Zyklus ist.

Beispiel 47. Das singuldre Quadrat
C(s,t) =20 +€((2s — 1) +i(2t — 1))

bildet [0,1]? durch Translation und Streckung auf das Quadrat mit Mittelpunkt z, und
Seitenlénge 2¢ ab. Die “erste untere Seite” von C'ist 1C(t) = zo+e(—1+i(2¢t—1)). Insgesamt
sieht die Kette so aus:

C A . 4 o'c

Das Integral {iber diese Kette ist dasselbe wie im vorangehenden Beispiel.

O
Beispiel 48. Sei C = X +iY : [0,1]? — G stetig differenzierbar. Dann ist zum Beispiel
'C(r) = C(1,7),
'C(r) = %{(1,7) +z'%/(1,r),
dz (1C(r)) = %(1,7),
oder
2C(7) = C(7,0),
*C(r) = %(T, 0) +i%—§(7, 0),
dx (20(7)) - %X(T, 0)
Ist P : G — C stetig, so erhilt man
/ac Pdx = /01 P(C(l,T))%(l,T)dT - /01 P(C(O,T))%(O,T)d’r
- /1 P(C(r, 1))88—)8((7, 1)dr + /1 P(C(r, O))aa—)s((T7 0)dr. (19)
0 0
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Fiir spétere Verwendung schreiben wir das noch in einer aus der Integralrechnung vertrauten

Notation:
1 (1,t) 1 (s,1)
/ deZ/ <(POC)6X> dt—/ ((POC)&X>
aC 0 815 (O,t) 0 88

ds.
(s,0)

Beispiel 49. Seien 0 < r < R und sei C : [0,1]?> — C gegeben durch
C(s,t) := (r+s(R—r))e*™.
Dann ist

oC = {t — Re%it} o {t — re%it} ) {t — (r+t(R— r))e%i} b {t — (r+t(R— T))eo}
={t— Re*™"} o {t — re* "}

Das Integral einer Pfaffschen Form iiber 0C

ist dasselbe wie die Summe der Integrale iiber ©
den #uBeren Kreis mit positiver und den inne- LN
ren Kreis mit negativer Orientierung oder die Q Wk
Differenz der Integrale mit beidemal positiver

Orientierung.

Im Spezialfall r = 0 ist der innere Kreis eine konstante Kurve, also 0C = 1C der im positiven
Sinn umlaufene grofie Kreis, vgl. die Definition

O

Konventionen. Einfache kompakte Bereiche B der komplexen Ebene wie Kreise, Rechtecke,
Dreiecke oder Kreisringe besitzen offensichtlich eine 1-Kette als Rand. Diese ist zwar nicht
eindeutig, aber wenn man die einzelnen Kurven so orientiert (oder mit einem Vorzeichen
versieht), dass die Fliche links liegt, so ist das Integral iiber diese Kette eindeutig bestimmt.
Wir ersparen es uns deshalb in der Regel, die Kette zu spezifizieren und schreiben einfach

Jopw-

So oder so

e Ty
& &

Ist B die Kreisscheibe vom Radius 7 um 2o, so schreiben wir statt [, , w auch

/ w.
|z—z0|=r

Notation. Die héufig auftretende Menge C\ {0} bezeichnet man gern mit C*.

I/
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Satz 50 (Kurven in Polarkoordinaten). Seic: [0,1] — C* eine stetig differenzierenbare
Kurve und ¢(0) = roe’ mit ro > 0 und ¢o € R. Dann definiert

¢(t) = ¢0+Im/ df':
€l[o,t]

eine stetig differenzierbare Funktion mit

$(0) = oo (20)
c(t) = |e(t)|e®®) fiir alle t. (21)

¢ ist die einzige stetige Funktion mit , .

Stetig differenzierbare Kurven in C* besitzen eine Parametrisierung mit stetig differenzier-
baren Polarkoordinaten. Die Winkelkoordinate ist bis auf eine additive Konstante in 277
eindeutig bestimmd.

Beweis. Mit fcl[O,t] % = 01 %dt erhalten wir

% (c(tye™Jetw %) = & oo % (é_ CZ) _o,

also

. dz dz 4 dz dz .
c(t) = roei®velenn T = poele oo 22 i (do+tm [0 %) _ roeleJeio.n Feid(®)

Weil [ei¢(t)| = 1, folgt roe™® Jeio. = ()] und damit (21).

Die Einzigkeit von ¢ ist klar, weil die Winkelkoordinate mod 27 eindeutig bestimmt ist
und stetige Funktionen nach 277 konstant sind. Damit ist der Satz bewiesen. O
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3.2 Integration von 2-Formen, Satz von Stokes

Definition 51. Eine alternierende Differentialform vom Grad 2, kurz eine 2-Form auf der
offenen Menge G C C ist eine Abbildung 6 : G — L2(C,C), die jedem z € G eine alternie-
rende (=schiefsymmetrische) R-bilineare Abbildung

0, CxC—C
zuordnet.

Beispiel 52. Ein Beispiel fiir eine 2-Form auf ganz C, und zwar eine solche, die vom 1. Ar-
gument z unabhéngig ist, ist die sogenannte Determinantenform dx A dy, die fiir reelle a;, b;
gegeben ist durch

(dx A dy)(a1 + iby, ag + ibe) := dx (a1 + ib1)dy(az + ib2) — dx(as + ib2)dy(ay + iby)

= albg - b1a2 = det (Zi Zj) .

Aus der linearen Algebra weifl man aber, dass die Determinante bis auf einen skalaren Faktor
die einzige alternierende Bilinearform auf dem R? ist. Daher ist jede 2-Form auf G gegeben

durch
0 = Rdx N\ dy

mit einer Funktion R : G — C.

O
Wie die 1-Formen die idealen Integranden fiir Kurvenintegrale sind, so sind die 2- Formen
die idealen Integranden fiir Integrale iiber 2-dimensionale Abbildungen.

Definition 53. Sei § = Rdx A dy eine stetige 2-Form auf der offenen Menge G C C, und
sei C':[0,1]> — G stetig differenzierbar. Dann definieren wir das Integral

oC oC
9;:/ Oc(—=, —)d
L [0,1]2 C( Js at) H2
oCc oC

:/0 /0 R(C(s,t)) (dz /\dy)(g, E) . dsdt

1ol
:/ / R(C(s,t))det d(s ) C dsdt.
0o Jo
Dabei ist dC die Funktionalmatrix der Abbildung C' : R? > G — R? und ps das 2-

dimensionale Lebesguemaf.

Ist C eine orientierungserhaltende injektive Abbildung, so ist das nach dem Transformati-
onssatz also gerade das Integral von R iiber die Bildmenge C([0, 1]?).

Definition 54. Sei w = Pdx + Qdy eine differenzierbare 1-Form auf der offenen Menge
G C C. Die Cartansche Ableitung dw ist dann die durch

(9@ _opr
dw.—(ax ay)da:/\cly

definierte 2-Form.

Ist dw = 0, so heifit w geschlossen.
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Beispiel 55. Sei f =u+iv: C O G — C holomorph. Dann ist

781} Ou  Ou ov

d(fdz) = d((u+ iv)dr + (u+iv)idy) = ( %“am aeriay) dx Ndy =0

nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Fiir holomorphes f ist f(z)dz also
geschlossen.

O

Wie man 1-Ketten definiert als formale Linearkombinationen von Kurven, so kann man
auch 2-Ketten definieren als formale Linearkombination von singulidren Quadraten. Eine
2-Kette heifit zum Beispiel zweimal stetig differenzierbar, wenn alle daran mit Koeffizient
# 0 beteiligten singulidren Quadrate zweimal stetig differenzierbar sind. Der Rand 0C' einer
2-Kette C ist die offensichtliche Linearkombination der Rénder der einzelnen Abbildungen.

Beispiel 56. Die Abbildungen
1 1
ql(svt) = i(sat)a Q2(3at) = 5(1 +57t)
1 1
qs(s,t) = 5(1+8,1+t), qa(s,t) = 5(5,1+t)

bilden das Einheitsquadrat jeweils auf ein Viertel desselben ab:

q4 q3

G 9

Berechnet man
N1 © 2@ q3 @ qu),

so heben sich die inneren Kurven weg, und es bleibt eine 1-Kette von acht Kurven auf dem
Rand des Einheitsquadrates q : (s,t) — (s,t), so dass fiir jede 1-Form w

4
3 / w= / w= / "
k=19 1 ®q2Bq3Bqa) dq

Allgemeiner gilt fiir jedes singuldre Quadrat
C in einem offenen G und jede 1-Form auf G q 9
dann
4
Soe=] w
=1 JoCoar) a(Coq) % %

Einer der wichtigsten Sétze der Analysis ist nun der
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Satz 57 (Satz von Stokes). Ist w eine stetig differenzierbare Pfaffsche Form auf einer
offenen Menge G C C und ist C eine zweimal stetig differenzierbare 2-Kette in G, so gilt

/ w:/dw.
oC C

Beweis. Wir zeigen: Die Formel von Stokes gilt fiir stetig differenzierbare w = Pdz und
2-mal stetig differenzierbare C : [0,1]* — G.

Analog zeigt man das fiir w = Qdy.

Die Additivitéit des Integrals fcw in w und C liefert dann die Behauptung fiir beliebige
stetig differenzierbare 1-Formen und 2-mal stetig differenzierbare 2-Ketten.

Wir schreiben C'(s,t) = X (s,t) + 1Y (s,t) und erhalten

/ (Pdx) / dx A dy

// ) (QXOY _OXOVN o

o Jo 9s ot ot 0s )"

1 1 8Y8X oP dX oY

0 ; ( Vas o~ ay () 5y m)ddt
1 1 axax oP oY 0X

OO( 0y ot * 9y €6 t))aa)dsdt
ot X 0X 0P dX oY
A ( )55 ar T oy O )5 8t>ddt

1 1
//8P008—det // PoC@idet
o Jo 0s
Lrta 0X
/0/088<P o () )dsdt—// PoCasatdet
0 8
//6t< Ca)dsdt+// o

(Po

(1,8) 1 (s,1)
/ ((POC)GX) dt—/ ((PoC)aX)

= / Pdzx.

ac

ds

(s,0)

O

Die vorstehende “zweidimensionale Version” des Satzes von Stokes heifit auch der Greensche
Satz. Analog zu unserer Definition von 1- und 2-Formen kann man (alternierende) Differen-
tialformen vom Grad k£ und analog zu den 1- und 2-Ketten auch k-Ketten in einer offenen
Menge des R™ oder einer Mannigfaltigkeit definieren. Das Integral einer k-Form iiber eine
k-Kette definiert sich dann praktisch von selbst. Schwieriger ist die Cartansche Ableitung zu
erkléren, die aus einer (k — 1)-Form eine k-Form macht. Und schwieriger ist die Definition
des Randes einer k-Kette als einer (k — 1)-Kette. Wenn man das aber richtig macht, gilt der

Stokessche Integralsatz
/ W= / dw
ac c
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fiir beliebige zweimal stetig differenzierbare k-Ketten und stetig differenzierbare (k — 1)-
Formen. Einzelheiten und einen Beweis finden Sie im Skriptum zur Analysis III oder in
dem Biichlein Calculus on manifolds von M. Spivak — nicht zu verwechseln mit dem Buch
Calculus vom selben Autor.

Die im obigen Satz gemachten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen fiir den Stokesschen Satz
lassen sich fiir die Spezialisierung auf den Cauchyschen Integralsatz noch wesentlich redu-
zieren, wie wir sehen werden.

Wir schreiben die Formel des Stokes noch einmal “in Koordinaten” aus. In dieser Form lauft
sie auch unter dem Namen Greensche Formel:

_ [ (2@ _9oF
/aC(Pdm—i-Qdy) _/C<(“)x ay>dsr:/\dy.

Beispiel 58. Sei C : [0,1]?> — C ein singulires Quadrat. Dann erhalten wir mit w = zdy

/ xdy:/ dx/\dy:/ detd(s,t)Cdsdt.
ac C [0,1]2

Ist C injektiv mit positiver Funktionaldeterminante (also orientierungstreu), so ist das nach
dem Transformationssatz gerade der Flicheninhalt von C([0, 1]?), den man also auch durch
ein Kurvenintegral iiber den Rand ermitteln kann.

O
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4 Cauchyscher Integralsatz

Ein unscheinbarer Satz von grofler Bedeutung als triviale Folge des Stokes

Ein anderer Beweis mit weniger Voraussetzungen (Goursat)

Nullhomologe Zyklen, Definition und die Last mit den Beispielen

Die iiberraschende Integralformel

4.1 Der Integralsatz

Fiir holomorphes f galt
d(fdz) =0,

vgl. Beispiel Daher bekommt man aus dem Satz von Stokes — allerdings unter etwas
starkeren Regularitétsvoraussetzungen — als unmittelbare Konsequenz den vermutlich wich-
tigsten Satz der komplexen Analysis:

Satz 59 (Cauchyscher Integralsatz). Sei f : G — C holomorph auf der offenen Menge
G C C, und sei C eine stetig differenzierbare 2-Kette in G. Dann gilt

fdz=0.
ac

Beachten Sie: Im Satz von Stokes in der klassischen Version brauchte man ein stetig differen-

zierbares w. Ist f holomorph, so ist w = fdz natiirlich differenzierbar, aber aus dw = 0 folgen

nur die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen g—“ = g—”, % = —%. Die partiellen
x y Yy T

Ableitungen allein sind i.a. nicht 0, und warum sollten sie stetig sein? Weiter brauchte man

die zweimalige stetige Differenzierbarkeit der 2-Kette.

Der folgende Beweis fiir den Cauchyschen Satz macht dagegen von der Stetigkeit von f kei-
nen Gebrauch und gilt fiir nur einmal stetig differenzierbares C'. Ein entsprechender Beweis
gilt auch fiir geschlossene reelle 1-Formen w. Also ist der Cauchysche Integralsatz eigentlich
ein Satz der reellen Analysis ...

Beweis des Integralsatzes von Cauchy nach E. Goursat (1834). Es geniigt, den Satz fiir ein
singuliires Quadrat C : [0,1]? — G zu zeigen. Fiir 2-Ketten ergibt er sich dann aus der Defi-
nition des Integrals iiber Ketten. Wir bezeichnen [0,1]% =: W. Weil C stetig differenzierbar
auf dem kompakten W ist, existiert

= dis5C|| < o0,
0 (8%1)?16)%\\ (s,)Cll < o0

wobei [|d(s+C|| die Norm der Ableitung von C oder der Jacobimatrix bezeichnet. Nach dem
Schrankensatz der Analysis II gilt dann fiir alle (sy,1), (s2,t2) € [0, 1]?

|C(s1,t1) — C(s2,t2)| < pll(s1,t1) — (s2,t2)]|- (22)

Wir vierteln nun das Quadrat wie im Beispiel [56] und wéhlen ein Teilquadrat C; := C o gy,
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fiir welches \fa(Cqu) f(2)dz| maximal wird. Dann haben wir

C,(W)cC(W) CaG,
Durchmesser (W)
2 )

L& Rand W
Liange 0C, < inge( 2an )7

/80 fdz /801 fdz

Wir wiederholen nun diese Vierteilung mit C'; statt C' und dann weiter rekursiv. Wir erhalten
eine Folge C, : W — G mit

Durchmesser Cy (W) < p

<4

Ck;Jrl(W) C Ck(W) C G,
Durchmesser (W)
2k ’

L& Rand W
Lange 0C, < p ange(zkan >7

/ac fdz /eack fdz

Die Ci (W) bilden eine geschachtelte Folge kompakter Mengen mit gegen 0 konvergierendem
Durchmesser ist. Daher besteht [ C (W) aus genau einem Punkt zg.

Durchmesser C (W) <

< 4

Nach Definition der Differenzierbarkeit gibt es eine stetige Funktion a : G — C, so dass

F(2) = f(z0) + F'(20)(2 — 20) + o), lim 2

Z—20 2 — 20

=0.

Sei nun € > 0 und sei § > 0 so gewéhlt, dass
|z — 20l <6 = |a(z)] < €|z — 2.

Sei weiter k € N so grof}, dass Durchmesser C (W) < §. Dann gilt

/ac fdz /ack fdz

Die ersten beiden Integrale verschwinden nach Beispiel weil f(zp) die Stammfunktion
2f(20) und f'(z0)(z — 2z0) die Stammfunktion 3 f/(20)(z — 20)? besitzt. Weil Cy,(W) im Kreis
vom Radius 6 um zg liegt, ist fir z € Cy(W)

< 4k =4k

f(z0)dz + f(20)(z — 20)dz + / a(z)dz

Durchmesser(W
0(2)] < el — 2] < e wRmeser W),
Und weil Liinge(Rand 1)
. ange(Ran

Linge(90) < p e ),

bleibt
/ fdz| < 4* / a(2)dz| < ep*Linge(Rand W)Durchmesser ().
ac aCk

Nun war e > 0 beliebig, also ist [, fdz = 0. O
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Beispiel 60. Sei f holomorph auf der offenen Menge G und
A={z|r<|z—z|<R}CG
ein abgeschlossener Kreisring in G mit 0 < r < R. Nach Beispiel [9] gibt
C(s,t) = 20 + ((s — 1)r + sR)e*™*
ein singuldres Quadrat, dessen Rand sich mit
cr(t) = 20 +re®™ cp(t) = 20 + Re*™™,

schreibt als 9C = cg © ¢,.. Deshalb ist

(2)dz = (2)dz=0

f
oc

/ F(z)dz = /CR £(2)dz.

Fiir » = 0 ist der kleine Kreis zu einer konstanten Kurve geschrumpft und man hat

/CR F(2)dz = 0.

/
0A
oder

O

Wenn man in einem Gebiet G eine holomorphe Funktion und einen 1-Zyklus ¢ gegeben hat,
wiifite man gern, ob fc f(2)dz = 0. Dazu miite man wissen, ob ¢ der Rand einer 2-Kette
in G ist. Solche 1-Zyklen nennt man nullhomolog in G. Etwas allgemeiner nennt man zwei
1-Ketten homolog in G, wenn ihre Differenz der Rand einer 2-Kette in G ist.

Das letzte Beispiel zeigt: Die Randkurve eines in G liegenden abgeschlossenen Kreises oder
die beiden richtig “bewerteten” Randkurven eines ganz in G liegenden abgeschlossenen Kreis-
rings sind in G nullhomolog. Wir geben nun noch drei weitere Beispiele fiir nullhomologe
1-Zyklen, eines im Detail und zwei, die wir anschaulich beschreiben, ohne die miihsamen
Details auszufiithren. Dabei wird spéter wichtig sein, dass die 1-Zyklen nicht nur in G null-
homolog sind, sondern sogar im Komplement G\ {2} eines Punktes zy von G.

Beispiel 61 (Schiefer Kreisring). Sei K C G ein abgeschlossener Kreis vom Radius r
um a, der ganz im Gebiet G liegt.

c(t)
Sei zg ein Punkt im Inneren von K und sei
€ > 0, so dass die abgeschlossene e-Umgebung
von zg im Inneren von K liegt. Definiere

c(t) == a+re®™ e (t) = 20 + e®™ ' &
und

C(s,t) = sc(t) + (1 — s)ee(t).
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Dann gilt C([0,1]?) € G\ {20}. (Warum?)
Wie im Beispiel [49] rechnet man nach, dass
0C = cS e,
Also ist der 1-Zyklus ¢Sc¢, nicht nur nullhomolog in G, sondern auch nullhomolog in G\ {z}.

Fiir eine in G'\ {20} holomorphe Funktion g ist deshalb

/Cg(z)dz:/C g(z)dz.

€

Das werden wir demnéchst brauchen.
O

Beispiel 62 (Rechteckring). Seien R ein abgeschlossenes Rechteck in der offenen Men-
ge G, Ry ein abgeschlossenes Rechteck im Innern von R und z ein innerer Punkt von Ry.

Das ist also eine “eckige Variante” des letzten
Beispiels. Hier ist es sinnvoll, R und Ry als
singuldre Quadrate und den Zwischenbereich
als 2-Kette C mit 4 singuldren Quadraten auf-
zufassen. Dann ist klar, dass

dC = OR © DRy, (23) %

gilt. Also ist OROOR, in G \ { 2o} nullhomolog.
Fiir eine in G\ {20} holomorphe Funktion g ist
deshalb R G

/a gl = /8 o)z

O

Beispiel 63 (Gelochter Kreisring). In diesem Beispiel betrachten wir einen abgeschlos-
senen Kreisring A in einer offenen Menge G

und im Inneren von A ein kleines Rechteck
R um zy wie in der Abbildung. A haben wir
schon in Beispiel als singuldres Quadrat
aufgefasst, und es ist klar, wie man Ry als
singuldres Quadrat schreibt. Den Zwischen-
bereich zerlegt man als 2-Kette C' mit 4 sin-
guldren Quadraten und findet

0C = 0A 6 0Ry.

Also ist 0A © ORy nullhomolog in G\ {z}.
Fiir eine in G\ {29} holomorphe Funktion g
ist deshalb

/aAg(z)dz = /aRO g(z)dz.
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Beim letzten Beispiel wiirde man die “krummen” singuldren Quadrate der Kette C' nicht
gerne mehr explizit aufschreiben. Uberhaupt wiirde sich die Anwendung des Cauchyschen
Integralsatzes natiirlich wesentlich vereinfachen, wenn man ein bequemes Kriterium dafiir
héatte, wann ein gegebener 1-Zyklus nullhomolog ist, ohne dass man eine 2-Kette explizit
aufschreiben muss, die man ja doch nicht benétigt. Ein solches Kriterium werden Sie in
Satz kennenlernen.

Wir werden aber zunéchst sehen, dass man auch ohne ein solches Kriterium bereits sehr
eindrucksvolle Konsequenzen aus dem Cauchyschen Integralsatz ziehen kann.
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4.2 Die Integralformel

Satz 64 (Cauchysche Integralformel). Sei f holomorph in der offenen Menge G C C,
sei K ein abgeschlossener Kreis in G und sei zy ein innerer Punkt von K. Dann gilt

1 f(2)

2mi Jor 2 — 20

dz = f(20).

Beuweis. Sei K := {z ‘ |z—a| < R}. Fiir § > 0 mit |29 — a| + § < R definieren wir
cs(t) == 29 + 6™

und '
C(s,t) = (1 — 8)cs(t) + s(a + Re*™™).
Dann ist C' eine 2-Kette in G \ {20}, vgl. Beispiel [61} und 0C = 0K — c;.

Weil zf ’2 in G\ {20} holomorph ist, folgt
1 1
I O O

21t Jor 2 — 20 21 Jo, 2 — 20

Sei nun € > 0 beliebig und 0 < § < R — |29 — al, so dass |f(z) — f(z0)| < € fiir alle z mit
|z — 29| < ¢. Dann gilt

1 1 1
211 aKZ—Zo 270 J o z—zo 2 Jos 2 — 20
_ / f(z) = f(z0)
o 2 — 20
< —fL
< 5 5lange(cs) =
WEeil e beliebig ist. folgt die Behauptung des Satzes. O

Uber diesen Satz darf man schon staunen: Die Werte einer auf einem Kreis komplex diffe-
renzierbaren Funktion sind durch ihre Werte auf dem Rand des Kreises bereits vollstandig
festgelegt! Komplex differenzierbare Funktionen sind also viel “starrer” als reell differenzier-
bare Funktionen.

Beispiel 65. Der Beweis der Cauchyschen Integralformel beruht darauf, dass man das
Integral iiber den Rand des Kreises nach dem Cauchyschen Integralsatzes umschreiben kann
in das Integral iiber einen homologen sehr kleinen Kreis um die interessante Stelle zy. Dabei
ist es nicht wichtig, dass dieses zweite Integral iiber kleine Kreise geht, jede andere Familie
von 1-Zyklen ¢gs tut es auch, wenn sie fiir 6 — 0 gegen zg “konvergiert” und wenn

/ = o (24)
cs zZ— 20

Deshalb gilt die Cauchysche Integralformel auch in der Situation der Beispiele [62] und [63]
denn dafiir gilt . ) nach Beispiel . und das kleine Rechteck, kann man beliebig klein
machen. Ist also etwa f holomorph im Gebiet G, A ein abgeschlossener Kreisring in G und
zo ein innerer Punkt dieses Kreisrings, so ist

f(z0) = L 7f(z) d

211 9A % — R0
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5 Anwendungen des Integralsatzes

Die schonsten Anwendungen haufenweise:

— Taylorentwicklung

— Einmal differenzierbar - immer differenzierbar

— Ganze Funktionen mit beschréinktem Wachstum sind sehr speziell

— Ein einfacher Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra

— Existenz holomorpher Stammfunktionen

— Wie holomorphe Funktionen bei ihren Nullstellen aussehen

— Satz von der Gebietstreue

— Maximumprinzip

— Das Lemma von Schwarz-Pick und die biholomorphen Automorphismen von D
— Hyperbolische Geometrie

— FEin unkonventioneller Beweis zum Satz von Cayley-Hamilton

Satz 66 (Taylorentwicklung). Seien f : G — C holomorph, zo € G und die offene
Kreisscheibe U = Ur(z9) um zg vom Radius R > 0 enthalten in G. Dann gilt fiir alle z € U

oo

f(z) = Zak(z — z)k.

k=0
mat
1 f(z)dz

a’k‘ = — —_—
; k+17
2mi |z—z0|=r (Z - ZO) +

wo 0 < r < R beliebig ist. Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist insbesondere > R.

Beweis. Sei z; € U. wéhle ein r > 0 mit |z; — 29| < r < R. Dann gilt nach der Cauchyschen
Integralformel

1 d 1 1
o L S _ 1 1,
270 S sy|=r 2 — 21 270 S sgl=r 2 — 20 1 — =
oo k
1 —
_ / f(z) (Z (21 Zo) )dz.
270 ) o zg|=r Z — %0 PN
Beachten Sie, dass ‘% = @ < 1, wenn z auf dem Kreis ¢([0,1]) liegt. Deshalb

konvergiert die geometrische Reihe. Und deshalb besitzt die Reihe
i f(z) (Zl - 20>k
=0 zZ— 20 zZ— 20

. . . oo SuP| o= [F(2)| (|21 —20] k
fir |z — 29| = r die konstante konvergente Majorante >~ o ( = ) . Also

kann man die Summe aus dem Integral herauszieherﬂ Man erhélt:

> 1 z)dz
f(21) B Z (27‘(7, /Z—zo_r (Zf_(zi))kﬂ> (21 B ZO)k.

k=0

4Folgt zum Beispiel aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz von Lebesgue
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Die Unabhéngigkeit von r folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz fiir den Kreisring. O

Korollar 67. Holomorphe Funktionen sind beliebig oft differenzierbar.

Korollar 68 (Umkehrsatz). Sind f : G — C holomorph und zo € G mit f'(z9) # 0, so
besitzt f lokal bei zy ein holomorphes Inverses: Es gibt eine offene Umgebung U von zy in
G, so dass gilt:

(i) flu ist injektiv,

(i) f(U) ist offen,
(iii) (fly)~t: f(U) — C ist holomorph.

Holomorphe Abbildungen mit holomorphem Inversen nennt man auch biholomorph. Also
sind holomorphe Abbildungen mit nicht-verschwindender Ableitung lokal biholomorph.

Beweis. Weil f reell stetig differenzierbar und die reelle Ableitung in zg invertierbar ist,
besitzt f nach dem Umkehrsatz lokal ein stetig differenzierbares Inverses. Ist die R-lineare
Abbildung A : R? — R? invertierbar und C-linear, so ist auch A~ C-linear (Beweis?). Daher
ist die lokale Inverse von f ebenfalls holomorph. O

Korollar 69. Sei f(z) = > 2, ar(z — z0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Sei
0<r <R undsei|f(z)] <M fir alle z mit |z — zo| < r. Dann gilt fir alle k € N

M
axl < . (25)

Beweis.

2r = —-.
rk

lar] = 5=

— ™
2m = 21 rk+1

f(z)dz 1
/zzo—r (2 — zo)" 1 =

O

Korollar 70 (Cauchysche Integralformel fiir die Ableitung). Sei f holomorph auf
der offenen Menge G und K eine in G enthaltene abgeschlossene Kreisscheibe. Dann gilt
fiir alle zg im Inneren von K und alle k € N

f(k)(zo):k!/aK( [(2)dz

27i z— zo)ktl

Beweis. Falls zg der Mittelpunkt von K ist, folgt das aus der Formel im Satz Aber wie
im Beweis der Cauchyschen Integralformel folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz

/ f(z)dz _ / f(z)dz
ok (2 =20 Jog (2 — z0)F*!

fiir einen kleinen Kreis K C K mit Mittelpunkt zo. O
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Lemma 71. Sei p(z) ein Polynom vom Grad =n >0 . Dann gibt es R, A, B,C > 0 mit
Clz" < |p(z)| < B|z|" fiir alle z € C mit |z] > R

und
Ip(2)] < A+ B|z|" fir alle z € C.

Beweis. Zunéchst 148t sich p(z) schreiben als

_ n __ . n @ An—1 al _.
p(z)=artarz+...+a2" =2 (z”+”'+z—z0+ 1> 12" (g(2) + an)

mit a, # 0. Weil lim, . g(z) = 0, gibt es R > 0 mit |g(z)| < @ fiir alle |z| > R. Dann

folgt fiir diese z
(1onl = ) b < oot < (1l + 220 o

Mit A := max|.|<g |p(2)| folgt die zweite Gleichung. O

Ganze Funktionen waren auf ganz C holomorphe Funktionen. Fiir sie gilt:

Satz 72. Seien f : C — C ganz, A,B > 0 und |f(2)| < A+ B|z|" fiir alle z. Dann ist f
ein Polynom vom Grad < n.

Beweis. Nach Korollar [69] gilt fiir den k-ten Taylorkoeffizienten von f bei k > n

A+ Br®
lax| < 74_19 o
T T—00

Also ist ap = 0 fiir alle £ > n und f ein Polynom. O

Korollar 73 (Satz von Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Korollar 74 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante komplexe Polynom
p(2) hat eine Nullstelle.

Beweis. Annahme: p hat keine Nullstelle. Dann ist f(z) = ﬁ eine ganze Funktion. Ist n

der Grad von p, so folgt aus Lemma [71] mit den dortigen Bezeichnungen

IF(2)] <

1
< —— fiir |2| > R.
e < o Al 2

Weil f stetig ist, nimmt die Einschréinkung auf {z ’ |z] < R} ihr Maximum an. Damit ist f
beschrinkt und nach dem Satz von Liouville konstant. Widerspruch! O

Ein Dreieck mit den Ecken a,b, c € C ist das singulédre Qua-

drat mit G .
®C
C(s,t) = (1 —8)a+ s(1 —t)b+ stc. .

o°C
Beachten Sie: Die Koeffizienten sind > 0 mit Summe = 1, b
deshalb ist die Bildmenge von C' gerade die konvexe Hiille
der drei Ecken. ®©C
Der Rand OC ist in der Abbildung skizziert, die Seite ;C z

a

ist auf den Punkt a zusammengeschrumpft.
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Satz 75 (Morera). Sei f : G — C stetig und fac fdz =0 fiir jedes Dreieck C in G. Dann
ist f holomorph.

Beweis. Weil Holomorphie eine lokale Eigenschaft ist, geniigt es den Satz fiir kreisférmiges G
zu beweisen, und wir nehmen o.E. an, dass 0 der Mittelpunkt des Kreises ist. Wir definieren
auf G eine Funktion

F() = / F(O)dc,

wo 0,(t) := tz fir 0 < t < 1 die Strecke von 0 nach z ist. Wir wollen zeigen, dass F
holomorph mit Ableitung f ist. Dann ist auch f holomorph.

Sind zg, z € G, so gilt fiir das Dreieck C' mit den Ecken 0, zg, z:

o) = (1 —t)z + tz, o
1C(t) =0, b
20(t) =tz = 0. (t), 0

QC(t) = tZO O’ZO (t)

Nach Voraussetzung ist

o=/ f(z)dz:[c f(z)dz—LC f(z)dz+/20f(z)dz.

Daher folgt

F(z) — F(z) 1 _ 1
P L (/ng(Odc/Uzo f(C)dC> - —— | 10w

1 1 1
= /0 (1= t)z0 + t2)(2 — 20)dt = /0 F((1=1t)zo + t2)dt

zZ— 20

1
= fz0) + / F(L— )20+ £2) — f(z0)) dt.

Mit der Stetigkeit von f folgt aus dem Schrankensatz dass F' holomorph mit F’ = f ist.
Also ist auch f holomorph. O

Ist f holomorph in G, so verschwindet nach dem Cauchyschen Integralsatz das Integral
iiber den Rand eines jeden Dreiecks. Ist G konvex, so liefert der obige Beweis des Satzes von
Morera die Existenz einer globalen Stammfunktion:

Satz 76. Jede holomorphe Funktion besitzt lokale Stammfunktionen. Jede holomorphe Funk-
tion in einem konvexen Gebiet besitzt eine Stammfunktion.
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Korollar 77. Jede ganze Funktion f ohne Nullstellen ist von der Form
fz) ="

mit einer ganzen Funktion h(z).

Beweis. Aus f(z) = eM*) folgt durch Differenzieren f/ = h'f, also h/ = le Aber die

holomorphe Funktion L besitzt auf der konvexen Menge C eine Stammfunktion h. Wir
konnen diese aulerdem so wéhlen, dass

10 = £(0) (20
ist. Dann ist
hy’ I h
(fe ") :(f’—f?)e_ =0,
also f = const - e, und wegen ist die Konstante = 1. O

Definition 78 (Nullstellenordnung). Ist zg eine Nullstelle der auf der offenen Menge G
holomorphen Funktion f, so heif3t

Ord(f, ) := inf {k; eN ‘ F®) (20) # o} € NU {oo}

die Ordnung oder Vielfachheit der Nullstelle.

In einer Nullstelle zy unendlicher Ordnung der holomorphen Funktion f : G — C verschwin-
den also alle Ableitungen von f, und nach dem Satz von Taylor ist f = 0 auf einer Umgebung
von zg. Die Menge der Nullstellen unendlicher Ordnung ist also offen.

Um eine Nullstelle der endlichen Ordnung n hat man nach Taylor eine Darstellung
F(2) = (z=20)" D ansr(z — 20)" = (2 — 20)"g(2)
k=0

(n)
mit einer holomorphen Funktion g, fiir die g(z) = fTW 2 0. Insbesondere gibt es um zg

eine Umgebung, in der 2 die einzige Nullstelle von f ist: Die Nullstellen endlicher Ordnung
sind isoliert. Weil die Menge aller Nullstellen von f abgeschlossen in G ist, ist daher die
Menge der Nullstellen unendlicher Ordnung ebenfalls abgeschlossen.

Wir erinnern daran, dass ein Gebiet eine zusammenhéngende offene Menge ist, und fassen
zusanmmen:

Satz 79. Sei f : G — C holomorph im Gebiet G und zy eine Nullstelle der Ordnung
n € NU{oo}. Dann gilt

(i) n=o00 und f =0 oder
(ii) n ist endlich, und es gibt eine auf G holomorphe Funktion g mit
f(2) = (z = 20)"g(2) und g(z0) # 0, (27)

Insbesondere ist zy eine isolierte Nullstelle.
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Korollar 80 (Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen). Sind f1 und fo holomorph
im Gebiet G C C und stimmen sie iberein auf einer Teilmenge von G, die in G einen
Hdaufungspunkt besitzt, so folgt f1 = fo auf G.

Beweis. Besitzen die Nullstellen von f; — fo in G einen Haufungspunkt, so ist dieser aus
Stetigkeitsgriinden eine Nullstelle von f; — f5, und offenbar keine isolierte, also eine Nullstelle
unendlicher Ordnung. Daher ist f; — fo = 0. O

Die Formel kann man so interpretieren, dass f in der Nidhe einer Nullstelle zy der
Ordnung n “im Wesentlichen” so aussieht, wie die Abbildung (z — z)", die den punktierten
Kreis {z |0 < |z — 2| < r} n-mal auf den punktierten Kreis {w |0 < |w| < 7"} aufwickelt:

x/
U

Wir wollen das noch prézisieren. Dazu zunéchst ein Lemma.

Lemma 81 (Wurzelfunktionen). Sei f : G — C holomorph im Gebiet G und sei zg € G
ein Punkt mit f(z9) # 0. Dann besitzt f auf einer Umgebung von zg fiir jedes n € N\ {0}
eine holomorphe n-te Wurzel.

Genauer: Ist a € C eine n-te Wurzel aus f(z9) (wovon es n verschiedene gibt), so gibt es
eine holomorphe Funktion g auf einer Umgebung U von zy mit

g" = flu und g(z0) = a.

Beweis. Die Ableitung der holomorphe Abbildung z +— 2™ hat in a keine Nullstelle, also gibt
es nach dem Umkehrsatz eine offene Umgebung W von f(zg) und darauf eine holomorphe
Funktion w : W — C mit w(f(29)) = a und w"(z) = z fiir alle z € W. Weil f stetig ist,
gibt es eine Umgebung U C G von zo mit f(U) C W, und wir setzen g := wo f|y. Dafiir ist
dann ¢" = w" o f|ly = flv und g(z0) = a. O

Satz 82 (Nullstellensatz). Sei zg eine Nullstelle der endlichen Ordnung n der holomor-
phen Funktion f: G — C.

Dann gibt es eine biholomorphe Abbildung
h:U—-V

einer offenen Kreisscheibe U vom Radius v um 0 auf
eine offene Umgebung V' von zy in G, so dass auf U hx

f(h(z)) = 2"

Bis auf eine biholomorphe Transformation “sieht f
bei 2o so aus wie 2™ bei 0.” Insbesondere nimmt f in
V jeden Wert w mit 0 < |w| < r™ genau n-mal an.
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Beweis. Nach und dem Lemma haben wir

f(z) = (z = 20)"9(2) = ((z = 20)3(2))"

mit einer holomorphen Funktion g. Die Abbildung

k(2) = (2 = 20)9(2)

hat Ableitung £’(z0) = §(z0) # 0, und nach dem Umkehrsatz bildet sie deshalb eine offene
Umgebung von zg biholomorph auf eine offene Umgebung U von k(zp) = 0 ab. Ohne Ein-
schrinkung ist U ein Kreis um 0. Aus f(z) = k(z)" folgt fiir h := k~! die Behauptung.

O

Korollar 83 (Satz von der Gebietstreue). Ist f : G — C holomorph und nicht konstant
auf dem Gebiet G, so ist f(G) ein Gebiet.

Beweis. f(G) ist als Bild einer zusammenhingenden Mengen unter einer stetigen Abbildung
zusammenhéngend. Ist wy = f(z9) € f(G), so ist zg eine Nullstelle von f(z) — wg. Die
Ordnung ist endlich, weil f nicht konstant ist, und nach dem vorstehenden Satz bildet
f(2) — wy eine Umgebung von z( surjektiv auf eine Umgebung von 0 ab. Also bildet f eine
Umgebung von zg surjektiv auf eine Umgebung von wg ab. Damit ist jeder Punkt von f(G)
ein innerer Punkt. U

Korollar 84 (Maximumprinzip). Sei f holomorph in der offenen Menge G.

(i) Ist G ein Gebiet und nimmt |f| in G sein Mazimum an, so ist f konstant.

(ii) Ist K C G kompakt, so nimmt die Finschrinkung von |f| auf K ihr Mazimum an,
aber nicht in einem inneren Punkt von K.

Beweis. Klar, weil f(G) fiir nicht-konstantes f nach dem Satz von der Gebietstreue eine
offene Menge ist. O

Satz 85 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip). Die offene Menge G C C gehe bei
Spiegelung an der reellen Achse in sich iber.

Die Funktion f : GN {z | Imz > 0} — C sei
stetig,

auf G N {z | Imz > 0} holomorph und
auf G N {z ’ Imz = O} reellwertig.

Dann ist die auf G definierte Fortsetzung G

f(z)  fir Imz >0,

f(z) =
f(z)  fiir Imz < 0.

holomorph.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist f ‘holomorph im Bereich Im z > 0, und weil die komplexe
Konjugation anti-C-linear ist, ist f auch im Bereich Im z < 0 holomorph. Wir wollen den
Satz von Morera anwenden.

1. Fall. Wenn eine 2-Kette C' die reelle Achse nicht trifft, ist [, f(z)dz = 0 nach dem
Cauchyschen Integralsatz. Wegen der Stetigkeit von f gilt dasselbe fiir 2-Ketten, die in der
abgeschlossenen oberen oder unteren Halbebene liegen. Insbesondere gilt das fiir Dreiecke,
die in einer abgeschlossenen Halbebene liegen.

2. Fall. Ein Dreieck C, welches beide offenen Halbebenen trifft,
bestimmt eine 2-Kette C*™ @ C~ aus zwei singuliiren Quadraten,
die jeweils in einer abgeschlossenen Halbebene liegen, und fiir die

f(Z)dZ = f(z)dz + f(z)dz (8

ac ac+ les =

gilt. Das Integral von f iiber den Rand jedes dieser Quadrate

verschwindet nach dem 1. Fall. Also ist auch hier [, f(z)dz =0
und f nach Morera holomorph.

O
Satz 86 (Lemma von Schwarz). Sei f : D — D holomorph mit f(0) = 0. Dann gilt
If'(0) <1 (28)
und
lf(2)] < |z| fir alle z € D. (29)
Gilt in oder fir ein z € D\ {0} in Gleichheit, so ist [ eine Drehung f(z) = az
mit |a] = 1.

Beweis. Wir nehmen o.E. an, dass f # 0. Nach Satz [79] hat man eine Darstellung
f(2) = z9(2)

mit holomorphem g, fiir das g(0) = f/(0).

Sei z € D. Nach dem Maximumprinzip gilt dann fiir alle r mit |z| <r <1

fOl 1
z)| < max = max —— < —.
()] < max (€)= max T < 1
Mit r /1 folgt |g(z)] <1 und damit |f'(0)] <1 und |f(2)] < |z|. Bei Gleichheit gibt es ein
20 € D mit |g(z0)| = 1, d.h. |g| nimmt sein Maximum im Inneren von D an und ist deshalb
konstant. Dann ist f(z) = g(z0)z eine Drehung.

O

Satz 87 (Lemma von Schwarz-Pick). Sei f : D — D holomorph. Dann gilt fir alle
P el
z
< . 30
- [fGIF < T-[F .

Gleichheit fiir ein z impliziert Gleichheit fiir alle z, und das ist genauw dann der Fall, wenn
[ eine Mébiustransformation von D auf sich ist, vgl. Satz[31]
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Beweis. Sei zp € D. Wir erinnern an Satz [31] und definieren

5) = Z—f(zo)
$2(z) : 71—@2

und betrachten die holomorphe Abbildung F' := ¢3 o f o ¢1. Offenbar ist F(D) C D und
F(0) = ¢2(f(20)) = 0. Mit dem Lemma von Schwarz folgt

1> [F'(0)] = [¢5(f(20)) ' (20)$1(0)] -
Nach Satz 31| erfiillt die Ableitung eines Mobius-Automorphismus ¢ : D — D die Gleichung

. Z+ 29
o1(2) = 1+ 22

901 = LA,
Das liefert in unserem Falle
5101 = 2L el = =
also )
12 |F0)] = 1 o)

und damit die behauptete Ungleichung. Gilt Gleichheit fiir ein zy, so ist F' eine Drehung,
also eine Mobiustransformation von D auf sich, und daher ist auch f eine solche. Dass dann
in die Gleichheit gilt, haben wir bereits in Satz |31| nachgerechnet. O

Korollar 88 (Automorphismen von D). Ist f : D — D holomorph und bijektiv, also
biholomorph, so ist f eine Mdobiustransformation, also von der Form

f(Z) ¢ 1— 29z

mit zo € D, ¢ € R, vgl. Satz[31] Nach dem letzteren Satz ist umgekehrt jede solche Mdbius-
transformation eine biholomorphe Abbildung von D auf sich.

Beweis. Anwendung des Lemmas von Schwarz-Pick auf f~! an der Stelle f(2) liefert

1/£/(2) 1
T—2F = 1-f(2)P

oder ,
o rel
1—|z2 7 1-[f(2)P
Aus demselben Lemma angewendet auf f folgt daher Gleichheit, und f ist eine M&bius-
transformation. Die spezielle Gestalt folgt dann aus Satz O
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Die hyperbolische Ebene und eine differentialgeometrische Interpretation des
Schwarz-Pick-Lemmas

Die Klassifikation der biholomorphen Automorphismen von D ist sicher eine interessante
Anwendung des Lemmas von Schwarz/Pick, aber die Bedeutung der Ungleichung bleibt
doch unklar. Sie wird erst durch eine differentialgeometrische Interpretation verstédndlich,
wie ich nun erkldren will.

Fiir stetig differenzierbare Kurven ¢ : [a,b] — C ist

b
L(c) = / e(t)|dt

die tibliche (Euklidische) Lange. Wenn man sich vorstellt, der Weg c fithre durch verschiede-
nes “Gelédnde”, in dem man leichter oder schwerer vorankommt, so kann man den Schwierig-
keitsgrad vielleicht durch eine positive Funktion p beschreiben und die “gefiihlte” Wegléinge
definieren als

b
Ly(c) = / ple(t))é(t)]dt

Dieser Beschreibung liegt ein “isotropes” Geldnde zugrunde: Wie gut man vorankommt
hangt nur davon ab, wo man gerade ist, nicht auch, in welche Richtung man sich bewegt,
sonst wére p auch noch von der Richtung ¢ abhéngig. Wir beschrinken uns auf den isotropen
Fall und betrachten fiir Kurven in ¢ : [a,b[— D eine ganz spezielle Funktion p:

b
Ly(c) == / ﬁ |6(t)|dt

heiflt die hyperbolische Linge der Kurve ¢ und D mit dieser Langenmessung die hyperbolische
Ebene oder auch die Poincaré-Ebene. Die Lingenmessung nennt man auch die Poincaré-
Bergmann-Metrik. Sie spielt als Modell der sogenannten Nichteuklidischen Geometrie eine
wichtige Rolle in verschiedenen Bereichen der elementaren wie der Differentialgeometrie.
Man erhélt sie also durch Integration der hyperbolischen Geschwindigkeitsnorm

. 2 )
e = m l€|.

Ist nun ¢ eine Kurve in D und f : D — D holomorph, so gilt nach dem Lemma von Schwarz-
Pick fiir die Euklidische Norm

d 2lf o ¢l
‘ ﬁ(f © C)‘

- i < |
foo  I—[focf IS TP

¢l = [lefle

Wir erhalten

Satz 89 (Geometrische Version des Schwarz-Pick-Lemmas). Holomorphe Abbildun-
gen von D in sich kontrahieren die hyperbolische Linge.

Korollar 90. Biholomorphe Automorphismen, also Mdobiustransformationen von D auf(!)
sich, erhalten die hyperbolische Linge, sie sind Isometrien.

Dieses Korollar besitzt eine Umkehrung: Ist f : D — D eine hyperbolische Isometrie, gilt

also fiir alle z € Dund v € C
2|d. f(v)] 2|v|

L—[f(z)]7  1—[2*’
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so ist d,f : R2 — R? also bis auf einen Faktor % eine Euklidische Isometrie und

deshalb auch winkeltreu, d.h. konform. Erhélt f dariiber hinaus auch die Orientierung, so
ist f nach Satz|18| also holomorph und damit eine M6biustransformation.

Wir fassen zusammen:

Satz 91. Die folgenden Gruppen von Transformationen sind gleich:
e Die Gruppe der biholomorphen Abbildungen von D auf sich.
e Die Gruppe der Mdébiustransformationen von D auf sich.

e Die Gruppe der orientierungstreuen Isometrien der hyperbolischen Ebene auf sich.

Wir untersuchen nun noch folgende Fragen: Gibt es zu zwei Punkten zi, 25 eine verbin-
dende Kurve kiirzester hyperbolischer Lange? Wenn “ja”, wie lang ist diese? Wir nehmen
0.E. an, dass z; # z9. Weil Mobiustransfomationen hyperbolische Isometrien sind, also die
Kurvenlénge erhalten, konnen wir o.E. annehmen, dass z; = 0 und 20 = z € R,z > 0. Sei
¢ : [a,b] — D eine stetig differenzierbare Kurve von 0 nach z. Weil wir auf der Suche nach
kiirzesten Kurven sind, nehmen wir an, dass ¢(t) = 0 nur fiir ¢ = a. Dann besitzt ¢ eine

Polarkoordinatendarstellung '
c(t) = r(t)ei*®

mit wenigstens auf |a, b] stetig differenzierbaren r und ¢. Wir finden

2lite) + 90, [* 200
o= [ [

weil 7(¢) und ir(t)é(t) im R? senkrecht aufeinander stehen. Die Kurve &(t) := r(t) ist also
hochstens so lang, wie ¢, und man sieht leicht, dass sie genau dann am kiirzesten ist, wenn
r von 1(a) = 0 nach r(b) = z monoton wachsend ist. Daher ist die monoton parametrisierte
Strecke ¢(t) = tz,0 < ¢ < 1 eine kiirzeste Kurve von 0 nach z. Thre Lénge ist

S g,

1 z
2 2 142
o(€) /0 1227 /0 1— 2™ T8,
Nun ist 1
1“ = DV(0,+1,z,—1)
-z

das Doppelverhéltnis der vier Punkte 0,1, z, —1 auf dem “reellen” Kreisdurchmesser. Eine
Mobiustransformation f von D auf sich, die 0 und z in Punkte z; und 29 transformiert,
bildet diesen Durchmesser ab auf das eindeutig bestimmte Kreissegment durch z; und 2z,
welches den Rand von D orthogonal in Punkten f(—1) = w;

und f(4+1) = wsy schneidet. Das Kreissegment zwischen w)

z1 und 2y ist dann bei monotoner Parametrisierung eine ,
.. . . 2
kiirzeste Kurve von z; nach zo und deren Lénge ist we-
z,

gen der Mobius-Invarianz des Doppelverhéltnisses gegeben
durch w,o

L, =10g DV (z1,ws, 22, w1) =: d,(21, 22).

Weil d,,(z1, 2z2) die hyperbolische Lange einer kiirzesten verbindenden stetig differenzierbaren
Kurve ist, ist klar, dass d, die hyperbolische Ebene ID zu einem metrischen Raum macht.
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S hpE < ﬁ Daraus folgt fiir 21, 2o mit |z;| <r

2
2‘2’1 — 22‘ é dp(Zl,Zg) S 7712|21 — ZQ|. (31)

1—
Weil d,(0, z) — oo fiir |z] — 1 und weil jede d,-Cauchyfolge beschrénkt ist, liegt also jede
solche Cauchyfolge in einem Kreis von Radius » < 1 und ist nach dann auch eine
Cauchyfolge in der Euklidischen Metrik. Sie ist also Euklidisch und deshalb nach auch
hyperbolisch konvergent: Die hyperbolische Ebene mit der Metrik d,, ist vollstindig.

Bemerkung. Das Lemma von Schwarz stammt von 1869, die Verallgemeinerung
und damit zusammen die Interpretation im Rahmen der hyperbolischen Geome-
trie ist von G. Pick 1916 veroffentlichen worden. Robert Osserman (Notices AMS
1999) wundert sich zu Recht dariiber, dass dieser Zusammenhang weder Felix
Klein noch Henri Poincaré aufgefallen ist.

Wir schlielen mit einer Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes auf den Beweis eines
klassischen Satzes der linearen Algebra. Der Beweis stammt von Charles A. McCarthy (The
American Mathematical Monthly, Vol. 82, No. 4 (Apr., 1975), pp. 390-391). Dazu muss man
folgendes wissen:

e Eine matrixwertige Funktion heifit holomorph, wenn sie in jeder Komponente holo-
morph ist.

e Matrixwertige Funktionen integriert man komponentenweise.

Der Cauchysche Integralsatz liefert dann also |, ac B(2)dz = 0 fiir jede holomorphe Funktion
B:CD>G — M(n xn,C) und stetig differenzierbare 2-Kette C' in G.

Satz 92 (Cayley-Hamilton). Ist A € M(n x n,C) eine komplexe Matrixz mit charakteri-
schem Polynom x a, so gilt xa(A) = 0.

Beweis. Wir bezeichnen mit F die n-reihige Einheitsmatrix. Die Laurentreihe

Z 5= (k+1) gk
k=0

mit Koeffizienten in M (nxn, C) hat fiir |z| > 2||A|| die konvergente Majorante QHAH > reo 3%
ist also absolut konvergent, und erfiillt offenbar

o0 (o) o
(B A)Y e gF = 3 gk Y e g g
k=0 k=0 k=0
Also ist zFE — A fiir |z| > 2||A]| invertierbar mit
(zE—A)~ Zz (k+1) 4
k=0

Mit gliedweiser Integration folgt fiir alle j € N

L H(E— Az =) i/ 2D ARGy = AT,
2mi |z j=2) A = 2T J 1z j=2) 4
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weil z™ in C* fur alle m € Z\ {—1} eine Stammfunktion besitzt. Daraus folgt unmittelbar
fiir jedes Polynom p(z) eine Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel:

p(A) = o p(2)(2E — A)Ldz.
T J|z|=2| Al

Nun wissen wir aus der Cramerschen Regel, dass A=1 = det A=*M(A), wobei M(A) aus
den Minoren von A gebildet, also ganz-rational in den Koeffizienten von A ist. Daher ist

(2E — A)~! = det(zE — A)"'B(2)

mit in z ganzrationalen Komponenten von B. Es folgt

1
xa(4) = — xa(2)(zE — A)"ldz
27 J|z)=2)|a
= L det(zE — A)det(zE — A)"'B(2)dz
27 J 2 j=2) A
1

= — B(z)dz = 0.
27 2 j=2) A
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6 Die Poissonformel und das Dirichlet-Problem im Kreis

e Wir leiten zun#chst eine andere Version der Cauchyschen Integralformel fiir holomor-
phe Funktionen im Kreis her, die sogenannte Poissonformel, und geben fiir diese eine
sehr anschauliche Interpretation.

e Weil die harmonischen Funktionen im Kreis nach dem Lemma von Poincaré gerade
die Realteile von holomorphen Funktionen sind, erhalten wir eine analoge Formel fiir
harmonische Funktionen.

e Wir betrachten mit dem Dirichletproblem im Kreis eines der fundamentalen Pro-
blem der Theorie der partiellen Differentialgleichungen und damit der reellen Analysis,
némlich die Aufgabe, eine vorgegebene stetige Funktion auf dem Rand eines Kreises
stetig auf die ganze Kreisscheibe so fortzusetzen, dass die Fortsetzung im Inneren har-
monisch ist. Wir wollen die Eindeutigkeit und Existenz einer Losung dieses Problems
beweisen.

Wir betrachten eine holomorphe Funktion auf einer offenen Umgebung des abgeschlosse-
nen Kreises K = {z ||2| < R} und ein z aus dem Inneren dieses Kreises. Die Cauchysche
Integralformel liefert

1 FQ) 4o 1 2 iRe'

- - ity oV
1z) = 2 Jigj=r ( — 2 27 Jo J(Re )Re“ - zdt
I iy Re®

Weil R; ¢ K ist, liefert der Cauchysche Integralsatz

1 f(©) 1 [ " Re'
- N e = )t
210 Ji¢j=r ¢ — R?/Z ¢ 27 Jo f(Re )Re”—RQ/Z

1 27 i z
=5 ), SR TRt

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

rer =g [ s (b i Ya

27 Jo et —z  Re % —z
1 2 ) R2 _ |Z|2

= — Re') —— " _dt
27 Jo J(Fe )|Re” — z|?

und damit eine neue Version der Cauchyschen Integralformel, die nun allerdings wirklich an
den Kreis gebunden ist:

Satz 93 (Poissonsche Integralformel fiir holomorphe Funktionen). Seien f: G — C
holomorph, R > 0 und {z | |z] < R} C G. Dann gilt

1

R2 _ 2
- — =,
27T 0 2

27
it
f(Re )|R€it —Z|

f(2)

fir alle z mit |z| < R.
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Fiir z = 0 liefert die Poissonformel eine Mittelwertformel

1 27 .
0)=— Re')dt.
FO) =5 [ e
die man natiirlich auch einfacher direkt aus der Cauchyschen Integralformel erh&lt. Fiir
andere Punkte als den Mittelpunkt muss man die Funktionswerte von f auf dem Rand des
Kreises mit einer Gewichtung mitteln, fiir die H.A. Schwarz eine sehr hiibsche geometrische
Interpretation gegeben hat:

Wir betrachten die Spiegelung der Kreislinie 0K am Punkt z, die jedem ¢ € K den anderen
Schnittpunkt o(¢) der Sekante durch ¢ und z zuordnet. Dann ist

d i io(Re')
%U(Re ) = AR T
—

tangentialer Einheitsvektor

mit einer reellen Konstanten )\, welche das Verhéltnis der Geschwindigkeiten von o(Re')
zu Re® beschreibt. (Die Geschwindigkeit von Re® ist vom Betrag R, daher das R auf der
rechten Seite.) Wir bestimmen A geometrisch:

Nach dem Sekantensatz ist das Produkt ab der Se-
kantenabschnitte konstant und zwar ist

ab= (R + |2])(R — |z]) = R* — |2|*.

Diesen Wert erhélt man ndmlich, wenn die Sekante
durch den Mittelpunkt geht. Das gesuchte Geschwin-
digkeitsverhéltnis ist daher mit den Bezeichnungen
der Abbildung

vy cosPup b f _o(¢) — 2|2

ve cosPBv, a ab R% — 2

Damit erhalten wir

2 ity |2 ‘
%U(Re”) = gia(Re“) = %ia(Re”) = ww(Re”). (32)

Wir mitteln nun die gespiegelte Funktion

f(Re?) := f(o(Re™))

iiber den Kreis, d.h. wir berechnen % 0277 f (Re')dt und benutzen dazu die Substitution

Re' := o(Re™). Dafiir finden wir mit nach Differentiation

i lo(Re™) — 22 Jo(Re™) — 22 i
'LRG d¢—wlU(R€ )dt—w’bRe dt
und damit ) ) 2|2
1 T . 1 4 . R*— |z
— Re')dt = — Re'®)———=—d¢.
2 J, f(Re")dt = o ; f(Re )|Rez¢7z|2 ¢

Wenn man also die Randwertverteilung von f zunéichst an z spiegelt und dann iiber den
Einheitskreis mittelt, erhélt man den Wert f(z).

Wir wollen nun Konsequenzen der Poissonformel fiir harmonische Funktionen untersu-
. . . . . . 2 2
chen, also fiir zweimal stetig differenierbare Funktionen v : G — R mit Au = 2712‘ + g—y‘; =0.
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Wir erinnern daran, dass jede harmonische Funktion auf einem konvexen Gebiet nach dem
Poincaréschen Lemma der Realteil einer holomorphen Funktion ist.

Satz 94 (Poissonsche Integralformel fiir harmonische Funktionen). Sei u(z) har-
monisch auf der offenen Menge G C C und sei K = {z ’ |z| < R} eine in G enthaltene
abgeschlossene Kreisscheibe. Dann gilt fiir alle z mit 0 < |z| < R:

1 o B2 — |22 1 [ o R+ 2
- — iy - 71— — iy~ T~
u(z) . /0 u(Re'?) (Reiv — Z‘de) Re |:27T /0 u(Re'?) - zdgb .

Beweis. Weil K kompakt ist, gibt es € > 0 mit U := {z |[z—a| < R+¢} C G und ei-
ne holomorphe Funktion f : U — C mit Re f = u. Die Behauptung folgt dann aus der
Poissonformel fiir f durch Ubergang zum Realteil. O

Korollar 95 (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen). Seien v : C > G — R
harmonisch, a € G, R> 0 und K := {z ||z —a| < R} C G. Dann gilt

1
o

27
u(a) /0 w(a + Reit)dt, (33)

Beweis. Fiir a = 0 ist das eine unmittelbare Folgerung aus dem vorstehenden Satz. Fiir
beliebiges a betrachte @(z) = u(z + a). O

Korollar 96 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen). Sei v : C > G — R
harmonisch im Gebiet G. Nimmt u sein Mazximum oder Minimum an, so ist es konstant.

Beweis. Nimmt u sein Maximum g, in ¢ € G an, so ist wegen des Mittelwertsatzes
U = Upmq, auf dem Rand einer jeden Kreisscheibe um a, die in G liegt. Damit ist die Menge
{z | u(z) = umm} offen. Da diese Menge aber auch abgeschlossen ist, ist sie ganz G. O

Bisher haben wir harmonische Funktionen auf offenen Mengen betrachtet. Im Rest dieses
Abschnittes betrachten wir stetige Funktionen auf kompakten Mengen, die im Inneren der
Menge harmonisch sind. Unser Augenmerk gilt also dem Randverhalten harmonischer Funk-
tionen.

Korollar 97 (Eindeutigkeitssatz fiir das Dirichlet-Problem). Seien G ein Gebiet

mit kompakter abgeschlossener Hille G und uy,us : G — R stetige, in G harmonische
Funktionen. Ist ui|ag = uzlag, so ist uy = us.

Beweis. Die Funktion u = u; — ug verschwindet auf dem Rand von G. Sie ist stetig auf dem
kompakten G, nimmt also Maximum und Minimum an. Nimmt sie das Maximum in einem
inneren Punkt an, so nimmt auch u|g sein Maximum in einem inneren Punkt an und ist
deshalb konstant, also © = 0. Ebenso fiir das Minimum. Nimmt aber u sein Maximum und
Minimum auf 0G an, so folgt ebenfalls u = 0. O

Wir wollen nun zeigen, dass diese Formel auch die Existenz einer Losung des Dirichlet-
Problems fiir die Kreisscheibe liefert. Sei K = {z | 2| < R} die Kreisscheibe vom Radius
R und sei ug : 0K — R stiickweise stetig, d.h. stetig bis auf endlich viele Punkte, in denen

60



ug aber “links-” und “rechtsseitige” Grenzwerte haben soll. Fiir solche ugy definieren wir
P,, : K — C durch

1 [ , 2 |2)? 1 [ , e + 2
P (2) = %/O uO(Rew)gew_'Lqus — Re [277/0 uO(ReZ‘b)%dqﬁ L (34)
Wir betrachten die eckige Klammer rechts. Der Satz iiber die Differentiation unter dem In-
tegral (vgl. Analysis III, Satz 41) verlangt, dass die gewiinschte Ableitung eine integrierbare
Majorante besitzt, was bei beschrinkten Funktionen auf einem Kompaktum erfiillt ist. Also
kann man an jeder Stelle |z] < R die partiellen Ableitungen der eckigen Klammer nach x
und y unter dem Integral ausrechnen und natiirlich sind dann die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erfiillt: die eckige Klammer ist eine in K holomorphe Funktion von
z. Die Schwierigkeit beim Dirichlet-Problem ist der Nachweis der Stetigkeit am Rand.

Zunéchst ist P ein lineares Funktional auf dem Vektorraum der stiickweise stetigen Funk-
tionen auf 0K . Konstante Funktionen ug = ¢ liefern P,, = ¢, wie man ohne Rechnung aus
der Interpretation von H.A. Schwarz ersieht, und ug > 0 impliziert P,, > 0. Das hat zur
Folge, dass

m<uy<M = m<P, <M. (35)

Sei nun wg stetig in zg = Re’®°. Wir wollen zeigen, dass dann

lim Py, (z) = uo(20). (36)

220
Wir kénnen o.E. annehmen, dass ug(z9) = 0, sonst betrachten wir ug — ug(20).
Sei also € > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit

—e< uo(Rem) < +e
fiir alle ¢ € [ — 0, ¢o + ).

Nach gilt fiir die stiickweise stetige Funktion u; : 0K — R mit

wn(Rei®) — {w(Rew) fir |6 — go| < 5

0 sonst
dann
—e < Py, (2) < +e (37)
fir alle z € K.
Andrerseits ist fiir ug = ug — uq
1 do+2m—4 . R2_ |Z‘2
P, (2)=— Re'?)—=1_ d¢. 38
(2) 27r/¢0+5 (R e do (33)

Das ist — wieder nach dem zitierten Satz aus der Analysis — eine differenzierbare, also stetige
Funktion von z auf dem Komplement des abgeschlossenen Kreissegmentes

C::{Rew’ ’¢0+5§¢§¢0+27T75}.

Weil zg ¢ C, folgt
lim P,,(z) = Py,(%0) =0, (39)

z—20

denn wegen |z9| = R ist der Integrand in Null.

61



Also gibt es ein § > 0 mit |P,,(z)] < e fur alle z € K mit |z — 2| < §. Fiir diese gilt dann

wegen
|Puq (2) = uo(20)| = [Puy (2)| = [Pu, (2) + Pu, (2)] < 2,

und ist bewiesen.

Damit erhalten wir den Existenzsatz fiir die sogenannte 1. Randwertaufgabe im Kreis:

Satz 98 (Existenzsatz fiir das Dirichlet-Problem im Kreis). Sei
K:={z||z| <R}

die abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius R und sei ug : 0K — R stiickweise stetig. Sei

[e]
u:= P, : K — R definiert durch . Dann ist u harmonisch in der offenen Kreisscheibe,
und wenn ug stetig in zg € 0K ist, gilt

lim w(z) = up(20).
z2—20

Der vorstehende Beweis benutzt wesentlich die Monotonie von P, und lésst sich daher nicht
verallgemeinern auf holomorphe Funktionen an Stelle der harmonischen. Aber nicht nur der
Beweis klappt nicht, auch der Satz lasst sich nicht auf den holomorphen Fall erweitern. Sonst
konnte man eine beliebige stetige Funktion auf der Kreislinie stetig zu einer im Innere ho-
lomorphen Funktion erweitern. Betrachtet man reelle Randwerte und M6bius-transformiert
man den Kreis auf die obere Halbebene, so konnte man damit zum Beispiel jede stetige reelle
Funktion 4y : R — R mit kompaktem Triger stetig zu einer auf der offenen oberen Halb-
eben holomorphen Funktion erweitern. Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip erhélt
man dann eine holomorphe Erweiterung auf ganz C. Wenn uy kompakten Tréger hat ist die
nach dem Identitdtssatz aber = 0. Wahlt man wug # 0, so ergibt sich ein Widerspruch.
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7

7.1

Singularititen

Typen isolierter Singularititen, meromorphe Funktionen

Wenn einzelne Punkte im Definitionsbereich fehlen: Isolierte Singularitéiten
Die drei Typen isolierter Singularitédten

Was bedeutet “isoliert”?

Definition 99. Eine isolierte Singularitit einer holomorphen Funktion f : G — C auf einer
offenen Menge G ist ein Punkt zg € C\ G, fiir den es ein € > 0 gibt, so dass f auf der
punktierten e-Umgebung von zy holomorph ist, d.h. so dass

Uf(20) :={2€C|0<|z—2|<e}CG.

Insbesondere ist dann also G U {z} offen.

Definition 100. Sei zj eine isolierte Singularitéit der holomorphen Funktion f.

(i)

(i)
(i)

(iv)

Wir definieren die Ordnung von f in zg durch

Ord(f, z9) := sup {n Y/

lim (z — 29) " f(2) existiert in (C} .

zZ— 2
Die Ordnung ist also eine ganze Zahl oder —oo oder +oo
Falls Ord(f, z0) > 0, heifit zo eine hebbare Singularitit von f.

Falls —oco < m := Ord(f, z9) < 0, heifit zg ein Pol von f und —m seine Polstellenord-
nung oder Vielfachheit.

Falls Ord(f, z0) = —o0, heifit zg eine wesentliche Singularitit von f.

Beispiele 101. (i) Ist f# holomorph auf G und zy € G, so ist zy trivialerweise eine

isolierte Singularitét von f:= f#|g\ (s,}. Weil lim._.., f(z) = f#(z0), existiert

lim (z — 20) " f(2)

zZ—2z0
fiir alle n < 0. Daher ist Ord(f,zp) > 0, die Singularitit also hebbar. Wir werden
spater sehen, dass alle hebbaren Singularitéiten so entstehen.

Hat f# in 2z eine k-fache Nullstelle, so gibt es eine in G holomorphe Funktion mit
h(zo) # 0 und f#(2) = (2 — 20)*h(2). Dann existiert lim, .., (2 — 29) " f(2) genau
dann in C, wenn k —n > 0, also n < k. Daher ist Ord(f, z9) = k gerade die Ord-
nung der Nullstelle, und die neue Definition der Ordnung passt zur Definition der
Nullstellenordnung.

Fiir kK > 0 ist f(z) := m genau das, was wir uns unter einer Funktion mit einem

k-fachen Pol an der Stelle zy vorstellen. Hier existiert

(z —20)™"

lim (z — 29) " f(2) = lim -

z—z0 z—z0 (2 — 20)

genau dann in C, wenn —n > k, also n < —k. Deshalb ist Ord(f, zg) = —k.
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(iii) Die Funktion

1
f(z) =e=
ist holomorph auf C bis auf eine isolierte Singularitdt in 0. Aus der Potenzreihendar-
stellung
= 1
k=0

sieht man, dass lim,_,o 27" f(2) fir kein n € Z existiert, so dass 0 eine wesentliche
Singularitdt von f ist.

O

Lemma 102. Seien G C C offen, f: G — C holomorph und S die Menge seiner isolierten
Singularitdten. Dann liegen in jeder kompakten Teilmenge von GU.S héchstens endlich viele
Punkte von S.

Beweis. Wihle zu jedem z € S eine offene Umgebung U, in GUS, so dass f auf U, \ {z} ho-
lomorph ist. Dann ist U, NS = {z}. Die U, bilden zusammen mit G eine offene Uberdeckung
von von GUS, und zur Uberdeckung einer beliebigen kompakten Teilmenge von GUS reichen
endlich viele davon. O

Definition 103. (i) Wir sagen f ist holomorph auf G bis auf isolierte Singularititen,
wenn es eine Teilmenge S C G mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) G und G\ S sind offen,
(ii) f:G\ S — C ist holomorph,

(iii) Alle Punkte von S sind isolierte Singularitdten von f.

(ii) Eine auf G bis auf isolierte Singularitéten holomorphe Funktion heift eine meromorphe
Funktion auf G, wenn alle Singularititen hebbar oder Pole sind, d.h. wenn es keine
wesentlichen Singularititen gibt.

Lemma 104. Ist f : G — C holomorph und nicht konstant = 0 im Gebiet G, so ist 1/ f(z)
meromorph auf dem Gebiet G.

Beweis. ﬁ ist definiert und holomorph auf dem Komplement der Nullstellen von f. Diese
sind isoliert und von endlicher Ordnung.

Ist zg eine n-fache Nullstelle, so ist f(z) = (z — z0)"g(2) mit holomorphem g und g(z) # 0.

Dann hat aber
1 a1
= (z—2) "—

f(2) 9(2)

in zg einen n-fachen Pol. O
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7.2 Laurentreihen. Funktionsverlauf bei isolierten Singularititen

e Laurentreihen: Die Reihenentwicklung um isolierte Singularitéten

e Das Heben hebbarer Singularitéiten

Die wilden wesentlichen Singularititen (Casorati-Weierstraf3)

oo als Singularitét

Klassifikation der meromorphen Funktionen auf C

Beim Beweis des Satzes iiber Laurentreihen brauchen wir die Cauchysche Integralformel
nicht nur fiir Kreise, sondern fiir Kreisringe. Auch wenn wir spéter mit dem Artinschen
Homologiekriterium noch eine einfachere Herleitung bekommen (vgl. Beispiel , will ich
doch schon hier einen “anstéindigen” Beweis dafiir liefern, .

Satz 105 (Cauchysche Integralformel fiir Kreisringe). Ist f : G — C holomorph im
Gebiet G und liegt der abgeschlossene Kreisring

A={z2eC|R-r<|z—a|<R+r}, 0<r<R
ganz in G, so gilt fiir jeden inneren Punkt von A

) = 1 f(z)dz 1 fl)dz 1 f(z)dz

21 Joga 2 — 20 270 Js—al=R4r £ — 20 2T J|._q|=R—r Z — 20

Beweis. Zeigen Sie mittels einer Substitution der Form z = e®w-+a, dass man o.E. annehmen
kann, dass a = 0 und dass z; ein innerer Punkt des Kreises

K={zeC|lz—R[<r}
ist. Vgl. Abbildung unten.

Wir definieren eine Funktion ¢ : [0,1] — R durch

rsin(m(1l — s))
R+ rcos(m(l —s))

¢(s) = arctan

Dann gilt fiir alle s € [0, 1]

rsin (n (1-s))

(R+r6i7r(lfs))ei(27r72d>(s)) _ R+’I"677;7r(175),

1
N , rcos(n(1-8))

siehe die Abbildung.
Es gilt

1<

$(0) = 0 = o(1).

Wir definieren nun ein singulires Quadrat C : [0,1]?> — C durch

C(S, t) — (R + ,reiﬂ'(l—s))eit(Q‘rr—qu(s))'
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Das Bild von C ist der abgeschlossene Kreisring A
um 0 mit den Radien R—r, R+, aus dem der offene

o
Kreis K ausgeschnitten ist. Die Seiten von C sind

1C@t) = (R +r)e*™™,

10(t) = (R —r)e?™,

ZC(t) — (R + Teiw(l—t))ei(27r—2¢(t))
_ R+T67iﬂ'(17t)’

2C(t) =R+ retm(1=1),

Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist [, oc f(2)dz = 0 fiir jede auf einer offenen Umgebung
des Bildes von C' holomorphe Funktion f. Fiir solche gilt also

aAf(z)dzZﬂcf(z)dz—/lcf(z)dZZch(z)dz—/ch(z)dzz 3Kf(z)dz'

Wenn f auf einer offenen Umgebung des Kreisrings A holomorph ist, liefert die Cauchysche
Integralformel daher

f(z0) = L fz)dz

211 HA % — 20

fiir jedes zp im Innern des Kreises K. O

Satz 106 (Laurentreihe im Kreisring). Sei f : G — C holomorph im Gebiet G. Fiir
20 € C und 0 < r < R < 400 liege der offene Kreisring

A={z|r<|z—2| <R}
in G. Dann gibt es eine doppelseitige Folge (ay)rez mit

—+oo

f(z)= Z ar(z — 20)*  fiir alle z € A.

k=—o0

Diese Reihe heifit die Laurentreihe von f in A. (Vgl. Satz[107 fir die Einzigkeit.)
Genauer: Wahlt man p mit r < p < R und setzt man

1 f(2)
A = Tm /ZZOI_p (Z — zo)k""l dZ, (40)

so ist diese Definition unabhdngig von der Wahl von p,

oo
Zak(z — 20)" ist konvergent fiir |z — zo| < R,
k=0

-1
Z ar(z — 29)¥ ist konvergent fiir |z = zo| > 1,
k=—oc0

und fiir z € A gilt

—1 0o

flz) = Z ak(z—zo)k—l—Zak(z—zO)k =: Z ak(z—zo)k.

k=—o0 k=0 k=—o0
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Bemerkungen. 1. Im Fall, dass f in 2y eine isolierte Singularitit hat, 148t es sich also in
einer punktierten Kreisscheibe 0 < |z — 2| < R in eine Laurentreihe entwickeln. Dann nennt
man

den Hauptteil von f in zg.
2. Offenbar ist Py = 0 genau dann, wenn zy eine hebbare Singularitét ist.

3. Der Hauptteil ist eine endliche, nicht-triviale Summe

genau dann, wenn zg ein m-facher Pol von f ist.

Beweis. Zunichst ist die Definition nach Beispiel 60| unabhéngig von der Wahl von p.
Zu z € A withlen wir r < p1 < |z — 20| < p2 < R. Sei

AI?Z{Z|P1§|Z—ZO\SP2}~

Dann gilt nach der Cauchyschen Integralformel fiir den Kreisring

RN (P £(O) g 1 1(0)

- 2mi C—2z >  2mi lc—z0]=ps ¢ — Z 270 Jic—zo)=py C — 2

dc.

Wir bezeichnen die Integrale auf der rechten Seite mit I, I;. Dann folgt wie im Beweis des
Satzes von Taylor [60]

1 f(Q) = k
I = — d¢ =) ar(z—20)".
2 271 [¢—z0|=p2 (C — Zo) (1 — z:zo) kz:;) k 0

20

mit ax wie in .
Entsprechend findet man wegen g:zg = ‘ZTZO‘ <1
1
, /)

E— ;
L= o I¢=z0l=p1 —(2 — 2¢) (1 B C*zo) ¢
--> L -,
- I§J 2mi /C—zo|—p1 f(C) (z — Zo)k""l ¢
LS (IO e
) ;%<%”A;%hm<c—%r#“)@ )

— 1 £(©)

-y = ez — z0)
=2 iz =py (= 20)"
~1
=— Z ap(z — 20)"
k=—oc0
und damit die Behauptung. O
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Satz 107 (Einzigkeit der Laurentreihe). Ist die Laurentreihe

—+oo

f)= Y alz—2)"

k=—oc0

im Kreisring {z |r < |z—z0| < R} konvergent, so definiert sie eine holomorphe Funktion

f(2) und fir die Koeffizienten gilt (40| .

Beweis. Laurentreihen bestehen aus zwei Potenzreihen und sind deshalb auf kompakten
Mengen gleichméflig konvergent. Daher definieren sie eine holomorphe Funktion und man
darf sie gliedweise integrieren. Es folgt

1 d X1
— % = fak/ (Z — Zo)k m 1dz = Qp,
270 )2 zg)=p (2 = 20) L 2mi |2—20|=p
weil alle Integranden mit k£ # m Stammfunktionen besitzen. O
Beispiel 108. Fiir f(z) = =~ und 2o = 0 l&8t sich der Satz iiber die Laurententwicklung

auf die beiden folgenden Kreisringe anwenden:
A ={z|0<|z[ <1},
Ay = {z|]z| >1}.

Auf beiden ist f holomorph. Die Laurententwicklungen findet man am einfachsten mit Hilfe
der geometrischen Reihe. Es ist
o0
z) = Z 2"
k=0

fiir z € A; und natiirlich auch fiir z = 0. Das ist also die Taylorentwicklung um 0. In A, hat

man dagegen
-1

f<2):_z<1f _72 = > (D&

z k=—o0

Beispiel 109. Bestimme die Laurentreihe von f(z) = =5 auf
{z|0<|z| <2n}.

In 0 hat e* — 1 eine einfache Nullstelle, f(z) also einen einfachen Pol, und die Laurentreihe
von f ist von der Form
= Z akzk.

k=-1

Andererseits ist e* —1 =37, %, und deshalb folgt mit dem Cauchyprodukt

1= f(z)(e" 1) = <Z‘W><Z > imzlm k)!

k=-1 =1 m= Ok_fl

und daraus eine Rekursionsformel fiir die ay:

m

Ak—1
1=1 E 7*0
a-1 ’ ko(m k+1)!
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Sie liefert ag = —%. Die Zahlen By := klay_1 heiflen die Bernoullizahlen. Mit ihnen gilt also

L1 1 BB
G === st 2 m” H )
k=2 k=0

Rechnen Sie nach, dass f(z) — % + % eine ungerade Funktion ist. Daraus folgt (wegen des
Shifts in den z-Potenzen der letzten Reihe), dass

B2n+1 = O,TL 2 1.

Im tibrigen schreibt sich die Rekursionsformel fiir die By, als

“ By, 1 o /m+1
= = B
0 kzzok!(m—k+1)! (m—|—1)!kz_0< k ) k

und damit
_ 1
Z("H ) L =0, By=1.
k=0
Man findet
1 1 1 1 1 5 691
Bi=——,By=-,Byj=——,Bg=—,Bs=——,B10= — = ——.
1 27 2 67 4 307 6 427 8 307 10 661 12 2730

Die Bernoullizahlen spielen zum Beispiel in der analytischen Zahlentheorie oder in der To-
pologie eine wichtige (und bis heute etwas ritselhafte) Rolle. Entdeckt wurden sie im Zu-
sammenhang mit Potenzsummen der reziproken natiirlichen Zahlen. Wir zeigen spéter (in

Beispiel [163))

o 1 m—1(27)%™
— = Bs,,.
; f2m 2(2m)l "

Korollar 110. Ist p gewdihlt wie im Satz und M = sup {|f(z)| ’ |z =20l =p}, so gilt
M
|ay| < ra (42)

fir alle k € Z.

Satz 111 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Sei zg eine isolierte Singularitit der holo-
morphen Funktion f: G — C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Ord(f,z9) >0, d.h. z ist hebbare Singularitdt.

(i1) Es gibt € > 0, so dass U} (zo) y beschrinkt ist.

(iii) Der Hauptteil der Laurententwicklung von f um zg ist 0.

(iv) Es gibt eine holomorphe Funktion f: G U {z} — C mit f|g = f

Beweis. Zu (i) = (ii). Nach Definition der Ordnung existiert fiir ein n > 0

lim f(z) = lim (2 — 2z9) " f(2)(2 — 20)",

zZ—20 2—20
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und damit ist f auf einer punktierten Umgebung U (zp) beschrinkt.

Zu (i) = (iii). Sei e > 0 mit UX(z0) C G und sei |f| < M auf Uf(zp). Aus folgt
lax| = 0 fiir alle k& < 0.

Zu (1) = (iv). Nach Voraussetzung wird f in UZ(zg) durch eine konvergente Potenzreihe

um zo dargestellt, die eine auf U.(zo) holomorphe Funktion f liefert und f in zg holomorph
erganzt.

Zu (v) = (i). Klar O

Satz 112 (Polverhalten). Seien f : G — C holomorph, € > 0 und zg € C eine isolierte
Singularitdt von f. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) zo ist ein Pol von f.

(i) Der Hauptteil der Laurententwicklung von f um zo ist endlich, aber # 0: Fast alle,
aber nicht alle, Koeffizienten ap mit k < 0 verschwinden.

(iii) In der Topologie von C ist
lim f(z) = oo.

z—20

Beweis. Sei n := Ord(f, z9) und sei UF(z9) C G.

Zu (i) = (). Nach Voraussetzung ist n < 0 und der Grenzwert lim,_,,,(z — z0) " f(z)
existiert in C. Also ist 2y eine hebbare Singularitit von (z —z9) ™" f(2). Sei g : GU{zp} — C
holomorph mit g|g\ {1 = (2—20) 7" f(2). Ist g(2) = Y= ar(z—20)* die Taylorentwicklung
von g um 29, so ist f(z) = 3 peg ar(2—20)" ™™ die Laurententwicklung von f um zg. Offenbar
ist der Hauptteil endlich und # 0.

Zu (i) = (iii). Sei f(z) = > pe, ar(z—20)* mit —co < n < 0 die Laurententwicklung von
fin Uf(20) und a, # 0. Dann ist g(z) 1= > po ax(z — 20)* ™™ eine auf U.(zo) holomorphe
Funktion mit g(z9) = a, # 0. Daher ist

lim f(z) =lim(z — 2z9)"g(z) = 0.

zZ—20

Zu (i1i)) = (i). Die Ordnung von f in zg ist offenbar < 0. Dass sie nicht —oo sein kann,
folgt aus dem néchsten Satz. O

Satz 113 (Casorati-Weierstra3). FEine holomorphe Funktion kommt in jeder Umgebung
einer wesentlichen Singularitit jedem Wert aus C beliebig nah: Ist zy eine wesentliche Sin-
gularitit der holomorphen Funktion f: G — C, so ist

f(Gn{z ||z—z0\ <e})

fiir jedes € > 0 dicht in C.

Beweis. Andernfalls gibt es € > 0,wo € C und ¢ > 0, so dass U* := U (%) C G und
|f(2) —wp| > & auf U™.

Dann ist



holomorph auf U* mit einer isolierten Singularitét in zo und |g(z)| < %. Also ist die Singu-
laritét hebbar: Es gibt eine holomorphe Funktion h auf U* U {2z¢} mit
1

T —woly.

U~-

Es folgt f(z) = ﬁ 4+ wq, und z( ist eine hebbare Singularitdt oder ein Pol von f. Wider-
spruch!. O

Isolierte Singularitdt im Unendlichen Ist zy # 0 eine isolierte Singularitdt von f, so
ist 7 eine isolierte Singularitdt von f ( ), weil z — % eine biholomorphe Abbildung von
C\ {O} auf sich ist. Weiter ist dann

lim (z — 1) _nf <1> lim <z — 1)_nf <1> = lim (1 — 1> B f(z)
z_,% 20 z Loz 20 z z—z0 \ 2 Z0

= Z]LI?[Zlo(ZO —2)7 " f(2) ZILHZIO(ZZO)n = (29)*" zthlU(zO —2)7 " f(2).

Daher ist Ord (f( ), 20) = Ord(f(2), 20). In Analogie dazu definiert man nun, was es be-

deuten soll, dass f in co eine isolierte Singularitit besitzt, ndmlich dass f(z) holomorph auf
dem Komplement eines Kompaktums ist. Das ist gleichbedeutend damit, dass f (1) in 0 eine
isolierte Singularitédt hat. Die Ordnung und der Typ der Singularitdt von f in oo werden
definiert als die Ordnung und der Typ der Singularitéit von f (%) in 0.

Ist f meromorph auf ganz C und hat es in oo einen Pol oder eine hebbare Singularitét, so
nennt man f meromorph auf der erweiterten Ebene C.

Satz 114 (Der Kérper der auf C meromorphen Funktionen). Die auf@ meromor-
phen Funktionen sind genau die rationalen Funktionen, also die Quotienten zweier Polyno-
me.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es m € N, so dass lim,_,g 2™ f (%) existiert. Also gibt es
ein 7 > 0, so dass 2™ f(1) auf der Menge {z |0 < |2| < r} beschréinkt ist. Dann ist aber
die offensichtlich auf C meromorphe Funktion £ (Z) auf {z | |z| > 1} beschrénkt. Also liegen

alle ihre Polstellen im Kompaktum {z | |z < i } Sie hat hochstens endlich viele Polstellen
21, .5 Zn, Und wenn my, ..., my deren Vielfachheiten bezeichnen, ist

g(z) i =(z—2)"™ ... (2 — zk)m”%

nach Hebung der Singularitdten holomorph auf ganz C. Weil der letzte Faktor fiir grofes

|z| beschréankt ist, hat g(z) eine polynomiale Wachstumsschranke und ist nach Satz [72| ein
Polynom. Damit ist f rational. O
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Als Anwendung der Laurententwicklung beweisen wir noch eine komplexe Version der Regel
von Bernoulli-de I’'Hospital.

Satz 115. Seien f und g # 0 holomorph in G C C bis auf isolierte Singularititen, sei
20 € G und sei

(i) im,_.., f(2) =0=lim,_.., g(2)
oder
(ii) lim, ., f(z) = oo = lim, .., g(2).
Dann existieren die folgenden Grenzwerte in C und es gilt:

lim 1(z) = lim F'@z)
A e) T @)

Beweis. Sei 0.E. f # 0. Nach Voraussetzung haben f und g dann in z; eine Nullstelle oder
einen Pol. Daher gibt es m,n € Z\ {0} und auf einer Umgebung U von z; holomorphe
Funktionen f und ¢ mit

f(2) = (z=20)"f(2), 9(2) = (2= 20)"g(2), fiiralle z € U\ {z0}

und
f(z0) # 0 # G(20)
Damit ist
) mle = z) () + (= 20" ()
z—z0 g'(2)  z—z0 n(z—20)"1g(2) + (2 — 20)"G'(2)
BT m_nmf(z)—l—(z—zo)f’(z)
B zli»nzlo(z ~ %) ng(z) + (z — 20)3'(2)
O~ fir m > n,
= % fiir m = n,
0 firm<n
= lim (2 — z9)"™ " f(z) = lim f(2)
= ) ) = ey

O

In der Literatur habe ich diese Version nirgends gefunden, vermutlich, weil die Grenzwert-
berechnung mittels der Laurententwicklung meistens genauso bequem ist.

Beachten Sie aber, dass die reelle I’'Hospital-Regel fiir komplexwertige Funktionen proble-
matisch ist: Fiir f(z) = z und g(z) = ze~"/* findet man, weil [e™/%| = |cos L —isin 2| <1,
dass lim, o f(x) = 0 = lim, ¢ g(z) und

4 i/x
lim (@) = lim L im 2%

z—0 g’(;l,‘) z—0 e_i/l‘ + 'L';I;_Qe_i/x - i% x+1 =0

Aber lim,_,q % = lim,_,o e¥/* existiert nicht.
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8 Analytische Fortsetzung

8.1 Analytische Fortsetzung lings Kurven

e Analytische Fortsetzung von “Stiicken” holomorpher Funktionen langs stetiger Kurven
e Der Begriff des Funktionskeims

e Existenz und Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung

Definition 116. Ein Funktionselement (f,G) ist ein Paar bestehend aus einem Gebiet
G C C und einer holomorphen Funktion f: G — C.

Zwei Funktionselemente (f, G), (g, H) heifien dquivalent im Punkt a € C, wenn
a € GNH und f(z) = g(z) fiir alle z in einer Umgebung von a.

Das ist genau dann der Fall, wenn f und g im Entwicklungspunkt a dieselbe Taylorrei-
he haben. Hierdurch wird eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Funktionselemente
gegeben.

Die Aquivalenzklassen aller (f,G) mit a € G heifien Keime holomorpher Funktionen in a
oder kurz (Funktions)keime in a.

Den durch ein Funktionselement (f,G) in a € G gegebenen Keim bezeichnen wir mit [f],,
und wir definieren seine k-te Ableitung durch

(A1) = [,

Offenbar ist das unabhiingig vom Représentanten (f, G). Ist weiter ¢ = [f], ein Keim in a,
so setzen wir fiir alle k € N

¢"(a) = f®)(a).

Auch das ist unabhéngig vom gewéhlten Repréisentanten f.

Definition 117. Sei ¢ : [0,1] — C eine stetige Kurve. Eine analytische Fortsetzung lings ¢

ist eine Familie (¢;), €l0,1] Von Keimen holomorpher Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir alle t € [0, 1] ist ¢; ein Keim in ¢(¢).

(ii) Zu jedem t € [0, 1] existieren ein > 0, ein Gebiet ' ‘
G C C und eine holomorphe Funktion f : G — C, so ‘ ‘

dass ¢(s) € G und
65 = [fleto &’

fiir alle s € [0, 1] mit |s—t| < § (Glattheitsbedingung).

In diesem Fall sagt man, dass ¢; aus ¢g durch analytische Fortsetzung ldngs ¢ hervorgeht.

Bemerkungen. Wenn man verlangt, dass die G nicht Gebiete sondern offene Kreisscheiben
sind, erhélt man eine dquivalente Definition!

Es ist eine schwierige Frage, ob sich ein Keim ¢q lings ¢ analytisch fortsetzen 148t, die Ant-
wort ist keineswegs immer “Ja”. Wir werden aber sehen, dass im Fall der Fortsetzbarkeit das
“Endergebnis” ¢; eindeutig bestimmt ist. Und wir werden untersuchen, wie dieses Ergebnis
vom Verlauf der Kurve abhéngt.

73



Wir beschrénken uns hier der einfachen Notation halber auf Kurven mit Parameterintervall
[0, 1]. Es ist klar, wie man die analytische Fortsetzung lings Kurven c: [a, 3] — C definiert,
und wir werden davon gelegentlich Gebrauch machen. Man zeigt leicht, die “Parameterinva-
rianz” der analytischen Fortsetzung: Ist h : [a,b] — [0, 1] stetig mit h(a) = 0,h(b) = 1 und
(ét)tefo,1] eine analytische Fortsetzung von ¢g = ¢, so definiert

b5 := Pp(s) fiir s € [a, b]
eine analytische Fortsetzung von bo = lings co h.

Beispiel 118 (Triviale Fortsetzung). Ist f : G — C holomorph und ¢ : [0,1] — G
eine stetige Kurve in G, und setzt man ¢; := [f].) fiir alle ¢ € [0, 1], so definiert das eine
analytische Fortsetzung von ¢g, bei der aber nichts wirklich “fortgesetzt” wird.

O

Lemma 119. Sei (¢1)c[0,1] eine analytische Fortsetzung lings c : [0,1] — C. Dann gibt es
ein & > 0 mit folgender Eigenschaft: Zu jedem t € [0,1] gibt es eine offene Kreisscheibe G
und eine holomorphe Funktion f: G — C, so dass fir alle s € [0,1] mit |s — t| < gilt:

c(s) € G und ¢s = [f]e(s)-

(Beachten Sie, dass im Gegensatz zur Definition der analytischen Fortsetzung das § hier
gleichmdfig fiir die ganze Kurve gilt.)

Beweis. Wihle zu jedem ¢ € [0,1] eine offene Umgebung J; C [0, 1], eine Kreisscheibe G
und ein holomorphes f; : Gy — C mit ¢(J;) C Gy und ¢y = [fi]c(s) fiir alle s € J;. Sei
26 > 0 eine Lebesguesche Zahl der offenen Uberdeckung (Jt)tef0,1) von [0,1] (vgl. Analysis
2, Korollar 58).

Ist nun s € [0, 1], so liegt |s — 0, s + 6[N [0, 1] in einem J;, und f = f; : G = Gy — C leistet
das Gewiinschte. O

Lemma 120. Sei ¢ : [0,1] — C eine stetige Kurve. Der Keim ¢g = [f]c) in c(0) ldsst
sich genau dann lings ¢ analytisch fortsetzen, wenn sich der Keim ¢f lings ¢ analytisch
fortsetzen lisst.

Beweis. Ist ((b,g)te[o 1] eine analytische Fortsetzung lings ¢ von ¢y, so ist (¢£)te[0 1] eine solche
fiir die Ableitung.

Schwieriger ist die umgekehrte Richtung zu zeigen. Sei (d)t)te[o,l] eine analytische Fortsetzung
langs ¢ mit 1y = ¢f. Wihle dazu 6 > 0 wie im vorangehenden Lemma und eine Zerlegung
0=ty <t; <...<t,=1mit t;41 — t;—; < 6. Dann gibt es zu jedem i € {1,...,n — 1}
eine Kreisscheibe GG; und eine holomorphe Funktion g; : G; — C mit

C(S) € G; und Y5 = [gi}c(s) fiir alle s € [ti—lati-&-l]-

Sei f1 : G — C die Stammfunktion von g; mit f1(c(0)) = f(¢(0)). Firi € {2,...,n— 1}
definieren wir induktiv f; : G; — C als die Stammfunktion von g; mit

file(ti-1)) = fi—1(c(ti-1)).

Weil
[9i-1]ets) = V. = [9iles)
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ist g;—1 = g; auf G;_1 NG, und sowohl f;_; wie f; ist dazu eine Stammfunktion. Weil aber

fic1(e(ti—1)) = fi(e(ti—1)), ist auch
Ji-1=fiauf Gi-1 NG, (43)

Insbesondere ist
[ficiletsy) = [fileti1)-
Deshalb konnen wir definieren:

P = [fi]c(t) firt € [tifl,ti].

Wegen ist die Glattheitsbedingung erfiillt und wir erhalten eine analytische Fortsetzung
von ¢o = [f1le) = [fle0)- O

Satz 121 (Eindeutigkeitssatz). Seien (¢¢)ic[0,1] und (q[;t)te[m] zwet analytische Fortset-
zungen lings der Kurve ¢ : [0,1] — C. Dann gilt:

bo=¢o = b1 =

Also ist die analytische Fortsetzung lings Kurven, wenn sie denn existiert, auch eindeutig.

Beweis. Sei J := {t €10,1] ‘ by = by } Wir zeigen, dass J offen und abgeschlossen in [0, 1]
ist. Weil 0 € J, ist dann J = [0, 1] und damit 1 € J.

Sei also ¢ € J und seien f : G — C baw. f : G — C holomorphe Funktionen, so dass
b5 = [fle(s) bzw. bs = [f]c(s) fiir alle s nah bei t. Weil ¢, = ¢, stimmen f und f auf einer

Umgebung von ¢(t) iiberein und es folgt ¢, = ¢, fiir alle s nah bei ¢. Damit ist J offen.

Sei nun s = lim;_, o t; der Grenzwert einer Folge (¢;) in J und seien f : G — C bzw.
f : G — C holomorphe Funktionen, so dass ¢, = [flet) bzw. o = [f]e () fiir alle ¢ nah bei
5. Weil ¢y, = ¢y, folgt f(c(t;)) = f(c(t;)) fiir alle 4, und nach dem Identitiitssatz ist f = f
auf einer Umgebung von ¢(s). Dann ist aber ¢, = cbs und J auch abgeschlossen. O

Daraus folgt unmittelbar

Korollar 122. Sind (¢t)ic(0,1) und (¥i)icjo,1) analytische Fortsetzungen lings ¢ : [0,1] — G

mit 1o = ¢, so folgt
e = @) fiir alle t € [0, 1].

Seien f : C D G — C holomorph und ¢ : [0,1] — G eine stetige Kurve. Ist D C G eine
Kreisscheibe um ¢(0), so besitzt f|p eine bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmte
holomorphe Stammfunktion F': D — C. Weil sich [f].(o) trivial lings c analytisch fortsetzen
laBt, gestattet nach Lemma auch [F]. ) eine analytische Fortsetzung (®;):c(o,1) léngs ¢
und @, ist durch [F] ) nach Satzuelndeumg bestimmt. Das ermdoglicht es, fiir holomorphe
Funktionen das Kurvenintegral auch tiber nur stetige, nicht notwendig stetig differenzierbare
Kurven zu erklaren:

Definition 123 (Integration iiber stetige Kurven). Mit den obigen Bezeichnungen
definieren wir

/f(z)dz = ®q(c(1)) — Po(c(0)).
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Lemma 124. Die vorstehende Definition stimmt fiir stetig differenzierbares ¢ mit der alten
Gberein.

Beweis. Sei c stetig differenzierbar. Wir betrachten die Funktion I : [0,1] — C mit

I(t) == @y (c(t)).

Zu t € [0, 1] gibt es eine holomorphe Abbildung H : G — C, so dass fiir alle s nah bei ¢ gilt
c(s) € G und [H].s) = ;. Fiir diese s ist I(s) = H(c(s)). Also ist I stetig differenzierbar
und I'(t) = H'(c(t))c(t). Weil [H']o) = @ = [fle ist, folgt

I'(t) = fle(®)e(t)

und

By (e(1) = (c(0)) = 1) = 10) = [ F(e(w)etr)ar

Beispiel 125. Wir betrachten die analytische Funktion log(z) auf dem Schlitzgebiet
Gyp := {a:+iy ’x7y€R,y7éOoderx>0}.

Lings jeder stetigen Kurve c : [0, 1] — C\ {0} 148t sich [1]. (o) trivial fortsetzen. Ist ¢(0) € G,
so 1483t sich nach Lemma also auch ®¢ := [log].(o) lings c analytisch fortsetzen. Die Fort-
setzung (®y)seqo,1] liefert einen Keim ®; an der Stelle ¢(1) und damit eine Aquivalenzklasse
holomorpher Funktionen F; auf Gebieten um c¢(1). Fiir ¢ nah bei 1 gilt

1

(il = e

Nach dem Identitétssatz ist daher F = L. Ist insbesondere auch ¢(1) € Gy, so folgt Fi(z) =
C + log z auf jeder zusammenhingenden offenen Menge, die ¢(1) enthilt und auf der beide
Seiten definiert sind.

Nach Definiton [123] ist
Fi(e(1)) = @1(e(1) = loge(0) + | £

c R

Ist ¢ stetig differenzierbar und ¢(1) = ¢(0), so ist nach Satz

d
/‘ Y coniz
C\[0,1] z

Wir werden spiiter sehen, dass das auch fiir Fortsetzungen lings Kurven gilt, die nur stetig
sind. Fiir ¢(1) = ¢(0) € Gy gibt es also ein n € Z mit

d
Fi(z) =logz + Fi(c(1)) —loge(l) =logz + / ?Z = log z + 2min.

O
Beispiel 126. Durch Heben der Singularitét in 1 liefert (%, D) ein Funktionselement

auf D = {z ||z — 1| < 1}. Fortsetzung lings der Kurve c(t) = €*™* liefert den Quotienten
der Fortsetzung von log(z) nach 1— z, aber eine Fortsetzung lings des vollen Kreises ist nicht
moglich, weil der Grenzwert lim;_,q 137:&) = oo wire. Dieses Beispiel zeigt, dass man mit
der analytischen Fortsetzung moglicherweise an Punkten scheitert, in denen man “frither”
schon mal problemlos fortgesetzt hat.

O
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8.2 Homotopie

e Homotopie von Kurven
e Dle erste Homotopiegruppe = Fundamentalgruppe eines Gebietes
e Fortsetzung entlang homotoper Kurven fiihrt zum selben Ergebnis (Monodromie)

e Vollstdndige analytische Funktionen und Riemannsche Fléchen

In diesem Abschnitt sind Kurven und Homotopieabbildungen nur stetig. Wir betrachten
offene Teilmengen G C C, aber die meisten Definitionen und Sétze dieses Abschnitts gelten
genauso fiir einen beliebigen topologischen Raum G.

Definition 127 (Homotopie). Zwei Kurven cg,c; : [0,1] — G mit demselben Anfangs-
punkt und mit demselben Endpunkt heilen homotop (in G), wenn es zwischen ihnen eine
Homotopie gibt, also eine stetige Abbildung

H:[0,1] x [0,1] — G,
fiir die
H(.,0)=c¢y, H(,1)=¢
und
H(0,7) = ¢o(0) = ¢1(0) und
H(1,7) = co(1) = ¢1(1) fiir alle 7 € [0, 1].

Eine geschlossene Kurve ¢ : [0,1] — G heifit nullhomotop, wenn sie homotop zur konstanten
Kurve ¢;(t) = ¢(0) ist.

Beachten Sie
OH='Ho Ho?H® ,H = Se1 @ ¢

weil die beiden ersten (konstanten) Seiten wegfallen. Wenn man die Definition der Homologie
auf stetige Abbildungen ausdehmﬂ sind also homotope Kurven homolog. Die Umkehrung
gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 128. Sei G die zweifach gelochte komplexe Ebene:

Darin betrachten wir die folgende Kurve:

G

5Die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit war nur im Hinblick auf die Integration wichtig.
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Es scheint plausibel, dass sich diese Kurve in G nicht zu einem Punkt zusammenziehen lésst,
dass sie also in G nicht nullhomotop ist. Einen exakten Beweis kann man mit der Theorie
der Uberlagerungsriume gegeben, vgl. Skriptum Topologie. Andrerseits ist diese Kurve in G
nullhomolog. Zur anschaulichen Konstruktion einer 2-Kette mit dieser Kurve als Rand kann
die folgenden Figur helfen:

&

Ein einfaches Kriterium fiir Nullhomologie werden wir im Abschnitt iiber die Umlaufzahl
kennenlernen.

O

Definition 129 (Komposition von Kurven). Fiir stetige Kurven ¢, ¢z,¢ : [0,1] — C
mit ¢;(1) = ¢2(0) definiert man die Hintereinanderausfihrung cicq : [0,1] — C durch

) c1(2t) fir 0<¢ < 3,
Cc1C =
1 e2t—1) firl<t<l.

und die riickwirts durchlaufene Kurve ¢ : [0,1] — C durch
() == c(1 —t).

Beachten Sie bei der Komposition die Reihenfolge. Anders als bei der Komposition von
Abbildungen kommt erst die linke und dann die rechte Kurve zur Anwendung!

Lemma 130. Sei ¢ : [0,1] — G eine stetige Kurve und sei ¢ : [0,1] — [0,1] stetig mit
#(0) =0,¢(1) = 1. Dann gilt:

(i) cc™ ist in G nullhomotop.

(i) co ¢ ist homotop zu c.

Beweis. Zu (i). Eine Homotopie ist gegeben durch

H(tr) = c(2t(1 — 7)) fiir 0 <
T ee— 21— ) i L <

Zu (#). Eine Homotopie ist gegeben durch

H(t,7) =c((1 —7)o(t) + 7t).
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Lemma 131. Seien c1,ca,¢3 : [0,1] — G mit ¢1(1) = c2(0) und c2(1) = ¢3(0). Dann ist
c1(czcs) in G homotop zu (cic2)cs.

Beweis. Nach Definition der Hintereinanderschaltung von Wegen ist

c1(2t) fir 0 <t < 1, c1(4t) fiir 0 <t < 1,
cr(caes)(t) = Qea(dt —2) fir § <t <3, crcaes)(t) = Qea(dt — 1) fiir + <t <4,
c3(4t—3) fiir 3 <t <1 c3(2t—1) fiir £ <t <1
Setze a(r) := 3 — Z,b(r) := 3 — Z und
€1 7(1(71)70(75 - 0)) fir 0 <t <a(r)
H(t,7) =< ¢ Wla(f)(t — a(T)) fiir a(1) <t < b(7),
es (1o (t — b(T)) fiir b(r) <t < 1.
Das liefert die gewiinschte Homotopie. O

Satz 132 (und Definition: Fundamentalgruppe). Seien G C C offen und zp € G. In
der Menge aller stetigen Kurven c : [0,1] — G mit ¢(0) = zo = ¢(1), der Menge der Schleifen
in zo, definiert Homotopie eine Aquivalenzrelation und die Hintereinanderausfihrung von
Kurven eine Multiplikation auf der Menge 71 (G, z9) der Aquivalenzklassen, die diese Menge
zu einer Grupppe macht. Sie heifit die Fundamentalgruppe von G mit Basispunkt zy. Das
neutrale Element ist die Klasse der konstanten Kurve, und die Klasse von c™ liefert das
Inverse der Klasse von c.

Die Homotopieklasse von ¢ wird mit [c] € m1(G, z9) bezeichnet.

Beweis. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation fiir die Schleifen. Nur die Transitivitét er-
fordert eine kleine Rechnung. Selber machen!

Die Multiplikation ist wohldefiniert. Seien Hy, Ho Homotopien zwischen ¢; und é; bzw. zwi-
schen ¢ und é;. Definiere

L H1(2t,7') fiir 0
Ht,m) = {Hg((?tﬁ —1),7) fiir &

Fiir t = 1 ist
H1(2t,7') = Hl(l,T) =zZp = HQ(O,T) = HQ((Qt — 1),7’)
Daher ist H stetig. Rechnen Sie nach, dass
H(t,O) = C1C2, H(t, 1) = 5162.

Die Multiplikation ist assoziativ. Vgl. Lemma m O

Bemerkungen. Die Fundamentalgruppe ist i.a. nicht abelsch, weshalb man die Gruppen-
operation als Multiplikation und nicht als Addition einfiihrt. Deshalb sollte man eigentlich
besser einshomotop statt nullhomotop sagen. Tut man aber nicht.

Nach Definition héngt die Fundamentalgruppe von G vom gewéhlten Basispunkt zg ab. Ist
G aber ein Gebiet und z1 € G ein weiterer Punkt, so gibt es eine Kurve o : [0,1] — G von
z1 nach zg, und [¢] — [oco™"] definiert einen Isomorphismus von (G, z9) auf 71 (G, z1).
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Satz 133 (und Definition: Einfach zusammenhéngend). Sei G wegzusammenhdngend
und sei zg € G. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Jede geschlossene Kurve c: [0,1] — G ist in G nullhomotop.
(i) Fir alle zo in G ist (G, z0) = {1}.
(#3) Fir ein zo in G ist 71 (G, z0) = {1}.

(iv) Je zwei Kurven cg,cy : [0,1] — G mit gleichem Anfangspunkt und mit gleichem End-
punkt sind homotop in G.

In diesem Fall heifft G einfach zusammenhéngend.

Beweis. Zu (i) = (ii). Trivial.
Zu (i) = (4ii). Trivial.

Zu (i1i)) = (iv). Seien ¢y, c; Kurven von p nach q. Wir wéhlen eine Kurve o : [0,1] — G
mit
0(0) =29, o(1l)=p.

Wir schreiben =~ fiir homotop in G. Weil nach dem Lemma die Hintereinanderschaltung
bis auf Homotopie assoziativ ist, verzichten wir in der folgenden Rechnung auf Klammern:

inv

Co = cgCp " C1

~ g"™"acoc" ooy

~ " g™ o oy
—_——
()
Die Kurve (x) ist eine Schleife in zy und nach Voraussetzung nullhomotop. Daher ist
co ~oo™cy ~ .

Zu (w) = (i). Trivial. O

Beispiele 134. Konvexe Mengen G sind offensichtlich einfach zusammenhéngend. Dasselbe
gilt fiir sternférmige Mengen, d.h. solche, die die Verbindungsstrecken von einem festen
“Sternpunkt” zu jedem anderen ihrer Punkte enthalten.

Fiir sternformige Gebiete gilt also 71 (G, z9) = {1}.
Das Schlitzgebiet {z | Re(z) > 0 oder Im(z) # 0} ist nicht konvex, aber sternformig.

In der gelochten Ebene C* = C\ {0} ist der Kreis c(t) = €,0 < ¢t < 27 nicht nullhomo-
log, weil das Integral von % dariiber nicht verschwindet. Also ist dieser Kreis auch nicht
nullhomotop, und m; (C*, 1) ist deshalb nicht trivial. Man kann zeigen, dass w1 (C*) = Z.

Die Fundamentalgruppe der zweifach gelochten Ebene, vgl. Beispiel ist nicht abelsch,
sondern isomorph zur freien Gruppe mit zwei Erzeugenden.

O
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Satz 135 (Monodromiesatz). Seien G C C ein Gebiet, w € G und [f],, ein Funktions-
keim, der sich lings jeder in w beginnenden Kurve c : [0,1] — G analytisch fortsetzen lijst.
Sind dann ¢ und é zwei in w beginnende homotope Kurven zum Punkt w* und sind [f1]w=
und [f1]w+ aus [f]w entstanden durch analytische Fortsetzung lings ¢ bzw. ¢, so gilt

[filws = (i)

Verkiirzt: Analytische Fortsetzungen lings homotoper Kurven fiihren zum selben Ergebnis.

Beweis. Sei H : [0,1]?> — G eine Homotopie zwischen ¢ =: ¢y und ¢ =: ¢;.

Jeder Kurve v : [0,1] — [0,1]?> =: R mit v(0) = (0,0) entspricht eine Kurve H oy in G
und eine analytische Fortsetzung von [f], lings dieser Kurve. Wir nennen das kurz die
Fortsetzung lings . Dem positiv durchlaufenen Rand ~g von R entspricht die Fortsetzung
langs cg, dann ldngs einer konstanten Kurve in w*, dann der riickwéartigen Fortsetzung langs
c1 und schliefflich ldngs einer konstanten Kurve in w. Es geniigt zu zeigen, dass das Ergebnis
dieser Fortsetzung wieder [f],, ist, dann ist die riickwiirtige Fortsetzung lings ¢t gleich der
lings ¢f™ und damit sind auch die Vorwirts-Fortsetzungen gleich. Wir teilen R horizontal
in der Mitte und betrachten die in der Abbildung dargestellten Kurven ; und 7, um die

Teilrechtecke R, bzw. Ro

-—
R,
-—
R T l —> "%
l ;
i

Die Fortsetzung lings 7y1y2 ist dann gleich der ldngs des Randes vy von R:

R,

R,

Wenn wir annehmen, dass die Fortsetzung langs vy nicht zum Ausgangselement zuriickfiihrt,
dann gilt dasselbe fiir 7; oder 5. Nehmen wir an, die Fortsetzung lings 7, fithrt nicht zum
Ausgang zuriick. Dann halbieren wir Rs vertikal und fithren dasselbe Argument durch. Wir
erhalten zwei Schleifen 73,74, von denen eine nicht zum Ausgang zuriickfiihrt.

Ya 4
R, R,
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Durch Wiederholung dieses Verfahrens erhalten wir eine geschachtelte Folge
RODOR,, DR,,D...

von kompakten Rechtecken, deren Durchmesser gegen 0 geht, so dass die analytische Fortset-
zung lings des ‘gestielten’” Umlaufs 7, um R, nicht zum Ausgang zuriickfiithrt. Genauer
sei vy, wie folgt konstruiert: Wir setzen by := Zle 3% = % (1 — 3%) und

e durchlaufen mit oy, : [0,b;] — R den “Stiel”, so dass ox|[op,_,] = ox—1 und

— Okl|[by_,,b,) Konstant ist, falls oy _1(br—1) bereits die linke untere Ecke von R,
ist, und

— Okl ,b,) andernfalls die “Stielverléngerung” liefert.
e Auf dem Parameterintervall [by, 1 — by] durchlaufen wir den Rand von R,, und

e auf [1 — by, 1] den “Stiel” riickwérts.

Der Durchschnitt der R,,, enthdlt genau einen Punkt z,, und die Konstruktion liefert eine
stetige Kurve o(t) := o(t) fiir 0 < ¢t < b;, in R von 0 nach 2. Wir setzen zo := H(Zoo).
Sei (f, D) ein Funktionselement, so dass [f]... die analytische Fortsetzung von [f],, lings o
(d.h. nach unserer Konvention lings H o o) ist.

Dann sieht H o v, fiir grofles k so aus:

Die Schleife verléuft ganz in D und die Fortsetzung
von [flw langs H o oy, ist [f]w,, wo

wy = Hoo(by) = H o oy(b,) L

/fH Yo

ist. Die Fortsetzung von [f]., ldngs der Schleife ist
dann trivial, fiihrt also auf [f],, zuriick. Das gilt
dann auch fiir die “gestielte” Schleife, und wir erhal- w

ten einen Widerspruch zu unserer Annahme.

O

Beispiel 136. Man kann zeigen, dass jede stetige Kurve in einem Gebiet G C C in G
homotop zu einem Polygonzug mit gleichem Anfangs- und Endpunkt ist, und dass man an-
dererseits jeden Polygonzug stetig differenzierbar(!) parametrisieren kann. Darum liefert die
analytische Fortsetzung eines Keims ldngs stetiger Kurven in G nach dem Monodromiesatz
dieselben Funktionskeime wie die Fortsetzung ldngs stetig differenzierbarer Kurven.

O

Definition 137 (Riemannsche Fliche eines Funktionskeims). Sei ¢ ein holomorpher
Funktionskeim und R4 die Familie aller Keime, die durch alle moglichen analytische Fort-
setzung von ¢ ldngs stetiger Kurven in C entstehen. Dann heifit R4 die von ¢ erzeugte oder
induzierte Riemannsche Fliche. Auf Ry betrachten wir zwei Abbildungen, die Fufpunktab-
bildung

P : Ry = C,[fl.— 2

und die von ¢ erzeugte vollstindige analytische Funktion

Fg:Ry — C,[f]. — f(2).
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Die vollsténdige analytische Funktion ist also wirklich eine Funktion. Thren Definitionsbe-
reich bringt sie gewissermafien mit. Allerdings ist die Riemannsche Fliche einstweilen nur
eine Menge, und es unklar, in welchem Sinne F4 analytisch oder auch nur stetig sein sollte.

Beispiel 138 (Die Riemannsche Fliche des Logarithmus). Fiir den Keim [log]; des
Hauptwertlogarithmus in 1 schreiben wir kurz log. Ist (¢¢)¢c[o,1] eine analytische Fortsetzung
von log langs einer Kurve ¢ und schreibt man ¢; = [f¢]c(1), so definiert

e’ = [e]
eine analytische Fortsetzung von €!°8 = [z];. Aber die ist trivial. Ist daher ¢ = [f]., € Riog,

so ist
P AC)

fiir alle z nah bei zg. Das Funktionselement f zum Keim ¢ ist also ein lokales Inverses der Ex-
ponentialfunktion. Sein Funktionswert ist f(zg) = log |20|+ic, wobei @ modulo 27 eindeutig
bestimmt ist. Der Wert hingt ab von der Kurve, die man fiir die analytische Fortsetzung
benutzt hat, und weil jeder Umlauf um 0 der Winkel um 27 erhéht oder vermindert, ist es
klar, dass Riog die Keime aller lokalen Inversen von exp enthélt.

Wir betrachten nun die Abbildung
n:C— Riog, wr— [fw]e“’-

Dabei sei f,, “die” auf einer Umgebung von e* definierte lokale Inverse der Exponentialfunk-
tion mit f,(e") = w. Offenbar ist  wohldefiniert und eine Bijektion, die es erlaubt, Riog
mit C zu identifizieren. Bezeichnet Fiog : Riog — C, [f]: — f(2) die vollstédndige analytische
Funktion zum komplexen Logarithmus, so folgt

flog(n(w)) = }-log([fw}ew) = fw(ew) = w.

Das hilft, sich Rjog vorzustellen, wenn
man noch beachtet, dass fiir die Fuf}-
punktabbildung p : Risg — C\ {0} gilt

pon(w) =e".

Die Projektion p wickelt also Riog

auf die punktierte Ebene genauso auf, |
wie die Exponentialfunktion das mit C

macht.

O

Beispiel 139 (Die Riemannsche Fliche der Wurzel). Die Funktion z — 22 hat auf
einer Umgebung von 1 ein lokales Inverses, dessen Funktionskeim in 12 = 1 wir mit va
bezeichnen. Das Argument aus dem vorigen Beispiel zeigt, dass

f2)? =2

fir alle g = [f]. € R Ve Also ist f eine lokale Quadratwurzel, deren Vorzeichen vom bei der
analytischen Fortsetzung benutzen Weg abhiingt. Uberlegen Sie, dass R Ve die Keime aller

lokalen Quadratwurzeln enthilt. Beachten Sie auch, dass z — 22 in 0 nicht lokal invertierbar
ist, so dass R Ve keinen Keim in 0 enthélt.
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Wir definieren eine Abbildung
n:C\{0} =R~ wr .

Dabei soll ¢, der Keim eines lokalen Inversen der Quadratfunktion im FuBpunkt w? sein,
fiir den ¢,,(w) = w. Das liefert wie im vorangehenden Beispiel eine Bijektion, und es gilt

F o (n(w)) =

pon(w) = w?

Beispiel 140. Auf der Menge {z | Re(z) > 1 oder Im(2) # 0} ist durch

/2 1= 6% log(z—l)eé log(z+1)

eine holomorphe Funktion definiert, und wir setzen deren Keim in irgendeinem Punkt (z.B.
2) analytisch fort. Bei Uberschreiten des Strahls {z ’z =z < —1} springt in beiden Ex-
ponenten der halbe Logarithmus um =i, d.h. beide Faktoren der rechten Seite erben ein
Minuszeichen: Die Funktion 148t sich auf dem Strahl holomorph ergénzen. Es bleibt nur die
abgeschlossenen Strecke zwischen —1 und +1 auf der reellen Achse als Liicke im Definiti-
onsbereich.

Bei analytischer Fortsetzung iiber diese Liicke “wechselt die Wurzel das Vorzeichen”. Die Rie-
mannsche Fliche ist in diesem Fall nicht mehr so einfach zu parametrisieren, sie “besteht” aus
zwei zwischen —1 und +1 geschlitzten komplexen Ebenen, bei denen die gegeniiberliegenden
Rénder der Schlitze verklebt sind.

O
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8.3 Die Garbe Og4

e Die Garbe der Keime holomorpher Funktionen

e Die Topologie der Riemannschen Fliche

In diesem Abschnitt sei G ein Gebiet.

Definition 141. (i) Wir nennen die Menge
O¢ :={o=1f]. ‘ z € G und ¢ Keim einer holomorphen Funktion in z }
die Garbe der Keime holomorpher Funktionen auf G und die Abbildung
p:0c—G, [fl.r2
die Fufpunktabbildung oder -projektion der Garbe.
(ii) Fiir ein Gebiet D C G und holomorphes g : D — C setzen wir
N(g,D):={lgl: |[2€ D} c O¢
und damit fiir ¢ € Og

Ny :={N(9,D) |z:=p(¢) € Dund [g]. = ¢ }.

Lemma 142. FEs gilt

(i) Fir N(g,D) € Ny ist ¢ € N(g, D).
(it) Fir alle Ny € Ny,, No € Ny,, und ¢3 € N1 N Ny gibt es ein N3 € Ny, mit

N3 C N1 N Ns.

(iii) Zu jedem ¢ € N(g,D) C O¢ ist N(g, D) € Ny.
(v) Zu allen ¢1 # ¢o gibt es N1 € Ny, , Ny € Ny, mit

Ni NNy =0.

Die Eigenschaften (i), (it) bedeuten, dass die Familie (Ny)gco. eine Umgebungsbasis bilden.

Beweis. (i) und (iii) sind trivial.

Zu (4). Ist Nj = N(g;,D;),7 = 1,2 und ¢ € Ny N Ny, so ist z := p(¢) € Dy N Dy und
[91]: = @ = [g2].. Also ist g1 = g2 auf der Zusammenhangskomponente D3 von D N D3 in

der z liegt und N3 := N (g1, D3) erfiillt die Behauptung.

Zu (). Ist p(é1) # p(@2), so wihlen wir Reprisentanten (f1, D;) fiir ¢1 und (fo, D2) fiir

¢2 mit D1 N Dy = 0 und setzen N; := N(f;,D;).

Ist aber p(¢1) = p(¢2), und sind (f;, D;) fiir j = 1,2 Représentanten von den verschiedenen
Keimen ¢;, so konnen wir ohne Einschrénkung annehmen, dass D = Dy =: D ein (zusam-
menhéngendes!) Gebiet ist. Wir setzen N; := (f;|p, D). Dann ist offenbar N; € Ny, und
es gilt N1 N Ny = (). Sonst hiitten nimlich f; und fo in einem z € D denselben Keim und

wiéren nach dem Identitétssatz auf D gleich. Widerspruch!
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Satz 143 (Topologie von Og). Sei G C C ein Gebiet. Wir nennen U C Og offen, wenn
es zu jedem ¢ € U ein N € Ny gibt, so dass N C U. Dann gilt:

(i) Die Mengen N € Ny sind offen.
(ii) Die offenen Mengen in Og bilden eine hausdorffsche Topologie.

(iii) Die Fufipunktabbildung p : Og — G ist stetig beziiglich dieser Topologie und ein lokaler
Homdomorphismus.

(iv) Die Abbildung F : Og — C,[f]. — f(z) ist stetig.

Beweis. Zu (i). Die N(g, D) sind offen nach Teil (iii) des Lemmas.

Zu (ii). Esist klar, dass die leere Menge und O¢ sowie die Vereinigung beliebiger Familien
offener Mengen offen sind. Sind U,V C O¢ offene Mengen und ist ¢ € U NV, so gibt es
N1, Ny € Nz mit Ny C U, Ny C V. Nach Teil (iv) des Lemmas gibt es dann ein N3 € N
mit N3 C Ny NNy C UNV. Also ist der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen wieder
offen. Damit sind die Axiome einer Topologie erfiillt. Die Hausdorff-Eigenschaft folgt aus
Teil (iii) des Lemmas.

Zu (#i). Fiir jedes Funktionselement (g, D) und offenes H C G ist

p'(H)={lgl: |z€ H} = N(glpnu, DN H).

Daher ist p stetig. Fiir D C G offenbar p|y (g, py offenbar injektiv, also bijektiv auf D. Weil
p(N(g, D)) = D, bildet p offene Mengen auf offene Mengen ab, und p|y4,py : N(g, D) — D
ist ein HomGomorphismus.

Zu (). Sei V C C offen. Fiir jedes Funktionselement (g, D) ist

N(g, D)nF 1 (V) ={lg): |9(x) eV} = N(g,97"(V)).
Damit ist (V) als Vereinigung offener Mengen offen.
O

Bemerkung. Das Gebiet G spielt in den obigen Betrachtungen eine Nebenrolle. Man kénnte
einfach den Fall G = C und p : O¢ — C betrachten. Fiir ein Gebiet G C C ist dann
O¢ = p~1(G) eine offene Teilmenge von Oc¢, die Einschrinkung der Garbe O¢ auf G.

Satz 144 (Analytische Fortsetzung und Kurven in Og). (i) Ist ¢:[0,1] — Oc¢ ei-
ne stetige Kurve, so ist (&(t))ie(0,1) die analytische Fortsetzung von ¢(0) ldngs c := poc.

(ii) Ist umgekehrt (¢¢)ico,1] die analytische Fortsetzung eines Keims ¢o lings der Kurve
¢ :]0,1] — C, so definiert é(t) = ¢ eine stetige Kurve in O¢ mit po ¢ = ¢ und

¢(0) = ¢o.

Beweis. Zu (i). ¢(t) ist ein Keim an der Stelle ¢(t) = p(é(t)). Ist é(t) € N(g, D), so gibt
es ein § > 0, so dass é(s) € N(g,D) fir alle s € [0,1] mit |s — t| < §. Das bedeutet aber
¢(s) = [gle(s), und das ist genau die Bedingung fiir die analytische Fortsetzung.

Zu (#). Zu zeigen ist nur, dass ¢é stetig ist. Zu ¢t € [0,1] gibt es ein 6 > 0 und ein Funkti-
onselement (g, D), so dass c(s) € D und ¢s = [g]c(s) fiir alle s € [0,1] mit |[s — | < §. Das
bedeutet aber &(t) = (p|n(g,p)) " (c(s)) und damit die Stetigkeit von é. O
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Weil O¢ nach Satz [I43] lokal homdomorph zu C ist, ist es lokal wegzusammmenhéngend.
Daher sind die Wegzusammenhangskomponenten von Og auch die Zusammenhangskompo-
nenten. Der letzten beiden Sétze liefern daher als Folgerung

Satz 145. Die Riemannsche Fliche des Keims ¢ ist die ¢ enthaltende Zusammenhangs-
komponente von Oc. Die vollstindige analytische Funktion Fy : Ry — C ist stetig.

Die Geschichte ist hier noch lange nicht zuende. Die Riemannschen Flidchen haben nicht nur
eine Topologie, sondern die Struktur einer analytischen Mannigfaltigkeit, und die vollstéandige
analytische Funktion ist darauf holomorph. Weiter ist es interessant, Riemannsche Flachen
durch sogenannte Verzweigungspunkte zu vervollstdndigen, indem man zum Beispiel die
Abbildung n : C\{0} — R~ erginzt durch durch n(0) := [0]p. Erzéhlt werden solche
Fortsetzungen der Geschichte in Vorlesungen iiber Riemannsche Flichen.
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9 Umlaufzahl und Homologie

e Definition der Umlaufzahl eines Zyklus
e Wann ist ein 1-Zyklus nullhomolog? Das Homologiekriterium von Artin

e Die Umlaufzahlversion der Cauchyschen Integralformel

Ein 1-Zyklus war eine Verallgemeinerung einer geschlossenen Kurve, nédmlich eine 1-Kette,
deren Rand = 0 ist. Das bedeutet, dass jeder Punkt von C gleich oft als Anfangspunkt
wie als Endpunkt einer Kurve in der Kette auftritt, wobei die durch die Koeffizienten der
Linearkombination gegebenen Multiplizitédten beriicksichtigt werden miissen. Wir betrachten
auch stetige 1-Zyklen, d.h. Linearkombinationen stetiger Kurven mit Rand = 0. Das Integral
von holomorphen Funktionen iiber stetige 1-Zyklen ist dann definiert.

Fiir eine 1- oder 2-Kette C = > mycy mit paarweise verschiedenen ¢j definieren wir den
Tréager von C als die Menge

C| == JBild ey,
wobei die Vereinigung iiber alle k gebildet wird, fiir die my # 0 und ¢ nicht konstant ist.

Definition 146 (Umlaufzahl). Fiir einen stetigen 1-Zyklus ¢ in C und zy ¢ |¢| definieren

wir die Umlaufzahl als
1 dz

2mt J. 2z — 2o

Uml(c, z9) :=

Beispiel 147. Fiir den n-fach durchlaufenen Kreis c(t) = a + €™ 0 <t < 1, ist

t=n.

1 1 i 2mint
Uml(c, a) = / r2mine”™™
0

2711 T.e27r7,'nt

Fiir ein Rechteck R gilt

1, falls zg innerer Punkt von R,

Uml(0R =
ml(9R, zo) {0, falls 29 ¢ R.

vgl. Beispiel [65] bzw. den Cauchyschen Integralsatz.

Satz 148 (Umlaufzahl).
(i) Die Umlaufzahl Uml(c, zo) eines stetigen 1-Zyklus ist ganzzahlig.

(ii) Ist c einstetiger 1-Zyklus und liegen zg und z1 in derselben Zusammenhangskomponente
von C\ |¢|, so gilt
Uml(c, z0) = Uml(e, 21).

(#ii) Sind ¢ und ¢ in C\ {z0} homotope geschlossene Kurven, so gilt

Uml(¢, z0) = Uml(e, 2p).

(iv) Sind die stetigen 1-Zyklen ¢ und ¢ in C\ {29} (stetig) homolog, so ist

Uml(é, zg) = Uml(c, 2o).
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Beweis. Zu (i). Sei zunéchst ¢ : [0,1] — C eine stetig differenzierbare Kurve, die zy nicht
trifft. Wir betrachten die Funktion

(t) = (elt) — ) exp (— L f) = el - =y (- [ Y.

Die Ableitung ist

Mﬂ:(dﬂ—@@—w@dsﬂ%>am(—Aiﬁ?#%):0
Also ist h konstant vom Wert h(0) = ¢(0) — zo. Daher ist
o([£5) -2

Nach dem Beispiel - vgl. auch Ubungen - und dem Monodromiesatz gilt das auch
fiir stetige Kurven.

Ist nun ¢ = ) mycy ein stetiger 1-Zyklus, so ist

d 1) — e
exp / )= H () — 20
cZ— 20 ck(0) — 2o
WEeil in einem Zyklus jeder Punkt sooft als Endpunkt wie als Anfangspunkt einer Kurve
vorkommt, stehen im Zahler und Nenner des Produktes dieselben Faktoren, es ist also = 1

und J
/ : _ _onin, neZ
c® — X0

Zu (ii). Das Umlaufintegral ist stetig in z¢ auf dem Komplement von |¢| und deshalb nach
(i) auf den Zusammenhangskomponenten konstant.

Zu (#i). Monodromiesatz.

Zu (iv). Cauchyscher Integralsatz fiir stetige Ketten, vgl. Anhang m O

Satz 149 (Artinsches Homologiekriterium). Ein 1-Zyklus c ist in G nullhomolog genau
dann, wenn Uml(c,a) = 0 fiir jedes a im Komplement von G.

Wenn ¢ nullhomolog in G und a ¢ G ist, ist ¢ erst recht nullhomolog in C\ {a}. Dann ist

aber nach dem Cauchyschen Integralsatz Uml(c,a) = 5 [ & =0.

Wir bereiten den Beweis der Umkehrung durch drei Hilfssétze vor, von denen zumindest der

erste auch sonst von Interesse ist. Fiir die Beweise erinnern wir daran, dass fiir ein singuléres
Quadrat C': [0,1]? — G gilt:

aC = ®C(1,t) © C(0,£) © C(t, 1) ® C(t, 0).

Wir schreiben

C1 EC%

wenn ¢; und ¢y in G homolog sind.

Lemma 150. Seic: [0,1] — G eine Kurve. Dann gilt
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(i) Fiir 