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1 Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Differenzierbarkeit bedeutet Differenzierbarkeit vom Typ C'°.

Definition. Sei m € N. Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension m ist
eine Menge M zusammen mit einer Familie injektiver Abbildungen

Ug : M DU, - R™ a€ A,

so daf folgendes gilt:

(i) M =U,.
(ii) Fir alle o, 8 € A ist
ugouy’ : R™ D up(Uy NUg) — ug(Uy NUg) C R™
ein Diffeomorphismus offener Teilmengen des R™.

(iii) Die Familie (utq,Uqy)aca ist maximal beziiglich der Eigenschaft (ii).

Die uq : Uy — R™ heiflen Karten fiir M, eine Familie (uq, Us)aca mit (i)-(ii) heifit
ein Atlas fiir M, und ein maximaler Atlas heifit auch eine differenzierbare Struktur
fir M.

Die Abbildungen ug o ug?! : uo(Us NUg) — ug(Us N Up) heifien Kartenwechsel.

Bemerkungen. 1. Jeder Atlas ist in einem eindeutig bestimmten maximalen Atlas
enthalten. Deshalb bezeichnet man auch eine Menge mit einem nicht notwendig
mazimalen Atlas als differenzierbare Mannigfaltigkeit.

2. Die Familie (U, )aca bildet die Basis einer Topologie fiir M (kanonische Man-
nigfaltigkeitstopologie): Die offenen Mengen von M sind gerade die beliebigen Ver-
einigungen von Mengen U,.

3. Wir setzen stets voraus, dafl unsere Mannigfaltigkeiten mit dieser Topologie das
Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiilllen und eine abzihlbare Basis der Topologie
besitzen.

Beispiel 1. Die Untermannigfaltigkeiten Euklidischer Vektorrdume aus Diffgeo I
sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten im neuen Sinne. Umgekehrt ist jede ab-
strakte Mannigfaltigkeit ,,diffeomorph® zu einer solchen Untermannigfaltigkeit (Whit-
neyscher Einbettungssatz).

Beispiel 2 ( Reeller projektiver Raum RP™). Wir betrachten auf der Einheits-
sphére S™ die Aquivalenzrelation z ~ £+ und die Restklassenmenge

RP™ = §™/ ~ .
Wir bezeichnen die Restklasse von = (21, ..., Zmy,41) mit [2] und setzen

Us = {[] |20 # 0}
X1 Ta—1 Ta+l xm-ﬁ-l)

Uy : Uy = R [2] = (—, ..., , ey
e Lo Ta e

fir a =1,...,m + 1. Das ist dann ein Atlas fiir RP™.



Definition. Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, G C M offen. Eine
Abbildung f: M D G — N heifit differenzierbar, wenn fiir alle Karten u, von M
und vg von N die Abbildung vg o f oug ! differenzierbar (im Sinne der Analysis IT)
ist.

Definition. Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und sei
pe M.

(i) Die Menge
C*(p) :={¢ : G — R differenzierbar; G offene Umgebung von p}

tragt offensichtliche additive und multiplikative Strukturen. Identifiziert man
zwei Funktionen in C'*°(p), wenn sie auf einer offenen Umgebung von p gleich
sind, so erhélt man eine Aquivalenzrelation und als Restklassenmenge nach
dieser den Raum der Keime differenzierbarer Funktionen in p.

(ii) Eine Abbildung v : C*°(p) — R, ¢ — v - ¢ mit den Eigenschaften

v-Ap+pup) = -op+pv-1p, ApueR
v (oY) = (v-9)Y(p) + o) (v- )

heifit eine Derivation in p.

(iii) Die Menge der Derivationen in p bildet einen R—Vektorraum, den Tangenti-
alraum T, M von M in p.

Satz 1. Sind M, p wie in der Definition, und ist u eine Karte fir M um p, so sind
die

0

aui

dpou)
lp: @ T'u(p)’

i=1,....m

Derivationen in p. Sie bilden eine Basts fir T,M.
Wir bezeichnen mit du; : T,M — R die Vektoren der dualen Basis:

0
v= Zdui(v)a—m|p.

Beweis. 1. Aus der Definition der Derivation folgt v -1 = 0 und damit v- A = 0 fiir
konstante Funktionen A.

2. Nach einem Lemma aus Diffgeo I 148t sich ¢ in einer Umgebung von p schreiben
als

¢ =(p) + (w1 —ar)(grow) + ... + (tm = am)(gm o W),

wobel a = (ay, ..., ay,) = u(p), und die g; C*°~Funktionen auf einer Umgebung von
a mit
_9(gout)
5@ = 225 a),
sind.

3. Daraus folgt

9(gou")
8951

d(gout)

v-p=v-uy (@) +...+v-up oy (a).



Dabher ist v durch die v - u; vollstindig bestimmt, die Abbildung
T,M —=R™ v (V-up, ...,V Up)

ist injektiv. Sie besitzt ein Inverses:

0 0
(yl,---,ym)Hylaiulb"'---ymﬂb-

O

Satz 2. Mit den Bezeichnungen des vorangehenden Lemmas seien T M die Ver-
emnigung aller Tangentialrdume an M und 7w : TM — M die kanonische Projektion.
Dann definiert fiir jede Karte v : U — R™ von M

U .= 7r_1(U)7ﬂi = U O T, Uy 2= dUy

eine fiir TM. Die Menge dieser Karten bildet einen Atlas der TM zu einer 2m-
dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit macht.

Definition. Sei f : M — N eine differenzerbare Abbildung zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten und sei p € G. Dann definiert man das Differential
dpf : TyM — Ty N durch

dpf(v)-¢:=v-(¢o f) fiir alle v € T,M und ¢ € C*(f(p)).

Das ist eine lineare Abbildung.

2 Integration von Vektorfeldern

Definition. Sei X € I'(T'M) ein differenzierbares Vektorfeld auf der Mannigfaltig-
keit M. Eine Kurve ¢ : R D J — M auf dem Intervall J heifit eine Integralkurve
von X, wenn ¢(t) = X fiir alle ¢ € J. ¢ heifit mazimal, wenn es sich nicht als
Integralkurve auf ein grofleres Intervall fortsetzen 148t.

Bemerkung. Ist ¢ eine Integralkurve von X und ¢(J) C U im Definitionsbereich
einer Karte u : U — R™, so gilt

. a9 x~duioc) O
C_Zduz(c)%|C_ZTaui‘m

— a — . -1 78
Xc*ZXi(C)aiuih*Z(X’Lou )(uoc)aui|c'

Daf§ ¢ eine Integralkurve von X ist, ist also dquivalent zu dem folgenden System
gewohnlicher Differentialgleichungen:

de:
% = (X;ouN(er,. .o yen), i=1,...,n,
fiir die reellen Funktionen ¢; := u; o ¢. In diesem Sinne ist ein Vektorfeld eine Dif-
ferentialgleichung. Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen weif3
man, daf} ein solches System (mit differenzierbaren Funktionen X; o u~!) bei gege-
benen Anfangswerten ¢;(a) eine Losung hat, die bis auf eventuelle Erweiterung des
Definitionsbereiches auch eindeutig ist. Genauer gilt:



Satz 3 (Maximaler Fluf3 von Vektorfeldern). Sei X ein differenzierbares Vek-
torfeld auf der Mannigfaltigkeit M. Dann gibt es eine offene Umgebung W wvon
{0} x M C R x M und eine differenzierbare Abbildung

O:W — M, (t,p) — ®(t,p) = ®(p)

mit folgenden Figenschaften:

(1) Fir jedes p € M ist J, := {t|(t,p) € W} ein offenes Intervall um 0.
(11) ®9 = Idyy
(i1i) Fir jedes p € M ist J, 5 t — ®.(p) eine mazimale Integralkurve von X,
insbesondere

d
a‘h(ﬁ) = Xo,(p)-

W und ® sind durch diese Figenschaften eindeutig bestimmt. ® heiffit der maximale
Fluf des Vektorfeldes X. (Ohne die Forderung der Mazimalitit ist ® bis auf den
Definitionsbereich eindeutig.)

Ist M kompakt, oder hat X kompakten Trdger, so gilt

W =R x M,
®, : M — M ist fiir jedes t € R ein Diffeomorphismus, und
D,y = Py 0D, fiir alle s,t € R. (1)

Man sagt, ® ist eine 1-Parametergruppe von Diffeomorphismen.

Ist (t,p) € W, so bildet ®; im allgemeinen eine offene Umgebung von p diffeo-
morph ab und (1) gilt fiir hinreichend kleines |s|, |t| auf einer offenen Umgebung von
p. Man nennet ® dann auch eine lokale 1-Parametergruppe von (lokalen) Diffeo-
morphismen.

Bemerkung. Dies ist im Kern ein Standardsatz aus der Theorie gewthnlicher Dif-
ferentialgleichungen iiber maximale Losungen und die differenzierbare Abhéangigkeit
solcher Losungen von den Anfangsbedingungen. Fiir die Reduktion der differential-
geometrischen Formulierung auf die analytische vgl. [Gromoll, Klingenberg, Meyer:
Riemannsche Geometrie im Grofien, Springer LNM 55, 1968, §8]. Interpretiert man
das Vektorfeld als Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Stromung, so liefert der
FluBl gerade diese Stromung.

Beispiel 3. Seien M = 52, X(z.y,2) = (=9, 2,0). Dann ist

Oy (z,y,2) = (cost v —sint y,sint x + cost y, 2).

Fiir die Gauffelder 8%” einer Karte sind die Integralkurven gerade die Koordina-
tenlinien. Hat man umgekehrt m iiberall linear unabhéngige Vektorfelder, so kann
man fragen, ob sie die Gauffelder einer Karte sind, d.h ob ihre Integralkurven als
Koordinatenlinien taugen. Im allgemeinen ist das nicht der Fall, weil Gaufifelder
verschwindende Lieklammer haben. Das ist also eine notwendige Voraussetzung.
Wir wollen im folgenden zeigen, daf} sie auch hinreichend ist.



Definition. Ist X € I'(M) ein Vektorfeld auf M und f : M — N ein Diffeomor-
phismus, so definieren wir f, X € I'(IV) durch

(feX)q = df (Xf-1(q))-
Offenbar sind X und f,X dann f-verwandt.
Lemma 1. Es gilt

Jege X = (fg)*X

Ist ® der maximale Fluf von X, so ist
(q)t)*X = X7

wo beide Seiten definiert sind.

Beweis. Zunichst ist

(f9:X)p = df (9:X-1(p)) = df (dg(Xg=1(4-1(p)))) = d(f9)(X(1g)-1(p)) = ((f9)xX)p.
Die zweite Behauptung folgt aus

d
(PsiX)p = dq)S(X<I>_s(p)) =d®s(—; o(p) = — 5P (p)
dt|_, dt|_,
d d
= —| & = —| ®(p) =X,.
il s+t(p) = o . (p) = Xp

Satz 4 (Geometrische Interpretation der Lieklammer). Seien X,Y Vektor-
felder auf der Mannigfaltigkeit M. Sei ® der mazximale Fluf$ von X. Dann gilt

1
(X, Y], = lim —{Y, — (B..Y), }

Beweis. Sei ¢ eine C*°-Funktion. Dann gilt
(Yp - ((I)t*y)p) p=(Y- ¢)p — (.Y - ¢)p
=(Y- d’)p - (dq)t(ydht(p))) ¢
= (Y- 0)p—Yo_,p) - (00 P:)
Wir benutzen nun wie schon im letzten Abschnitt, daf} sich ¢ o ®; schreiben 148t als
(boq)t = ¢+tw(ta)
mit einer differenzierbaren Funktion v, fiir die 4(0,.) = X - ¢. Es folgt
Yo = (20Y)p) 0= (Y 9)p = Yo_,p) - (9 + (2, )
=Y 0)p = (Y- Po_,p) — Yo, - (1)

Fiir den Grenzwert finden wir

1 1
lim = (Y, = (20.Y),) - ¢ = lim = ((V - )y = (V- D)o_,») — Im Yo_ ) - U(E,.)

Durch Anwendung des letzten Satzes auf (®;).Y erhilt man



Korollar 1. Fir hinreichend kleines s gilt unter denselben Voraussetzungen

(®).[X, Y] = Jim {(8).Y — (2,7}
S (®¢).Y.

_ﬁ\t:s

Beweis. Folgt aus Satz 4 und Lemma 1. O
Satz 5. Sind X,Y Vektorfelder auf M mit maximalen Flissen ®,V, so gilt
D0V, =T, 0P, fiir alle s,t — [X,Y]=0.

Wenn [X,Y] = 0, sagen wir die Vektorfelder X und Y kommutieren. Die Fliisse
kommutieren also genau dann, wenn die Vektorfelder kommutieren.

Beweis. Fiir festes ¢ erhalten wir

d d
%q’tq’s@ft(]?) = d@t(%\ps(@,t(p))) =d®(Yu,o_,(p))

=d®(Yo_,0,v.0_,(p) = (PtsY)a,v.0_,(p)-

Kommutieren die Fliisse, so ist ®; 0V 0P_; = U, also Y = (P;),Y und aus Satz 4
folgt [X,Y] = 0.

Ist umgekehrt [X,Y] = 0, so folgt aus dem Korollar (®;),Y = Y, und daher ist
P, 0V, 0P_; der Flu von Y, also oV, 0 P_;, = U,. O

Korollar 2. Seien X,..., Xy punktweise linear unabhingige, paarweise kommu-
tierende Vektorfelder auf M. Dann gibt es um jedes p eine Karte u : U — R™ fiir
M, so dafl firl1 <i<k

0
[“)ul- ’

Xilu =

Ein Basisfeld ist also genau dann lokal ein Gauf$sches Basisfeld, wenn die Vektor-
felder paarweise kommutieren.

Beweis. Sei v:V — R™ eine Karte um p. Wir kénnen annehmen, daf v(p) = 0,
und daf

0 0
Xilpy ooy Xilpy = 5ovvy ——
1lp k|p akarl p avm I
linear unabhingig sind. Seien ®!, ..., ®* die maximalen Fliisse von X1,..., Xj.
Definiere auf einer Umgebung von 0 € R™:
O(x1,. . Ty) = <I>31cl 0...0 @’;k(vfl(O, e 0, Tt 1y )

Dann gilt z.B.

9 (1 Tm) = ifbk 0®2 o...0®1 (y71(0 0, Trt+1 Tm))

axk yeeyLm 8xk T Zo Th1 geees Uy 413+ Tm

:Xk\@f;koéizo...oéll‘l;il(v*l(O ..... 0,2k i1,y Tm))

= Xki¢((z1,00,m))



und ebenso fiir jeden Index j € {1,...,k}. Weiter gilt fiir j > k:

0 Y
_0
8vj‘p'

Also ist dp¢ ein Isomorphismus und ¢ besitzt nach dem Umkehrsatz auf einer of-
fenen Umgebung von p ein differenzierbares Inverses, welches eine Karte v mit den
gewiinschten Eigenschaften ist. O

Beispiel 4 (Asymptotenkoordinaten). Seien f : M — R® eine Fliche mit
konstanter negativer Kriimmung K = —a® und p € M. Dann gibt es auf einer
Umgebung von p definierte orthonormale Vektorfelder Y7, Y5 mit

AY; = NY5, A <0 <A,
wobei nach der Gaufgleichung dann A\ Ay = K. Definiere p := 1/4/a? + A% und
X1 = ,U,(CLYi - /\1}/2), Xg = ,u(—aYl - )\1Y2).

Nach einiger Rechnung ergibt sich [X;, X3] = 0, und weil die beiden Felder offenbar
linear unabhangig sind, sind sie die Gauffelder einer Karte um p. Weiter ist

< AXi,XfL' >= ,UZ < taAY: — A AYs, +aY) — M Ys >= M2(a2)\1 + A1 /\1)\2) =0.
——a?

Also sind die Gaufifelder X;, Xo Asymptotenrichtungen. Mit einem &dhnlichen Ar-
gument findet man Krimmungslinienparameter um jeden Nicht-Nabelpunkt einer

Fléche.

3 Der Satz von Frobenius

Definition. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Ein k-dimensionales Untervektorbindel
A wvon TM ist eine Abbildung, die jedem Punkt p € M einen k-dimensionalen
Untervektorraum A, von T,M zuordnet, der im folgenden Sinne differenzierbar
vom Punkt abhéingt: Um jedes p € M gibt es eine offene Umgebung U und auf
dieser differenzierbare Vektorfelder X1, ..., Xy, so daf} fiir alle ¢ € U gilt:

Ay = Spann(Xy|q, - - -, Xi|q)-

Wir schreiben auch A C TM.

Bemerkung. Aus historischen Griinden heiflen Untervektorbiindel von T'M auch
Distributionen, was aber nichts mit den ebenfalls Distributionen genannten verall-
gemeinerten Funktionen zu tun hat.

Beispiel 5. Auf M = R™\{0} sei A, := (Rp)* C T, M. Dann ist A ein (m — 1)-
dimensionales Unterbiindel von T'M.

Beispiel 6. Sei (M, f, &) eine Hyperfliche im R™ ", Der 2. Fundamentaltensor A
habe konstanten Rang 7. Dann ist A : p — ker(A),) ein (m — r)-dimensionales
Untervektorbiindel von T'M.

Definition. Sei A C TM ein k-dimensionales Untervektorbiindel.

10



(i) Eine Integralmannigfaltigkeit von A ist eine injektive Immersion f: N — M
einer zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit N, so daf fiir alle p € N gilt

df(TpN) = Af(p)'

Eine Integralmannigfaltigkeit f : N — M von A heifit mazimal, wenn gilt: Ist
[+ N — M eine Intergralmannigfaltigkeit von A mit N C N und f|N = f,
so folgt N = N.

(ii) A heiBt (vollstindig) integrabel, wenn es zu jedem p € M eine Integralman-
nigfaltigkeit f: N — M von A mit p € f(IN) gibt.

Beispiel 7. Fiir das Untervektorbiindel A aus dem Beispiel 5 ist fiir jedes r > 0
die Inklusion der Sphére vom Radius r eine Integralmannigfaltigkeit:

iy s S™H(r) — R™\{0}.
Da diese R™\{0} iiberdecken, ist A integrabel.
Lemma 2. Sei A CTM ein integrables Untervektorbiindel. Seien
X, Y eT(A):={Z e (TM); Z, € A, fiir alle p}.
Dann gilt
(X, Y] e T(A).

Untervektorbiindel mit dieser Figenschaft heiffen involutiv. Integrable Untervek-
torbiindel sind also involutiv.

Beweis. Seip € M. Sei f: N — M eine Integralmannigfaltigkeit von A durch
p und f(q) = p. Dann ist X = X o f ein Vektorfeld lings f, das tangential ist.
Deshalb gibt es lokal ein Vektorfeld X’ € T'(T'N) mit df (X') = X o f, d.h. X’ und
X sind f-verwandt. Analog fiir Y. Es folgt

[X, Y]p = df([Xlayl]q) € df<TqN> = A,
O]

Beispiel 8. Sei A := ker(A), das Biindel der Kerne der 2. Fundamentalform mit
konstantem Rang, vgl. Beispiel 6 oben. Seien X,Y € T'(A). Nach der Codazzi-
Gleichung gilt dann

A[X, Y] =Vx(4Y) — Vy(AX) = 0.
Also ist A involutiv.

Beispiel 9. Sei M = SO(3) und Ay = {AM (u,v); u,v € R}, wo

0 —u O
Mu,v):=u 0 —v
0 v 0

Dann sind die Vektorfelder X4 := AM(1,0) und Y4 := AM(0,1) in A. Thre Lie-
klammer, berechnet sich nach Diffgeo I einfach aus dem Matrixkommutator und
ist
0 0 1
[X,Y]a = A[M(1,0),M(0,1)]=A[ 0 0 0| ¢ Ayu.
-1 0 0

Also ist A nicht involutiv, und deshalb auch nicht integrierbar.
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Satz 6 (Satz von Frobenius, lokale Form). Sei A C TM ein k-dimensionales
involutives Untervektorbiindel. Dann ist A integrabel. Genauer gibt es um jeden
Punkt p von M eine Karte u: U — R™, so daf fiir alle g € U

0 0
A, =Spann(—— ..., — ).
o = Span(y] o Ok

Fine Integralmannigfaltigkeit durch q ist gegeben durch die Einschrinkung von u™!

auf die u(q)-Zusammenhangskomponente von w(U) N (u(q) + R¥).

Beweis. Sei 0. E. M = R™, p = 0 und Ay = R ¢ R™. Sei 7 : R™ — R* die
kanonische Projektion. Weil dom|Ag = Id, ist dym|A, fiir alle ¢ in einer Umge-
bung U von 0 ein Isomorphismus von A, auf R*. Daher gibt es auf U Vektorfelder
X1,..., X € T(A) mit dr(X;) = 32 o m. Offenbar sind die X; punktweise linear
unabhéangig und m-verwandt zu den %. Daher gilt
o 0
8331‘ ’ 8.73]‘
=0.

dr[X;, X;] = [

Jor

Aber [X;, X;] € T'(A), weil A involutiv ist. Da dqm|A, ein Isomorphismus war, folgt
[X;, X;] = 0 und damit nach dem Korollar 2 die Behauptung. O

Satz 7 (Satz von Frobenius, globale Form). Sei A C TM ein k-dimensionales
involutives Untervektorbiindel. Dann gibt es durch jedes p € M genau eine mazximale
Integralmannigfaltigkeit von A.

Fiir den Beweis vgl. z.B. [Spivak; Differential Geometry I, Theorem 6.6]. Der Beweis
ist schwieriger, weil man die Integralmannigfaltigkeiten IV erst einmal konstruieren
mufl. Im allgemeinen ist némlich f(IV) keine Untermannigfaltigkeit von M.

Beispiel 10. Auf dem Torus
M = {(z1,22) € Cx C=R*||z1| = || = 1}

ist fiir p € R durch AthZZ) := R(iz1, piz2) eine 1-dimensionale Distribution gege-
ben. Dann definiert f,(t) := (e, e”"*) eine Kurve in M, die {iberall tangential an A,
ist. Fiir rationales p ist die Kurve periodisch und definiert eine injektive Immersion
von S' in M, welche eine maximale Integralmannigfaltigkeit von A liefert. Fiir irra-
tionales p hingegen ist f, : R — M selbst eine maximale Integralmannigfaltigkeit.
Man kann aber zeigen, daf in diesem Fall f,(R) dicht in M liegt. Daher ist f,(R)

im Sinne unserer Definition keine Untermannigfaltigkeit von M oder R?.

4 Elementares iiber Liegruppen (I)

Definition. Eine Liegruppe ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G mit einer
Gruppenstruktur, so da die Abbildung G x G — G, (g, h) — gh~! differenzierbar
ist. Das Einselement bezeichnen wir mit e.

12



Beispiel 11 (Lineare Gruppen).

( 3

n
7’L

(n,

) := {4 | A relle invertierbare n x n-Matrix}

) := {A | A komplexe invertierbare n x n-Matrix}

)i ={Ae€GL(n,R) | det A =1}
(n) :={A € GL(n,R) | AA' = E}

SO(n):={A€O(n)| det A=+1}

(n)
(n)

)

R
C
R

U(n) :={A € GL(n,C) | AA" = E}
SU(n):={AeU(n)| detA=1}
O(n,1):={Ae GL(n+1,R) | < Az, Ay >r=<z,y >1},
wobel < xz,y >p:= —xoyo + T1Y1 + ... + TpYn.
Definition. Eine Liealgebra ist eine (reeller) Vektorraum g zusammen mit einer

schiefsymmetrischen bilinearen Abbildung |[.,.] : g X g — g, fiir die die sogenannte
Jacobi-Identitat gilt:

Beispiel 12. (i) Der Raum der Vektorfelder I'(TM) auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit ist eine Liealgebra.

(ii) Der Raum der n x n-Matrizen mit dem Kommutator [X,Y] = XY — Y X ist
eine Liealgebra.

Beispiel 13. Auf einer Liegruppe G hat man fiir jedes g € G einen Diffeomorphis-
mus Ly : G — G,h — gh, die sogenannte Linkstranslation mit g und analog eine
Rechtstranslation Ry. Ein Vektorfeld X € I'(T'G) heiit linksinvariant, wenn X fiir
jedes g € G zu sich selbst Lg-verwandt ist, d.h. wenn fiir alle h € G

dLy(Xp) = X1 ,n.

Das ist dquivalent zu Ly X = X. Insbesondere ist dann also X, = dL4(X.), d.h. X
ist durch seinen Wert in e eindeutig bestimmt. Auf diese Weise ist der Vektorraum
der linksinvarianten Vektorfelder auf G isomorph zu T.G.

Die linksinvarianten Vektorfelder einer Liegruppe sind abgeschlossen unter der Lie-
klammer und bilden deshalb eine Liealgebra g, genannt die Liealgebra von G. Es
ist ndmlich allgemein die Lieklammer mit der ,, f-Verwandtschaft® vertriglich. Also

g ={X e I'(TG) | X linksinvariant} = T.G.

Fiir SO(n) haben wir in Diffgeo I bereits gesehen, da8 sich die Lieklammer linksin-
varianter Vektorfelder und der Matrix-Kommutator in

so(n) = TgSO(n) = {X | X' = - X}

entsprechen. Das gilt fiir alle linearen Gruppen. In abstrakten Gruppen ist aber
natiirlich die Lieklammer auf T.G nicht durch ein algebraisches Rezept vorgege-
ben, sondern man mufl die Tangentialvektoren zu linksinvarianten Vektorfeldern
erweitern, die Lieklammer bilden und deren Wert in e nehmen.

Satz 8. Sei X ein linksinvariantes Vektorfeld auf der Liegruppe G. Dann ist der
mazimale Flufl ®; von X fir alle t € R definiert, und es gilt

®i(g) = Ly®i(e) = Ro,(e)9-
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Beweis. Sei € > 0 so, dafi ®,(e) fiir [t| < € definiert ist. Fiir jedes g € G und [t]| < €
ist

d d

S Ly(@u(e)) = dLy (5

i Pi(e) = dLg(an(e)) = XLg<1>t(6)’

d.h t — Ly®.(e) ist eine fiir alle |t| < e definierte Integralkurve mit L, ®q(e) = g.
Das bedeutet, dafl man jede (einseitig) beschrénkte Integralkurve immer noch ein
Stiick €/2 verlingern kann. Also sind alle Integralkurven auf ganz R definiert. [

Definition. Mit den Bezeichnungen des Satzes definieren wir die Exponentialabbil-
dung von G wie folgt:

exp:g— G, X — Dy(e).
Wegen 40,,(e) = s %Lt D(e) gilt
exp(tX) = ®y(e),
und ¢ — exp(tX) ist ein differenzierbarer Gruppenhomomorphismus von R in G.
Beispiel 14. Fiir G = GL(n) ist g = gl(n) = M(n x n) und fiir X € g gilt
exp(tX) = ™.

Entsprechendes gilt fiir die anderen linearen Gruppen, und das ist der Grund, warum
die Liegruppen-Exponentialabbildung so heif}t.

Beweis. Setze U(t) := exp(tX) = ®¢(e). Dann ist

U(t) = X@t(e) =P, (e) X =U()X.

Weiter ist U(0) = E. Aber dieses Anfangswertproblem fiir ein gewshnliches lineares
Differentialgleichungssystem hat U(t) = e!X als eindeutig bestimmte Lésung.

O

Bemerkung. Es gilt dpexp = Id : g — g. Insbesondere bildet exp also eine Umge-
bung von 0 € g diffeomorph auf eine Umgebung von e in G ab.

5 Elementares iiber Liegruppen (II)

Definition. (i) Eine C*-Abbildung ¢ : G — G zwischen Liegruppen mit

d(gh) = ¢(g)9(h)

heifit ein Liegruppen-Homomorphismus. Es folgt ¢(e) = e und ¢(g~!) =
¢(g).

(ii) Eine lineare Abbildung « : g — g zwischen Liealgebren mit
o([X,Y]) = [a(X), a(Y)]
heifit ein Liealgebren- Homomorphismus.

Entsprechend definiert man Isomorphismen, Endomorphismen und Automorphis-
men fiir Liegruppen und -algebren.
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Satz 9. Sei ¢ : G — G eine Liegruppen-Homomorphismus. Dann definiert ¢ einen
Liealgebren-Homomorphismus

dp:g—a
vermaoge
dp(X)g := dLgdp(Xe),
also
dp(X)e = dp(Xe).
Offenbar sind X und d¢(X) sind ¢p-verwandt. Es gilt

exp odg = ¢ o exp, (2)

Beweis. Zunichst gilt ¢(gh) = ¢(g)é(h) und daher
¢poLy= Ly oo
Wir setzen X = dp(X) = dLzdp(X.). Dann sind X und X ¢-verwandt, denn
Xo(g) = dLg(g)dd(X.) = d(Ly(g)9)(Xe) = d(dLy)(Xe) = dp(dLg (X)) = dd(X,).
Daraus folgt die Homomorphie von d¢:
do([X,Y]e) = [X, V]g(e) = [X, Y]e.

Zum Beweis der Formel (2) beachte, daf t — exp(td¢(X)) eine Integralkurve von
X ist, die bei t = 0 durch e € G geht. Andrerseits ist

d d -
SolexptX) = do( - exp(tX)) = dd(Xexp(1x)) = Koexpex)

eine Integralkurve mit derselben Eigenschaft. Daher sind beide gleich, und fiir ¢t = 1
folgt (2) . O

Im folgenden Satz bezeichnen wir die Menge der Vektorraum-Automorphismen bzw.
-Endomorphismen der Liealgebra mit GL(g) bzw. gl(g). GL(g) ist mit der Kompo-
sition als Verkniipfung eine Liegruppe der Dimension (dim g)? und gl(g) mit dem
iiblichen Kommutator als Lieklammer die zugehorige Liealgebra.

Satz 10 (Adjungierte Darstellung). Seien G eine Liegruppe und ay, fiir h € G
der zugehirige innere Automorphismus:

ang := hgh™'.

Dann gilt

(i) Der von ay, induzierte Liealgebren-Homomorphismus
Ady :=dap :g— g
ist ein Automorphismus mit

Adp, X = ap. X. (3)
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(i) Die Abbildung Ad : G — GL(g),h — Ady, ist ein Liegruppen-Homomorphis-
mus, die sogenannte adjungierte Darstellung von G.

(ii5) Fir alle X, Y € g und h € G gilt:

(Ady X)o = L] Bexp(tX)h?, (4)
dt|,
d
% Adexth = [Xa Y]€7 (5)
0
expo Ad, = ap oexp. (6)

(iv) Der von Ad induzierte Liealgebren-Homomorphismus
ad :=g — gl(g), X — adx
heifst die adjungierte Darstellung von g. Es gilt fiir alle X,Y € g

ady Y = [X,Y], (7)
Adeyp x = €29, (8)

Beweis. Zu (i). Weil aj, ein Automorphismus ist, ist auch d.ay, invertierbar und
damit ist Adj; ein Automorphismus. Nach Satz 9 sind X und d¢(X) ¢-verwandt.
Daraus folgt (3).

Zu (ii). Aus ag, = a4 o ap folgt die Homomorphie von Ad : G — GL(g). Die
Differenzierbarkeit folgt aus der von (g, h) — hgh™1.

Zu (iii). Gleichung (4) folgt aus der Definition von Adp, zusammen mit

d
= tX) = X.
pn Oexp( )

Nach Satz 8 ist ®; = Reyp(sx) der maximale Flul von X. Benutzen wir die Formel
fiir die Lieklammer aus Satz 4, so erhalten wir:
d

[X,Y]e = 2 (=(®eY)e)lo

d

T at
d
= @(*dRexp(tX)(Y;xp(—tx)mo

d
= @(7dRexp(tX) (dLexp(—tX) (Ye))) |0

d
= %(7daexp(—tX) (Ye))|0

_4a
Cdt

(7(Rexp(tX)*Y)e) |0

(Adexp(tX)Y) |O

Gleichung (6) schliefilich ist Satz 9 angewendet auf ay,.

Zu (iv). Aus (5) folgt unmittelbar (7), und (8) ergibt sich durch Anwendung von
Satz 9 auf Ad : G — GL(g). O
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Beispiel 15. Fiir die linearen Gruppen sind a;, und Ad; durch die Konjugation
mit h gegeben.

Wir schlieflen mit zwei Sétzen, die wir hier nicht beweisen konnen, die aber sehr
niitzlich bzw. interessant sind:

Ist H eine Lieuntergruppe der Liegruppe G, d.h. eine Untergruppe, versehen mit
der Struktur einer Liegruppe, so dafl die Inklusion 7 : H C G eine Immersion ist,
so ist auf die offenbare Weise h eine Unteralgebra von g. Umgekehrt 1i8t sich jede
Lieunteralgebra von g so realisieren, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 11. Seien G eine Liegruppe G und b C g eine Lieunteralgebra der Liealgebra
von G. Dann gibt es genau eine zusammenhdngende Lieuntergruppe H von G mit
Liealgebra b.

Satz 12. Sei H eine Untergruppe der Liegruppe G. Ist H (als Teilmenge in G)
abgeschlossen, so ist H eine Lieuntergruppe von G.

Beispiel 16. Fiir alle X,Y € g ist die Funktion
GL(g) - g, F— F[X,Y]| - [FX,FY]
stetig. Daher ist die Menge
Aut(g) :={F € GL(g) | F|X,Y] — [FX,FY] =0 fiir alle X,Y € g}

abgeschlossen. Sie ist offenbar auch eine Untergruppe, also eine Lieuntergruppe von
GL(g), die Automorphismengruppe von g.

6 Uberlagerungen, Aktionen von Liegruppen

Definition. Eine differenzierbare Abbildung f : N — M heifit eine Uberlagerunyg,
wenn gilt:

Zu jedem p € M gibt es eine offene Umgebung U von p, so daB f~1(U)
die disjunkte Vereinigung offener Mengen U; C N ist, deren jede durch f
diffeomorph auf U abgebildet wird.

Insbesondere ist f also surjektiv und haben N und M gleiche Dimension.

Bemerkung: Die Funktion p — #f~1({p}) ist lokal konstant auf M und heifit die
Blatterzahl von f.

Beispiel 17.

e R — S s exp(ix)
e S — RP™.

e Die 3-Sphére 52 kann man als Menge der Quaternionen vom Betrage 1 betrach-
ten: Sie bildet dann eine 3-dimensionale Liegruppe. Fiir ¢ € S? ist bildet die
Konjugation H — H, z — gzq~ ! den zu R? isomorphen Raum der imaginéren
Quaternionen Spann{i, j,k} in sich ab und induziert so eine orthogonale Ab-
bildung A, € SO(3). Die Abbildung S — SO(3),q — A, ist eine 2-bléttrige
Uberlagerung. Die Uberlagerungseigenschaft beweist man leicht mit dem fol-
genden Satz.
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Satz 13 (Plattenwechsler-Satz). Sei f : N — M eine Submersion der kompak-
ten Mannigfaltigkeit N in die gleich-dimensionale, zusammenhdingende Mannigfal-
tigkeit M. Dann ist f eine Uberlagerung.

Beweis. Nach dem Umbkehrsatz ist f offen und lokal injektiv. Also ist f(IN) offen,
wegen Kompaktheit aber auch abgeschlossen in M. Also ist f surjektiv.

Sei p € M. Wegen der Kompaktheit von IV und der lokalen Injektivitdt von f ist

f_l({p}) = {33‘1, e 7xl€}

endlich. Nach dem Umkehrsatz und der Hausdorff-Eigenschaft gibt es paarweise
disjunkte offen Umgebungen V1, ..., Vi, die durch f jeweils diffeomorph auf eine
offene Umgebung V; von p abgebildet werden. Setze

U= (V) \ f(N\[JVa).
U ist sicher offen. Setze weiter
U :=Vin fHU).

Offenbar sind die U; offen, disjunkt und werden durch f diffeomorph auf U abgebil-
det. Ist schliellich z € f~1(U), so liegt = nach Konstruktion nicht in N\ JV;, d.h.
x € V; fiir (genau) ein . Da f die Menge V; diffeomorph abbildet, und f(z) € U
nach Voraussetzung, folgt = € U;. Daher ist

o) =Yu
O

Definition. Seien G eine Liegruppe und N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

(i) Eine Aktion oder Operation von G auf N ist eine differenzierbare Abbildung
G x N — N, (g,2) = gz,

so dafl g — gz fiir jedes x € N ein Homomorphismus von G in die Gruppe
der Diffeomorphismen von N ist. Man sagt dann, G operiert (von links) auf
N.

Ist g — ¢~ x ein Homomorphismus, so sagt man, G operiert von rechts auf
N und schreibt zg statt gz.

1

Sei im folgenden G x N — N eine Aktion (von links).
(ii) Fiir x € N heifit
Gz = {gx; g € G}
der Orbit oder die Bahn von G durch x und
G, :={g€G; gr =z}
heifit die Isotropiegruppe des Punktes x.
(iii) Ist G, = {e} fiir alle x € N, so heifit die Aktion frei oder fizpunktfrei.

(iv) Ist Gz = N fiir ein # € N (und dann fiir alle x) so heifit die Aktion transitiv.
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(v) Die Aktion heifit eigentlich diskontinuierlich, wenn gilt:

a) Jedes x € N hat eine Umgebung U, so daf3
g g
gUNU #0 = g€ G, und gU = U.

(b) Fiir jedes z € N ist G, endlich.
(¢) Zu z,y auf verschiedenen Orbits gibt es Umgebungen U, V' mit

GUNGV =0.

(vi) M := N/G heiit der Orbitraum der Aktion. Im Falle der Operation von
rechts schreibt man dafiir G\N. M ist im allgemeinen keine Mannigfaltigkeit,
aber, versehen mit der Quotiententopologie, ein topologischer Raum.

Satz 14. Sei G x N — N eine freie, eigentlich diskontinuierliche Aktion. Dann
besitzt M = N/G genau eine differenzierbare Struktur, so daf die kanonische Pro-
jektion m: N — M eine Uberlagerung ist.

Beweis. Weil eine Uberlagerungsabbildung ein surjektiver lokaler Diffeomorphismus
ist, gibt es hochstens eine solche differenzierbare Struktur.

Zup € N/G und z € 7 ({p}) gibt es, weil die Operation eigentlich diskontinu-
ierlich ist, eine offene Umgebung V', so dal V N gV = { fiir alle g # G,. Weil die
Aktion auch frei ist, heifit das

VNgV =0 fiir alle g # e.

Jeder Orbit schneidet V' also hochstens in einem Punkt und 7|V ist injektiv. Wir
kénnen iiberdies annehmen, da§ V' der Definitionsbereich einer Karte v : V' — R™
fiir N ist, und definieren durch u := v o (7|V)™! : 7(V) — R™ eine Karte fiir
M um p = m(x). Wir berechnen den Kartenwechsel zwischen zwei solchen Karten
w; = v; o (w|V;)7L. Sei ¢ = w(x1) = mw(x2) € n(V1) N w(Vz) mit z; € V;. Dann
gibt es g € G mit gr; = x2, und fiir eine offene Umgebung W7 von z; in V; ist
gW1 C V,. Dann ist uy (m(W1)) = v (W1) eine offene Umgebung von u;(q) = vi(x1)
im Definitionsbereich u; (7(V1)N7(Va)) des Kartenwechsels ugou; * = vgo (7| Va) "o
mouvy !. Insbesondere ist dieser Definitionsbereich also offen. Fiir a € uy (7(W7)) sind
(m|Va) "t omovy(a) und gvy*(a) beide in Va, und es gilt

((7[V2) "t oo vy () = m(vy ' (a))

(gvy ' ().

Nach Wahl von V; folgt daraus (7|Va)~! o 7 o v *(a) = gv; *(a) und
Ug O ul_l(a) =190 (71'|V2)71 omo vl_l(a)

= va(gv; " (a)).

Daher ist der Kartenwechsel differenzierbar, man erhilt einen Atlas fiir M, und
damit eine differenzierbare Struktur auf M. Sie ist hausdorffsch nach der Bedingung
c) fiir eigentlich diskontinuierliche Aktionen und hat mit N eine abzihlbare Basis
der Topologie. Wegen

7V =u"tow
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ist 7 ein lokaler Diffeomorphismus. Es ist
(V) = oV
g
Dabei sind nach Konstruktion von V' die gV paarweise disjunkt. Also ist 7 eine
Uberlagerungsabbildung.

O

Beispiel 18. Die Antipodenabbildung der Sphére S™ liefert eine freie, eigentlich
diskontinuierliche Aktion von Zy auf S™. Der Quotient ist RP™.

Beispiel 19. Die offensichtliche Aktion von Z x Z auf R? liefert eine Uberlagerung
auf den Torus T2 = R?/Z?. Allgemeiner kann man hier Z x Z = Z? durch ein
beliebiges Gitter I', d.h durch eine von zwei linear-unabhéngigen Vektoren erzeugte
Untergruppe von R?, ersetzen.

7 Homogene Riume

Satz 15. Sei G eine n-dimensionale Liegruppe, H eine abgeschlossene k-dimensionale
Lieuntergruppe und

m:G—M:=G/H={gH|g € G}

die kanonische Projektion. Dann besitzt M genau eine differenzierbare Struktur als
(n-k)-dimensionale Mannigfaltigkeit, so daf8 w eine Submersion ist. Fir diese ist

GxM— M, (g1,92H) — (g192)H

eine transitive differenzierbare Gruppenoperation.

Fiir den Beweis vergleiche [Chevalley: Theory of Lie Groups, p. 109-111 oder Wolf:
Spaces of Constant Curvature, Theorem 1.5.6].

Lemma 3. Sind g und b die zugehdrigen Liealgebren, so ist
ker(dem : TeG — Ty M) = b.
Man kann Ty M also identifizieren mit einem zu b komplementdren Unterraum von

g.

Beweis. Es ist
d
dm(X) = %‘oﬂ oexp(tX) =0

fiir X € h. Deshalb ist fh C ker dm und aus Dimensionsgriinden gilt die Gleichheit.
O

Definition. Ein homogener Raum ist eine Mannigfaltigkeit M zusammen mit einer
transitiven Gruppenoperation G x M — M.

20



Lemma 4. Sei G x M — M transitiv und sei p € M. Dann sind die Abbildung
®:G— M,g— gp
eine Submersion und die Abbildung
¢ G/Gp = M,gGp — (9Gp) = gp

ein Diffeomorphismus.

Tl
G/Gyp

s\, e

Beweis. Wegen

Do Ly (9) = (919)p = 91(9p) = 91 ®(g)
ist
dg,®odcLg, =dpg1 ode®.

Aber Ly, : G — G und g1 : M — M sind Diffeomorphismen. Daher ist ® von
konstantem Rang k£ = Rang d.®. Lokal bildet ® nach dem Rangsatz also in eine
k-dimensionale Mannigfaltigkeit ab.

Annahme: ¥ < m = dimM. Sei u : U — R™ eine Karte fiir M. Jeder Punkt
x € ®~1(U) hat dann eine offene Umgebung U, C ®~(U), die durch v o ® in eine
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™, also in eine Nullmenge abgebildet
wird. Weil G eine abziihlbare Basis der Topologie besitzt, ist ®~1(U) die Vereini-
gung von abzdhlbar vielen solcher Umgebungen. Weil die abzdhlbare Vereinigung
von Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, ist daher u o ®(®~1(U)) # w(U) und
®(®~1(U)) # U. Also ist ® nicht surjektiv, und das widerspricht der Transitivitéit
der Operation. Also war die Annahme falsch, und & = m. Nach dem Rangsatz ist
® daher eine Submersion.

Weiter ist ¢ offenbar eine Bijektion. Benutzt man diese zur Identifikation von G/G),
und M, so folgt aus der Einzigkeitsaussage in Satz 15, daf} die differenzierbare
Quotientenstruktur gerade die von M ist, d.h. dafl ¢ ein Diffeomorphismus ist. O

Bemerkung. Das Lemma l&8t sich verallgemeinern. Ist die Operation von G auf
M nicht transitiv, so liefert ¢ immer noch eine injektive Immersion von G/G, in
M, deren Bild gerade der Orbit Gp ist.

Man kann also homogene Mannigfaltigkeiten konstruieren als Quotienten von Lie-
gruppen nach abgeschlossenen Untergruppen. Oder man kann homogene Mannig-
faltigkeiten , algebraisch interpretieren* als Quotient der transitiven Gruppe nach
der Isotropiegruppe eines (beliebig gewiihlten) Punktes.

Beispiel 20. Man hat eine kanonische Inklusionen
SO(n) C SO(n+1)

und damit eine homogene Mannigfaltigkeit SO(n + 1)/SO(n) der Dimension
n+1\ (n\ _
2 2) =™
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Andrerseits operiert SO(n+1) transitiv auf der Sphére S™, und die Isotropiegruppe
des Nordpols ist gerade SO(n). Daher hat man einen Diffeomorphismus

SO(n+1)/SO(n) = S™.

Diese Darstellung fiir S™ als homogener Raum ist aber keineswegs die einzige. Zum
Beispiel ist auch die Operation von U(n) auf $2"~! ¢ C" = R*" ist transitiv; sie
liefert

U(n)/U(n —1) =821

Beispiel 21. Auf der Menge der k-dimensionalen linearen Unterriume des R™™*
operiert O(n + k) transitiv, und die Isotropiegruppe von RF ¢ RHF) st

O(n) x O(k) C O(n + k).
Der Quotient
O(n+k)/O(n) x O(k)

ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension

n+k n kY I

2 2 2) ="
die bijektiv der Menge der k-diemsionalen Unterrdume des R™" entspricht. Man
kann diese Bijektion dazu benutzen, der Menge der Unterrdume eine differenzierbare
Struktur zu verpassen. Dann wird sie eine nk-dimensionale Mannigfaltigkeit, die

Grassmann-Mannigfaltigkeit Gk(R"+k) der k-Ebenen im R™"*. Ein anderes Modell
dafiir ist gegeben durch die Untermannigfaltigkeit

GL(R™™) .= {P € GL(n+k); P> =P = P* Spur P = k}
im Raum der (n + k)-reihigen quadratischen Matrizen.

Beispiel 22. Fiir die Grassmann-Mannigfaltigkeit hat man
7:0(n+k) — G(R"™) = O(n + k)/O(n) x O(k).
Es ist
U 0 . . 0 A
0(n+k):{(0 V) |U=-U"V=-V }+{(_A* 0) |AeM(n xk)}

dpm liefert daher einen Isomorphismus zwischen M(n x k) und Ty (g)Gr (R™TF).

8 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Definition. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist eine C*°-differenzierbare
Mannigfaltigkeit M zusammen mit einer Funktion g, die jedem Punkt p € M ei-
ne euklidische Metrik g, von T, M zuordnet, und die differenzierbar vom Punkt
abhingt: Sind X,Y € I'(T'M) differenzierbare Vektorfelder auf einer offenen Teil-
menge G C M, so ist M — R, p +— g,(X,,Y,) differenzierbar. Die Funktion g heifit
eine Riemannsche Metrik auf M.

Ist g, nicht positiv-definit, sondern fiir jedes p eine nicht-degenerierte symmetrische
Bilinearform, so heifit (M, g) eine Pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ist hat ¢
die Signatur (—, 4+, ...,+), so heiit (M, g) auch eine Lorentzmannigfaltigkeit.
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Beispiel 23. Eine Immersion M — R" induziert eine 1. Fundamentalform
ff<.,.>=9,
und damit wird M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Beispiel 24. Auf jeder Mannigfaltigkeit (Hausdorff mit abzéhlbarer Basis der To-
pologie) gibt es eine Riemannsche Metrik. (Zerlegung der Eins).

Beispiel 25. Ist g eine Riemannsche Metrik auf M und A : M — R eine diffe-
renzierbare Funktion, so ist auch e?*g eine Riemannsche Metrik auf M. (Konforme
Anderung der Metrik).

Beispiel 26. Auf der offenen Einheitskugel D™ im R™ erhalten wir durch spezielle

konforme Anderung der euklidischen Metrik eine neue Riemannsche Metrik

(v, w) 1w
W) —me—— v, W .
Il a—[pm? ="

H™ := (D™, g) heifit der m-dimensionale hyperbolische Raum.

Definition. Mittels einer Riemannschen Metrik kann man Winkel zwischen sich
schneidenden (reguléiren) Kurven und die Linge von Kurven messen. Es ist

L(e) = / e (@(t), t) .

Beispiel 27. Die Linge der Kurve c¢: [0,7] — H™, ¢ — tv, wo v ein fester Einheit-
vektor im R™ und 0 < 7 < 1 ist, ist gegeben durch

T 9 1
/ =TT
0o 1—1t2 1—7

Definition. Sei f : M — N eine Immersion der Mannigfaltigkeit M in die Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit (N, h). Dann wird durch

frh(v,w) := hyp)(dpf(v), (dpf(w))

eine Riemannsche Metrik auf M definiert. Besitzt M bereits eine Riemannsche
Metrik g, so heiflt f eine isometrische Immersion, wenn g = f*h. Ist f iiberdies ein
Diffeomorphismus, so heifit f eine Isometrie.

Bemerkung. Eine kovariante Ableitung auf M ist eine Abbildung

V :T(TM) x T(TM) — T(TM)

mit den aus Diffgeo I geldufigen Eigenschaften (R-Bilinearitéit, Produktregel). Wie
im letzten Semester beweist man:

Satz 16. Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit gibt es genau eine kovariante
Ableitung V mit

(Vzg)(X,Y) :=Z -g(X,Y) —g(VzX,Y) —g(X,VzY) =0 9)
T(X,Y):=VxY — VyX — [X,Y] = 0. (10)

V heifit die kovariante Riemannsche (oder auch Levi-Civita-) Ableitung von (M, g).
Sie ist gegeben durch

29(X,VzY)=Z-9(X,Y)+Y -g(X,Z) - X -g(Y, Z)
+9(Z, [X,Y])—I—g(Y, [X’ Z]) - 9(X, [Y7Z])
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Beispiel 28. Ist V die kovariante Riemannsche Ableitung zur Metrik g, so ist
VY =VzY +(Z-NY + (Y -NZ — g(Y, Z)grad’\
mit g(grad?\, X) := X - X die kovariante Riemannsche Ableitung zur Metrik
§=eg.

Insbesondere ergibt sich fiir H™ die Ableitung

VzY =DzY + (< Zxz>Y+<Y,e>Z-<Y,Z > z).

2
L — [

Beweis. Es ist

222 g(X,VzY)

=24(X,VzY)

=Z-9(X,Y)+Y - 9(X,2) - X - g(Y, Z) + §(Z,[X,Y]) + 9(Y, [X, Z]) — 9(X, [, Z])
= eM29(X,V2Y) +2(Z - Ng(X,Y) 4+ (Y - Ng(X, Z) — g(X, grad’\)g(Y, Z)}
=22 9(X,VzY +(Z-NY + (Y - N Z — g(Y, Z) grad? \)

Insbesondere gilt fiir den hyperbolischen Raum

4
= T A= 2ol el?)
L oxoa_i<Xe>
1L — [
= gradfj)\:%ﬂ
1— ||

O

Bemerkung. Wie im Teil I wird der Begriff der kovarianten Ableitung erweitert
auf Vektorfelder ldngs Abbildungen. Der folgende Satz ist fast wortlich zitiert aus
der Diffgeo I und wird ganz genauso bewiesen.

Satz 17 (Kovariante Ableitung lings Abbildungen).

Sei V eine kovariante Ableitung auf der Mannigfaltigkeit M (nicht notwendig die
Levi-Civita-Ableitung einer Riemannschen Mannigfaltigkeit). Sei h : N — M eine
Abbildung. Dann ¢ibt es genau eine Abbildung

h*V :T(TN) x T(h*TM) — T(h*TM)

mit folgenden Figenschaften:
Fir X, X,,Xs € T(TN), Y,Y1,Yy € T(A*TM), Z € T(TM) und eine Funktion
¢ € C*(N) gilt
(M'V)x,+x,Y = ("V)x, Y + (h'V)x,Y, (h*'V)yxY = ¢(h*V)xY (11)
(W*V)x (Y1 +Y2) = (B*V)xY1 + (B*V)xYa, (h'V)x(¢Y) = (X-¢)Y + ¢(h*V)xY
(12)

Aus (11) folgt, dafs h*V im ersten Argument tensoriell ist, also fiir jedes p € N
eine Abbildung

T,N x T(W*TM) — TypM, (v,Y) — (h*V),Y (14)
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definiert.

Statt h*V schreibt man meistens einfach wieder V.

Beispiel 29. Wir betrachten die Kurve ¢(t) := tv in H™, wobei v € R™ ein
Einheitvektor und ¢ € N :=]0,1 [ sei.

Dann ist ¢ € T(¢*TH™) und & € I'(TN). Wegen ¢ = v gilt

- 2
Vaé=Dalit+—— (<¢e(t) >+ <ée(t) > = < 66> c(t))

4 a4
dt dt 1—t¢

9 Innere Metrik

Satz 18. Sei (M, g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Defi-
niere fir p,q € M

d(p,q) := inf{L(c); c ist eine stickweise C* — Kurve von p nach q}.

Dann ist (M,d) ein metrischer Raum, und die induzierte Topologie ist die Mannig-
faltigkeitstopologie.

Beweis. Weil M lokal diffeomeorph zum R™ ist, ist die Menge Z,, der Punkte, die
sich mit p durch einen stiickweise glatten Weg verbinden 1483t offen. Ist andrerseits
q & Zp, so gibt es eine Umgebung von ¢, in der sich alle Punkte mit ¢ C* verbinden
lassen. Diese Umgebung trifft also Z,, nicht. Daher ist Z,, offen und abgeschlossen,
also = M. Deshalb hat d endliche Werte. Die Eigenschaften

d(p,r) < d(p,q) +d(q,7)
einer Metrik sind evident. Es bleibt zu zeigen, dafl d(p, q) > 0, falls p # q.

Zwischenbetrachtung. Seien p € M und (u,U) eine Karte um p mit u(p) = 0.
Wir wéhlen p > 0, so dafl die abgeschlossen Kugel B, vom Radius p um 0 im
R™ ganz in u(U) liegt. Wir wollen die Linge von Kurven ¢ in u=!(B,) mit der
euklidischen Lénge der Bildkurven u o ¢ im R™ vergleichen. Die Abbildung

Bp X Sm_l — R, ((E,’U) = Gu—1(x) (dxu_l(v)v dm’u,_l(ﬂ))

ist stetig auf einem Kompaktum und nimmt deshalb ihr Minimum § und Maximum
A an. Offenbar ist § > 0. Fiir jedes ¢ € u='(B,) und X € T, M gilt dann also

0 < dqu(X),dgu(X) > < g4(X, X) < A <dgu(X),dgu(X) >
Daraus folgt

VO Lewri(wo ¢) < L(¢) < VALeyii(u o ¢) fiir jedes ¢ in u™(B,), (15)
und

pV'd < L(c) fiir jedes in p beginnende ¢, welches u™!(B,) verlift. (16)
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Seien nun p,q € M,p # ¢. Dann gibt es (u,U) und p wie oben, und wegen der
Hausdorff-Eigenschaft kénnen wir annehmen, daf§ ¢ ¢ U. Nach (16) ist dann

d(p,q) > pvVs > 0.

Ist ¢ € M mit d(p,q) < pV/3, so liefert (16) auch, daB ¢ € u='(B,) C U. Also
enthilt jede Kartenumgebung U von p eine offene d-Kugel um p und daher sind die
offenen Teilmengen von M auch offen beziiglich d.

Wir zeigen, daBl umgekehrt die offenen d-Kugeln auch in der Mannigfaltigkeits-
topologie offen sind. Sei dazu wieder u : U — R™ eine Karte um p wie oben. Dann
liegt nach dem bereits Bewiesenen fiir hinreichend kleines € > 0 die d-Kugel vom
Radius € um p in u=!(B,) C U. Nach (15) gilt fiir alle z € R™ mit ||z| < %Z €, dafl

d(p,u”" (2)) < VA|z|| <e.

Also ist das (offene!) u-Urbild der offenen Kugel vom Radius % € enthalten in der
offenen d-Kugel vom Radius € um p. Daher sind zunéchst alle hinreichend kleinen,
damit dann aber alle offenen d-Kugeln auch offen in der Mannigfaltigkeitstopologie.

Damit stimmen beide Topologien iiberein.

O

Beispiel 30. Im euklidischen Raum erzeugt die kanonische Riemannsche Metrik
gerade die iibliche Euklidische Metrik.

Beispiel 31. Auf der Einheitsphére S™ ist die von der kanonischen Riemannschen
Metrik induzierte innere Metrik gegeben durch

d(p,q) = arccos < p,q > .

Beispiel 32. Wir betrachten die offene Einheitskreisscheibe H? mit der hyperboli-
schen Metrik
(v, w) 4 < >
z /U7 w) = /U7 w .
! (=[P

Dafiir gilt:

(i) Die gebrochen-linearen Tranformationen

. z+ 2
f(Z) = ewtl +Z§07 ‘ZO| < 17

bilden H? isometrisch auf sich ab.

(ii) Der Abstand zwischen 0 und z € H? wird durch die monoton parametrisierte
Strecke von 0 nach z realisiert. Er ist

vgl. letzte Vorlesung.
(iii) Der Abstand zweier beliebiger Punkte 21, 2o € H? ist
1 + | 1zi;1z522 ‘

d(Zl,Zg) =In 1— |

z1—22 ‘ '
1—2122
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Beweis. Zu (i). Wir beschrénken uns auf den Fall a = 0, weil die Rotationen um
den Ursprung offensichtlich Isometrien sind. Wir rechnen nicht nach, dafl f eine
Bijektion der offenen Kreisscheibe auf sich liefert.

Es gilt d.f(v) = f'(2)v, wobei rechts das Produkt komplexer Zahlen steht. Wir
finden

f’(z) _ 14220 — 229 — 2020 _ 1— 2029
(1 +ZZO)2 (1+Z§0)2
und damit
4 1— 2029
A(d,f(v),d, f(w)) = — <v,w >
gf( )( f( ) f( )) (1 _ 1zjzz;0 ‘2)2 (1 + ZZ())2
4(1 — 2020)2
= <v,w >
(T4 220F — [z + 2P
4(1 — 20%)*
= <v,w >
(1 — 2020)2(1 - 22)2 v
4
= m < v, w >
= g.(v,w).

Zu (ii). Wir wissen aus der letzten Vorlesung, da8

14 2]
1— o]’

d(0,2) <1In

Sei nun ¢ : [a,b] — H? eine Kurve von 0 nach z. Wir kénnen annehmen, daf
0 ¢ ¢(]a,b]), und daB c in differenzierbaren Polarkoordinaten gegeben ist:

c(t) = r(t)e'*®,

Dann ist ¢ = (7 4 ir¢)e’® und

b b b .
2 S 2~ 2|7|
L(c):/ _— r2+r2¢)dt2/ 7\/7"2dt:/ dt
o 1—12 o 1—12 o 1L—12

b .
27 147, 1+ |z

> dt =1 =1 .
/a 1—r2 nl—r'“ n1—|Z|

Gleichheit gilt genau dann, wenn ¢ konstant und r» monoton wachsend ist.

Zu (iii). Definiere f(z) = {=22. Dann ist f eine d-Isometrie. Es gilt
1 + | lzi;IZ;Q |
d(z1,22) = d(f(z1), f(22)) = d(f(21),0) = lnw

1—2122

10 Geodatische

Vergleiche Vorlesung 24 der Diffgeo 1.
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Definition. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita- Ableitung
V. Eine Geoditische ist eine Kurve ¢: R O J — M mit

Vpé=0.
. . o d
Dabei sei D = e

Bemerkung. Wegen Dg.(¢,¢) = 29.(Vpé, ¢) = 0 sind Geodiitische mit konstanter
Geschwindigkeit, also proportional zur Bogenléinge parametrisiert.

Verschiedene Beispiele sind bereits aus Diffgeo I bekannt.

Beispiel 33 (Geoditische unter Isometrien). Isometrien erhalten die Levi-
Civita-Ableitung. Es gilt daher

def(Vpé) = Vpdf(¢) = Vp(foc), (17)
vgl. auch die Ubungen. Deshalb ist mit ¢ auch f o ¢ eine Geoditische.
Beispiel 34 (Hyperbolischer Raum). Ist ¢ eine Prigeodétische, d.h. gilt
Vi = G)1),

so ist die Umparametrisierung von ¢ auf konstante Geschwindigkeit eine Geodéti-
sche. Wir haben friiher fiir die Kurve ¢ : [0,1] — H™,t — tv mit ||v] = 1 die
Levi-Civita-Ableitung des H™ ausgerechnet:

Sie ist also eine Priageodétische. Die Kurve ¢(t) = é(+(t)) hat die Geschwindigkeit

.._# .'U.’U :4’(/)'(775)2
W60 = Tqapy VOO = Ty

Daher ist
t
¢(t) = tanh —v
2
eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve, denn (tanh) =1 — tanh?.

Die im letzten Abschnitt notierten Isometrien von H? fithren Durchmesser der Kreis-
scheibe in zum Rand orthogonale Kreise iiber. Also sind Kreise senkrecht zum Rand
der Kreisscheibe bei geeigneter Parametrisierung Geodétische der hyperbolischen
Ebene. Das bleibt auch im H™ richtig.

Beispiel 35 (Fixkurven von Isometrien). Seien ¢ : R D J — M eine mit
konstanter Geschwindigkeit parametrisierte Kurve und f : M — M eine Isometrie,
die ¢ fest 1aBt: f o ¢ = c. Weiter gelte

ker(Id — doy f) = Ré
fiir alle ¢. Dann ist ¢ eine Geodétische. Insbesondere gilt das fiir Meridiankurven
von Rotationsfldchen.
Beweis. Aus (17) folgt wegen foc=c, daB d.f(Vpé) = Vpé. Also ist
de.f(Vpe) € Reé.
Andrerseits folgt aus g(¢, ¢) = const. durch Differenzieren
0= Dg(¢,¢) =29(Vpe, o),
und deshalb ist Vpé = 0. O
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Beispiel 36 (Biinvariante Metriken auf Liegruppen). Ist g eine biinvariante
Metrik auf einer Liegruppe G, d.h. sind Links- und Rechtstranslationen L, und R,
Isometrien, so ist Ady : d(Lgo Ry,~1) : T.G — T.G fiir alle g € G eine orthogonale
Abbildung von (T.G, g.). Daher ist

adx =d Ad(X) : T.G — T.G,Y — [X,Y]
schiefsymmetrisch beziiglich g.:

9g([X,Y],Z)+g(Y + [X, Z]) =0. (18)

Sei nun ¢ € R\{0}. Definiert man fiir fiir linksinvariante Vektorfelder X,Y € g und
p € C(M)

VxpY :=c¢(X - p)Y +¢[X,Y],

so definiert das eine kovariante Ableitung auf G. (Beachte, dafl man jedes Vektorfeld
auf G als C°°(M)-Linearkombination von linksinvarianten Vektorfeldern schreiben
kann.) Fiir linksinvariante Vektorfelder ist also Vx¢Y := ¢[X,Y]. Der Torsions-
tensor wird

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y] = ¢[X,Y] - c[Y, X] — [X,Y] = (2c — 1)[X,Y].

Fiir ¢ = 1/2 wird der Torsionstensor also = 0. Weiter ist, wieder fiir linksinvariante
Vektorfelder,

X - g(Y7 Z) _g(vay Z) - g(}/a VXZ) = _Cil(g([X7 Y]a Z) + g(Y7 [X7 Z])) = 0.
~—— (18)
=const
Dann verschwindet der Ausdruck aber auch fiir beliebige Vektorfelder. Also ist die
Levi-Civita-Ableitung einer biinvarianten Metrik auf einer Liegruppe gegeben durch

1
VxY = [XY], XYeg

Ist X € g ein linksinvariantes Vektorfeld, so folgt fiir seine Integralkurve c(t) =
exp(tX)

1
X, X]. = 0.

Vpé=(VxX)e = 3

Die Integralkurven von linksinvarianten Vektorfeldern sind also Geodétische der
biinvarianten Metrik.

Beispiel 37 (Spezielle Orthogonale Gruppe). Auf SO(n) definiert
9(X,Y) :=Spur(XY™*) = —Spur(XY), X,Y €so(n)

eine biinvariante Metrik. Die Kurven c(t) = !X fiir X € so(n) sind darin Geoditi-
sche.

Geoditischengleichung in lokalen Koordinaten. Sei (u,U) eine Karte fiir M.
Dann ist V gegeben durch die Christoffelsymbole

Vit = X
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Beschreibt man die Kurve ¢ in U durch die Komponentenfunktionen in der Karte,
d.h. setzt man ¢; := u; o ¢, so lautet die Bedingung dafiir, dal ¢ eine Geodétische
ist
G+ Y TH(e)éié; = 0.
J
Das ist eine (nichtlineare) gewshnliche Differentialgleichung 2. Ordnung. Als gibt
es zu gegebenen Anfangswerten c(a), é¢(a) lokal genau eine Geodiitische.

Satz 19 (Exponentialabbildung). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Tangentialbiindel TM. Dann gibt es genau eine C°°-Abbildung exp : W — M
einer offenen Teilmenge W C T M mit folgender Eigenschaften:

Fiir allep e M,v € T,M st
Jp = {t; tv e W}

ein offenens Intervall um 0, und ¢, : J, — M, t — exptv ist die eindeutig bestimmte
mazimale Geoddtische mit ¢,(0) = v.

Wy =W NT,M ist eine offene sternférmige Umgebung von 0 € Ty und es gilt
do(exp |1, ) = Idwnz,m-
Insbesondere bildet exp eine Umgebung von 0 in T,M diffeomorph auf eine Umge-

bung von p in M ab.

Die Abbildung exp heifit die Exponentialabbildung von (M, g).

Beweis. Wir formulieren die Geodétischengleichung um als Differentialgleichung
1.0rdnung auf TM und wenden dann den Satz iiber den maximalen Fluf} eines
Vektorfeldes an.

1. Das Tangentialbiindel. Die Menge T'Mder Tangentialvektoren einer m-dimensio-
nalen Mannigfaltigkeit M ist eine 2m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei 7w : T'M —
M die FuBpunktprojektion. Jede Karte u(U) induziert eine Karte (4, U = u=*(U))
wie folgt:

(0) = (ur(w(0))s ., U (7(0)), A (0), ., it (0). (19)

Man kann zeigen, dafl diesr Atlas eine differenzierbare Struktur fiir TM induziert,
und zwar die einzige, in der 7 eine Submersion wird.

2. Der geodétische Spray. Zu v € TM sei ¢, eine Geodétische mit ¢,(0) = v. Dann
hat man ¢, : J — T'M und wir setzen

- d

Xy = —

Y dt

¢(0). (20)

Da ¢, bis auf den Definitionsbereich eindeutig ist, ist X ein wohldefiniertes Vek-
torfeld auf TM, der sogenannte geodiitische Spray von (M, g). Wir wollen zeigen,
daB es differenzierbar ist. Dazu reicht der Nachweis, daB X @ fiir die in (1) definier-
ten Karten differenzierbar ist. Dann sind die Koeffizienten von X in der Karte
differenzierbar.

ity = 6,(0) i = ity 0.,)(0)

= & f(n(c))(0) = (w0 )(0)
= dug(¢,(0)) = dug(v) = Upmar(v).
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Ebenso
. d . . d . ..
Xum+k = a(um—i-k o Cv)(o) == %(duk(cv)) = Cyk

= =Y TH(eo(0))éni(0)én; (0) = = Y (T © Tt ifian+;) (v)-

3. Integralkurven von X und Geoditische. Ist ¢ eine Geodatische, so ist ¢, (t) =
c(t + tg). Also ist

d .
Xé(to) = t+ to)(O) = 70(150).

dy
dt dt

Also ist ¢ eine Integralkurve von X.

Sei umgekehrt ¢ eine Integralkurve von f( . Sei ¢ eine Geodétische mit ¢(tg) = é(to).
Dann ist auch ¢ eine Integralkurve von X, also stimmen ¢ und ¢ auf einer Umgebung
von tg iiberein. Es folgt, dafl m o ¢ = 7w o ¢ = ¢ eine Geodétische ist.

4. Die Exponentialabbildung. Sei ® : R x TM > W — TM der maximale Flu8 von
X. Wir setzen

W= {v; (1,v) e W}
exp: W — M,v— 1o ®(1,v).
Offenbar sind W mit W offen und exp differenzierbar. Weiter gilt
exp(tv) = m o ®(1,tv) = ¢ (1) = ¢y (t) = 70 D(t,v).
Deshalb ist J, — M, t — exp(tv) die maximale Geodétische mit ¢ = v.
Offenbar ist W), offen und sternformig beztiglich 0 in 7, M. SchliefSlich ist
dg exp(v) = Dexp(tv)]|o = Dey(0) = v.

11 Geodatische und Kiirzeste 1

Definition. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : [a,b] — M eine
Kurve.
(i) Sei J C R ein offenes Intervall um 0.
Via,b) x J— M, (t,7)— V(s,7) =c.(t)
heifit eine Variation von ¢, wenn ¢ = ¢g. Gilt iiberdies
cr(a) =cla), ¢ (b)=c(b) fir aller,
so heifit V eine Variation mit festen Endpunkten.

(ii) Sei V eine Variation von c. Seien %, a% die beiden konstanten Einheitsvektor-
felder in Richtung der kanonischen Basis auf R?. Wir definieren Vektorfelder

langs V' durch

0 0 .
Xem = danVig) = 5;Vien = (1)
B 9
Yy = denVigo) = 5-Vien

Y heiflt das Variationsvektorfeld von V.

31



Satz 20 (Erste Variation der Bogenlinge). Sei V' eine Variation der nach der
Bogenlinge parametrisierten Geoditischen c : [a,b[— M, und sei

b
L(r) == L(e,) = / V9er e (0. (D)

Dann gilt fir X und Y wie oben

9 _ (5,0)
2 00) = v, 1)),

Insbesondere ist fiir Variationen mit festen Endpunkten wegen Y40y =0, Y40y =0

—L(0) = 0.

Beweis.

87 8 / \/gcr(t CT CT ))dt

Z/ QHCT()”;TgcT(t( () ¢ (t))dt

_ /bl@ (X, X) oyt
. 2||X<muafg )

X) (ot
/ Hx(t T>|| )

Aber nach der 23.Vorlesung Diffgeo I hat man

VoX-V,oY=V aTdV(%) —Vgth(E) :dv(%a%b 0
Es folgt
b
) :/a mg(V%Y,X)(mdt
und

d

b
G0 = [ a0V 5 ¥ X)

b
0
*/ (8t 9(Y, X) 1,0y = 9(Y, V.2 X)(1,0))dt

b
= [ (9 X))~ oV, (Vi)

= [ 2ot X

= g(v, X)|(05)
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Im folgenden Satz betrachten wir die Einschrankung der Exponentialabbildung auf
einen Tangentialraum T, M, genauer auf die offene Teilmenge W, = W N T, M
davon. Dann ist fir z € W,

T,M =T, (T,M) C T,(TM),
und in diesem Sinne dyexp : T,M — M.

Satz 21 (GauB3-Lemma). Die Ezponentialabbildung der Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g) ist in jedem Punkt radialisometrisch: Ist W, der Definitionsbereich
von exp |1, n, so gilt fir alle x € Wy, und v,w € T,M mit v € Rx:

geXpm(dr exp(v), d; exp(w)) = gp(v, w).

Fiir hinreichend kleines § > 0 werden also die Sphiren {z € T,M | g,(z,z) = §?}
durch exp diffeomorph auf Untermannigfaltigkeiten von M abgebildet, die die von p
ausgehenden Geoddtischen senkrecht schneiden.

Beweis. Trivial fiir z = 0, weil dg exp |7, 1 = Id.

Sei also z # 0 und o.E. v = z. Dann ist v : ¢ — tv eine Kurve in T, M mit
4(1) = v € T,T,M, und d, exp(v) = % expoy(1) ist der Tangentialvektor an die
Geodétische t — exp(tv) an der Stelle ¢ = 1. Dieser ist von der Lénge ||v]|.

Es geniigt, die Behauptung fiir die beiden Fille w = v und w L v, |jv|| = ||w]| zu
beweisen.

1. Fall: v = w. Dann ist gexp 2 (dz exp(v), dz exp(v)) = ||v]|?
sche von konstanter Geschwindigkeit sind.

= gp(v,v), weil Geoditi-

2. Fall: v L w, ||v]| = ||w]|. Fiir ein hinreichend kleines Intervall J um 0 ist

V:[0,1]xJ— M,(t,7)— exp(t(vcosT + wsinT))

definiert. Die Kurven V (., 7) = ¢, sind sémtlich Geodétische der Linge ||z||. Daher
folgt aus der 1.Variationsformel

d

9p(v;w) = 0= ——L(0) = g(¥, X)(a0) = 9(Y: X)0.0)

= Jexpz (dg exp(w), dy exp(v)) — gp(0,v)
= gexpx(dac eXP(w), dy eXp(’U)).

O

Satz 22 (Geoditische sind lokal Kiirzeste I). Sei (M,g) eine zusammen-
hingende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Seien p € M und € > 0. Die Menge

We = {z e T,M|[||z| <€}
werde durch exp diffeomorph in M abgebildet. Dann ist fir alle x € W,
d(p,expx) = |||
und
exp(We) = {q € M; d(p,q) < }.
Die Kurve ¢ : [0,1] — M, s — exp(sx) ist die (bis auf monotone Umparametrisie-

rung) eindeutig bestimmite kiirzeste Kurve von p nach exp x.

33



Beweis. Wir wissen bereits, daf§ ¢ : [0, 1] — M eine Kurve der Lénge ||z|| von p nach
exp z ist. Es bleibt zu zeigen: Ist 7y : [a,b] — M eine Kurve von p nach exp z, so ist

L(y) = |lz|.

Wir nehmen zunéchst an, dafl v = exp 7 fiir eine Kurve 4 in We. Wir kénnen weiter
annehmen, dafl 5(s) # 0 fiir ¢ > a. Wir bezeichnen mit R : y — HZ—H das radiale

Einheitsvektorfeld auf W.\{0} und mit R = exp, R das korrespondierende Feld auf
exp(W:\{0}). Beachte, dal R nach dem Gauf-Lemma ein Einheitsfeld ist. Dann

gilt
L(vy) = /ab \/ 9y (Y, Y)dt > /ab gy (7, Ry)|dt

b b
- / g (G B\t = / 197
b

d
= — ||~ dt: o b = .
g 7llde =5 0)l = llz]

a

N

)|dt

N

Gleichheit erhélt man nur, wenn 7 stets ein positives Vielfaches von R o 7y ist, d.h.
wenn v = ¢ bis auf monotone Umparametrisierung.

Verlafit die Kurve v die Menge exp(W,), so ,,verlait ihr (exp [y, )-Urbild* die Kugel
W, und nach der vorstehenden Rechnung ist ihre Lénge e.

Damit ist der Satz vollstéindig bewiesen. O

12 Geodatische und Kiirzeste 11

Lemma 5. Seien (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Dann gibt

es € > 0 und eine Umgebung U von p in M, so daf fiir alle g € U die Menge
We(q) :=={v e ToM | |[v]| < e}

durch exp diffeomorph in M abgebildet wird.

Beweis. Wir schreiben in diesem Beweis 0, fiir den Nullvektor in 7,M und bezei-
chnen mit exp : TM D W — M die Exponentialabbildung von (M, g). Definiere

E:TM>W — M x M,v— E(v) = (n(v),expv).
Dann gilt fiir alle g € M

E(0q) = (q,9), (21)
do, E = (do,m,do, exp) ist ein Isomorphismus. (22)

Zum Beweis von (22) betrachte fiir v € T, M die Kurven a : t + Ocxp(sy) und
b:t— tvin TM. Dann gilt

E(a(t)) = (exp(tv), exp(tv)) = doE(a(0,)) = (v,v)

E(b(t)) = (g, exp(tv)) = doE(b(0)) = (0,v).
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Daher ist I in allen Punkten 0, ein lokaler Diffeomorphismus und es gibt eine offene
Umgebung W von 0, die durch E diffeomorph abgebildet wird. Dazu gibt es eine
Umgebung U in M und ein € > 0, so dafl

{veTM|r(v) €UA|jv|| <€} CW.
Dann ist Elw, (g fiir alle ¢ ein Diffeomorphismus auf

E(We(q)) = {q} x exp(We(q))
Also ist auch exp |y, (4) ein Diffeomorphismus. O

Satz 23 (Geoditische sind lokal Kiirzeste II). Seic: [a,b] — M eine Geo-
ditische in der zusammenhingenden Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Dann
gibt es zu jedem t € [a,b] eine offene Umgebung J in [a,b], so daf8 fir alle t1,t2 € J
mit tl S t2 g’th

d(e(tr), elta)) = L(clpy o),

und cl, 1,1 ist bis auf Parametrisierung die einzige Kiirzeste zwischen c(t1) und
C(tg).

Wegen der Kompaktheit von [a,b] gibt es also eine endliche Zerleqgung a = to < t1 <
. <ty = b, so daf c|y,_, 4, fir jedes i die (bis auf Parametrisierung eindeutig
bestimmte) Kiirzeste zwischen den Endpunkten ist.

Beweis. Wéhle zu ¢ eine Umgebung U von p = ¢(t) und ein ¢ wie im Lemma. W&hle
eine Umgebung J von ¢ mit c(J) C U Nexp(W,/2(c(t))).

Nach Satz 22 ist dann d(c(t;), c(t)) < €/2, also d(c(t1), c(t2)) < e.

Nach demselben Satz ist dann c(t2) € exp(We(c(t1))) und die Geodétische bis auf
Parametrisierung die einzige Kiirzeste. O

Satz 24 (Kiirzeste sind Prigeoditische). Seien (M, g) eine zusammenhingen-
de Riemannsche Mannigfaltigkeit und p,q € M. Sei~y : [a,b] — M eine stickweise-
C-Kurve von p nach ¢ mit d(p,q) = L(7). Dann gibt es eine nach der Bogenlinge
parametrisierte Geoditische ¢ : [0, L(y)] — M und eine stiickweise—C*°-Funktion
¢ : [a,b] — [0, L(v)] mit

y=cod.

Beweis. Weil v([a,b]) kompakt ist, gibt es nach dem Lemma 5 ein ¢ > 0, so daf§
jedes We(c(t)) durch exp diffeomorph abgebildet wird. Wiihle eine Zerlegung

a=1tyg<...<tp=b,

so dafl v|;,_, ¢,) differenzierbar und

d(y(ti-1),7(tig1)) <e (23)
WEeil ~ Kiirzeste ist, gilt nach der Dreiecksungleichung fiir s < ¢

L(V]is.) = d(v(5),7(1)- (24)

Aus (23), (24) folgt nach dem Satz 22

’7| [ti—1,tit1] C eXp(WE (’Y(tl—l)))
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und v[f¢,_, +,,,] ist eine monoton umparametrisierte Geodétische:

tit1

Y[ti—1,tig1] = Ci—1 0 i1,
Gi—1 : [ti—1,tir1] — R stiickweise C°.

Insbesondere hat v an der Stelle ¢; keinen echten Knick! Wir nehmen o.E. an, daf3
¢i—1 nach der Bogenlidnge parametrisiert ist: ||¢;—1]| = 1. Dann hat das Definiti-
onsintervall von ¢;_; die Lange L(V|it,_, t,.11) = LV ito,ti411) — LV it0,t,_17)- Wir
konnen deshalb annehmen, dafl

Ci—1: [L(’Y|[t0’ti,1])7L(’Y|[t0,ti+1])] — M.

Auf [L(Y]ito,6.1)> L(V|fto,t:4,))] sind dann sowohl ¢;_; als auch c¢; definierte, nach
der Bogenlénge parametrisierte kiirzeste Geodétische von 7(¢;) nach y(¢;41). Also
stimmen sie auf diesem Intervall {iberein, und die ¢; setzen sich zu einer nach der
Bogenlidnge parametrisierten Geodétischen ¢ : [0, L(y)] — M zusammen. Offenbar
setzen sich auch die ¢; zu einer stetigen, stiickweise differenzierbaren Abbildung
¢ : [a,b] — [0, L()] zusammen. O

13 Geodatische Konvexitit

Die folgenden Definitionen ben6tigen wir momentan nur im Beweis von Satz 25.
WEeil sie aber auch sonst von Interesse ist, sei sie hier angegeben.

Definition. Seien (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ eine differen-
zierbare Funktion auf M.

(i) Der Gradient von ¢ ist das Vektorfeld definiert durch

g(grad, ¢,v) := dpo(v) =v- ¢
fiir allep € M,v € T,M.

(ii) Die Hessesche von ¢ ist das Bilinearformenfeld definiert durch
hess ¢(v, w) := g(V,gradeo, w)
fiir alle p € M,v,w € T,M.

Lemma 6. FEs gilt
(i) hess ¢(v, w) = hess p(w, v).
(i4) Ist grad, ¢ =0, so gilt fiir ein beliebiges Vektorfeld Y mit V), = w:

hess p(v,w) =v - (Y - @).
Beweis. Seien X,Y Vektorfelder mit X, = v,Y, = w. Dann ist

9(Vxgrad¢,Y) = X - g(grad ¢, Y) — g(grad ¢, VxY)
=X-(Y-¢9)—(VxY)-¢
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Ist 0 = grad, ¢, so folgt daraus (ii). Im allgemeinen kénnen wir wegen der Torsi-
onsfreiheit weiter schliefien

9(Vxgrado,Y) =X (Y -¢) — (Vy X + [X,Y])- ¢
=X (Y-9)=(VyX) - ¢=-X-(Y-9)+Y (X9
=Y (Y ¢)—(VyX)
= g(Vy grad ¢, X).

X%
x4

Daraus folgt die Symmetrie der Hesseschen. O

Satz 25 (Geoditisch-konvexe Umgebungen). Sei (M, g) eine zusammenhin-
gende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jedem Punkt p € M ein
do > 0, so daf fiir alle § €]0,0¢[ die offene d-Kugel Us(p) vom Radius 6 um p
geoditisch konvex ist: je zwei Punkte x,y € Us(p) lassen sich durch genau eine
nach der Bogenlinge parametrisierte Kiirzeste von x nach y verbinden, und diese
liegt in Us(p).

Beweis. A. Sei ¢¢ > 0 so gewihlt, dal exp |W ein Diffeomorphismus ist.
€0

Dann gibt es nach dem Lemma 5 zu der kompakten Menge C := exp(W,,(p)) ein
€ > 0, so daB exp|w, (g fiir jedes ¢ € C ein Diffeomorphismus ist. Wir wihlen
ein solches € mit € < €y, und setzen d9 = €¢/3. Sei 0 < § < dp. Dann gilt fiir
q,7 € exp(Ws(p)), dal ¢ € C und d(q,r) < 2§ < €. Daher gibt es eine bis auf
Parametrisierung eindeutig bestimmte Kiirzeste ¢ : [a,b] — M von ¢ nach r. Es
gilt nach der Dreiecksungleichung c([a,b]) C exp(W,(p)), aber im allgemeinen nicht
c([0,0]) C exp(Ws(p)).

B. Fiir eine Geodétische ¢ und eine C'*°-Funktion ¢ auf M gilt mit D = %
D?*(¢oc) = Dg(grad o, ¢) = g(Vpgrad, ¢, ¢) + g(grad, ¢, Vpé) = hess ¢(¢, é).
=0

Wir betrachten auf exp(We(p)) die Funktion ¢ := d(p,.)* = ||(exp |w, () *||*- Fiir
die Geodaétische ¢, : t — exp(tv) mit v € T, M gilt

D*(¢ 0 cy) = D*|to]* = 2]v]*.

Die letztere Formel zeigt, dafl hess ¢ in p positiv-definit ist. Wihlt man e klein
genug, so ist hess, ¢ positiv-definit fiir alle ¢ € exp(Wepsiton(p)), d.h. ¢ o ¢ ist fur
alle Geodétischen in exp(Wepsiion(p)) eine konvexe Funktion. Also nimmt d(p, c)?
sein Maximum am Rande des Intervalls [0, L] an, und es gilt d(p,c) < 6. O

14 Der Satz von Hopf-Rinow

Definition. Die Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit (geodétisch) vollstindig,
wenn es einen Punkt p € M gibt, so dafl exp auf ganz T, M definiert ist, d.h. so daf}
jede Geodatische durch p sich auf ganz R fortsetzen 1ift.

Lemma 7. Sei (M,g) geoditisch vollstindig beziiglich p und zusammenhingend.
Dann gibt es zu jedem q € M eine Geoddtische ¢ von p nach q mit

L(c) = d(p,q).

37



Beweis. Wir setzen r := d(p,q). Sei ¢ > 0, so dafl exp den abgeschlossenen Ball
We(p) diffeomorph auf eine Menge B(p) C M abbildet, und sei

S(p) = exp({w € TM [ |lw]| = €}).

Wir konnen annehmen, dal ¢ ¢ B(p), weil wir andernfalls schon fertig sind. Die
stetige Funktion d(., ¢) nimmt auf der kompakten Menge S(p) ihr Minimum in einem
Punkt z¢ = exp(ev) mit v € T,M, ||v|| = 1 an. Wir wollen zeigen, dafl

exp(rv) = gq. (25)
Zunichst halten wir fest, daf
d(p, q) = €+ d(xo,q), (26)

denn nach der Dreiecksungleichung ist d(p, q) < € + d(zg, ¢). Stiinde hier eine echte
Ungleichung, so gébe es eine Kurve der Lénge < € + d(zo,¢q) von p nach ¢. Diese
trife S(p) in einem Punkt z1 und hétte daher die Lange > e+d(x1, q) > e+d(xo, q).
Widerspruch!

Wir setzen ¢, (t) := exp(tv) und betrachten die Menge
A={sel0,r]|d(cy(s),q) =71 — s}

Die Menge A ist nicht leer, weil 0 € A. Weil ¢, und d(.,q) stetig sind, ist A ab-
geschlossen in [0, r]. Ist weiter sop € A, so ist [0, s9] C A, denn nach der Dreiecks-
ungleichung gilt r = d(p, q) < d(p, cu(s)) + d(cu(s),q) < s+ d(cu(s), ), also

d(ey(s),q) > r — s fiir alle s.
Andrerseits ist
d(ey(8),q) < d(ep(8),cu(50)) +d(cv(50),q) =80 —8+r—g=1—=5.
Wir zeigen, dafl
so+e€eA (27)

fiir hinreichend kleine € > 0. Dann ist A auch offen in [0,7], also A = [0,7]. Insbe-
sondere ist r € A, und es folgt (25).

Sei p’ = ¢y(sp) und sei € > 0 so klein, daf exp auf W, (p’) ein Diffeomorphismus
ist. Sei weiter € < r — sg. Wir definieren B’(p'),S'(p’) und z( € S’(p’) wie oben:
d(.,q)|s (py nimmt in p’ sein Minimum an. Es geniigt zu zeigen, daf

xy = cyp(s0 +€). (28)
Wie in (26) gilt ndmlich
r—so = d(cu(s0),q) = € + d(xp, q), (29)
und mit (28) folgt daraus r — (sg — €') = d(cy(s0 + €'), q), also (27).

Zum Beweis von (28): Die Dreiecksungleichung liefert

r=d(p,q) < d(p,xq) + d(x, q) (p,xp) + (r—so — €),

=d
(29)
also

d(p, () > so + €.

Die Kurve von p nach (), die bis ¢, (sg) der Geodétischen ¢, und dann dem geodéti-
schen Strahl von ¢, (sg) nach z{, folgt, hat die Linge so+¢', also ist d(p, zj) < sg+¢€'.
Es folgt Gleichheit, und deshalb ist die beschriebene Kurve eine Geodétische, ins-
besondere nicht gebrochen. Daraus folgt (28). O
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Satz 26. (Hopf-Rinow). Sei (M, g) eine zusammenhingende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit innerer Metrik d. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) (M, g) ist geoditisch vollstindig.
(1i) Jede abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von (M,d) ist kompakt.
(iii) (M,d) ist vollstindig.

In diesem Full lassen sich je zwei Punkte p,q € M durch eine Geodditische ¢ mit
L(c) = d(p, q) verbinden und jede Geodiitische lifit sich auf ganz R fortsetzen.

Beweis. (i) == (i1). Sei exp auf ganz T,M definiert. Sei A C M abgeschlossen
und beschriinkt. Weil A beschrénkt ist, gibt es nach dem Lemma ein r > 0, so daf3
A C exp(W,.(p)). Die letztere Menge ist als stetiges Bild einer kompakten Menge
kompakt.Als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist dann auch A
kompakt.

(i) = (iit). (Diese Implikation gilt in beliebigen metrischen Rédumen.) Sei (p,,)
eine d-Cauchyfolge in M. Dann ist A := {p,,} eine abgeschlossene und beschrinkte
Menge. Also besitzt (p,,) nach Voraussetzung eine gegen p € A konvergente Teilfolge.
Die Eigenschaft von Cauchyfolgen impliziert, dafl die Folge (p,) selbst gegen A
konvergiert.

(#91) = (i). Sei ¢ : [0,b]— M eine nach rechts maximal fortgesetzte, nach der
Bogenlidnge parametrisierte Geodétische. Es geniigt zu zeigen, dafl dann b = co.
Dann 13t sich jede Geoditische auf ganz R fortsetzen und (M, g) ist insbesondere
geoditisch vollstandig.

Annahme: b < co. Sei (¢,) eine von unten gegen b konvergente Folge. Wegen
d(c(s), ct)) < [t — s (30)

ist (¢(t,)) eine Cauchyfolge, also konvergent gegen einen Punkt ¢ € M. Die Menge
{c(tn)} U{q} ist kompakt. Nach dem Lemma 5 gibt es € > 0, so da8 exp |w, (c(t,))
fiir alle n ein Diffeomorphismus ist. Wéhle n mit b —t,, < e. Dann ist c|f, »[ eine
Geodétische in We(c(t,)) der Linge < e, 148t sich also iiber b hinaus verldngern.
Widerspruch zur Annahme! O

Satz 27 (Riemannsche Uberlagerungen). Seien (M, §), (M, g) zusammenhdn-
gende Riemannsche Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension. (M, g) sei vollstindig
und ™ : (M,g) — (M,g) eine isometrische Immersion, d.h. fir alle p € M ist

dsm : TsM — T,M eine Isometrie. Dann ist T eine Uberlagerung.

Beweis. Als Immersion zwischen gleichdimensionalen Mannigfaltigkeiten ist 7 ein
lokaler Diffeomorphismus, also eine lokale Isometrie. Insbesondere bildet m Geodéti-
sche in Geodéitische ab.

A) (M, g) ist vollstéindig. Seien p € M,p := n(p) und v € T,M. Dann gibt es
o € T;M mit dr(0) = v, und t +— 7(exp(td)) ist eine Geodiitische in (M, g) mit
¢(0) = dm(0) = v. Daraus folgt, dal auch (M, g) vollsténdig ist und daf§

o expM = exp™ odr. (31)
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B) 7 ist surjektiv. Seien p € M,p := n(p) und ¢ € M. Wir wollen zeigen, daf

q € 7(M). Nach dem Satz von Hopf-Rinow gibt es dann v € T, M mit expv = gq.
Sei ¥ € Ty M mit dn(0) = v. Dann ist nach (31)

m(exp¥) = expv = q.

C) 7 ist eine Uberlagerung. Sei p € M. Wihle dazu € > 0, so da8 exp auf Wa.(p)
ein Diffeomorphismus ist und definiere

U= exp™(We(p), Up := exp™ (We(p))
fiir alle p € 7~ ({p}).
Es geniigt zu zeigen:

Fiir alle p € 7~ ({p}) ist Uj offen und 7|U; : U — U ein Diffeomorphismus.

(32)
= (U) = Us. (33)
Fiir p # ¢ mit 7(p) = m(§) = p ist U; N Uz = 0. (34)

Zu (32). Aus (31) folgt, dafl 7 o expM, also erst recht expM, auf W (p) ein Diffeo-
morphismus ist. Daher ist U offen und

w|Us : Us = U
ein Diffeomorphismus.

Zu (33). Nach (32) ist 7= 1(U) D |JU;. Sei umgekehrt 7 € 71 (U) und x := 7 (%) €

U. Dann gibt es ein v € W,(z) mit exp™ (v) = p. Sei dn(¥) = v fiir ein & € Tz M.
Aus (31) folgt

m(expM(9)) = p.

Also ist p := exp™(7) € p € 7 1({p}), und wegen d(F,p) < € ist & € U;. Es folgt
7T_1(U) C UUﬁ

Zu (34). Seien p,¢ € 7 '({p}) und 7 € Uz N U;z. Dann ist nach der Dreiecksun-
gleichung

d(p,§) < d(p,7) + d(F, §) < 2.

Die Argumente im Beweis von (32) gelten aber auch mit 2e anstelle von e. D.h. 7
ist ein Diffeomorphismus auf exp(Wa.(p)). Deshalb folgt p = q. O

15 Jacobifelder

Wir berechnen nun das Differential der Exponentialabbildung auch senkrecht zur
radialen Richtung.

Definition. Seic:J — M eine Geodétische in der Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g). Ein Vektorfeld Y : J — TM léngs ¢ heifit ein Jacobifeld, wenn

Y + R(Y,é)é = 0. (35)
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Dabei ist YV := V pVpY, und R bezeichnet den Riemannsche Kriimmungstensor:

R(X, Y)Z =VxVyZ -VyVxZ— V[X,Y]Z-

Bemerkung. Nach Diffgeo I gibt es léings ¢ orthonormale Vektorfelder Fr, ..., Epy,,
die parallel sind: VpE; = 0. Beziiglich dieser schreibt sich Y als Y =", Y3, E}, mit
gewissen differenzierbaren Funktionen Yy, und (35) wird

Vi + ) Yg(R(E;,é)é, Ey)) = 0.

Also ist (35) eine lineare(!) Differentialgleichung 2. Ordnung und es gibt zu v, w €
Te(s9)M genau ein Jacobifeld Y lings ¢ mit Y'(sg) = v, Y(s0) = w.

Beispiel 38. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei p € M und sei
c:[0,b] — M,t — exp(tv) eine Geodétische, c(0) = p, é(0) = v. Sei w € T, M. Dann
ist fiir hinreichen kleines |7 |

V(t, 1) = exp(t(v + Tw))
definiert und eine Variation der Geoditischen c. Das Variationsvektorfeld Y'(¢t) =

a%V(t, 0) ist das Jacobifeld lings ¢ mit Y (0) = 0,Y(0) = w.

Beweis. Zunichst ist

0
)

=X(o,n="w

Y(0)=0, Y(0)=V.adV( g

Bt g)zv

av(

9 = w.
a7

Weiter ist Y ein Jacobifeld:
.. 0 0
Y:V%V%E‘/hzozv%v%&wt:o

0 0 0
ZV%V%EV‘tzO_v%V%EV‘t=O_v8 gth:O

T ot’ ot
=0
g, 0 0] N
= R(&V, EV)&Vh:O = *R(Y, C)C.

O

Satz 28 (Differential der Exponentialabbildung). Seien (M,g) eine Rie-
mannsche Mannigfaltigheit, p € M, v,w € T,M und expv definiert. Dann gilt

d, exp(w) =Y (1).

Dabei bezeichnet Y das Jacobifeld lings ¢ : t — exp(tv) mit Y (0) = 0,Y(0) = w.

Beweis. Folgt aus dem vorstehenden Beispiel, weil

0
Y(1) = EV|(1’O) = d, exp(w).
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16 Kriimmungstensor

Aus dem letzten Semester wiederholen wir folgende Definitionen:

Definition. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir Vektorfelder X, Y, Z
definiere

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VxyZ.

Dann ist R in allen Argumenten linear beziiglich der Multiplikation mit Funktio-
nen, und definiert daher ein (3,1)-Tensorfeld, d.h. fir jedes p € M eine 3-lineare
Abbildung von T, M in sich

(u,v,w) — R(u,v)w := R(X,Y)Z

fiir beliebige Vektorfelder mit X, = u,Y, = v,Z, = w. R heifit der Riemannsche
Kriimmungstensor von (M, g).

Fiir eine (2-dimensionale) Ebene o C T, M mit einer ON-Basis u, v definiere die
Riemannsche Schnittkriimmung auf o durch

K(o) = g(R(u,v)v,u).
Das ist unabhéingig von der Wahl der ON-Basis, vgl. 25. Vorlesung Diffgeo I.
Bemerkungen Identitéiten fiir Tensoren mufl man nur auf Basisvektoren beweisen.

Daher koénnen die folgenden zwei Bemerkungen oft erhebliche Vereinfachungen der
Beweise bedeuten:

1. Lokal gibt es immer Basen mit verschwindenden Lieklammern (Gaufische Ba-
sisfelder).

2. Man kann einen Tangentialvektor v € T, M stets lokal zu einem Vektorfeld X
fortsetzen, fiir welches (VX), = 0. (Aber Vorsicht bei zweiten Ableitungen!).
Zum Beweis betrachten wir ein lokales Vektorfeld X = > X k%. Dann ist

0%, .

Daher kann man X zum Beispiel definieren durch

Xg = vk — Zvjrfj(p)(ui — ui(p)).

Satz 29. Fir f : N — M, ein Vektorfeld ¢ lings f und Vektorfelder X,Y auf N
gilt die sogenannte Strukturgleichung

R(df(X),df(Y))¢ = VxVy(—VyVx({— VixyC. (36)

Beweis. Wir benutzen die definierenden Gleichung
(f"V)x(Zof)=Vgx)Z

fiir die kovariante Ableitung f*V von Vektorfeldern ldngs Abbildungen, vgl. Diff-
geo I. Seien p € N und Ey, ..., E,, Basisvektorfelder auf einer Umgebung von f(p),
fur die

(VEZ)f(p) =0.
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Wir schreiben

C=> G(Eiof), df(X)=> Xi(Eiof), df(Y)=Y Yi(Eiof).

Dann erhalten wir im Punkt p

VxVy(=VxVy Y GEiof =Y Vx (Y -G)(Eiof)+GVayu)Ei)

= Z (Y-G)(Eio f) + (Y- G) Varx) Ei (X - G) Vapv) Ei +C¢VX(Z Y;Vg, E;)
— = j
—ZX (Y- C)(Eio f)+ > GYiVarx) (Vi Er)
4]
—ZX (Y- G)(Eio f)+ > GY;Xe(VE Vi E)o f.
1,5,k
Wegen
VixyG(Eio f) = ([X,Y] - G)(Eio f) + G Vax.y) Ei
N————
=0
folgt
VxVy( = VyVx(=VixyiC =Y GYiXi(Ve Ve E)o f =Y GX;Ye(Ve, Ve Ei)o f
7,k 7,k
=Y GY;XiR(E;, E;)Ey o f
i,k

= R(df(X), df (Y))C.

O

Satz 30 (Kriimmungsidentitéiten). Fir Vektorfelder XY, Z, U auf M gilt:
R(X,Y)=-R(Y,X) (37)
R(X,)Y)Z+R(Z,X)Y + R(Y,Z)X =0 (1. Bianchi — Identitit) (38)
g(R(X,Y)Z,U) = —g(R(X,Y)U, Z) (39)
g(R(X,Y)Z,U)=g(R(Z,U)X,Y) (40)

Beweis. (37) ist trivial.

Zu (38). Wir nehmen an, daf§ die Lieklammern der Vektorfelder X, Y, Z verschwin-
den. Dann gilt wegen der Torsionsfreiheit Vy Z = VzY usw. und man erhélt:
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ=VxVzY -VyVxZ
R(Z,X)Y =VzVxY —VxVzY =VzVy X —VxVzY
RY,Z2)X =VyVzX —VzVyX =VyVxZ —-VzVyX.

Bei der Addition der drei Gleichungen heben sich die Terme paarweise weg.
u (39). Wir nehmen an, daf§ alle beteiligten Vektorfelder in p kovariante Ableitung
0 haben. Das gilt dann auch fiir die Lieklammern in p.
g(VXVyZ, U) = Xg(VyZ, U) — g(VYZ7 VXU)
—_——
=0
=XYg(Z,U)— Xg(Z,VyU)
= )(Yg(Z7 U) - g(Z, vayU).
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Der erste Term in der letzten Gleichung ist wegen [X,Y], = 0 symmetrisch in X
und Y. Deshalb folgt

g(R(X, Y)Z, U) = —g(Z, vayU) +g(Z, VvaU)
=—9(Z, R(X,Y)U).

Zu (40). Dies ist eine algebraische Folge der Gleichungen (2), (3), (4).

Nach diesen Identititen ist die Summe der Terme an den
Ecken eines jeden schattierten Dreiecks in dem Oktaeder
=0. Bei der Summation iiber die oberen und das Negati-
ve der unteren Dreiecke heben sich die dquatorialen Terme
weg, und es bleibt zweimal der obere minus zweimal der
untere Term. Daraus folgt (5). (Beweis nach Milnor).

Beispiel 39. Im R™ ist R =0 und K = 0.
Beispiel 40. Sei S™(r) = die Sphére vom Radius r. Mit der GauB-Gleichung folgt
R(X,Y)Z =1r"%(g(Y, 2)X — g(X, 2)Y)

und K =72,
Beispiel 41. H™(r) := {z € R™; g(z,2) = —r?, 29 > 0} mit der von der
Lorentzmetrik g(x,y) = —xoyo + 141 + ... + Tmym induzierten Metrik ist eine

Riemannsche Mannigfaltigkeit, der m-dimensionale hyperbolische Raum. Wie im
Euklidischen Fall ist die Levi-Civita-Ableitung von H™(r) einfach die Tangential-
projektion der kanonischen Ableitung im R™"!. Darum kann man den Kriimmungs-
tensor genauso ausrechnen wie fiir die Sphére und erhélt

R(X,Y)Z = —%(g(Y, Z2)X — g(X, 2)Y),
sowie K = —r~2,
Beispiel 42. (M, g)= Liegruppe mit biinvarianter Metrik. Dann ist VxY = %[X, Y]
fiir linksinvariante Vektorfelder X,Y | vgl. Beispiel 36. Daraus folgt
1
und fiir orthonormale X,Y

K(XAY) = 71X Y]IP,

Man zeigt leicht, da§ K fiir SO(3) positiv und konstant ist. Fiir SO(n),n > 3
hingegen nimmt K > 0 auch den Wert 0 an.

Beispiel 43. Fiir dim M =2 ist
R(X,Y)Z = K (4(Y, 2)X — g(X, 2)Y),
wobei K : M — R, p — K(T,M) die Schnittkrimmung ist.
Beweis. Es geniigt, R(X,Y) fiir eine ON-Basis (X,Y) zu kennen. Dazu geniigt es,
R(X,Y)X und R(X,Y)Y zu kennen. Weil aber R(X,Y) schiefadjungiert ist, ist
R(X,Y)X = g(R(X,Y)X,Y)Y = —KY = K (g(Y, X)X — g(X, X)Y)
und ebenso R(X, Y)Y = K (¢(Y,Y)X — g(X,Y)Y). O
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Beispiel 44. Andert man die Metrik konform durch
g=ey
und definiert die Hessesche beziiglich g durch
Hessy X = Vx grad A\, hessA\(X,Y) = g(Hess) X,Y),

so erhélt man fiir den neuen Kriimmungstensor:

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z
+ hess A(X, Z)Y —hess \(Y, Z2) X
+ g(X,Z)Hess\ Y — g(Y, Z) Hess) X
(Y- M)(Z - X) = g(Y. Z)| grad A|I*) X
(X N)(Z A — g(X, 2)|| grad \|2)Y
(X - N)glY, 2) — (¥ - Ng(X, Z)) grad A

Das folgt aus der Formel fiir die Anderung der Levi-Civita-Ableitung bei konformer
Anderung der Metrik.

17 Konstante Kriimmung

Lemma 8. Seien R, R zwei trilineare Abbildungen des euklidischen Vektorraums
(T, g), welche die Krimmungsidentititen der letzten Vorlesung erfiillen. Fir alle
orthonormalen u,v € T sei

g(R(u,v)v,u) = g(R(u, v)v,u) =: K(uAv). (41)

Dann folgt R = R.

Beweis.

Offenbar geniigt es, den Beweis fiir R = 0 zu fithren: betrachte R — R. Mittels der
Kriimmungsidentitdten beweist man

0=g(R(z,y +2)(y + 2),7) = 29(R(x,y)z, ).

Dann ersetzt man in dieser Gleichung x durch x+u und findet nach einiger Rechnung
g(R(z,y)z,u) = 0 fiir alle x,y, z, u.

Eleganterer Beweis: Fiir einen n-dimensionalen R-Vektorraum 7' bezeichne A2T
den Vektorraum der alternierenden 2-Formen auf T™*. Das ist ein (Z)—dimensionaler
Vektorraum erzeugt von den Formen

v Aw(a, B) == a(v)Bw) - Bv)alw). (42)

Jede bilineare Abbildung A : T? — W induziert eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung A : A2 — W mit

Az Ny) = Az, y).

Auf dem Vektorraum A27T hat man eine kanonische Metrik §, gegeben durch

g ANy, z ANu) = g(x,2)g9(y,u) — g(z,u)g(y, 2).
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R definiert nach den Kriimmungsidentitéten einen selbstadjungierten Endomorphis-
mus R : AT — AT durch

J(R(x Ay), 2 Au) = g(R(z,y)z,u).

Ist g(R(z,y)y, ) = 0 fiir alle z Ay, so ist die quadratische Fom zu R gleich 0, und
daraus folgt R =0, also R = 0. O

Satz 31. Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Schnittkrimmung
K, so gilt fiir den Krimmungstensor:

R(X,Y)Z = K (4(Y, Z)X — g(X, Z)Y).

Beweis. Trivial, weil die rechte Seite die Kriimmungsidentitdten erfiillt und Schnitt-
kriimmung K hat. O

Lemma 9 (Schur). Ist (M,g) eine zusammenhingende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, dim M > 3, und ist die Schnittkriimmung in jedem Punkt unabhdingig von
der Ebene, so ist die Schnittkrimmung auch vom Punkt unabhdngig.

Fiir den Beweis braucht man die folgende 2. Bianchi-Identitét. Deren Beweis (wie
den des Lemmas von Schur) iiberlasse ich den Ubungen.

Lemma 10 (2. Bianchi-Identitit). Definiere den Tensor VR durch
(VxR)(Y,Z)U :=Vx(R(Y,Z)U) - R(VxY,Z)U - R(Y,VxZ)U — RY, Z)VxU
Dann gilt

(VxR)(Y,Z)U + (VyR)(Z, X)U + (VzR)(X,Y)U =0

Definition. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Schnittkriimmung heift
auch einfach eine Mannigfaltigkeit konstanter Krimmung oder ein Raum konstanter
Krimmung. Vollstdndige Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung heiflen Raum-
formen.

Lemma 11 (Jacobifelder in Ridumen konstanter Kriimmung). In Rdiumen
konstanter Schnittkrimmung K sind die Jacobifelder mit

Y(0) =0, Y(0)Lé0)

lings nach der Bogenlinge parametrisierten Geoddtischen ¢ : s — exp sv, ||v|| =1
von der Form
Y (s) = sing sW(s)

mit parallelem W (s), W(0) = Y (0). Dabei ist

s K=0

sing s = % K>0

inh /—Ks
g Ve K <.
Beweis. Es gilt

2

d
ﬁ(sin;{) + Ksing =0, sing0=0, pn sing (0) = 1.
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Damit ist
g(Y, ¢)é = sing s g(W, ¢) = sing s g(W(0),¢(0)) =0

und
Y = —KY = —K(g(¢,¢)Y — g(Y, ¢)é).

Also ist Y ein Jacobifeld, und aus Y (0) = 0 und Y (0) = W (0) folgt die Behauptung.
O

Satz 32 (Lokale Klassifikation von Mannigfaltigkeiten konstanter Kriim-
mung). Je zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension und gleicher

konstanter Kriimmung sind lokal isometrisch. Also ist jede solche lokal isometrisch
zu R™, S™(r) oder H™(r).

Beweis. Seien (M, g),(M,§) gleichdimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten
gleicher konstanter Schnittkriimmung K. Seien p € M,p € M , und sei € > 0 so
gewiihlt, daf exp die offenen Kugeln W, (p) und W (p) diffeomorph abbildet. Whle
eine Isometrie j : T,M — Tﬁ]\;[. Dann ist

® := expoj o (exp)

ein Diffeomorphismus von exp(We(p)) auf exp(W¢(p)). Nach dem Lemma von Gaufl
ist @ radial isometrisch. Sind andrerseits v, wq,ws € T,M,w; L v,||v]| =1 und

Yi(t) = sing tW;(t), W/=0
die Jacobifelder lings exp(tv) mit Y;(0) = 0, Y;(0) = w; wie im Lemma, so folgt
g(dyy exp twy, dy, exp tws) = g(Y1(t), Ya(t))
= sinje t (Wi (¢), Wa(#))
= sin t g(W1(0), W2(0))
= sin% t g(wy, w).

Das ist unabhéingig von der Mannigfaltigkeit, und deshalb folgt die Behauptung.
O

18 Raumformen

Zunichst ohne Beweis ein bifichen Topologie, die wir der Einfachheit halber fiir
Mannigfaltigkeiten und differenzierbare Abbildungen formulieren. (Fiir Details, Be-
weise und allgemeinen Rahmen vgl. z.B. Spanier, Algebraic Topology)

Definition. Eine Mannigfaltigkeit heifit einfach-zusammenhdngend, wenn sich in
ihr jede geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt zusammenziehen l&8t.

Satz 33. (Liftungssatz) Seien 7 : M — M eine Uberlggerung, f: N — M eine
C-Abbildung, N zusammenhingend, p € N und § € M mit ©(q) = f(p). Dann
gibt es hichstens eine C°-Abbildung F : N — M mit F(p) = q, so daf

ToF = f.
Ist N einfach-zusammenhingend (z.B. ein Intervall), so gibt es genau einen solchen

Lift.
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Satz 34. (Universelle Uberlagerung) Sei M eine zusammenhdngende Mannig-
faltigkeit. Dann gibt es eine Uberlagerung 7 M — M mit zusammenhdngendem
und einfach-zusammenhdngendem M. Diese hat folgende ,universelle“ Eigenschaft:
Ist7: M — M eine Uberlagerung von M mit zusammenhdngendem M, sindp e M
und p € 7 ({p}) baw. p € 77 ({p}), und ist n : M — M der eindeutige Lift von
7o M — M mit n(p) = p, so ist n eine Uberlagerung. Insbesondere ist 7 : M — M
bis auf Diffeomorphie ,iber M* eindeutig bestimmt und tberlagert jede Uberlage-

rung von M. 7 : M — M heift die universelle Uberlagerung von M.

Bemerkung. Jede Uberlagerung 7 : M — M einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
M ist auf kanonische Weise eine Riemannsche Uberlagerung: der Raum M hat genau
eine Riemannsche Metrik, so dafl 7 eine isometrische Immersion ist.

Satz 35. (Universelle Uberlagerung von Raumformen) Sei (M, g) eine zu-
sammenhdngende vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Schnitt-
kriimmung (Raumform). Dann ist die universelle Uberlagerung von (M,g) iso-
metrisch zum Fuklidischen oder hyperbolischen Raum oder der Sphdre der glei-
chen Schnittkrimmung. Ist (M, g) iberdies einfach-zusammenhingend, so ist (M, g)
selbst zum entsprechenden Standardraum isometrisch.

Der Beweis benutzt das folgende, auch fiir sich sehr interessante

Lemma 12. Sind f,g : M — N zwei Isometrien Riemannscher Mannigfaltigkeiten,
ist M zusammenhdngend und gibt es p € M mit

fp)=9), dpf =dyyg,

so folgt f =g.

Beweis des Lemmas. Weil (lokale) Isometrien Geodiitische in Geodétische abbilden,
gilt fiir v € T, M und hinreichend kleine |¢|:

foexptv =exptd,f(v) = goexptv.
Folglich ist die Menge {¢ € M| f(p) = g(p) und d,f = d,g} offen in M. Sie ist
trivialerweise auch abgeschlossen und enthélt p. Daher ist sie = M. O O
Beweis des Satzes. Sei K die Schnittkriimmung von (M, g).

Sei p e M und 7 := exp |TpM : T,M — M. Nach dem Lemma 11 sind die Jacobi-
felder mit Y'(0) = 0,Y’(0) L ¢/(0) gegeben durch

Y (s) = sing sW(s)
mit parallelem W (s).

1. Fall: K < 0. Dann haben die obigen Jacobifelder auf ]0,co[ keine Nullstellen,
und weil exp nach dem Gauf-Lemma radial isometrisch ist, ist die Exponentialab-
bildung 7 auf T,, M ist eine Immersion. Wir versehen T, M mit der von 7 induzierten
Riemannschen Metrik. Dann wird exp eine isometrische Immersion. Die linear pa-
rametrisierten Geraden durch 0 € T, M sind Geodatische beziiglich dieser Metrik.
Also ist T, M mit dieser Metrik vollstdndig, und nach Satz 27 ist 7 eine Riemann-
sche Uberlagerung. Weil T, M einfach-zusammenhéngend ist, ist das die universelle
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Uberlagerung. Fiir den Fall (M, g) = R™ oder (M,g) = H™(1/y/—K) ist 7 eine
Isometrie. Aber die induzierte Metrik auf T, M ist allein durch K bestimmt:

sing |||

(79 (v, w) = gp(v,w) falls v,w L x,

]2

(7" g)z (v, w) = gp(v,w) falls v € Ra.

Daher ist T, M mit der induzierten Metrik isometrisch zu R™ bzw. H™(r) mit
derselben Kriimmung.

2. Fall: K > 0. Dann verschwinden alle Jacobifelder

Y(s) =sing sW(s), VpW =0, W L¢,

das erste Mal wieder bei s = € := \/”7 Daher ist exp |y, () eine Immersion, aber die
Sphére S, (p) vom Radius e im Tangentialraum 7, M wird in einen Punkt abgebildet.
Wir betrachten nun neben (M, g) die Sphire (M, §) = S™(1/1/K) derselben Kriim-
mung und in dieser einen Punkt p. Wir wéhlen eine lineare Isometrie ¢ : T;M —
T,M. Dann ist

7= exp™ og o (exp™ [We(p)) !
eine isometrische Tmmersion von M\{—p} auf exp, (We(p)) C M. Wir wihlen nun

einen Punkt ; € M\{p, —p} und setze p; := 7(p1). Sei ¢y := dp, 7 : Ty, M — T, M.
Dann erhalten wir wie oben eine isometrische Immersion

my = exp™ oy o (exp™ [We(p1)) !
von M\{—p;} auf exp, (We(p1)) C M Es gilt aber
dp~17T1 = dp~l7T.

e Daraus folgt 71 = 7 auf M\{—p, —p1}. Insbesondere stimmen also 7; und =
auf einer punktierten Umgebung von —p iiberein. Mit m; 148t sich daher auch =
als isometrische Tmmersion in —p fortsetzen. Weil M = S™(vK) kompakt und
M zusammenhingend ist, ist 7 eine Uberlagerung. Weil M = S™(v/K) einfach-
zusammenhiingend ist, ist es die universelle Uberlagerung von M. O

Clifford-Kleinsches Raumformenproblem. Das Problem, alle (zusammenhéngen-
den) Raumformen einer vorgegebenen Kriimmung zu bestimmen, ist damit auf das
Problem reduziert, welche Mannigfaltigkeiten sich isometrisch von einem der obi-
gen Standardrdume iiberlagern lassen. Das hat zu tun mit der Bestimmung der frei
und eigentlich diskontinuierlich operierenden Untergruppen der jeweiligen Isome-
triegruppe und ist nicht vollstdndig gelost.

Einige Resultate:

(Hantzsche-Wendt 1935) Fiir n = 3 und K = 0 gibt es bis auf Homéomorphie
zehn kompakte und acht nicht-kompakte Raumformen.

(Hopf 1926) Fiir n = 0 mod 2 und K > 0 gibt es bis auf Isometrie nur zwei
Raumformen, ndmlich die Sphére S™ und den reellen projektiven Raum RP™.

(J.A.Wolf 1967) Vollsténdige Klassifikation bis auf Isometrie fiir n > 4 und K > 0.
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19 Zweite Variation

Fiir die Frage, ob Geoditische Minima der Lange bei Vergleich mit Nachbarkurven
darstellen, ist es naheliegend, nicht nur die 1. Ableitung des Langenfunktionals (vgl.
Satz 20), sondern auch die 2. Ableitung zu untersuchen.

Definition. Seien (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : [a,b] — M
eine Geodétische in M mit ||¢|| = r > 0. Definiere fiir C*°-Vektorfelder Y7, Y> lings
c¢:[a,b) = M die Indexform

1 . 1 b . N
I04.Y2) = Lol -+ [ ol + RO, 0 Vo)

a

Lemma 13.

b
101.%9) = - [ (aF1.92) + g(ROG0)%200))

a

Insbesondere ist I symmetrisch.

Beweis.

b
1,v) = 5 [ i) - o7, v0) - R0V, 06, o))

1y o
B ?/ (Q(YhYz) +9(R(Y1,c)Y2,c)) dt.
- O
Wir schreiben im folgenden
9 0
at - &a a7' - E

Satz 36 (Formel von Synge fiir die 2. Variation). Seien V eine Variation der
Geoditischen c, ||¢|| =: r und

L(T) = L(CT) = / \/gcT(t)(éT(t)véT(t))dt'

Seien X = OV, Y = 0,V € I(V*TM) und Y+ € I'(c*TM) die zu ¢ orthogonale
Komponente von Y (.,0). Dann gilt

d2 (b,O)

1
—L(0) = - Y, X
5 L(0) = £ 9(Va Y. X)

+ 1YL v, (43)

(a,0)

Fiir Variationen mit festen Endpunkten verschwindet der erste Term rechts. Die 2.
Ableitung der Bogenlinge ist dann also gleich der (quadratischen) Indexform auf
der Normalkomponente des Variationsvektorfeldes.

Beweis. Wir erinnern an

VoY = V0.V =Vy 8,V =Vy X.
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Es folgt wie frither

b b
1
6TL=/ o || X dt:/ ———20,;¢9(X, X)dt
IXldt = [ 520nax. )

9(Vo, X, X)d / 9(Va,Y, X)dt,
/ X7’ [t

wobei der Integrand hier wie im folgenden an der Stelle (¢,7) genommen wird. Es
ergibt sich
b

1
2L = 0, X7’ g(Va,Y, X)dt

b
1
:/ ”XHBg(VatYX dt+/ T 9(Va, Y, X

9(Va.Va,Y, X) b 9(Va,Y,Va, X)
_— _g(Va Y, X 2dt+/ 9o, Vo, 2) 4 9oty Vo 2) gy
/a X 4 Far | TR X
b b
1 R(Y. X)Y. X
=~ | e oTayxpas | “ (||’X||)’ o
b b
9(Vs, V.Y, X) / 9(V5,Y, Vs X)
+/ T Zdt T 7 dt.
X LI

Fiir 7 = 0 folgt
X IS IO B R
) ab a X , o
+ f/ 9(Va, Vs Y, X)dt + f/ g(Y,Y)dt
r a r a

1/ . 1 b
:*/ g(YL,Yl)dth;/ J(R(Y, &)Y, &)dt

-
1 b
41 / (0:9(Vo, Y. X) — g(Vo,Y, Vo, X))dt.
’r' a W—/
=0

Weil ¢ Geoditische ist, ist langs ¢
VT =V, (V) = Vo (¥ — (Y, 8) =V — 5g(Vo, Y, 0)e) = V.
Aus den Kriimmungsidentitéiten folgt
g(R(Y,¢)Y,¢) = —g(R(Y,6)e,Y) = —g(R(Y,¢)e, Y ) = —g(R(Y+,&)e, Y.
Einsetzen liefert die Behauptung. O O

Gelegentlich ist es niitzlich, Variationen (und mit diesen Variationsvektorfelder) zu
betrachten, die nur stiickweise-C'*° sind:

Definition. Eine stetige Variation V (¢,7), t € [a,b], T €] — €, €], einer Kurve ¢ =
V(.,0) heifit stiickweise glatt oder stickweise-C'>°, wenn es eine Zerlegung a =ty <
tp < ... <t = b gibt, so daf} jedes V|[tj71,t].]x},é’6[ eine C'*°-Abbildung ist. Das
Variationsvektorfeld Y = 0,V|,—¢ ist dann ein stiickweise-C*>® Vektorfeld. (Statt
stiickweise-C'™ sagt man auch gebrochen.)
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Definition. Fiir stetige, stiickweise-C>® Vektorfelder Y7,Y5 lings ¢ : [a,b] — M
definiere

b
I(Y1,Ys): Zgyl,yz 0~ / g(Y1 + R(Y1,¢)é, Ya)dt,

wobei Y7 und Y, auflerhalb der ¢; C'*°-differenzierbar seien. (Beachte: Sind beide
Vektorfelder C*° an einer Stelle t;, so liefert diese in der Summe keinen Beitrag.)

Satz 37. Lemma 13 und Satz 36 bleiben richtig fiir stickweise C°°-Vektorfelder
bzw. Variationen.

Beweis. Folgt einfach durch Aufsummieren iiber die glatten Intervalle. O

20 Jacobifelder, der Satz von Jacobi

Zunichst stellen wir noch ein paar Eigenschaften von Jacobifeldern, d.h. Losungen
der Jacobigleichung

Y+ R(Y,6)é=0
zusammen.
Lemma 14. Seien (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und c : [a,b] — M
eine Kurve in M.
(i) IstY das Variationsvektorfeld einer Variation V (s,t) =: ¢(s), fiir die alle ¢
Geoddtische sind, so ist Y ein Jacobifeld.

(i) Jedes Jacobifeld Y lings einer Geoddtischen ¢ kann man wie in (i) erhalten.

Beweis.
Zu (i). Den Beweis aus Abschnitt 15 kann man wortlich iibernehmen.

Zu (ii). Sei Y ein Jacobifeld ldngs ¢ : [0,b] — M und 7 : [0, €] — M eine Geodétische
mit ¥(0) = Y(0). Seien weiter Xo, X; parallele Vektorfeld lings v mit X (0) = ¢(0)
und X;(0) = Y(0). Definiere

V(t, 1) := exp(t(Xo(7) + 7X1(7))) =: e (¢).

Offenbar sind alle ¢, Geodétische und ist ¢y = ¢. Daher ist das Variationsvektorfeld
Z von V ein Jacobifeld. Es geniigt den Anfangsbedingungen
Z(0) = 0,V (0,0) = 4(0) = Y(0)
Z(0) = Va,0:V (0
= V5,0,V (0
= Vo, (Xo(

,0)
,0)
) +tX1 (1)) = X1(0) = Y(0).

Daraus folgt Z =Y. O
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Lemma 15. Ist Y ein Jacobifeld lings c, so sind auch die Tangentialkomponente
und Normalkomponente

YT =[le] "2 g(Y, ¢)é
Y=Y —le| (Y, )¢
Jacobifelder. Deshalb bleibt ein Jacobifeld mit zu ¢ orthogonalen Anfangsbedingungen

immer orthogonal zu ¢. Solche Jacobifelder heiffen normale Jacobifelder.
Die Tangentialkomponente ist von der Form YT (t) = (a + tB3)é(t).

Beweis. Sei r := ||¢||. Zunédchst gilt

—

r2(YT) = (Vp)2(g(Y,¢)¢) = g(V,é)é = g(—R(Y, é)é, ¢) = 0 = —R(2Y T é)e.
Daher ist Y7 und damit auch Y+ ein J acobifeld. Die Anfangsbedingungen von YT
sind dann von der Form Y7(0) = a ¢(0), YT (0) = 8 ¢(0).

Weiter gilt
(Vp)*((a+sB)¢) = 0= —R((a + s8)¢, ¢)c.
Daher ist (a + sf)¢ ein Jacobifeld mit denselben Anfangsbedingungen. O

Definition.

(i) Sei ¢ : [a,b] — M eine nicht-konstante Geodétische. tg,t; € [a,b] heiflen
konjugiert ldngs ¢, wenn es ein nicht-verschwindendes Jacobifeld Y lings ¢
gibt, fiir das Y (¢t9p) = 0 und Y (¢;) = 0. (Y ist dann zwangsldufig normal.)
Man nennt dann auch ¢(tg) und ¢(¢;) lings ¢ konjugiert.

(ii) v € T, M heiit zu p konjugiert, wenn expv definiert und d,(exp |, rs) nicht
injektiv ist. Das ist genau dann der Fall, wenn 0 und 1 konjugiert lings ¢ —
exp tv sind.

Satz 38 (Jacobi). Seic : [a,b] — M eine nicht-konstante Geoditische und sei
t* €la,b] zu a konjugiert. Dann gibt es eine gebrochene Variation V (t,7) =: ¢, (¢)
von ¢ mit festen Endpunkten, so daff L(c) > L(e,) fir alle T # 0: Nach dem ersten
konjugierten Punkt ist keine Geoddtische mehr Kiirzeste.

Beweis. Sei Y ein (normales) Jacobifeld # 0 mit Y'(0) = 0,Y(t*) = 0, und sei
w =Y (t*). Dann ist w # 0, denn sonst wire Y = 0. Wir definieren ein gebrochenes
Jacobifeld durch

N i <t < t*
V) = Y(t) fira<t<t
0 fir t* <t <b.

X(a)=0, X()=0, g(w, X(t")=1

Wir wéhlen ein € > 0 und definieren ein gebrochenes Vektorfeld

1.
Z =—-Y +eX.
€
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Dieses Vektorfeld ist das Variationsvektorfeld einer Variation
V(t,7) = exp7Z(t)
der Geoditischen ¢ mit festen Endpunkten. Fiir sie gilt nach der Syngeformel

d2
T L(0)=1(Z,2)
1 . A R
= SI(V,Y) = 21(Y, X) + I1(X,X)

=0 - 29(Y(t* — 0), X(t*)) — 2g(Y (t* +0), X(t*)) + *I(X, X)
=0 —2g(Y (t), X (")) — 29(0, X (t*)) + € 1(X, X)
=2+ I1(X, X).

Fiir hinreichend kleines € ist dies negativ, und L hat in 0 ein striktes lokales Maxi-
mum. O

21 Die Sitze von Bonnet-Myers und Synge

Satz 39 (Satz von Bonnet-Myers: 1.Version). Sei (M,g) eine vollstindige,
zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, dim M > 2. Es gebe § > 0, so

dajs
K>6>0

fiir die Schnittkrimmungsfunktion K von (M, g). Dann ist M kompakt. Es gilt

diam(M) := sup{d(p,q); p,q € M} < %.

Beweis. Seien p,q € M und ¢ : [0,1] — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte
kiirzeste Geodétische von p nach ¢. Sei E ein paralleles normales Einheitsvektorfeld

lings c. Setze
Tt

Y (t) :=sin TE(t)

und
V(t,7) :=exp(rY(t)).

Weil ¢ Kiirzeste ist, gilt dann fiir die Langenfunktion L zu V', da8 9, L(0) = 0 und

0 < 9,2L(0)

=— /l g(Y + R(Y,é)é,Y)dt
0
=— /l{;rjg(E, E)+ g(R(E, ¢)é, E)} sin® WTtdt

/ {= E/\c)}sm Tdt

s”—z
Also
d(p.q) =1< -
) —_ \/g?
und daraus folgt mit Hopf-Rinow die Behauptung. O
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Definition. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir p € M, X,Y €
T,M und eine Orthonormalbasis Ej....,Ey, von T,M definiere den Riccitensor
Ric: T,M — T, M durch

m

_ 1
Ric X i= —— ; R(X,E;)E;.

Diese Definition ist unabhéngig von der Basiswahl, vgl. nachstehende Bemerkung.
Weiter definiert man
ric(X,Y) := g(Ric X, Y).

Der Tensor Ric ist selbstadjungiert und ric ist symmetrisch, wie sofort aus den
Kriimmungsidentitaten folgt.

Schliefflich heifit die Funktion
1
scal : M — R,p— ESpur(Ricp)

die Skalarkriimmung von (M, g).

Bemerkung. Zum besseren Verstindnis von Ric und ric beachte man: Offen-
sichtlich ist Ric durch ric bestimmt. Weiter ist ric als symmetrische Bilinearform
vollstdndig bestimmt durch die Werte ric(X, X) mit X € T,M, || X| = 1. Sei also
X € T,M mit | X| =1 und E; eine ON-Basis mit X = E;. Dann ist

_ 1 & JR
rie(X, X) = —— > 9(R(X,E;)E;, X) = — > 9(R(X, E;)E;, X)
=1 =2
—Li (R(E;, X)X E-)—#S urr
_m_li:QQ iy s L4 _m—l p X

wobei rx : X+ — X1 Y — R(Y, X)X ein selbstadjungierter Endomorphismus von
X ist, fiir den
g(rxY,Y), Y[ =1,

gerade die Schnittkriimmung auf der Ebene durch X und Y liefert. Die diskrete
Mittelung iiber die Schnittkriimmung kann man auch kontinuierlich machen, vgl.
das folgende Lemma. Danach ist ric(X, X) das Mittel aller Schnittkriimmungen auf
Ebenen durch X und scal das Mittel dieser Mittel, wenn X die Einheitssphére in
Tp,M durchléuft.

Lemma 16. Sei A ein selbstadjungierter Endomorphismus des R™. Dann ist

1

1
et A—m -
n Spur vol(S™—1)

/ < Az,x > dogn—
Sn—1

Beweis. Wir schreiben A = > \;P;, wobei die \; die Eigenwerte und die P; die
Orthogonalprojektionen auf die Eigenrdume sind. Dann ist

<A > dogn-1 = Ai | < Px,x>dogn-
/Sn_1 xT,T ggn—1 Z / Xr,T gg
1
:ZAiﬁ/<< Pix,x>+...+ < P,z >)dogn

_1 (Spur A)vol(S™1).
n
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Satz 40 (Satz von Bonnet-Myers: 2. Version). Sei (M,g) eine vollstindige,
zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension > 2. Es gebe § >
0, so daf

ric(X, X) > 0| X|?

fiir alle X € TM. Dann ist M kompakt. Es gilt

diam(M) := sup{d(p,q); p,g € M} <

=

Beweis. Seien p,q und ¢ wie im obigen Beweis. Sei Fy = ﬁ,Eg, ...y By, ein
paralleles ON-Basisfeld ldngs ¢. Dann folgt durch Anwendung des obigen Schlusses
auf Es, ..., E,, und Summation:

I mo o
0< / Z{%Q(E“Ez) — g(R(E;, ¢)e, Ei)}sinQ ltdt
0 i l l

I 2
t
=< / {%(m —1) = (m — 1)ric(é, é)} sin® 7rTdt.
0
Wie oben folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Die Voraussetzungen der obigen Satze gelten natiirlich auch fiir die
universelle Uberlagerung. Diese ist damit ebenfalls kompakt und daher endlich-
blattrig.

Satz 41 (Lemma von Synge). Sei (M, g) eine orientierbare Riemannsche Man-
nigfaltigkeit gerader Dimension mit positiver Schnittkrimmung K > 0. Sei ¢ :
[0,L] — M eine glatt-geschlossene Geoddtische der Linge L(c) = L > 0. Dann
gibt es eine Variation V (t,7) = ¢, (t) von ¢, so daff alle Nachbarkurven c;,7 # 0
glatt geschlossen und kiirzer als L sind.

Beweis. Die Parallelverschiebung von Vektoren X € T,y M mit X L ¢/(0) langs
c liefert eine orthogonale Abbildung ® von T,o)M auf T )M = T, M. Eine
Orientierung von M liefert eine solche von TiyM, und ® ist orientierungstreu.
Daher besitzt II einen Eigenvektor zum Eigenwert 41, d.h. einen Fixvektor # 0.
Sei X das durch Parallelverschiebung dieses Vektors erhaltene Vektorfeld. Beachte,
dafl X glatt geschlossen ist. Dann ist

V(s,t) == exp(tX(s))

eine Variation von ¢, und fiir die 2. Ableitung des Léngenfunktionals gilt nach der
Formel von Synge

L(0) = I(X, X)
L
= —/ g(R(X, ), X)ds
0
L
= 7/ K| X|]*ds
0
< 0.
Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 42 (Satz von Synge). Fine eine zusammenhdingende, kompakte, orientier-
bare Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) gerader Dimension mit positiver Schnitt-
krimmung K > 0 st einfach-zusammenhdngend.
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Der Beweis ist eine einfache Konsequenz aus dem Lemma von Synge und dem
nachstehenden Lemma. Zun#chst die folgende

Definition. Zwei geschlossene Kurven ¢y, ¢; : [a,b] — M heiflen (in M) frei homo-
top, wenn es eine Abbildung H : [a,b] x [0,1] — M gibt, so daB gilt

H(t,0) = co(t), H(t,1)=cy(t) fiir allet, (44)
H(a,7) = H(b,7) fiir alle 7. (45)

Freie Homotopie ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen heifien freie
Homotopieklassen.

Bemerkung. Diese Definition macht Sinn fiir einen beliebigen topologischen Raum
M und stetige Abbildungen c¢;, H. Ist M eine Mannigfaltigkeit, so gibt es in jeder
freien Homotopieklasse eine geschlossene C'°°-Kurve, und je zwei solche sind durch
eine C'*°-Homotopie verbunden. Man kann sich dann also auf , glatte Homotopie-
klassen* beschrénken.

Lemma 17. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es in jeder
freien Homotopieklasse eine glatt-geschlossene Geoddtische, die die Ldnge in der
Homotopieklasse minimiert.

Beweis. Kurven seien im folgenden stiickweise C*°.

Weil M kompakt ist, gibt es eine endliche offene Uberdeckung (Uy) von M durch
geodétisch-konvexe offenen Mengen. Weiter gibt es nach dem Lemma von Lebesgue
ein € > 0, so daf} jede Menge vom Durchmesser < ¢, insbesondere also jede Kurve
der Lange< €, in einem der Uy, enthalten ist.

Definition. Eine geschlossene Kurve ¢ : [0,1] — M heifit speziell, wenn eine Zerle-

gung
0=t <1 <...<ty=1

mit folgender Eigenschaft existiert:

Fiir alle j ist ¢, _, ¢, eine kiirzeste Geoditische zwischen c(t;_1) und c(t;) von der
Lénge < e.

1. Schritt: Zu jeder geschlossenen Kurve ¢ : [0,1] — M gibt es eine homotope
spezielle Kurve, deren Lénge nicht grofer ist.
Beweis: Wihle eine Zerlegung

0=ty <t;1 <...<ty=1,

so daB L(cly,_,,,)) < e fiir alle j. Dann ist c|y,_, ¢, eine Kurve in einer der
geodétisch konvexen Mengen Uy und lafit sich deshalb homotop deformieren in
die kiirzeste Geodétische von c(t;j_1) nach c(¢;). Auf diese Weise erhilt man eine
zu ¢ homotope und nicht langere geschlossenen Kurve.

2. Schritt: Sei « eine freie Homotopieklasse und [ das Infimum der Léngen von
Kurven in a. Dann gibt es eine Folge geschlossener Kurven ¢; in «, deren Léngen
gegen [ konvergieren, und die simtlich speziell sind (1. Schritt). Wir kénnen weiter
annehmen, dafl keine dieser Kurven linger als 21 ist.

3. Schritt: Man kann die Folge der ¢; so wihlen, dafl sie samtlich dieselbe Anzahl
N von Teilpunkten



haben.
Beweis: Wir betrachten eine spezielle Kurve ¢ = ¢; mit einer Zerlegung

O=ty<t;<...<ty=1.

Wir betrachten folgende Teilkurven:

|- 1.

Vr = c|[t27‘7t2r+2]7 r=0,..., [

N
2
Hat jede dieser Kurven eine Linge> ¢, so ist

20> 1(e) 2 Y L) 2 [ e

ie. o
N <2(—+1).
€

Das bedeutet aber: Ist umgekehrt N > Ny := [2(2 + 1)], so ist wenigstens ein
~, kiirzer als € und damit in einem U enthalten. Also kann man -, homotop
ersetzen durch die kiirzeste Geodétische von ~,(2r) nach v.(2r + 2) und hat ¢
durch eine homotope spezielle Kurve ersetzt, die einen Teilpunkt weniger hat. Man
kann daher annehmen, dafl kein ¢; mehr als Ny Teilpunkte hat. Weil man aber
beliebig Teilpunkte einfiigen kann, kann man sogar annehmen, daf} alle ¢; genau Ny
Teilpunkte haben.

4. Schritt: Nach Wahl einer Teilfolge der ¢; kénnen wir annehmen, dafl fiir alle
j€{l,..., N} der Grenzwert 4
pj = lim¢;(t5)

exisitiert. Die kiirzesten Geodétischen zwischen diesen Grenzpunkten bilden eine
geschlossene Kurve ¢ der Lénge (.
Beweis:

L(e) = Y d(p;,pj+1)
=Y d(lim ¢ (t5), lim 3 (£ 1))
=Y lim d(ci(th), eilth 1))
- Zlisz(ci

= lim L(c;)

[t .85 )1)

=1

5. Schritt: Wihlt man eingangs die Uy so, daf jedes Uy, in einem offenen geodétisch-
konvexen Wy, liegt, so ist ¢ € a.
Beweis: Wir betrachten einen festen Index j. Jedes ci([té,té +1)) liegt in einem Uy.

Da es davon aber nur endlich viele gibt, gibt es ein k(j), so daB ¢;([t}, 5, ,]) C U
fiir unendlich viele ¢, nach Wahl einer Teilfolge der sogar fiir alle . Weil es nur
endlich viele Indices j gibt, konnen wir dies simultan fiir alle j annehmen: Fiir alle
i und j gilt o

ci([t t41]) C Ur(gy C Whgy)-
Dann liegen aber p; und p;11 in Uk(j) C Wi(jy- Daher kann man ¢; homotop in ¢ de-
formieren léngs kiirzester Geodétischer zwischen Punkten gleicher Parameterwerte.

O
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22

Riemannsche Submersionen

Definition. Sei 7 : (M, §) — (M, g) eine Submersion von Riemannschen Mannig-
faltigkeiten.

(i)

(iii)

Fir p € M ist ~ ~
My =n"'({p})) c M

eine Untermannigfaltigkeit der Dimension dim M — dim M, die Fuser iiber p.
Fiir p € M definiere
VﬁM = TﬁMﬂ(ﬁ
HﬁM = (TﬁMTr

)= ker dﬁﬂ'
L
@)
VZ;M und Hﬁj\;[ heiflen der Vertikalraum bzw. der Horizontalraum von w. Es
ist

TﬁM = VﬁM @ HﬁM7
und wir bezeichnen mit X = X" + X h die entsprechende Zerlegung. Ein Tan-
gentialvektor v € T, ﬁM hei3t horizontal, wenn v € HﬁM . Analog definiert man

vertikal und auf die offensichtliche Weise die Begriffe horizontales Vektorfeld,
horizontale Kurve etc.

7 heifit eine Riemannsche Submersion, wenn fiir alle p € M

:Hf,z\Z—>T - M

dsm| -~
P w(P)
HpM

eine lineare Isometrie ist.

Sei in folgenden = : (M, §) — (M, g) eine Riemannsche Submersion.

Lemma 18. (i) Ein Vektorfeld X auf M besitzt einen eindeutigen horizontalen

(ii)

Lift, d.h.es gibt genau ein Vektorfeld X auf M, welches horizontal ist, und fir
welches dm(X) = X o7 gilt.

Ist ¢: J — M eine Kurve, to € J mit ¢(tg) #0 und p € Mc(to), so gibt es um
to einen eindeutigen lokalen horizontalen Lift von ¢ mit Anfangswert p. D.h.
es gibt eine eindeutig bestimmte horizontale Kurve ¢ :|tg — €,tg + €[— M mit
é(to) =pundmoé=c.

Beweis.

Zu (i). Trivial.

Zu (ii). Nach dem Rangsatz konnen wir J erforderlichenfalls durch ein kleineres
Intervall (wieder J genannt) um den Punkt ¢y ersetzen, so dafl N := ¢(J) eine Un-
termannigfaltigkeit von M ist, auf der ¢ ein nicht-verschwindendes Vektorfeld X
definiert. Wegen der Submersionseigenschaft von 7 ist N := 7~ *(N) eine Unter-

mannigfaltigkeit von M , und 7| NG N — N ist eine Riemannsche Submersion. Die

Integralkurve & mit &(tg) = p des horizontalen Lifts X von X in N mit ist eine
horizontale Kurve. Wir behaupten:



Dazu betrachten wir die Umkehrfunktion p : N — R von ¢ : J — ¢(J). Aus
p(c(t)) =t folgt dp(X) = 1. Es gilt
d N 5
apowoc:dedw(Xoc)
=dp(X)omod
=1

=g poc

Wegen 7 o é(tg) = ¢(to). folgt daraus mo é = c. O

Lemma 19. (i) 7 erhdlt die Linge von horizontalen Kurven und verkiirzt die
Linge anderer Kurven.

(ii) Ist ¢ : J — M eine Geoditische, so ist ein (lokaler) horizontaler Lift von c
ebenfalls eine Geoddtische.

(iii) Ist & : J — M eine Geoditische mit horizontalem &(to), so ist & horizontal,
und 7 o ¢ st eine Geoddtische in M.

() Ist (M, §) vollstindig, so auch (M, g).

Beweis. Zu (i). Folgt aus

ldm(X)]* = fldm(X? + X™)|[* = dn(X")||* = | X"[* < || X]*.

Zu (ii). Sei ¢ ein lokaler horiontaler Lift von c¢. Weil ¢ lokal Kiirzeste ist, ist nach
(i) auch ¢ lokal Kiirzeste. Auflerdem ist ¢ mit konstanter Geschwindigkeit parame-
trisiert, weil dasselbe fiir ¢ gilt. Daher ist ¢ Geodétische.

Zu (iii). Sei ¢ die Geodétische mit ¢(tg) = dm(&(to)). Dann ist der lokale horizontale
Lift von ¢ durch ¢g mit Anfangswert ¢(0) eine Geodiitische mit demselben Anfangs-
punkt wie & Aber der horizontale Lift von ¢é(to) ist &(to). Also hat der horizontale
Lift von ¢ auch denselben Anfangsvektor wie ¢. Daher ist ¢ der horizontale Lift von
c und ¢ = 7o ¢ auf dem gemeinsamen Definitionsintervall um t¢y. Damit ist die
Menge der Parameterwerte, fiir die ¢ horizontal ist, eine offene Menge in J. Sie ist
aber auch abgeschlossen, und daher ist ¢ horizontal. Da weiter ist ¢ = m o ¢ global
eine Geodétische.

Zu (iv). Trivial nach Hopf-Rinow. O

Lemma 20. Seien X,Y Vektorfelder auf M mit horizontalen Lifts X,Y. Dann
qilt:

e~ e~

(Z) [Xa}}}h:[XaYL [X7?]UZ[X3Y/}7[XaY]
(i1) VXY = VY + %[f(,f/]”, also VxY = dﬂ'(VXf/).
(iii) Sind X,Y orthonormal, so gilt fir die Schnittkrimmungen

K(XAY)=R(XAT)+ ZII (X, V]2 (Formel von O'Neill)
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Beweis. Hausaufgabe
(i) trivial
(ii) mit (i) und der Levi-Civita-Formel

(iii) vgl. Gallot, Hulin, Lafontaine O

23 Der komplexe projektive Raum

Im C™"! betrachten wir das hermitesche Skalarprodukt

(x,y) = szgz

Das Euklidische Skalarprodukt auf C™ ' = R?™2 ist dann gegeben durch

<y >=Re(z,y) = 3 ((#.9) + (5,2))

Wir betrachten weiter den reellen Vektorraum End(C™"') der Endomorphismen
des C™ T als reellen Vektorraum mit dem Skalarprodukt

1
<A B>= §ReSpurC(AB*).

Wir betrachten die Abbildung
7:C™t 5 82 L Hm+ 1),z w(z) = (., )z

Beachte, dafl m(x) wegen

((u, 2)a, v) = (u, 2)(2,v) = (u, ) (v, 2) = (v, (v, 2)x)

selbstadjungiert ist. Es ist die unitdre Orthogonalprojektion auf Cx und 7 lie-
fert so eine Submersion von S?"*! auf den komplexen projektiven Raum CP™ C
End(C™). Die Faser ist 7' ({n(z)}) = Cx N §?"+! = {¢*?z}, und es gilt

T,8*" ! = {v| Re(v, z) = 0},
Ve = {v|v = Aiz, A € R},
H, = {v|(v,z) =0} =2 T ,)CP™.
Fiir v,w € H, gilt
< dym(v), dym(w) > =< v,w > .

Damit ist 7 : 2™+l — CP™ eine Riemannsche Submersion.
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Beweis.

[
= Re Spur[((-,v)z + (., z)v) o ((,,w)x + (., z)w)]
= ReSpur[((.,w)x + (., x)w,v)z + ((.,w)z + (., 2)w, x)v]
= Re Spur[((., z)w,v)z + ((.,w)z, z)v]
= Re Spur[(.,z)(w,v)x + ( aw)(x7z)v]
= ReSpur|(., z)(w,v)z + (., w)(z,z)v]
= Re[(w,v) + > _(es,w) (v, ¢;)]
= Re[(w,v) + (v, w)]
=2<v,w>

O

(Fast)komplexe Struktur. H, ist ein komplexer Untervektorraum von cmtt
und die Multiplikation mit ¢ in diesem Vektorraum induziert auf TCP™ ein Endo-
morphismenfeld J : TCP™ — TCP™. Dafiir gilt

VJ =0,
d.h.
Vx(JY) = JVxY.

Mit J wird jedes T,CP™ ein komplexer Vektorraum und CP™ eine sogenannte
fastkomplere Mannigfaltigkeit. CP™ ist sogar eine komplexe Mannigfaltigkeit: Es
gibt einen Atlas komplexer Karten mit holomorphen Kartenwechseln, aber darauf
gehen wir nicht ein.

Beweis.

Andrerseits gilt

JVxY =dr(iVxY) =dn(i(VzY)") =dr(i(DgY— < DY,z > z)")
=dn(i(DgY— < DgY,z>a2— < DgY, iz > i)
=dr(iDgY — < DgY,x >ix— <iDgY,z > 1))
N—————

vertikal

Geoditische. Die horizontalen Geodétischen in S?™*! sind von der Form
é(s) = cossx +sinsv

mit v € Hy, d.h. (v,z) = 0 und ||v|| = 1. Sie projizieren sich (doppelt) auf (ebenfalls
geschlossene) Geodétische in CP™ von der Linge 7. Das liefert alle Geodétischen
in CP™. Zwei Geoditische aus 7(z) schneiden sich nach der Lénge 7/2, wenn ihre
Anfangsvektoren (beziiglich J) komplex linear abhéingig sind. Andernfalls schneiden
sie sich nur im Ausgangspunkt.
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Beweis. Sind v,w € H, Einheitsvektoren, so ist
m(cossx + sinsv) = w(costx + sint w)

genau dann, wenn
cossx +sinsv = A(costx + sint w)

fiir ein A € C mit |\| = 1. Es folgt
coss — Acost =0,

d.h. coss = £cost und A = =£1, oder coss = cost = 0. Im ersten Fall folgt
sins = +sint und

e v und w sind reell linear abhéngig. Dann fallen die Geodétischen in CP™
zusammen. Oder

e sins = sint = 0. Das ist der nach Voraussetzung gemeinsame Punkt der
beiden Geodétischen.

Im zweiten Fall ist s = ¢ = 5 und v und w sind komplex linear abhéingig. Umgekehrt
ist bei linearer Abhéingigkeit von v un w natiirlich

m(v) = w(w).
O

Projektive Geraden. Fiir z € S?"*! und v € H, ist Cx + Cv eine komple-
xe Ebene, die $?™*! in einer GroB-S2 trifft. Das m-Bild dieser S3 besteht aus
allen Orthogonalprojektionen auf (komplexe) Geraden in Cz + Cu, ist also ein
CP! ¢ CP™, eine sogenannte (komplexe) projektive Gerade g. Diese ist gleich-
zeitig das w-Bild aller (horiontalen) Geoditischen aus z mit Anfangsrichtung in
Cv C H,, also das Bild aller Geoditischen in CP™ aus 7(z) mit Anfangsrichtung
in Spann{dn(v), Jdr(v)} = Cdnr(v). Weil J parallel ist, bleibt (¢, J¢) eine Basis des
Tangentialraums an g lings c(t) = exptv, d.h. es gilt allgemein: Ist p € CP™ ein
Punkt einer komplexen Geraden g und u € T,CP™ tangential an g, u # 0, so ist

g = exp(Cu) = exp(T}9).

g ist eine sogenannte totalgeodiitische Untermannigfaltigkeit. Nach dem vorange-
henden Abschnitt ist g eine Kreisscheibe vom Radius 7/2, bei der der Rand zu
einem Punkt kontrahiert ist, also eine 2-Sphére vom Umfang 7.

Jacobifelder. Fiir orthonormale z, v, w mit (x,v) = (z,w) = 0 ist
¢, (t) = costx + sint(cosT v + sin T w)

eine Variation von ¢ = ¢y durch horizontale Geodétische. Das zugehorige Jacobifeld
ist Z(t) = sintw. (Beachte, dafl w ein konstantes, an S?*™+! tangentiales Vektorfeld
langs c ist.) Die horizontale Komponente von Z ist

Lsin2tic(t), fallsw =i
Z(t)" = sintw— < sintw,ic(t) >ic(t) =42 sin2t4é(t), falls w = iv
sintw, falls w L Cu.

Bewets.
e(t) = cost x + sint v.
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2. Fall: (v,w) = 0.

Y ()" = sint w— < sint w,ic(t) > ic(t)
=sint w— < sint w,icost x +isint v > i(cost x + sint v)
=sint w —sin® ¢t < w,iv > i(cost x + sint v)

=sint w.

1. Fall: w = 4v. Dann erhélt man wie oben

Y (t)" = sint iv — sin®t i(cost & + sint v)
= isint(v —sintcost x — sin’ tv)
=isintcost(—sint x + costv)

= sint costic(t).

O

Das Jacobifeld der Variation 7 o ¢, von 7 o ¢ ist offenbar Y = d.w(Z) = d.w(Z").
Wir finden daher

Y =d.n(VpY) =d.n(VpZh)

_)dem(cos2tic) = 2cot2tY  fiir w = iv,
"~ \dem(costw) = cottY fiir w L Co.

Es folgt im zweiten Fall

1 1 —cos?t
Y 4oty =— 2y =y

sin“t sin® ¢

-

und adhnlich im ersten Fall. Man erhélt:

v — —4Y  fir w = v,
|-Y  fiirw L Co.

Kriimmungstensor. Fiir p € CP™ und orthonormale X,Y € T,CP™ sei Ily
die euklidische Orthogonalprojektion auf Spann{Y,JY} = CY. Dann gilt fiir den
Kriimmungstensor von CP™:

R(X,Y)Y = X + 3IIy (X). (46)

Insbesondere liegt die Schnittkriimmung zwischen 1 und 4, vgl. die Formel von
O’Neill.

Beweis. Nach dem vorigen Absatz und der Jacobigleichung ist

4X fallsY =X
X fallsY 1 CX

=X +3My(X) fallsY =4X oder L CX.

R(X,Y)Y = {

Aus der Linearitit beider Seiten folgt die Behauptung dann fiir alle X 1 Y. O
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24 Vergleich von Jacobifeldern, Satz von Hadamard-
Cartan

Wir erinnern daran, dafl die normalen Jacobifelder in R&umen konstanter Kriimmung
% mit den Anfangsbedingungen Y (0) = 0,Y’(0) = w gegeben sind durch Y(s) =
sin, sW, wobei W durch Parallelverschiebung von w entsteht, wiahrend

% fur k > 0,
sin. s =< s fiirk = 0,

sinh /—ks .

ﬁ fur Kk < 0.

Satz 43 (Vergleichssatz von Rauch! und Buser/Karcher?). Sei (M, g) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit, ¢ : [0,b[— M eine nach der Bogenlinge parametri-
sierte Geoddtische, Y ein normales Jacobifeld lings ¢ mit Y (0) = 0,Y'(0) # 0. K
bezeichne die Schnittkrimmung von M.

Sei ¢, : [0,b[— M, eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geodditische in ei-
ner Riemannschen Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung k und Y, ein normales
Jacobifeld lings ¢, mit Y, (0) =0, ||Y.(0)|| = ||[Y'(0)].

Seien 6, A € R.
(i) Ist K < A und in ]0,b] kein zu 0 konjugierter Punkt von ca, so gilt
IYall < IY]l auf [0,0].

(i) Ist K > ¢ und in ]0,b[ kein zu 0 konjugierter Punkt von c, so gilt

VI <1¥sl auf [0,0].

Beweis.
Wir schreiben die Jacobigleichung in Koordinaten: Seien FE,..., E,, orthonormal
und parallel ldngs ¢ mit F; = ¢’. Dann gilt
Y =Y VE
=2
vy — Z Yi/,Ei-

=2

Weiter

R(Y,d)d =Y YiR(E;,¢)d =Y g(R(E;,d)d, E;) V;E;
¢ 7‘] ::RrL]

wobei R;; = Rj; nach den Kriimmungsidentitdten. Damit schreibt sich die Jacobi-
gleichung als

Y+ RiY; =0.

J

1 Ann. Math. 1951
2Gromov’s almost flat manifolds. Asterisque 81, 148 p. (1981).
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Ist 0 < K < A, so folgt
5 S g(R(X, CI)CI,X) = ZRinin S A

fiir alle X, so dafl X, ¢’ orthonormal sind. Beachten wir aulerdem, daf} die Jacobi-
gleichung linear ist, so dafl mit ¥ auch Y/||Y’(0)|| eine Losung ist, so reduziert sich
der Beweis des Vergleichssatzes auf folgenden

Satz. (Analytischer Vergleichssatz) Sei (V,< .,. >) ein euklidischer Vektor-
raum und sei R : [0,b[— End(V) eine C*°-Abbildung, so daf R(s) fiir alle s selbst-
adjungiert ist. Y : [0,b[— V erfiille die Jacobigleichung

Y” +RY =0 (47)
mit
Y(0)=0, [Y'(0)=1. (48)
Dann gilt:
(i) Ist R < A, d.h. < RX,X >< A||X|]? fir alle X, und ist sina [jo,,; > 0, s0
gilt
sina < ||Y||  auf [0,b]. (49)
(ii) Ist 6 < R und ||Y| >0 auf]0,b[ fir alle Y mit
Y"+RY =0, Y(0)=0#Y'(0),

so gilt
Y| <sing  auf [0,b]. (50)
Beweis zu (i).
Wir zeigen
Y
lim M =1 (51)
s\0 SINAS
REGLV
——)" >0. 52
(sinAs) - (52)

Daraus folgt dann offenbar (3).

Zunichst ist nach der Definition der Differenzierbarkeit

Y(s) =s(Y'(0) + a(s)) mit il{% a(s)=0
sinas = s(1+ B(s)) mit ll{%ﬂ(s) = 0.

Daraus folgt (5).

Weiter ist ||Y|| > 0 auf ]0, €[ fiir hinreichend kleines € €]0,b[, so daf§ dort ||Y|| eine
C*°-Funktion ist. Es folgt

Y
Y| =v/<Y,Y >=< Y’,m >

Y 1
IV =< Y, — > +

Y
Y'Y |P= <Y, Y > ><Y” — >. (53
vy T PP < v Y > > >, (53)

Yl

>0
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Wegen
(u'v —u") = u"v — uw”

kann man die Quotientenregel auch so schreiben:

1
(B = o3[ @ =) + @ - ),
Damit erhalten wir auf ]0, e[ wegen sin’{ + Asina =0
Yl 1 . .
pr ) = ETNE 1Y |"sina + Al|Y||sina
1
= — Y|+ A|Y]) si
e Y1+ A1) ging
>0
() 1 sina
= sinal | TV <Y Y > +A Y)Y >}
1 sina y
= <Y"4+AY)Y >
(sina)? | TV L=
=<(A=R)Y,Y>>0
> 0.

Daraus folgt (6), also auch (3), auf |0, €[, und offenbar kann man € = b annehmen.

Beweis zu (ii). Zunéichst stellen wir fest, dal wir 0.E. sing > 0 auf ]0, b [ annehmen
konnen. Ist ndmlich 6 < 0, so ist das sowieso der Fall. Und haben wir fiir § > 0
die Behauptung (4) auf ]0,b[ N ]0,7/v/6 | bewiesen, so folgt, daB fiir b > 7 /v/§ die
Voraussetzung iiber Y sicher nicht erfiillt ist.

Wir betrachten eine Matrixlosung der Jacobigleichung, d.h. Z : [0,b[— End(V') mit

7"+ RZ =0
Z(0)=0, Z'(0)=Id.

Dann ist Y = Zv fiir v € V die vektorwertige Losung der Jacobigleichung mit
Anfangsbedingungen Y (0) = 0, Y’(0) = v. Also miissen wir zeigen, da8 fir |jv||=1:

I1Z(s)v] < sing s (54)
auf [0,b].

Zwischenbemerkung: Z(s¢) ist fur alle so €]0, b[ invertierbar. Andernfalls wére fiir
v # 0 im Kern von Z(sg) das Feld Y = Zv eine nichttriviale Losung der Jacobiglei-
chung mit Nullstellen in 0 und sp im Widerspruch zur Voraussetzung von (ii). Also
ist Z auf ]0,b[ invertierbar und ||Z(s)v|| eine differenzierbare Funktion.

Wie in (i) geniigt (fiir v # 0) der Nachweis der beiden Aussagen

1Z(s)v]|
s\o sing s =1 (55)
A2l o aurob1 (56)
Sig S

Dabei folgt wie oben aus der Definition der Differenzierbarkeit

Z(s) = 1d (57)

lim —
s\.0 sing s

und daraus (9).
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Der Beweis von (10) ist erheblich schwieriger:

Zunéchst ist
| Zv] = L < Z'v,Zv >
120 7
|Zvl|,, 1/ Zv]| < Z'v, Zv > sing —|| Zv||siny < Z'v, Zv > sing —|| Zo||* sinj

sing sin? | Zv|| sin3

Daher geniigt der Nachweis von

< Z'(s)v, Z(s)v > sing s — || Z(s)v||*sins s < 0 (58)
fir alle s €]0,b[ und v € V. Wir ersetzen darin Z(s)v (fiir festes s) durch v und
nehmen iiberdies an, daf ||v|| = 1. Wir miissen also zeigen, daf fiir alle s und v mit
Joll = 1 gl

F(s) :=< Z'(s)Z"(s)v,v > singt — sinf t < 0. (59)

Dazu wollen wir zeigen, daf3

lim F(s) = d
lim (s) un (60)
F' <. (61)
Zunéchst ist nach (11)
sings Z7(s) — Id (62)

Mit ||v]] = 1 folgt
lim F(s) = lim(< Z’(s)(sing 8)Z ! (s)v,v > —sinfs) =1 —1=0.
Damit ist (14) bewiesen.
Fiir die Berechnung der Ableitung interessiert uns die Ableitung von
U=27"
Dafiir erhalten wir
U=2"'2z"'-22"'2'z"
=—-RZZ'-U?
=-R-U>

Wir stellen weiter fest, dafl U selbstadjungiert ist: Es ist ndmlich fiir v,w € V

< Z'v,Zw>— < Zv,Z'w>=0 an der Stelle 0 und
(< Z'v, 2w > — < Zv, 7w >) =< Z"v, Zw > — < Zv, Z"w >
=< —RZv,Zw > + < Zv, RZw >
=0, da R selbstadjungiert.

Also gilt < Z'v, Zw > — < Zv, Z'w >= 0 iiberall, und durch Anwenden auf Z~!v
und Z~!w anstelle von v und w folgt die Symmetrie von U.
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Damit berechnen wir die Ableitung von F':

F' =< U'v,v > sing + < Uv,v > sin§ — sin§
= — < Rv,v > sing — < U%v,v > sing + < Uv,v > sinf +6 sing

< (0— < Rv,v >)sing — < Uv,v >? sing + < Uv,v > sinj
< — <Uv,v> (< Uv,v > sing — sinj)
=—<Uv,v>F,
also
F'+ <Uv,v>F <0. (63)
Dabei haben wir neben der Voraussetzung von (ii) benutzt, da$ [|v]| = 1 und deshalb

< Uv,v >2< ||Uv|]? =< Uv,Uv >=< U?v,v >

ist. Leider haben wir das Ziel, ndmlich die Ungleichung (15), nicht erreicht. Wir
werden stattdessen beweisen, dafl

lim < U(s)v,v >= +o0. (64)
s\.0

Die eigentlich gesuchte Ungleichung (13) ergibt sich dann mit (14), (17), (18) aus
folgendem

Lemma. Sind F, G :]0,b[— R differenzierbar mitlimg o F(s) = 0 und limg o G(s) =
400 und gilt
F' +GF <0,

so folgt F < 0.
Beweis des Lemmas: Wir betrachten Fe/ &, Dafiir gilt nach Voraussetzung

(Fel 6) = (F' + FG)el ¢ <.
Das impliziert fiir beliebige 0 <t < s < b

F(s)eli ¢ < F(t)eli ¢ = F(1),
oder

F(s) < F(t)e 17 €. (65)
Nach Voraussetzung gibt es to < s mit G(t) > 0 fiir alle ¢ < t¢. Daher ist
0<e G =e J"Ge G <o /i €

also e~ J¢ @ fiir t \, 0 beschriinkt. Aus (19) folgt deshalb die Behauptung des Lem-
mas.

Schliefllich miissen wir noch (18) beweisen. Das folgt aber sofort aus (16), denn

< 7'(s)(sing 8)Z 1 (s)v,v > .

O

Korollar 1. Ist K <0, so gibt es keine konjugierten Punkte, d.h. die Exponential-
abbildung ist eine Immersion.
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Satz 44 (Hadamard/Cartan). Sei (M, g) eine vollstindige, zusammenhingende
m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit nicht-positiver Krimmung. Dann ist
fiir p € M die Exponentialabbildung exp |1,n : TpM — M eine Uberlagerungsabbil-
dung. Ist M einfach-zusammenhdngend, so ist M also diffeomorph zum R™.

Beweis. Nach dem 1. Korollar ist 7 := exp|r,as eine Immersion und beziiglich
der Metrik 7* g eine isometrische Immersion gleichdimensionaler Mannigfaltigkeiten.
Die linear parametrisierten Gerade durch 0 in 7, M bleiben Geodétische beziiglich
dieser neuen Metrik. Deshalb ist (T,M,n*g) vollstindig. Aus Satz 27 folgt daher
die Behauptung. O

Korollar 2. Ist K > 6 > 0, so ist keine Geoditische der Ldnge > w/\/g eine
Kiirzeste. Falls M wollstindig ist, ist also diam(M) < 7/+/3. (Satz von Bonnet-
Myers).

25 Vergleichssatz fiir Jacobifelder

Ich gebe hier noch eine alternative Version des Vergleichssatzes. Darin bezeichnet
cos,, analog zu sin, die Losung von y”’+ky = 0 mit den Cosinus-Anfangsbedingungen

y(0) = 1,4(0) = 0.

Satz 45 (Vergleichssatz fiir Jacobifelder, 2. Version). Sei (M,g) eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit, ¢ : [0, L [— M eine nach der Bogenlinge parametrisierte
Geoditische, Y ein normales Jacobifeld ldings ¢ mit

IVI(0) =a, [[Y]'(0) = b.

Dabei ist ||Y]|(0) die rechisseitige Ableitung. (Existiert!). Fiir die Schnittkrimmung
von M gelte
§ <K <A.

Dann gilt
acosa +bsina < ||Y|| < acoss +bsing,

falls die linke Seite auf |0, L[ positiv ist.

Bemerkungen. 1. Beachten Sie, dafl wir hier obere und untere Kriimmungsschran-
ken gleichzeitig fordern. Das vereinfacht insbesondere die Voraussetzungen fiir die
rechte Ungleichung.

2. Fiir den frither behandelten Fall a = 0 zeigt man ||Y||'(0) = ||Y’(0)]|, so dafl wir
dieselben Ungleichungen erhalten.

3. Der Beweis dieser Version des Vergleichssatzes ist fiir die linke Ungleichung ganz
analog zum Beweis der 1.Version. Der Beweis der rechten Ungleichung ist schwie-
riger, vgl. [H.Karcher, Riemannian Center of Mass ..., Comm. Pure Appl. Math.
30(1977), Appendix A]. Wir werden den Satz nur im Spezialfall b = 0 verwenden,
fiir den auch die rechte Ungleichung analog dem fritheren Fall zu beweisen ist.

4. In den beiden Féllen mit a = 0 oder b = 0 ist a cos,, +bsin,; = ||V ||, wo k € {A, ¢}
und Y, das entsprechende ,, Vergleichsfeld“ ist.
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26 Langen- und Winkelvergleich

Satz 46 (Lingenvergleichssatz von Rauch). Sei (My, go) eine m-dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung Ko. Es gelte

0 < Ko <A

Seien Ms und Ma die m-dimensionalen Standardriume konstanter Kriimmung o
bzw. A.
Seien pg € My, ps € Ms,pa € Ma und fiir o € {0,9, A}

Jo : R"™ =T, M,
eine lineare Isometrie.

Sei ¢ > 0, so dafi die Exponentialabbildung von My auf der offenen e-Kugel um
0 € T, My definiert ist. Falls A >0 sei e < 7/vVA.

Sei ¢ : [a,b] — R™ eine Kurve mit ||c| < € und v, := expojq 0 ¢ : [a,b] — M,.
Dann gilt
L(ya) < L(v0) < L(7s)-

Beweis. Fiir ein festes ¢ € [a,b] sei Y, das Jacobifeld lings s — exp(sjq o ¢(t)) mit
Yo (0) =0, Ya(0)=ja(é(t)h).
Dann ist

Aa(t) = (&(0)7 ) 4 ||Ya (1))

Aus dem Vergleichssatz fiir Jacobifelder folgt, weil die Tangentialkomponenten der
Jacobifelder von der Kriimmung unabhéingig sind,

Ivall < ol < sl

und daraus die Behauptung. O

Bemerkung. Das hat zum Beispiel zur Folge, da die Geodétischen aus einem
Punkt um so stérker divergieren, je kleiner die Kriimmung ist.

Satz 47. (Lidngenvergleichssatz von M. Berger) Sei (Mg, go) eine vollstindige
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung Ko. Es gelte

0 < Kg <A

Seien Ma und Ms wie oben und cq : [0,b] — M, nach der Bogenlinge parametri-
sierte Geoddtische mit parallelem Einheitsvektorfeld W,,. Die Konstante go(We, )
sei unabhingig von «. Sei f :[0,b] — R eine nichi-negative differenzierbare Funkti-
on. Wir definieren Kurven -y, durch

Ya(s) = exp(f(s)Wa(s))-

Es gelte
7r

>0 0, , d.h f<
cosA auf [0,sup f | f VA

, falls A > 0.

Dann gilt
L(va) < L(v0) < L(7s).
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Beweis. Wir unterdriicken den Index o und betrachten
V(s,t) == exp(tf(s)W(9)).

Dann ist y(s) = V(s,1) und 4/(s) = Ys(1), wobei Y das Variationsvektorfeld der
geodiitischen Variation V' der Geodétischen g : t — exp(tf(s)W(s)) ist. Y; ist also
ein Jacobifeld lings ps mit den Anfangsbedingungen

Y(0) = 9,V (5,0) = ¢ (s) = g(c(s), W(s))W (s) + (¢ ()"
Y{(0) = V,0:V (s,1)]1=0

= V,0:V(s,1)]i=0

= Vo, f(s)W(s)

= f'(s)W (s).

Wir kénnen Y, schreiben als Summe Y, = YST + YSJ- eines tangentialen und eines
normalen Jacobifeldes ldngs i mit Anfangsbedingungen

YH(0) = g(c' (), W(s))W (s) YH(0) = (¢ ()

=g
(Y1) (0) = f'(s)W(s) (Y)'(0) =
Daher erhalten wir
Va2 = [9(¢ (s), W(s)) + f'(s)]* + IV (D)%,

Der erste Term ist unabhéngig von der Kriimmung, also vom Index «. Der zweite
Term hingegen 148t sich mit der 2.Version des Vergleichssatzes fiir Jacobifelder
abschétzen, solange cosa > 0. Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 48 (Winkelvergleichssatz von Toponogov). Seien (M, g) eine vollstindi-
ge Riemannsche Mannigfaltigkeit der Schnittkrimmung K mit 6 < K < A und
AABC ein Dreieck in M mit minimalen Geoddtischen als Seiten und den Eckwin-
keln o, B, in der tblichen Anordnung. Fir den Umfang U des Dreiecks gelte im

2m
Falle 6 > 0, daff U < 5

Sei My die einfach-zusammenhdngende, vollstindige Fliche der konstanten Kriimmung
0. Dann gibt es in My ein Dreieck AA B C mit denselben Seitenlingen wie AABC.
Fiir dessen Winkel gilt:

a<a, BB, ¥<7.

Beweis. Wir verwenden die iiblichen Bezeichnungen am Dreieck.
Offenbar 0. E. A > 0.

Fall A: 6 <O0.
(i) Der Satz gilt fiir die Winkel 3,7 von ,,schmalen“ Dreiecken, d.h. solchen mit

d(B,C) < ;2.

Dazu betrachten wir eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geodétische ¢ der
Liange L(c) := d(A, B) in My, Endpunkte A, B, und dazu ein paralleles Einheitsvek-
torfeld W, das mit ¢ den Winkel 3 einschlieBt. Setze Cy = exp(d(B, C)W (d(A, B))
Dann gibt es nach Euklidischer oder Hyperbolischer Geometrie eine (monoton wach-
sende) Funktion f :[0,d(A,B)] =R, 0< f < Fva so da

b(s) := exp(f(s)W(s))
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die Seite A Cy im Dreieck AA B Cy parametrisiert.

Wir verschieben nun die Richtung BC' parallel liangs der minimalen Geodétischen
c von A nach B und konstruieren damit und mit der Funktion f eine Verbindungs-
kurve b von A nach C wie im Vergleichssatz von Berger. Nach diesem ist dann
d(A,C) < L(b) < L(b). Man muf also den Punkt Cy auf A zu bewegen, um die die
Lénge der Seite zu verkleinern. Dabei verkleinert sich der gegeniiberliegende Winkel

3.
(ii) Beliebiges Dreieck.

Wir zerlegen das Dreieck AABC in schmale Dreiecke. Durch Aneinandersetzen
von Vergleichsdreiecken in My erhilt man eine Figur mit gebrochener Seite B C,
wobei sich nach (i) aufeinanderfolgende Winkel (gegeniiber von A) zu hochstens 7
addieren. Durch ,, Ausstrecken“ der Seite zu einer glatten Geodétischen werden die
Winkel 3,y weiter verkleinert.

Fall B: 6 > 0.

Der Beweis funktioniert wie oben, wenn die Seiten kurz sind. Die Voraussetzung
U < % garantiert das aber nicht, und man bekommt das Problem, daf§ die Funk-
tion f nicht monoton ist. Daher ist nicht notwendig f < ﬁ,
Seite BC' gilt, so dafl man den Satz von Berger nicht anwenden kann. (Betrachte
gleichschenklige Dreiecke in der Einheitssphére mit groflem Winkel a.)

wenn dies fiir die

Die Bedingung garantiert allerdings, dafi die Seitenléngen < %U < % sind. Man
zeigt dann die Existenz eines € := €(U, §, A) > 0 mit sup f < ﬁ, falls d(B, C) < e.
Damit zeigt man wie oben die Behauptung fiir alle Dreiecke mit Umfang U < U

und d(B,C) < €(U,d,A). Ein Dreieck vom Umfang U zerlegt man schlieflich in
Teildreiecke mit dieser Eigenschaft. O

27 Dreiecke maximalen Umfangs, Sphéirensitze

Satz 49 (Dreiecke von maximalem Umfang, Toponogov). Unter den Vor-
aussetzungen von Satz 3 der letzten Vorlesung mit § > 0 gilt:

Es gibt in M keine Dreiecke mit Umfang U > 27%.

Ist U = 2—\/’%, so ist entweder eine Seite von der Linge i& und der gegentiberliegende

Winkel = 7, das Dreieck also ein Zweieck, oder alle Seiten sind kiirzer als % und
alle Winkel sind = 7 das Dreieck also eine glatt geschlossenen Geoditische.

Beweis. Fall A: U = 2—\/%. Dann ist also d(A, B) < 75 Sei zunéichst

d(A,B) = —. (66)

5

Dann ist d(4,C)+d(C,B) =U—d(A,B) = % = d(A, B), also hat die gebrochenen
Geoditische ACB bei C keinen Knick, das Dreieck ist ein geodétisches Zweieck.

Entsprechendes gilt, wenn eine andere Seite die Linge Lé hat. Langer kann aber
keine Seite sein. Wir brauchen also nur noch folgende Situation zu betrachten:

Alle Seiten kiirzer als——. (67)

Vo
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Wihle dann D auf der Seite AB, so dafl

U T
d(C,A)+d(A,D)=d(D,B)+d(B,C) = — = —.
(C,4) +d(A, D) =d(D, B) +d(B,C) = 5 7
Fall(a): d(C,D) < 5 Dann haben die Teildreiecke ACAD und ACDB einen
Umfang < 2—\/7%. Nach Toponogov hat also das Vergleichsviereck C A D B mit C im
Nordpol der Sphére bei D einen Innenwinkel < 7. Laft man D léngs des Meridians
zum Siidpol —C wandern, so wéichst der Umfang des Vierecks C A D B streng mo-

noton bis zum Wert 2—\/’%. Er ist aber von Anfang an = 2—\/%. Widerspruch! Daher gibt
es nur den

Fall(b): d(C, D) = %.

Dann kann man (1) anwenden auf die beiden Teildreiecke ACAD und ACDB
und findet & = 7,8 = w. Dies haben wir bewiesen unter den Voraussetzungen
U= 2—\/% und (67). Daher folgt ebenso v = 7: Das Dreieck ist eine glatt-geschlossene
Geodaétische.

. 27
Fall B: U > N

Verkiirzt man die Seiten C'A und C'B durch Teilpunkte A’, C’ so, dal U(ACA'B’) =
2—\/%, so folgt aus dem Fall A, dafl ACA’B’ ein geoditisches Zweieck oder eine ge-
schlossene Geoditische ist. Im letzteren Fall ist v = 7. Das gilt aber auch beim
Zweieck, weil nach Konstruktion d(C,A’) < d(C,A) < 7 (Bonnet-Myers) und
ebenso d(C, B') < %. Aus Symmetriegriinden folgt a = 3 = m, das Dreieck ist also

eine glatt-geschlossene Geodétische.

Wihle einen Punkt D darauf, der mit C' die Linge halbiert. D liegt notwendig
zwischen A und B. Wir behaupten:

o
Vo

Beweis: Wire Winkel(AC D) gleich 7, so wire die Geodétische CBD eine Kiirzeste
von C' nach D, also nach Bonnet-Myers %U = d(C,B) + d(B,D) = d(C,D) <

%. Widerspruch zu U > %. Ebenso findet man, da§ auch Winkel(ADC) # .

Nach dem bisher fiir diesen Fall bewiesenen ist also U := U(ACAD) < 27’%, denn

U(ACAD) (68)

andernfalls wiren alle Winkel in diesem Dreieck = .

. i _ 2T
Wire U = F

d(C, D) = =

, so nach Fall A das Teildreieck ACAD ein geodétisches Zweieck mit
=

Es folgt

2m
Vo

=U =d(C,A)+d(A,D)+d(D,C) > 2—”.
H,’r_/ \/S

> s =7

Das ist ein Widerspruch, und deshalb gilt (3). Ebenso beweist man natiirlich U(ADBC) <
2

% .

Darum 148t sich auf die beiden Teildreiecke ACAD und ADBC des Vierecks CADB

der Satz von Toponogov anwenden. Die entsprechende Vergleichsfigur in der Sphére

hat dann bei D einen Winkel < 7, und bei der Bewegung von D auf der Kiirzesten
nach —C wéichst der Umfang des Vierecks C A D B streng monoton von U > 2—\/’%

bis 2—\/%. Widerspruch! Der Fall B kann also nicht auftreten. O
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Ausblick auf die Sphérensitze.

Satz 50. (Sphirensatz von Rauch 1954, Berger 1960, Klingenberg 1961)
Sei (M, g) eine vollstindige, einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit der Di-
mension m. Sei A > 0 und sei

iAgK<A (69)

Dann ist M homdéomorph zur Sphdre S™.

Bemerkungen. 1. Die reellen projektiven Rdume haben positive konstante Schnitt-
kritmmung, erfiillen also sicher (1). Damit ist klar, dal man die Voraussetzung
einfachen zusammenh#ngend® nicht streichen kann.

2.Ist iA < K < A, so folgt die Kompaktheit von M und damit ist max K <
A. Daher kann man ein A < A finden, so daf§ %A < K < A. Es geniigt also,
wenn in (1) rechts oder links eine echte Ungleichung steht. Das ist aber auch nétig:

die Kriimmung des (einfach zusammenhéingenden) komplexen projektiven Raumes
erfiillt 1 < K < 4. Aber es gilt der

Satz 51. (Starrheitssatz von Berger 1961) Sei (M, g) eine vollstindige, einfach
zusammenhdngende Mannigfaltigkeit der Dimension m. Sei A > 0 und sei

iAgKgA (70)

Ist M nicht homdomorph zur Sphdre S™, so ist (M, g) isometrisch zu einem Rie-
mannschen symmetrischen Raum vom Rang 1, d.h. zu einem komplexen oder qua-
ternionalen projektiven Raum oder zur Cayleyebene.

Unter den Voraussetzungen von Satz 1 ist (M, g) offenbar nicht unbedingt isome-
trisch zur Standardsphére. Man kann fragen ob es wenigstens diffeomorph dazu ist.
Dazu mufl man natiirlich wissen, ob es Mannigfaltigkeiten vom Homéomorphietyp
der Sphére gibt, die nicht diffeomorph zur Sphére sind. Anders ausgedriickt: Ob
es auf der m-dimensionalen Sphére verschiedene differenzierbare Strukturen gibt
(Exotische Sphéren). Solche gibt es wenigstens fiir m > 4, nicht aber fiir m = 2, 3.

Satz 52. (Differenzierbarer Sphirensatz, Gromoll 1966, Ruh 1971 u.a.)

Es gibt eine Zahl 6 €]0,1[ mit folgender Figenschaft: Ist (M, g) eine vollstindige,
einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeit und A > 0 mit

iAgK<A (71)

so ist M diffeomorph zur Sphdre.

Fiir § hat Ruh den Wert 0.8 angegeben. Moglicherweise gibt es heute einen besseren
(=kleineren) Wert. Andrerseits ist es ein offenes Problem, ob auf exotischen Sphéren
iiberhaupt Metriken positiver Schnittkriitmmung existieren. Es ist also moglich, daf3
man 6 = i wéhlen kann, d.h. dafl man im Satz 1 ,homéomorph®“ durch ,,diffeo-

morph* ersetzen kann.

28 Satz vom maximalen Durchmesser

Satz 53 (Satz vom maximalen Durchmesser, Toponogov 1959). Sei (M, g)
zusammenhdngend und vollstindig und K > 6 > 0. Dann ist nach Bonnet-Myers
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diam(M) < %. Ist nun
T
\/57

so ist (M, g) isometrisch zur Sphire vom Radius %.

diam(M) =

Beweis. Nach dem Satz von Bonnet-Myers ist M kompakt, und es gibt ein Punk-
tepaar p, ¢ maximalen Abstands d(p,q) = %. Sei « € M beliebig. Dann gilt

2m Toponogov

5 2 d(p,q) +d(q,z) + d(z,p) > 2d(p,q) =

SI

S

Daher ist

d(p, ) +d(z,q) = d(p,q),

also pzq eine Kiirzeste und damit glatt. Deshalb geht jede Geodétische von p aus
durch ¢ und ist bis dahin Kiirzeste. Wir identifizieren mittels linearer Isometrie
die Tangentialrdume von S;": VE im Nordpol und von M in p. Mittels der beiden

Exponentialabbildungen erhalten wird dann eine Abbildung
f: S:”Zl/\/g\{Siidpol} — M\{q}.

f ist injektiv. Andernfalls kénnte man einen Punkt x € M durch zwei verschieden
Kiirzeste mit p verbinden. Dann koénnte man aber eine geknickte Kiirzeste von p
nach ¢ finden. Widerspruch!

f ist surjektiv auf M\{q}. Klar

f ist isometrisch. Das ist klar in radialer Richtung. Sei nun ¢ : [0, %] — M eine nach

der Bogenldnge parametrisierte Geodétische von p nach g. Dann ist ¢ Kiirzeste, also
0 < I(X, X) fiir alle Vektorfelder X, die an den Endpunkten von ¢ verschwinden.
Wir wéhlen

X (s) = sing sV (s),

wobei V ein normales, paralleles Einheitsfeld langs ¢ ist. Dann ist

™

0 < I(X,X)=— / < _sing tV () + sing LR(V (£), ¢ (1)) (£), sing £V (£) > dt
0

- /Oﬁ sin2 16 — < R(V(£), ¢ () (1), V(£) >}dt.

>6

Es folgt < R(V(¢),c(t))c'(t), V(t) >= ¢ fiir alle t. Daher erfiillen die normalen
Jacobifelder langs ¢ dieselbe Jacobigleichung wie die auf S;”z V5 und f ist auch
orthogonal zur radialen Richtung isometrisch.

Damit ist M\{q}, also auch M von konstanter Kritmmung d. Ferner ist M homdomorph
zur Sphére, also einfach zusammenhéngend, und deshalb isometrisch zur Sphére der
Kriimmung §. O

Das folgende Lemma wird zum Beweis der Sphérenséitze benttigt, es ist aber auch
fiir sich von Interesse:
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Lemma 21 (Berger). Sei (M, g) vollstindig. Seien p,q € M, so daf d(p,.) in
q ein lokales Mazimum hat. Sei v € T,M\{0}. Dann gibt es eine Kirzeste c :
[0,d(p, q)] — M won q nach p mit Winkel (v,c'(0)) < 7.

Insbesondere gibt es also zwischen p und ¢ keine eindeutig bestimmte Kiirzeste..

Beweis. Sei y(t) := exp(tv) die Geodétische aus ¢ mit Anfangsvektor v. Fiir eine
Folge (t;) mit ¢; N\, 0 und nach der Bogenlinge parametrisierten Kiirzesten ¢; :
[0,L;] — M von ¢; := «(t;) nach p bezeichne «; den Winkel zwischen ¢(0) und
v (t;). Wir zeigen, dafl wir (¢;) und (¢;) so wéhlen kénnen, dafl

a; < T i alle . (72)

Dann kann man o.E. annehmen, da ¢;(0) — w € T,M mit Winkel (w,v) <
und L; — L. Die Geodétische ¢ : [0, L] — M, s — exp(sw) geht dann von ¢ nach
limexp(c;(0)L;) = p. Thre Linge ist L = im L; = limd(p,v(t;)) = d(p,q). Also
bleibt nur noch der Beweis von (1).

NI

Wire (1) falsch, so gébe es to, so daB fiir alle t €]0,t5[ und alle Kiirzesten c¢; :
[0, L;] — M von ~(t) nach p der Anfangswinkel > 7 ist. Wir wihlen ein solches
¢ und eine Variation V(s,t + 0) = ci19(s), so daB cir9 von (¢t + 0) nach p geht.
(Existiert!) Dann ist nach der Formel fiir die erste Variation

d
2g Llcero)lo=o = = <(1), ¢ (0) > > 0,

also L(cpyg) streng monoton wachsend. Beachte, dafl die Nachbarkurven ¢;4¢ nicht
unbedingt Kiirzeste sind. Aber natiirlich ist dann d(p,y(t + 0)) < d(p,~(¢)) fiir
6 <0, |0 klein. D.h. ¢t — d(p,~(t)) ist auf ]0,¢o[ streng monoton wachsend. Das ist
ein Widerspruch zur Voraussetzung iiber q. O

29 Positiv gekriimmte Mannigfaltigkeiten mit groflem
Injektivitidtsradius

Sei (M, g) vollstédndige, zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir p €
M und r > 0 bezeichnen wir mit

Wy(r) :={v e T,M; g(v,v) < r?}
die offene r-Kugel um den Ursprung in 7, M.
Definition. Fiir p € M heif3t
ip = sup{r € R; exp |, (,) ist injektiv}

der Injektivititsradius von (M, g) in p. Der Injektivitidtsradius ist also eine Funktion
i: M — RU{co}.

Bemerkung: Aus dem Satz von Jacobi folgt, daf exp \Wp(ip) ein Diffeomorphismus
ist.

Satz. (Provisorischer Sphirensatz) Sei (M, g) eine vollstindige, zusammenhingen-
de Riemannsche Mannigfaltigkeit mit positiver unterer Krimmungsschranke

0<d<K.

7



Fiir den Injektivitdtsradius gelte

P> Q

1> —=.
2V/0
Dann ist M homdomorph zur Sphdre.

Im Beweis benétigt man das folgende

Lemma 22. Sei (M, g) vollstindige, zusammenhdingende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit mit Krimmungsschranken

0<d<K<A.

Sei p,q ein Punktepaar mit maximalem Abstand. Dann gilt nach Bonnet-Myers

d(p,q) < 5 Fir alle x € M st

min{d(p, ), d(g,2)} < 27

Beweis. Wir verbinden x mit p und ¢ durch Kiirzeste und dann p und ¢ durch eine
Kiirzeste, so daf fiir den Winkel a bei p gilt o < 7. (Lemma von Berger.)

1. Fall: U = U(Apgr) = %.Nach dem Satz von Toponogov iiber Dreiecke maxi-
malen Umfangs konnen nicht alle Seiten < i& sein, weil ein Winkel # 7 ist. Wére
d(q,z) = %, so wiire auch d(p,q) = %, weil diese Punkte maximalen Abstand
haben. Andrerseits wire dann d(p,q) = U — d(q,z) — d(p,z) < %. Widerspruch.
Also d(q,x) < 75 Aus demselben Grund ist d(p,z) < 75> und deshalb bleibt nur

d(p,q) = 75 Dann ist aber

d(q,x) +d(p,r) =U —d(p,q) = %,

T

und einer der Summanden links ist < NGTE

2. Fall: U = U(Apgr) < 2—\/%. Beachte. daf der Fall U > 2—\/% nicht méglich ist. Sei

2% < d(p,z) < d(p,q). (73)

Wir miissen dann zeigen, dafl d(g, z) < 2%6'

Wir betrachten ein Vergleichsdreieck mit gleichen Seiten in Sf: 5 APQX. Da
d(P,Q) =d(p,q) > d(P,X) =d(p,x) > ﬁ, ist

<P, X><0 und <PQ><0. (74)

Wegenaggist
0<<Q-6<@Q,P>PX-6<X,P>P>
=<Q,X>-20<Q,P><X,P>+4+6><P,Q><X,P><PP>
——

=1/6
=< Q,X>-0<Q,P><X,P> (75)
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Aus (2) und (3) folgt < @, X > >0, also d(¢,z) = d(Q, X) O

s
< e
Beweis des provisorischen Sphdrensatzes. Sei p,q ein Punktepaar maximalen Ab-
standes. Dann ist keine Geodétische von p nach ¢ jenseits von ¢ noch Kiirzeste.
Deshalb ist d(p,q) > i, und aus dem Satz von Bonnet-Myers und der Vorausset-
zung iiber ¢ folgt

% > d(p,q) > Qiﬁ- (76)
Wir definieren den Aquator von M als
E = {x € M; d(p,r) = d(q,v)} (77)
und setzen p := min{i,, i, }. Offenbar ist fiir alle x € E
0 < dlpw) =d(a:2) < ;7= < p, (78)
und deshalb
E C exp Wy(p) Nexp Wy(p). (79)

Wir definieren nun durch

—1 —1
exp exp

H,(x) = = .

(@) d(p,z)  |[lexp~tz|

eine Abbildung H, : £ — S, C T,M, wo S, die Einheitssphére im Tangentialraum
T,M bezeichnet. Man hat dann

exp(d(p, z)Hp(z)) = . (80)
Offenbar ist H), stetig.

H, ist surjektiv: Fiir v € S, betrachte v(t) := exp(tv). Dann ist d(p,v(t)) = ¢t
fir 0 < t < p. Insbesondere ist d(p,v(p)) = p > 775 und deshalb nach dem
Lemma d(q,v(p)) < 75 < d(p,v(p)). Aus Stetigkeitsgriinden gibt es daher ein
to €]0, p[, genauer sogar ty €0, 2”%], mit = y(tg) € E. Nach Konstruktion ist
dann Hy(z) =v.

H, ist injektiv: Andernfalls gébe es v € S, und ¢1,to mit 0 <t <ty < QL\/g mit
1 :=exp(tiv) € E und x5 :=exp(tav) € E.

Dann wire

d(g, x2) = d(

d
d(
d(

Also ist die gebrochene Geodétische qrizs glatt und ¢ = p. Widerspruch.

pumZ)
p,r1) +d(x1,22)
q,71) + d(x1,22)

Da E kompakt ist, ist H, ein Homéomorphismus von E auf S,,. Wir definieren eine
Abbildung der abgeschlossenen Einheitskugel B, C T, M in M durch

hy(tv) == exp(td(p, H;l(v))v)
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fir v € S, und 0 < ¢ < 1. Diese Abbildung bildet die offene/abgeschlossene Einheits-
kugel homéomorph auf {z € M; d(p,z) < d(q,x)} bzw. {x € M; d(p,z) < d(q,z)}
ab und es gilt

hy(v) = H, ™ (v) (81)
fiir v € 5p.

Analog definieren wir H, und hy. Wir wéhlen eine lineare Isometrie
Jp R™ = T,M
und definieren
Jg :R" =T ,M
durch
Jotv) = tHy o Hy o jp(v), ol = 1,¢ > 0.

Weil HjoH,; ! ein Héméomorphismus der Einheitssphiren ist, ist auch Jq €in (nicht-
linearer, radial isometrischer) Homdomorphismus. Es gilt fiir ||v|| = 1

hq(Gg(v)) = Hy (g () = Hy, ' (Gp(v) = By (Gp(v))-
Deshalb liefert

h(,ﬁE x T ): hp(jp('rl’"'7xm))7faus 1‘020
05T1y---,Tm) : hg(jg(z1,...,2m)), falls zg <0

eine stetige, injektive und surjektive Abbildung,also einen Homdomorphismus von
Sm c R™ auf M. O

30 Injektivitidtsradius und Sphirensatz

Sei (M, g) eine vollstédndige, zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Lemma 23. Seic: [0,00[— M eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoditi-
sche, und sei

L := sup{s; d(c(0),c(s)) = s} < o0.
Beachte: L ist der Parameter, bei dem c aufhort, Kirzeste zu sein. Wir setzen
p = ¢(0), ¢ = ¢(L). Dann ist L der erste zu 0 konjugierter Parameter von c (vgl.
den Satz von Jacobi, 16. Vorlesung), oder es gibt eine von ¢ verschiedene Kiirzeste
von p nach q.

Beweis. Wir betrachten eine positive Nullfolge (e;). Dann gibt es eine Folge von
nach der Bogenlédnge parametrisierten Kiirzesten ; von p nach ¢(L + ¢;). Nach
Wahl einer Teilfolge kénnen wir annehmen, daf v;(0) — v konvergiert. Sei y(s) :=
exp(sv). Aus Stetigkeitsgriinden ist v eine Kiirzeste von p nach lime¢(L +¢;) = gq.
Thre Lénge ist also L. Ist v # ¢, so sind wir fertig. Andernfalls miissen wir zeigen,
daB exp |7, in Lc'(0) singuldr ist. Dann ist L zu 0 konjugiert, und nach Definition
von L und dem Satz von Jacobi auch der erste zu 0 konjugierte Parameter lings c.

Sei also v = ¢(0). Nun ist c|j,4;) keine Kiirzeste mehr. Also gilt v;(L + €}) =
c(L + ¢;) fiir ein € mit € < ¢;. Wire exp|r,a in Lc'(0) regulir, so wiirde es
eine Umgebung U von Lc/'(0) diffeomorph auf eine Umgebung von ¢ abbilden. Fiir
hinreichend grofles j liegen aber (L +¢;)c'(0) und (L + €})7;(0) in U. Widerspruch!

O
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Lemma 24. Seien co,c; : [0,1] — M Geoditische von p nach q mit Winkel
(cp(1),¢1(1)) #0. Es sei 1 fiir keine der beiden ein konjugierter Parameter. Dann
ist Winkel (c(1),ci(1)) = m, oder es gibt Geoditische ¢y,¢1 : [0,1] — M wvon p
nach q (i.a. # q), so daf

L(¢y) = L(cy) wund L(¢1) < L(cz).

Beweis. Wir nehmen an, daf Winkel (¢ (1), ¢j(1)) < .

Wir setzen v = ¢{(0),w := ¢{(0). Weil 1 nicht konjugierter Parameter ist, ist
exp|r,p in v und w reguldr und d,exp bildet vt auf die Hyperebene von oM
orthogonal zu ¢j(1) ab (Lemma von Gaufl). Daher gibt es ¢ mit |4 = ||v|| und

g(0,v) =0, so daB g,4(d, exp(?), i (1)) # 0.
Definiere fiir hinreichend kleines |s|
c(s) := exp(vcos s + Usin s).
Weil exp |1, auch in w reguldr ist, gibt es eine Kurve ¢(s) durch ¢(0) = w mit
exp(§(s)) = c(s).

Wegen ¢/(0) = d, exp(?) und dem Gau Lemma, diesmal bei w, schneidet ¢ die
Gerade Rw bei w unter einem Winkel # 7. Also gibt es ein so nah bei 0, so da8
lo(so)|l < ||w]- Setze dann

? 1= v COs Sg + ¥ sin sg

W := P(s0)
co(t) = exp(tv)
(1) = exp(t0)

O

Bemerkung. Ist L(cy) = L(c1) = ip, so ist nach Definition des Injektivitétsradius
ip die zweite Moglichkeit ausgeschlossen, und es folgt ¢y(1) = Acj (1) fiir ein A < 0.

Satz 54 (Klingenberg). Sei (M,g) eine zusammenhingende, kompakte, orien-
tierbare Mannigfaltigkeit gerader Dimension mit

0< K <A.

Dann gilt fir den Injektivititsradius i von M :

. 0
1> —.

VA

Beweis. Wir wéhlen einen Punkt p in M mit 4, = inf,cas ¢4. Einen solchen Punkt
gibt es, weil M kompakt und ¢ stetig ist. (Haben wir nicht bewiesen.) Sei ¢ € M
mit d(p, q) = i, ein Punkt, so daf die Kiirzeste von p nach ¢ maximal ist. (Gibt es
nach Definition von ¢,.)

Annahme: d(p, q) < %. Wir wollen dies zum Widerspruch fithren. Nach dem Ver-

gleichssatz fiir Jacobifelder ist ¢ nicht konjugiert zu p ldngs der Kiirzesten von p
nach ¢g. Nach Lemma 1 gibt es zwei verschiedene Kiirzeste von p nach gq. Nach Lem-
ma 2 und der anschlieBenden Bemerkung haben diese bei ¢ den Winkel 7. Aber
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Lemma 2 148t sich auch vom Punkt ¢ aus anwenden, und man erhélt, dafl auch der
Winkel bei p ein gestreckter ist. Die beiden Kiirzesten lassen sich also als geschlos-
sene Geodétische ¢ der Linge < 2—\/% parametrisieren. Nach dem Lemma von Synge

(17.Vorlesung) gibt es eine Variation ¢, von ¢ durch glatt geschlossene Kurven ¢;
mit L(cy) < L(e) fiir alle ¢t # 0.

Sei ¢; ein Punkt auf ¢; mit maximalem Abstand von ¢;(0). Dann ist

—_

Age,e(0)) < 51e0) < S L) = d(p, ) = inf .

Daher gibt es eine eindeutig bestimmte Kiirzeste 7; von ¢; nach ¢;(0).Aus Kom-
paktheitsgriinden gibt es dann eine Nullfolge (¢;), fiir die (g:;) und (v, (0)) konver-
gieren. Weil ¢ der eindeutig bestimmte Punkt maximaler Distanz von p = lim ¢, (0)
auf ¢ ist, gilt limgq;;, = ¢, also w = lim %J_ (0) € T,M. Aus Stetigkeitsgriinden ist
v : t — exp(tw) dann eine Kiirzeste von ¢ nach p.

Weil d(gs,c:(0)) < infi < i, (o) ist ¢; im diffeomorphen exp-Bild einer Kugel aus
T,M enthalten. Aus dem GauB-Lemma folgt, dal ¢; und +; in ¢; orthogonal zu-
einander sind. Dann ist aber auch 4/(0) orthogonal zu ¢ in ¢ und wir erhalten drei
Kiirzeste von p nach ¢. Aber nach dem Vergleichssatz fiir Jacobifelder und der
Annahme d(p, q) < = sind p und ¢ lings keiner Kiirzesten konjugiert. Nach der
Bemerkung zu Lemma 2 miiffiten ihre Tangentialvektoren in ¢ daher sédmtlich linear
abhéingig sein. Widerspruch! O

Bemerkung.1l. Ist 0 < § < K < 44, so gibt es wegen der Kompaktheit eine
obere Kriimmungsschranke A < 46§, und man erhilt i > QL\/S' Mit dem Satz der
25.Vorlesung ergibt sich also fiir den Fall gerader Dimension der Sphérensatz von
Rauch, Berger und Klingenberg (23. Vorlesung).

2. Im Fall gerader Dimension impliziert nach dem Satz von Synge (17.Vorlesung) die
Orientierbarkeit von M, da3 M einfach zusammenhéngend ist. Bei vorausgesetztem
einfachen Zusammenhang gilt der obige Satz von Klingenberg auch fiir ungerade
Dimension. Allerdings ist der Beweis schwieriger, vgl. z.B. [Gromoll, Klingenberg,
Meyer: Riemannsche Geometrie in Groen] oder [do Carmo: Riemannian Geometry].
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