Tilings

Exact Enumeration

Kristian Dannowski, Veit Wiechert

February 10, 2010

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



@ Einleitungen
@ Definition: Rhombus Tilings
@ “Das Problem der Calissons”
@ Bijektion zwischen Rhombus Tilings und Plane Partitions

© Exaktes Zihlen aller moglichen Rhombus Tilings
@ Vom Rhombus Tiling zu den kreuzungsfreien Gitterpfaden
@ Anzahl der kreuzungsfreien Gitterpfaden nach Lemma von
Lindstrom Gessel-Viennot
@ Herleitung der MacMahon Formel mit vollstandiger Induktion

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings
Einleitungen

Definition: Rhombus Tilings

ian Dannowski, Veit Wiechert



Tilings
Einleitungen

Definition: Rhombus Tilings

Kristian Dannowski, Veit Wiechert



Tilings
Einleitungen

Definition: Rhombus Tilings

Kristian Dannowski, Veit Wiechert



Tilings
Einleitungen

Definition: Rhombus Tilings

ian Dannowski, Veit Wiechert



Tilings

Einleitungen

Definition: Rhombus Tilings
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Definition: Rhombus Tiling eines Sechsecks

Seien a, b, ¢ positive ganze Zahlen und ein Sechseck gegeben mit
Seiten a, b, ¢, a, b, ¢ dessen Winkel 120° sind. Wir betrachten
Pflasterungen solcher Sechsecke mit Rhomben einheitlicher
Kantenlange 1 und Winkeln 60° und 120° , im folgenden genannt:
Rhombus tilings.
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Tilings

Einleitungen

“Das Problem der Calissons”

Calissons d'Aix

@ Konfekt aus der Provence

@ kommt auch in einer regularen n x n x n Sechseckbox
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Einleitungen
“Das Problem der Calissons”

@ Anordnung der Calissons entspricht einerm Rhombus Tiling

@ Unterscheide drei Orientierungen nach Ausrichtung der langen
Diagonalen
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Tilings

Einleitungen
“Das Problem der Calissons”

@ Anordnung der Calissons entspricht einerm Rhombus Tiling

@ Unterscheide drei Orientierungen nach Ausrichtung der langen
Diagonalen

Q //

¢

@ Frage: Wieviel Frequenzen der drei Orientierungen gibt es?
(Beispiel Frequenz ? : (30 x blau, 10 x gelb, 8 x griin) )
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Einleitungen
“Das Problem der Calissons”

Die Losung von Guy David und Carlos Thomei in “The Problem of
the Calissons” [4]
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Einleitungen

“Das Problem der Calissons”
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Definition: a-Kette

Sei « eine Seite des Sechsecks. Eine a-Kette ist eine Folge
adjazenter Rhomben von der Seite a zur o gegentiberliegenden
Seite, wobei das (k + 1)-te Rhombus mit dem k-ten Rhombus eine
Seite gemeinsam hat, die parallel zu « ist.
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Definition: a-Kette

Sei « eine Seite des Sechsecks. Eine a-Kette ist eine Folge
adjazenter Rhomben von der Seite a zur o gegentiberliegenden
Seite, wobei das (k + 1)-te Rhombus mit dem k-ten Rhombus eine
Seite gemeinsam hat, die parallel zu « ist.
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Tilings

Einleitungen
“Das Problem der Calissons”

@ o-Ketten laufen durch das Sechseck bis zur anderen Seite
parallel zu «

@ die Orientierung der Rhomben einer a-Kette ist nie senkrecht
Zu o

@ verschiedene a-Ketten schneiden sich nie
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@ o-Ketten laufen durch das Sechseck bis zur anderen Seite
parallel zu «

@ die Orientierung der Rhomben einer a-Kette ist nie senkrecht
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@ verschiedene a-Ketten schneiden sich nie
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Tilings

Einleitungen

“Das Problem der Calissons”

u //

¢

@ eine -Kette hat mit jeder a-Kette einen Rhombus gemeinsam

@ alle Rhomben die sowohl in a-Ketten als auch in 3-Ketten
enthalten sind habe die gleiche Orientierung

(0]

o Rhomben einer Orientierung gibt es gibt n?, also % aller
Rhomben, wobei n = |a| = ||
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@ eine -Kette hat mit jeder a-Kette einen Rhombus gemeinsam

@ alle Rhomben die sowohl in a-Ketten als auch in 3-Ketten
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Einleitungen

“Das Problem der Calissons”
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@ eine -Kette hat mit jeder a-Kette einen Rhombus gemeinsam

@ alle Rhomben die sowohl in a-Ketten als auch in 3-Ketten
enthalten sind habe die gleiche Orientierung

(0]

o Rhomben einer Orientierung gibt es gibt n?, also % aller
Rhomben, wobei n = |a| = ||
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Tilings

Einleitungen
Bijektion zwischen Rhombus Tilings und Plane Partitions
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Definition: Plane Partition

Eine Plane Partition ist ein zweidimensionales Feld von positiven
ganzen Zahlen n;; die monoton fallen von links nach rechts und
von oben nach unten. Es gilt also:

nij=njjr1 und nj;>nig;
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Tilings
Einleitungen

Bijektion zwischen Rhombus Tilings und Plane Partitions

C

Abbildung sieht wie folgt aus:
o definieren Hebung
e Startpunkt in S = (a, b,0)
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Tilings
Einleitungen

Bijektion zwischen Rhombus Tilings und Plane Partitions

\Y Abbildung sieht wie folgt aus:
o definieren Hebung
e Startpunkt in S = (a, b,0)

2 e Pfad von S zu einem

beliebigen Punkt V
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Tilings

Einleitungen
Bijektion zwischen Rhombus Tilings und Plane Partitions

Regeln
Sei W = (x,y,2z)
@ WU||a, dann bekommt U
die Koordinaten (x-1,y,z),

v wenn U im Tiling hoher ist
als W, andernfalls (x+1,y,z)
<2 )
W
¢ <§> b
S

Tilings
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Einleitungen

Bijektion zwischen Rhombus Tilings und Plane Partitions

Regeln
Sei W = (x,y,z)

@ WU||a, dann bekommt U
die Koordinaten (x-1,y,z),
wenn U im Tiling hoher ist
als W, andernfalls (x+1,y,z)

c @ WU||b, dann bekommt U

EUWH P die Koordinaten (x,y-1,z),
wenn U im Tiling hoher ist
als W, andernfalls (x,y+1,z)
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Tilings
Einleitungen

Bijektion zwischen Rhombus Tilings und Plane Partitions

Regeln
Sei W = (x,y,2z)
@ WU||a, dann bekommt U
die Koordinaten (x-1,y,z),

v wenn U im Tiling hoher ist
als W, andernfalls (x+1,y,z)
T e @ WU||b, dann bekommt U

5 """ die Koordinaten (x,y-1,2),

wenn U im Tiling hoher ist
als W, andernfalls (x,y+1,z)

. <§>b @ WU||c, dann bekommt U

q die Koordinaten (x,y,z+1),
wenn U im Tiling hoher ist
als W, andernfalls (x,y,z-1)
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Tilings
Einleitungen

Bijektion zwischen Rhombus Tilings und Plane Partitions

@ Koordinaten als Punkte in
einem a X b x ¢ Quader
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Tilings

Einleitungen
Bijektion zwischen Rhombus Tilings und Plane Partitions

@ Koordinaten als Punkte in
einem a X b x ¢ Quader

@ Plane Partition aus
ubereinanderliegenden
Wiirfeln
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

"

COMBINATORY ANALYSIS

BY

MAJOR PERCY

VOLUME 1t

Ny II
Cambridge : %’1
at the University Press v
1036

Anzahl der Plane Partitions inner-
halb eines a x b x ¢ Quader:

P(a,b,c) =
it k—1
HHHI 5=

[1]

Kristian Dannowski,
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Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Beweisskizze, Gliederung

@ Bijektion zwischen Rhombus Tilings und kreuzungsfreien
Gitterpfaden
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Beweisskizze, Gliederung

@ Bijektion zwischen Rhombus Tilings und kreuzungsfreien
Gitterpfaden

@ Berechnung der Anzahl der kreuzungsfreien Gitterpfade
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Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Beweisskizze, Gliederung

@ Bijektion zwischen Rhombus Tilings und kreuzungsfreien
Gitterpfaden
@ Berechnung der Anzahl der kreuzungsfreien Gitterpfade

@ Auswertung der Binomialdeterminante
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Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Vom Rhombus Tiling zu den kreuzungsfreien Gitterpfaden

Bemerkung

Die a-Ketten konnen identifiziert werde mit einem Pfad der vom
Mittelpunkt der ersten Rhombusseite u; bis zum Mittelpunkt der letzten
Rhombusseite v; fiihrt, fiir alle 1 < j < |a|. Durch Normierung und
Drehung erhilt man monoton steigende Gitterpfade in Z2. Diese konnen
sich nicht kreuzen, da die entprechende a-Ketten disjunkt sind.

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Anzahl der kreuzungsfreien Gitterpfaden nach Lemma von Lindstrom Gessel-Viennot

Voraussetzungen(l):
e G = (V,E) ist azyklischer gerichteter Graph
o w: E — K ist Gewicht auf den Kanten
© U= (uy...up)und V = (vi...v,) geordnete Menge von
Knoten des Graphen
M = (mj ) ist Pfadmatrix
mit Eintragen m; ; = w(P(i,j)) = . w(p) wobei p ein

piuj—v;

Pfad mit w(p) = [] w(e)
ecp

Lemma von Lindstrom Gessel-Viennot[2]

det M = Z sgn(P) - w(P)
PEPVD(U,V)

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Anzahl der kreuzungsfreien Gitterpfaden nach Lemma von Lindstrom Gessel-Viennot

Voraussetzungen(I1):
e P(U, V) ist Menge aller Pfadssteme mit
Pi:u — vﬂ(l)...P,, D Un = Va(n)» TeS,
@ Pyp(U, V) Teilmenge von P(U, V) aus kreuzungsfreien
Pfadsystemen
o Gewicht eines Pfadsystems w(P) = [] w(P;)
i=1
e Vorzeichen sgn(P) = sgn(P1, ..., Pn) = sign(m)

Lemma von Lindstrom Gessel-Viennot|[2]

det M = Z sgn(P) - w(P)
PePyp(U,V)

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Anzahl der kreuzungsfreien Gitterpfaden nach Lemma von Lindstrom Gessel-Viennot

o Pfadsysteme sind kreuzungsfrei
und monoton steigend

vy = ™ — id
i = sgn(P) =1, VP ePyw(U,V)
Yy
Def.
o w(p:ui—vj) =1, Vi<ij<n
uy b = mirj = Z 1
) ¥ p:U,‘*’Vj
= #(p:u—v)
I T = atb
a—i+j

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Anzahl der kreuzungsfreien Gitterpfaden nach Lemma von Lindstrom Gessel-Viennot

Die Anzahl kreuzungsfreier monoton steigender Gitterpfadsysteme

Moo )= Y sanie)-1=deticizen( (757 )

PePyp(U,V) a—i+J
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Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

a+b ))

Jetzt haben wir gezeigt, dass N(n, a, b) = detlSiJS"((a—i+j

Zu zeigen bleibt
b ..
a+b L i+j+ k-1
det = St -
1§i3’§n(<a—i+j>) ,-1:[11-1:11,(1;[1/+J'+k—2

Dies geschieht per vollstandiger Induktion iiber n.[3]

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

Induktionsanfang n=1

Linke Seite:

a(50=C0) o
Rechte Seite:
L I+J—i—k—1 Jj+k
I - T o
T (J+b)(J+b—1)"‘U+1):H(J+7b
| ST VRSV R A
:(b—i—a)(b—i—a—l)---(b—i—l)_<a+b>
(a)(a—1)---(2)(1) a
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Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

Induktionsanfang n=1

Linke Seite:

a(50=C0) o
Rechte Seite:
L I+J—i—k—1 Jj+k
NG =R P e
T (J+b)(J+b—1)"‘U+1):H(J+7b
| ST VRSV R A
:(b—i—a)(b—i—a—l)---(b—i—l)_<a+b>
(a)(a—1)---(2)(1) a
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Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

Induktionsanfang n=2 ,linke Seite

a+b \, _ (°th)
1s0!',ejt§2(<a - i+j>) = det ((if

b+a+1)
+1)(b+1)

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

Induktionsanfang n=2 ,rechte Seite

itjt+k-1_ j+k Trpitk+1
HJHHHIIM+/< Jl_[lkl_[lj+k—1 Pl itk

atb (J+b+1)J b)---(+2)
)H G+b)---(j+2)(j+1)

a

@+ 1)) )2
(b+a+1)!

(b+ 1)l (a+ 1)
(b+a+1)
(b+1)(a+1)

(1
C b)IIU+bT1
G+
< +b> (b+a+1)(b+a) ---(b+2)
a+b
- w
)

<ab

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings

Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

Der Induktionsschritt

Condensation Formel (Dodgson,Desnanot,Jacobi)

Sei A eine n x n Matrix. Mit Aﬁ’{j ~Jk bezeichnen wir die
Submatrix (Minor) von A, in der die Zellen i1, 2, ..., Ik und

Spalten ji1, o, .. ., jx weggelassen wurden. Dann gilt:

det A-det A7) = det A] - det A7 — det A7 - det Al

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

Eigenschaften der Matrix M, (a, b) := ((aa_—i;ij))1<- i<
<ij<n

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

Eigenschaften der Matrix M,(a, b) := <( = )>1<- <
_I7J—n

a—i+j
(ai—"l_—llj—l) (ai—"l_—llj—2) Tt (ai—;—ﬁn)
(ai—g—?—l) (ai—g—?&) Tt (ai—g—in)
( a+b ) ( a+b ) .
Mn(a’ b) — a—3+1 a—3+42
( a+b ) :
a—4+1
(ai—;il) e (ai—:in)

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

GG Gy (1)

RGO G (1)
TN (e TR e B

GONE

: UG

() (550 OIS

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

a+Z (zj—-g) (2::_—[2;) (aj-—rti2) (aJar_r‘;El)
G D) G (in2s) (7no2)
_| G G : :
M,(a, b) =
: a+b)
: a+1
() L) G e
(i) (Tnt2) G CD)
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Tilings

Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

a+b a+b a+b a+b
a+1) (a+2) (a+n71)
G () GR) (:2022)
Ma(a, b) = (ig) (ilf) - :
( i—;-b a+b)
(aiJr:+1) (ai—;-?ﬂ) (Z-_H;) (a—:b)
(Mn(a, b)) = Mp—1(a, b)
(Mn(a, b))i = Mn-1(a, b)
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Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

W G G) (a75o1)

M,(a, b) = (aTZ) (a—l)

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

a+b at+b a+b a+b
a ) (a+1) (a+2) toe (a+n71)
(zt:tl)) (a—gb) (zi?) o (aj-—:32) (aj-—ir;f2)
wan | GG
a—;-b a+b a—i:-b
("’EHJ2 a+b (aib) (Si},)
(a—n+1) (a—n+2) (a 1) ( a )
(Mn(a, b)) = Mp—1(a, b)
(Mn(a, b)); = My—1(a, b)
(Ma(a, My 1(a+1,b—1)

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

G G (u751)

s | CD G

ey
Y () e )

(

(M,(a, b))} = M,_1(a,
(My(a, b))t = M,_1(a+1,b—1)
(Mn(a, b))] = Mp_1(a—1,b+1)

(Mn(a7 b) tz = I\/I,,_g(a7 b)

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings

Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings
Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

Damit lasst sich mit Hilfe der Desnanot-Identitat fiir A = M,(a, b)
die Rekursionsformel fiir det M,(a, b) in Abhangigkeit von Termen
der Form det M,_1(a, b) und det M,,_»(a, b) angeben:

det M,(a, b) =

det Mp—1(a, b) - det Mp—1(a, b) —det Mp_1(a —1,b+ 1) -det Mp_1(a+1,b—1)
det M,_2(a, b)

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings

Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings
Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

Es bleibt noch die Rekursion fiir die rechte Seite zu zeigen. Der
Ubersichtlichkeit halber sei f(i,}, k) = (%)

i+j+k—
[T

i=1j=1k=1

b n—1a—1b+1 —1a+1
firoin) T 0 T
Ll

f(i,j, k)

>
|
_

(/,j, k)

=k
Il ::1|

Il
—
-

n—2

a b
I1 II
i=1j=1k

Dazu forme ich die vier eingefarbten Terme in solche der Form
[17= HJ (T12_, £(i,j, k) - X um und sammle die Faktoren X, im
Folgenden und rot ein. .

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings

Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

n a b

IG5 =

i=1j=1k=1
n—2 a b

ITIIT] Gk =

i=1 j=1 k=1

Kristian Dannowski,

n-1 a b a b

IIIIII G0 [T k) )
i=1 j=1k=1 Jj=1k=1

n—1 a b a b
HHHf/J, ,/HHf(n—l.j.k)
i=1j=1k=1 Jj=1k=1

Veit Wiechert Tilings



Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

n—1a—1b+1
ITTTII Gk
i=1 j=1 k=1
n—1 a b
= [TIIII Gk
i=1 j=2 k=0
n—-1 a b nlal+J_1
=TI G- TTTIG =)
i=1j=2 k=1 i=1j=2 I+‘I
g D D

= f(i,j, k)
UUE“ T T ()

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion
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Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

n—1 a

b
IIIIIIfGk
i=1 j=1k=1

b

n—1 a
ITTTTT76.5%

i=1 j=1 k=1

2 . .
X 41 “177b  (itk-1
_ nl_[ﬁH f(i,j, k [T HJ 2(75=3) . 5 e (752)
) i+k -1 I+
gt H,-:1 [T () T [[-1(77)

Nach dem Kiirzen versuche erhalten wir

Kristian Dannowski, Veit Wiechert Tilings



Tilings
Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

! n+j+k—1 e i+j—1 n-t
[T 1T (2H=h) IT I1(53) =)
j=1k= o i=ti= i=1 k=2
a b (n—1)-+j+k—1 n—1 b ik n—=1 a it
H ((/771)4»]71( 2) H H (i+k—1) H H(Hj]*l)
j=1k=1 i=1 k=1 i=1j=

Die bunten Terme werden noch weiter vereinfacht.
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings
Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

zuerst griin: Indexverschiebung und Ausklammern

a b ntjtk—1

B || P k=2 1
~ Tra—117b  ntjtk—1 n+k— 1

[=: ks = ITr-s k=

Hc:! Hb n+j+k—1 H n+a+k—1
. j=1 k=1 n+j+k-2 . k=1 n+a+k—2
- a b n+j+k—1 b n+k—1

Hj:l Hk:l n+j+k—2 Hk:l n+k—2

_%_ n+a+b—-1 n—1
©ontbl T\ ppa-—1 n+b—1

n—1
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

n—1 itj—1 n—1 b ko1
i+ k—
<n + a4+ b — 1 n— 1 ,'1:[11']:[2(i+j72) 1_[1 kH2(I'+k72)
. =1 A= K=
n+a—1 ) (n+b—1> n-1 b . n1a .
G TT ()
i=1 k=1 i=1j=

dann rot
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

Indexverschiebung und Binomialformel
[T 11 ()
[T T ()
IS TS G

[T T ()

_((n=1)+(a—1) (n—1)+a
("l (W)
:((n—1)+(a—1))! (n—=1)!-a! a

(n—1)1-(a—1)1 ((n—1)4a)!  a+(n—1)
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

n]:[:l ﬁ(’:ﬂ?l) "1:[1 ﬁ(#kfl)

n+a—1 n+b-1 - n—1 b ] n—1 a -
G2 TT G
i=1 k=1 =1 j=1

Analog verfahre ich fiir die restlichen roten Terme und komme auf
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

n+a+b-—1 n—1 1 a b
n+a—1 n+b—1) at+n—1 b+n-1

& (n+a+b—1)-(n—1)+ (ab) =(n+a-1)-(n+b-1)

< (n+a—-1)-(n—1)+b-(n—14a) =(n+a—-1)-(n+b—1)

& (n+a—-1)-(n+b-1) =(n+a—-1)-(n+b-1)
O

Damit ist der Induktionsschritt vollzogen und folgender Satz
bewiesen:
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Exaktes Zahlen aller méglichen Rhombus Tilings

Herleitung der MacMahon Formel mit volistandiger Induktion

Die Anzahl aller moglichen Rhombus Tilings des Sechsecks mit der
Kantenlangen a, b, c ist:

+jt+k-1
N(a, b, c) = HHH:+j+k >

i=1j=1 k=1
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