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Definition des aztekischen Diamanten s

von Matchings

Definition
Ein aztekischer Diamant der Ordnung n ist der bipartite
Graph D, = (V,, E;) mit

Vi ={wy:x,y e Z~ {0}, x|+ |yl <n+1}

und
E,= {{waﬁ ’ VXz,yz} 5 |X1 - X2| + |y1 - 92| = 1}'

Wir bezeichnen ein perfektes Matching von D, als eine
Pflasterung des aztekischen Diamanten der Ordnung n.



Theorem und zu beweisendes Lemma

Uberlagerung
von Matchings
Theorem Beispiele
Die Anzahl T (n) der Pflasterungen des aztekischen
5 X n(n+1) iamanten
Diamanten der Ordnung n ist 2~ 2 . —
Allgemeine
Formeln fiir
Matchings in

planaren
Graphen

Lemma
T(n)-T(n=-2)=2-T(n=1)-T(n-1)

Das Theorem folgt durch vollstandige Induktion.
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Wir beweisen:
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Definition des doppelten aztekischen Graphen —
und Knotenbeschriftung von Matchings

Definition

Ein doppelter aztekischer Graph der Ordnung n ist ein
Multigraph M, = (V,,, An) mit Kanten {vy, 4, Vao,y, } aus Ep,
sodass fiir alle vy, € V), qilt:

1, wenn |x|+]|y|€{n,n+1},

deg(vy,y) = {2

sonst.

Wir beschriften die Knoten vy , € V,, mit Grad 1.

++, wenn x=n,y=-1oder |x|+|y[=n+1,x>0,y>0,

+—, wennx=-1,y=-noder |x|+|y/=n+1,x>0,y<0,
L(VX,y) =1-+, wennx=-n,y=1oder |x|+|yl=n+1,x<0,y>0,

——, wennx=1,y=noder |x|+]y=n+1,x<0,y<0,

X, sonst.












Definition einer ebenen Partition

Definition

Eine ebene Partition, die in eine r x s x t-Box passt, ist eine
Funktion 7t: {1,...,r} x{1,...,s} = {0, ..., t}, sodass
(i, j) > (i, j+1) und 7(i,j) > m(i+1,)).

Die Menge aller solcher Partitionen bezeichnen wir als 1, ¢ ¢
und definieren

r S
LEDIDI((H)E
i=1j=1
r=3,s=4,t=2

7| =

oo =N
OO =N
ool -
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Definition einer ebenen Partition

Definition

Eine ebene Partition, die in eine r x s x t-Box passt, ist eine
Funktion 7: {1,...,r} x{1,...,s} - {0,..., t}, sodass
(i, j) > (i, j+1) und (i, j) > m(i+1,)).

Die Menge aller solcher Partitionen bezeichnen wir als 1, ¢ ¢

und definieren L.
LIEDIDIEL(H)E
i=1j=1

r=3,s=4,t=2
|| =7

oo =N
OO =N
ool -
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MacMahon-Formel und zu beweisendes Lemma

Uberlagerung
von Matchings

Theorem (MacMahon-Formel)

Die erzeugende Funktion

MacMahon-Formel

P(r,s,t):= Y. g
el s ¢
ist
ﬁﬁ1 l+j+t1
i=1 j=1 1- l+j v
Lemma

P(r+1,s+1,t)P(r,s,t):q’P(r,s+1,t)P(r+1,s,t)
+P(r+1,s+1,t=1)P(r,s, t+1)

Die MacMahon-Formel folgt durch vollsténdige Induktion
iber r+s+t.



Gewichtungen zum Beweis des Lemmas

o Wir gewichten die Kanten.
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Gewichtungen zum Beweis des Lemmas

o Wir gewichten die Kanten.

o Das Gewicht des Matchings ist das Produkt der
Kantengewichte.

o Die Summe aller Gewichte perfekter Matchings ist gleich

rs(s=1)

g 2 P(r,st).
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Beweis des Lemmas
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(r+1)(s+1)s

rs(s—1)
g 2z P(r+1,s+1,t)-q 21P(r,s,t):
r(s+ )s (r+1)s(s—1)
qgq : P(r,s+1,t)-q . P(r+1,5,t)+

(r+1)(5+1)5 s—=1)
q P(r+1,s+1,t-1)- q 5 P(r,s, t+1)
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Notation fur bipartite Graphen

o Sei G = (V4, V, E) ein planarer bipartiter Graph, d.h.

Ec {{V1,V2} tvieVy, e Vz}.
o Ist Uc VjuV,, so schreiben wir G — U fiir
(ViNU VLNU EN{{vj,nn}:vyelUvwveU}).

D

a

= \§

o Seien a, b, c,d € V7 U V5 vier Knoten eines Gebiets in
zyklischer Rethenfolge.
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o Ist Uc VjuV,, so schreiben wir G — U fiir
(ViNU VLNU EN{{vj,nn}:vyelUvwveU}).

D

a

= \§

o Seien a, b, c,d € V7 U V5 vier Knoten eines Gebiets in
zyklischer Rethenfolge.

o M gebe die Anzahl der perfekten Matchings an.
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Zwel allgemeine Condensation-Theoreme

\\ (o G b

Uberlagerung
von Matchings

a

L . W Q

Theorem (eoeo und eeoco)

Spater verwel
Sei |\/1| = |V2| Spezialfalle
Wenn a,c € V4 und b, d € V>, dann gilt

M(GYM(G -{a,b,c,d}) =M(G - {a, b} YM(G -{c,d})
+M(G-{a,d})M(G-{b,c}).

Wenn a,b e Vi und c,d € V>, dann gilt

M(G - {a,d})M(G -{b,c}) =M(G)M(G -{a,b,c,d})
+M(G-{a,c})M(G-{b,d}).






Das allgemeinste bekannte Theorem

Uberlagerung
von Matchings

Theorem

Sei G ein planarer kantengewicheteter Graph mit 2n [2n +1]
Knoten. Seien die 2k (2 < k < n) Knoten

a1, by, a2, by, ..., ak, by Knoten eines Gebiets in zyklischer
Reihenfolge. Sei A={ay,az,...,ac}, B={by, by, ..., b} und
A=Ay uA,. Dann gilt

M(G = WIM(G ~A—- B~ W) =
WceB, |W| gerade [ungerade]
M(G = A1 = YIM(G - A, - BN Y),
YcB, |Y|-|A1| gerade [ungerade]

wobei M die Summe der Produkte der Gewichte aller
enthaltenen Kanten tiber alle perfekten Matchings angibt.



@ Cassinis Identitat

@ Frieze-Pattern

@ Markow-Zahlen



a ) ) ) d

b O O C
Die Anzahl der Matchings des 2 x n-Gitters ist

Fn+1:

wobei
Fi=F=1

und
Fn = Fn_1 + Fn—2-



Fir n gerade:







Fir n gerade:

b O O c

Daraus folgt: F 11



Fir n gerade:

b O O c

Daraus folgt: Fp11F -1



Fir n gerade:

b ~ 9 c

Daraus folgt: F, q1Fp1 = F2+



Fir n gerade:

bO O O @C
Daraus folgt: F, q1Fp1 = F2+




Fir n gerade:

bO O O @C
Daraus folgt: Fi1Fpq = F,% +1-1







Fir n ungerade:

d \ O Cc
FnfFn=FpaFpg+1




F2+1 far n gerade
F2 -1 fiir n ungerade

Fni1Fnaa ={



F2+1 far n gerade
F2 -1 fiir n ungerade

Fni1Fnaa ={

Fn+1Fn—1 =F3+(_1)n






Fut FiFj-iFosjet = FiFo-iat FiFoojer + (1Y (FiFaj)?



Fust FiFj-iFujr = FiFpeit FiFajr + (1) (FiFospn)?
FutFjoi = Focisn Fj+ (077 FiFp i



Frieze-Pattern - Definition

o Regulares n-Eck
o Nummerierung der Eckpunkte mit 1,...,n
o beliebige Triangulierung T
liefert uns ein n-periodisches Zahlenfeld mit (n—1) Rethen,

das sog. Fries-Muster (engl. Frieze-Pattern) definiert durch
die Zahlen ay, ay, ..., a, wobei a; die Anzahl der Dreiecke

ist, in denen Eckpunkt k liegt.

Anwendungen
von Graphical
Condensation

Cassinis
Identitat
Frieze-Pattern

Markow-
Zahlen






o Die erste Reihe lautet:

LT



o Die erste Reihe lautet:

S I T
o Die zweite Reihe (leicht versetzt):

.,a1,dy,...,dp,04q, ...



o Die erste Reihe lautet:

L,
o Die zweite Reihe (leicht versetzt):
.,a1,dy,...,dp,04q, ...

o Jede Reihe danach erfiillt folgende Bedingung:

A
B C D
D

_ BC-1
A




Damit wird folgendes angenommen:

o D= % ist ungleich 0.
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o D= % ist ungleich 0.

o Jeder Eintrag ist eine positive ganze Zahl.



Damit wird folgendes angenommen:

o D= % ist ungleich 0.

o Jeder Eintrag ist eine positive ganze Zahl.

o Fur 1<m<n-1 ist die m-te Reihe die gleiche wie die
n— m-te (evtl. leicht verschoben).



@ Eckpunkt des n-Ecks wird zu einem schwarzen Knoten

@ In jedes Dreieck wird ein weier Knoten gezeichnet
(insgesamt n —2)



Jeder weike Knoten wird nun mit den schwarzen Knoten
verbunden, die das entsprechende Dreick bilden.




Wir bekommen einen bipartiten Graphen G mit n schwarzen
und n -2 weilen Knoten.



Wir definieren C;; als die Anzahl der perfekten Mathchings
des Graphen G ohne die Knoten i und j (und alle zu diesen
Knoten inzidenten Kanten).






Erster Schritt: C; 1 =1t




Zweiter Schritt: Ci_1,i11 = a;:




Zur Erinnerung:




Zur Erinnerung:

Dritter Schritt:
Cio1,jCijir =1

Cit i1 =
“1j+1 C.
if



Zur Erinnerung:

Dritter Schritt:

Cio1,jCijir =1
Ci,j

CijCirjir +1=Ci1,Cjq

Cirji1 =



Zur Erinnerung:

Dritter Schritt:
Cio1,jCijir =1
Ci,j
CijCirjir +1=Ci1,Cjq
CijCicrjir + Ci1,iGjir = Cioq jCijin

Cirji1 =



Zur Erinnerung:

Dritter Schritt:
Cio1,jCijir =1
Ci,j
CijCirjir +1=Ci1,Cjq
CijCicrjir + Ci1,iGjir = Cioq jCijin

Cirji1 =

Genau das ist Theorem eeee.



Markow-Zahlen — Definition Anwendungen

von Graphical
Condensation

Cassinis
Identitat

Frieze-Pattern

Markow-

Definition (Markow-Tripel und Markow-Zahl) Marko,
Ein Markow-Tripel ist ein Tripel von positiven natirlichen

Zahlen, welches die Gleichung

)(2+yz+z2 = 3xyz (1)

lost.
Eine Markow-Zahl ist eine positive natirliche Zahl, die in

mindestens einem Tripel vorkommt.



Losungen der Gleichung Arwerdungen

von Graphical
Condensation

Cassinis

Gleichung (1) kann in die folgende Form umgeschrieben T
werden: PP

Markow-

x>+ g2 +2° = 3xyz Zahlen

7 - (Bxy)z + (X2 + yz) =0

Man findet, dass wenn z eine Lésung der Gleichung (1) ist,
dann auch

Z=3xy-z= i . (2)
z

2,2
Z' ist positiv, weil *=% es ist und eine natiirliche Zahl, weil
3xy — z es ist.
Analog fiir x und y.



Z=3xy-z-= (2)

Beispiel: (1,1,1) - (2,1,1) - (2,5,1) = (2,5,29)



Knoten: Markow-Tripel
Kanten: Austauschoperationen:

(x.y.2) > (x',y.2),
(xy.2) > (xy.2),
(x.y.2) > (x,y,7),

wobei
2,2
x’=y +z'
X
, xX2+272
y = )
y
Xy




Der entstandene Graph ist ein unendlicher Baum:

o Er ist zusammenhangend (siehe Lemma).



Der entstandene Graph ist ein unendlicher Baum:

o Er ist zusammenhangend (siehe Lemma).

o Er enthalt keinen Zykel (ohne Beweis).



Der entstandene Graph ist ein unendlicher Baum:

o Er ist zusammenhangend (siehe Lemma).
o Er enthalt keinen Zykel (ohne Beweis).
o Er ist 3-requlér (jeder Knoten hat Grad 3).



Wir wollen zeigen, dass die Markow-Tripel auch in einer
»ganz anderen Sprache” beschrieben werden kénnen.

N

Als Beispiel betrachten wir das Markow-Tripel (2,5,29).



Vom Dreiecksgitter zur Markow-Zahl Amvendungen

von Graphical
Condensation

Wenn wir die Markow-Zahl eines Vektors OX suchen,

betrachten wir die Vereinigung aller Dreiecke R, die von der .
Geraden OX getroffen werden. Durch unser Gitter bekommen e Pt
wir eine Triangulierung von R. W

Zahlen

Betrache u = OC:

Avé
o Erstelle Graph wie bei den Frieze-Pattern.
o Sei G(u) der Graph, der durch das Entfernen der beiden
Endpunkte entseht (in diesem Fall also O und C).

o M(u) sei Anzahl der Matchings von G(u) (wobet
M(u) =1 bet einem kiirzesten Weg).

0]



Satz tiber die Markow-Zahlen Anwendungen

von Graphical
Condensation

Definition (Primitiver Vektor)

Ein Vektor u ist primitiv, wenn er nicht als k- v mit kK > 1 und
v aus dem Gitter geschrieben werden kann.

Markow-
Zahlen

Theorem
Wenn folgende Eigenschaften gelten:
o u, v und w sind primitive Vektoren im Dreiecksgitter L,
o fiir eine geeignete Wahl von Vorzeichen gilt
tuzxvxw=0 und
o jeweils zwei Vektoren von u, v und w bilden eine Basis
von L,
dann bildet
(M(u), M(v), M(w))
ein Markow-Tripel. Jedes Markow-Tripel kann auf diese Weise
erzeugt werden.



(M(eq1),M(ez),M(e3)) =(1,1,1) ist klar.



(M(eq1),M(ez),M(e3)) =(1,1,1) ist klar.

/\/I(u)2 + /\/I(v)2

M(u+v) = M(a—v)



(M(eq1),M(ez),M(e3)) =(1,1,1) ist klar.

M(u)? + M(v)?

M(u—-v)
Um in unserem Bild zu bleiben, missen wir also folgendes
zeigen:

M(u+v) =

M(OA)? + M(OB)?

M(0C) = M(AB)




M(OA)? + M(OB)?

M(0C) = M(AB)

M(OCYM(AB) = M(OA)? + M(OB)?




M(OA)? + M(OB)?

M(OC) =

M(AB)
M(OCYM(AB) = M(OA)? + M(OB)?

o)
M(OC)M(AB) = M(OAYM(BC) + M(OB)M(AC)

Das ist wieder Theorem e e oo,
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