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Stichwort: Monomeren, Dimeren, Trimeren

» Spezialfall ist rechteckiges Gitter bestehend aus
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> jede solche Anordnung gibt uns ein
Domino-Tiling und umgekehrt

> Frage: Wie viele solche Anordnungen bestehend
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Einleitung

Historisches zu Domino-Tilings

> es gibt eine Verbindung zwischen
Domino-Tilings und der Chemie.
Stichwort: Monomeren, Dimeren, Trimeren

» Spezialfall ist rechteckiges Gitter bestehend aus
Dimeren —

> jede solche Anordnung gibt uns ein
Domino-Tiling und umgekehrt

> Frage: Wie viele solche Anordnungen bestehend
aus Dimeren gibt es

» dquivalent: Wie viele Domino-Tilings hat das
Rechteck?
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Einleitung

Historisches zu Domino-Tilings
P.W. Kasteleyn und M.E. Fisher fanden 1961 unabhiangig
voneinander die Anzahl der Domino-Tilings fiir ein
2n x 2m-Rechteck. Sie ist
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Der nichste groBe Meilenstein in Bezug auf Domino-Tilings gelang
Noam Elkies, Greg Kuperberg, Michael Larsen und James Propp
als sie 1992 die Anzahl der Domino-Tilings des Aztekischen
Diamanten bestimmten.
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Einleitung

Historisches zu Domino-Tilings
P.W. Kasteleyn und M.E. Fisher fanden 1961 unabhiangig
voneinander die Anzahl der Domino-Tilings fiir ein
2n x 2m-Rechteck. Sie ist

mh km
4 HH( 2m—|—1 Os22n+1>

j=1k=1

Der nichste groBe Meilenstein in Bezug auf Domino-Tilings gelang
Noam Elkies, Greg Kuperberg, Michael Larsen und James Propp
als sie 1992 die Anzahl der Domino-Tilings des Aztekischen
Diamanten bestimmten.

Der Aztekische Diamant ist Haupthema dieses Vortrags. Dabei
wird im wesentlichen ein Beweis von Sen-Peng Eu und Tung-Shan
Fu widergegeben, der 2005 verdffentlicht wurde.
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Der Aztekische Diamant
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Definionen

Der Aztekische Diamant

Definition

» Der Aztekische Diamant der Ordnung n, bezeichnet mit AD,,
ist die Vereinigung aller Einheitsquadrate, die durch die
Punkte (x,y) € Z? mit der Eigenschaft [x| + |y| < n+1
begrenzt werden.
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Der Aztekische Diamant

Definition
» Der Aztekische Diamant der Ordnung n, bezeichnet mit AD,,
ist die Vereinigung aller Einheitsquadrate, die durch die
Punkte (x,y) € Z? mit der Eigenschaft [x| + |y| < n+1
begrenzt werden.
» ein Domino ist ein 1 X 2 bzw. ein 2 x 1 -Rechteck

» eine Parkettierung (tiling) von AD, ist eine Vereinigung von
nicht {iberlappenden Dominos, die AD, vollstindig bedecken
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Der Aztekische Diamant

[ 1o}

Definionen

Der Aztekische Diamant

Definition

» Der Aztekische Diamant der Ordnung n, bezeichnet mit AD,,
ist die Vereinigung aller Einheitsquadrate, die durch die
Punkte (x,y) € Z? mit der Eigenschaft [x| + |y| < n+1
begrenzt werden.

» ein Domino ist ein 1 X 2 bzw. ein 2 x 1 -Rechteck

» eine Parkettierung (tiling) von AD, ist eine Vereinigung von
nicht {iberlappenden Dominos, die AD, vollstindig bedecken

» die Anzahl der Parkettierungen von AD, wird mit AD(n)
bezeichnet
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Der Aztekische Diamant
oe

Definionen

Beispiel

Beispiel des ADg und eines Tilings des ADg.
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Der Aztekische Diamant
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Aztec Diamond Theorem

Aztec Diamond Theorem

Theorem

AD(n) = 2"n+1)/2 (Elkies, Kuperberg, Larson, Propp)

Dies wollen wir im folgenden beweisen
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Der Aztekische Diamant
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Aztec Diamond Theorem

Schroder-Pfade

GroBe Schroder-Pfade der Linge n sind Gitterpfade in Z? mit den
Eigenschaften:

» Pfad startet in (0,0) und endet in (2n,0)
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Aztec Diamond Theorem

Schroder-Pfade

GroBe Schroder-Pfade der Linge n sind Gitterpfade in Z? mit den
Eigenschaften:

» Pfad startet in (0,0) und endet in (2n,0)

» benutzt

> up steps (1,1)
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Aztec Diamond Theorem

Schroder-Pfade

GroBe Schroder-Pfade der Linge n sind Gitterpfade in Z? mit den
Eigenschaften:

» Pfad startet in (0,0) und endet in (2n,0)

» benutzt

> up steps (1,1)

» down steps (1,—1)
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Aztec Diamond Theorem

Schroder-Pfade

GroBe Schroder-Pfade der Linge n sind Gitterpfade in Z? mit den
Eigenschaften:

» Pfad startet in (0,0) und endet in (2n,0)

» benutzt

> up steps (1,1)

» down steps (1,—1)

> level steps (2,0)
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Aztec Diamond Theorem

Schroder-Pfade

GroBe Schroder-Pfade der Linge n sind Gitterpfade in Z? mit den
Eigenschaften:

» Pfad startet in (0,0) und endet in (2n,0)

» benutzt

> up steps (1,1)

» down steps (1,—1)

> level steps (2,0)

» Pfad verlauft nie unterhalb der x-Achse
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Aztec Diamond Theorem

Schroder-Pfade

GroBe Schroder-Pfade der Linge n sind Gitterpfade in Z? mit den
Eigenschaften:

» Pfad startet in (0,0) und endet in (2n,0)

» benutzt

> up steps (1,1)

» down steps (1,—1)

> level steps (2,0)
» Pfad verlauft nie unterhalb der x-Achse

Kleine Schréder-Pfade haben eine zusatzliche Eigenschaft:

» Pfad besitzt keine level steps auf der x-Achse
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Der Aztekische Diamant
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Aztec Diamond Theorem

Beispiele

groBer Schréder-Pfad:

0 1 2 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

kleiner Schroder-Pfad:




Der Aztekische Diamant
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Aztec Diamond Theorem

Sei nun M, die Menge der n-Tupel (71, 72,...,m,) von n groBen
Schréder-Pfaden mit den Eigenschaften

» Pfad 7; startet in (—(2/ —1),0) und endet in (2/ —1,0)
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Aztec Diamond Theorem

Sei nun M, die Menge der n-Tupel (71, 72,...,m,) von n groBen
Schréder-Pfaden mit den Eigenschaften

» Pfad 7; startet in (—(2/ —1),0) und endet in (2/ —1,0)

» m; und m; schneiden sich nicht  (fiir alle i, mit i # j)
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Aztec Diamond Theorem

Sei nun M, die Menge der n-Tupel (71, 72,...,m,) von n groBen
Schréder-Pfaden mit den Eigenschaften

» Pfad 7; startet in (—(2/ —1),0) und endet in (2/ —1,0)

» m; und m; schneiden sich nicht  (fiir alle i, mit i # j)

Ganz analog sei 2, die Menge der n-Tupel von kleinen
Schréder-Pfaden mit eben genannten Eigenschaften
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Aztec Diamond Theorem

Ein 5-Tupel (71, m2, 73, 74, 75) aus [s konnte z.B. so aussehen:

. .
o v .
. . .
o . . . .
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o . v . . .
Ty
. o » - . . .
3
o ” . . . . .
2
o . ” o - - . . .
™
9 7 5 3 1 0 1 3 5 7 9
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Der Aztekische Diamant
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Aztec Diamond Theorem

Proposition
Es gilt
Myl = AD(n)

Bewelis.
Veranschaulichen wir die Bijektion erst einmal durch ein
Beispiel und werden dann etwas formaler

Veit Wiechert, Kristian Dannowski




Der Aztekische Diamant

0O00000@000000000000O0O000000000000000000

Aztec Diamond Theorem
Beispiel

Das Tiling gibt uns ein Tupel von Pfaden:
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Aztec Diamond Theorem
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel

Das Tiling gibt uns ein Tupel von Pfaden:

L] .
L] . . L]
6
. 5 .o o o L] L]
Ty
. . . 3 . . . L] .
2
T
L4 L4 L4 L4 L4 L3 L4 Ld L3 L3
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel

Das Ganze jetzt umgekehrt:

. .
. . .
. . L
. . L} . .
. . . . Ll .
. . . L2 Ll L] L
. . . . . L} . .
. . . . . . . Ll .
6
™ e . . o Ll L . L] L
T4
3
] . . . ™ . . . L} . .
"
L4 L4 L4 L4 L4 L4 L d . L4 L d . L4
11 9 7 5 -3 -1 1 3 5 7 9 11
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel

Das Ganze jetzt umgekehrt:
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel

Das Ganze jetzt umgekehrt:
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Aztec Diamond Theorem

Formale Erganzung:
Wir indizieren die Zeilen von AD,, von unten beginnend mit
1,2,...,2n. Wir definieren uns jetzt Pfad ; fir 1 < i < n wie

folgt:
> in der Zeile i beginnen wir mit unserem Pfad am ganz links
liegenden Domino im Zentrum seiner linken Seite (wobei
Seiten Lange 1 haben).
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Aztec Diamond Theorem

Formale Erganzung:
Wir indizieren die Zeilen von AD,, von unten beginnend mit
1,2,...,2n. Wir definieren uns jetzt Pfad ; fir 1 < i < n wie

folgt:
> in der Zeile i beginnen wir mit unserem Pfad am ganz links
liegenden Domino im Zentrum seiner linken Seite (wobei
Seiten Lange 1 haben).
> Pfad geht zu dem Punkt, der nun punktsymmetrisch zum
Mittelpunkt des Dominos liegt
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Aztec Diamond Theorem

Formale Erganzung:
Wir indizieren die Zeilen von AD,, von unten beginnend mit
1,2,...,2n. Wir definieren uns jetzt Pfad ; fir 1 < i < n wie
folgt:
> in der Zeile i beginnen wir mit unserem Pfad am ganz links
liegenden Domino im Zentrum seiner linken Seite (wobei
Seiten Lange 1 haben).
> Pfad geht zu dem Punkt, der nun punktsymmetrisch zum
Mittelpunkt des Dominos liegt
> dieser Punkt ist wiederum Zentrum einer linken Seite eines
Dominos
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Aztec Diamond Theorem

Formale Erganzung:
Wir indizieren die Zeilen von AD,, von unten beginnend mit
1,2,...,2n. Wir definieren uns jetzt Pfad ; fir 1 < i < n wie
folgt:

> in der Zeile i beginnen wir mit unserem Pfad am ganz links

liegenden Domino im Zentrum seiner linken Seite (wobei
Seiten Lange 1 haben).

> Pfad geht zu dem Punkt, der nun punktsymmetrisch zum
Mittelpunkt des Dominos liegt

» dieser Punkt ist wiederum Zentrum einer linken Seite eines
Dominos

» springe wieder punktsymmetrisch und wiederhole dies, bis der
Pfad am rechten Rand des AD,, angelangt

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Der Aztekische Diamant
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Aztec Diamond Theorem

> flige i — 1 up-steps an den Anfang des Pfades und i — 1
down-steps an das Ende

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

> flige i — 1 up-steps an den Anfang des Pfades und i — 1
down-steps an das Ende

» Startpunkt des Pfades setzen wir auf A; und Endpunkt auf B;
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Aztec Diamond Theorem

> flige i — 1 up-steps an den Anfang des Pfades und i — 1
down-steps an das Ende

» Startpunkt des Pfades setzen wir auf A; und Endpunkt auf B;

Die Pfade die wir erhalten bilden ein n-Tupel von sich paarweise
nicht schneidenden Pfaden und sind ein Element aus I1,,.

Wir konnen diese Abbildung aber auch umkehren. Fangen wir also
mit einem n-Tupel (71,...,7,) aus 1, an, so beginnt Pfad 7;
immer mit i/ — 1 up-steps und endet mit / — 1 down-steps. Wir
drehen die Prozedur von eben nun um und ersetzen die restlichen
steps des Pfades mit dem entsprechenden Domino. Dies machen
wir mit allen Pfaden. Entsteht am Ende noch kein vollstandiger
AD,, so kann man eindeutig mit Dominosteinen auffiillen, sodass
wir ein Tiling des AD,, erhalten.
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Aztec Diamond Theorem

Proposition
Fiir n > 2 gilt
||_|,,,1] = Q|
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Aztec Diamond Theorem

Proposition
Fiir n > 2 gilt
||_|,,,1] = Q|

Beweis.

Wir werden dies mittels einer Bijektion zeigen.

Man kann einen Schréder-Pfad als Folge der Buchstaben U
(up-step), D (down-step) und L (level-step) schreiben.

Sei nun (7, ...,mh_1) € M,_1. Dieses Tupel bilden wir ab auf
(w1,...,wp) € Q, wobei
> Wy = uD

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Proposition
Fiir n > 2 gilt
||_|,,,1] = Q|

Beweis.

Wir werden dies mittels einer Bijektion zeigen.

Man kann einen Schréder-Pfad als Folge der Buchstaben U
(up-step), D (down-step) und L (level-step) schreiben.

Sei nun (7, ...,mh_1) € M,_1. Dieses Tupel bilden wir ab auf
(w1,...,wp) € Q, wobei
> Wy = uD

» w; = UUrm;,_1DD, wenn i=2,...,n

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Haben wir umgekehrt ein Tupel (w1, ...,ws) € Q,, so gilt dass

1. wy =UD
(w1 darf kein level-step sein)

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Haben wir umgekehrt ein Tupel (w1, ...,ws) € Q,, so gilt dass
1. wy =UD
(w1 darf kein level-step sein)

2. wj beginnt mit UU und endet mit DD, wenn i =2,...,n
(die w; schneiden sich paarweise nicht)
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Aztec Diamond Theorem

Haben wir umgekehrt ein Tupel (w1, ...,ws) € Q,, so gilt dass
1. wy =UD
(w1 darf kein level-step sein)
2. wj beginnt mit UU und endet mit DD, wenn i =2,...,n
(die w; schneiden sich paarweise nicht)

Entfernen wir wy aus dem Tupel und entfernen bei den restlichen
w; die steps UU vom Anfang und DD vom Ende, so erhalten wir
wieder ein (n-1)-Tupel aus M,_;.

Das dies tatsichlich eine Bijektion ist, sollte durch folgendes
Beispiel klar werden.

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel

(1,72, 73) ¢ (W1, Wa, W3, W) . . .
3 A s » wy 'y » - . Y
o v . L) o w3 o » - . .
™2 w2
. . . . \ . . ER . . .
™
5 3 10 1 3 5 T 5 3 1 0 1 3 5 i
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Aztec Diamond Theorem

Sei nun

rn := Anzahl groBer Schroder-Pfade der Lange n
sn := Anzahl kleiner Schroder-Pfade der Lange n
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Aztec Diamond Theorem

Sei nun

rn := Anzahl groBer Schroder-Pfade der Lange n
sn := Anzahl kleiner Schroder-Pfade der Lange n

Es gilt nun folgende

Proposition

rm=2s, firn>1
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Aztec Diamond Theorem

Beweis.
Mittels erzeugenden Funktionen.
Seien R(x) = > 7, rix' und S(x) = D77, six’ die

1=
erzeugenden Funktionen.
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Aztec Diamond Theorem

Beweis.

Mittels erzeugenden Funktionen.

Seien R(x) = > 7, rix' und S(x) = D77, six’ die
erzeugenden Funktionen.

Wir konnen nun jeden Schroder-Pfad eindeutig in Prim-Pfade

zerlegen. Diese sind entweder
» level-steps auf der x-Achse, oder
» Pfade die nur am Start- und Endpunkt die x-Achse
beriihren
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Tilings



Der Aztekische Diamant

0000000000000 00@0000000000000000000000

Aztec Diamond Theorem

Bezeichnen wir mit p, die Anzahl der Prim-Pfade der Lange n, so
gilt:
»pmp=n=1+n

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Bezeichnen wir mit p, die Anzahl der Prim-Pfade der Lange n, so
gilt:

»pr=n=1+n

> pp=1tp_1 fiirn>2
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Aztec Diamond Theorem

Bezeichnen wir mit p, die Anzahl der Prim-Pfade der Lange n, so
gilt:

»pmp=n=1+n

> pp=1tp_1 fiirn>2
Ist P(x) = >_22, pix', so gilt damit

P(x) = x + xR(x)
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Aztec Diamond Theorem

Bezeichnen wir mit p, die Anzahl der Prim-Pfade der Lange n, so
gilt:

»pmp=n=1+n

> pp=1tp_1 fiirn>2
Ist P(x) = >_22, pix', so gilt damit

P(x) = x + xR(x)

Die Anzahl der groBen Schréder-Pfade der Lange n mit k

Prim-Pfaden ist
Z Piy Pi> =+ * Piy

ek
n+...4+ix=n
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Aztec Diamond Theorem

Somit kénnen wir r, schreiben als

'n = Pn+ Z pipj + Z PiPjPk + - - + Z PiPiy - - - Pi,
ij i.j,k 1yeeesin
i+j=n i+j+k=n n+...+in=n
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Aztec Diamond Theorem

Somit kénnen wir r, schreiben als

'n = Pn+ Z pipj + Z PiPjPk + - - + Z PiPiy - - - Pi,
ij i.j,k 1yeeesin
i+j=n i+j+k=n n+...+in=n

Andererseits ist der Koeffizient von x” in P(x)* gleich

Z Piy Piy * -+ Piy

ek
n4+...4+ix=n

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Somit kénnen wir r, schreiben als

'n = Pn+ Z pipj + Z PiPjPk + - - + Z PiPiy - - - Pi,
ij i.j,k 1yeeesin
i+j=n i+j+k=n n+...+in=n

Andererseits ist der Koeffizient von x” in P(x)* gleich
Z PiPiy -+ Pi
I1yemesik
in+...+ik=n
Also folgt R(x) = > 7o P(x)*

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Somit kénnen wir r, schreiben als

'n = Pn+ Z pipj + Z PiPjPk + - - + Z PiPiy - - - Pi,
ij i.j,k 1yeeesin
i+j=n i+j+k=n n+...+in=n

Andererseits ist der Koeffizient von x” in P(x)* gleich

Z Piy Piy * -+ Piy

I1yemesik
in+...+ik=n
Also folgt R(x) = >_%2, P(x)*und insgesamt
- 1
R(x) = R(x)f=———— (1
09 = 3o+ RO = 1=y

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Somit kénnen wir r, schreiben als

'n = Pn+ Z pipj + Z PiPjPk + - - + Z PiPiy - - - Pi,
ij i.j,k 1yeeesin
i+j=n i+j+k=n n+...+in=n

Andererseits ist der Koeffizient von x” in P(x)* gleich

Z Piy Piy * -+ Piy

et ie=n
Also folgt R(x) = >_%2, P(x)*und insgesamt
= 1
0= 3t RO = =y )
Analog folgt fiir S(x):
1
S(x) = 1 — xR(x)

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Schreiben wir (1) als
R(x)(1 — x —xR(x)) =1
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Aztec Diamond Theorem

Schreiben wir (1) als
R(x)(1 — x —xR(x)) =1

so gilt
R(x)(1 — xR(x)) = 1 + xR(x)
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Aztec Diamond Theorem

Schreiben wir (1) als
R(x)(1 — x —xR(x)) =1

so gilt
R(x)(1 — xR(x)) = 1 + xR(x)
und folglich
1+ xR(x)
RO = 1 — xR(x)
1 xR(x)

1 — xR(x) + 1 — xR(x)

= 1—>:<lR(x) + <1—>:<LR(X) - 1)
—25(x) — 1

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Schreiben wir (1) als
R(x)(1 — x —xR(x)) =1

so gilt

R(x)(1 — xR(x)) = 1 + xR(x)
und folglich

1+ xR(x)

RO = 1 — xR(x)

_ 1 n xR(x)

T 1-xR(x)  1-xR(x)

= = + ! -1

~ 1—xR(x) 1 — xR(x)

=25(x) -1
Koeffizientenvergleich liefert nun die Behauptung O
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Aztec Diamond Theorem

Wir definieren uns nun zwei Matrizen mit Schroder-Zahlen:

n r

r r
H, =

'n I'nt+1

I'n S1 52 Sn
Fny1 52 53 o Sp4l
’ Gn =
npn—1 Sn Sp+1 - S2p—1

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Wir definieren uns nun zwei Matrizen mit Schroder-Zahlen:

rl r2 .. rn Sl 52 e Sn

r.r3 - Iogl 2. 53 - Sptl
H, = . . . . s Gn =

rn I'n+1 -+ IPp-1 Sn Sn+1 " S2p—1

Da r, = 2s, gilt, folgt sofort
» H,=2G,

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
LLES



Der Aztekische Diamant

000000000000 000000e0O000000000000000000

Aztec Diamond Theorem

Wir definieren uns nun zwei Matrizen mit Schroder-Zahlen:

rl r2 .. rn Sl 52 e Sn

r 3 Inyl 2 53  r Sp4l
H, = . Gpi=

rn I'n+1 -+ IPp-1 Sn Sn+1 " S2p—1

Da r, = 2s, gilt, folgt sofort
» H,=2G,
> det(H,) = 2" det(G,)

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Proposition

Fiirn > 1 gilt
1. |M,| = det(H,)
2. |Q,] = det(G,)

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Proposition
Fiirn > 1 gilt
1. |N,| = det(H,)
2. 1Q,| = det(G,)
Beweis.
Sei
» A; der Punkt (—(2/ —1),0) und B; der Punkt (2/ — 1,0)

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
Tilings



Der Aztekische Diamant

000000000000 0000000eO0O0000000000000000

Aztec Diamond Theorem

Proposition
Fiirn > 1 gilt
1. |M,| = det(H,)
2. Q] = det(G)
Bewesrs.
Sei
» A; der Punkt (—(2/ —1),0) und B; der Punkt (2/ — 1,0)
> hj; der (i, j)-Eintrag von H,
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Aztec Diamond Theorem

Proposition
Fiirn > 1 gilt
1. [N, = det(H,)
2. |Q,] = det(Gy)
Bewesrs.
Sei
» A; der Punkt (—(2/ —1),0) und B; der Punkt (2/ — 1,0)
> hj; der (i, j)-Eintrag von H,
» P die Menge der Paare (o, (71,...,7,))
wobei o eine Permutation von {1,..., n} ist und

(71, ...,m,) ein n-Tupel von groBen Schroder-Pfaden so
dass m; von A; nach B, geht.
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel

7 -5 -3 -1 1 3 5
A4 A3 AQ A1 B] BQ B3 B4
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Aztec Diamond Theorem

Damit gilt dann
h; j = ritj—1 entspricht der Anzahl der groBen Schréder-Pfade von
A; nach B;
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Aztec Diamond Theorem

Damit gilt dann
h; j = ritj—1 entspricht der Anzahl der groBen Schréder-Pfade von
A; nach B; und

PL=>" T hiow)

o€S, i=1
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Aztec Diamond Theorem

Damit gilt dann
h; j = ritj—1 entspricht der Anzahl der groBen Schréder-Pfade von
A; nach B; und

PL=>" T hiow)

o€S, i=1

Jeder Permutation o kdnnen wir ein Signum zuordnen:
sgn(o) = (~1)™)

wobei inv(o) = [{(i,j)|i <j und o(i) > o(j)}|
die Anzahl der Inversionen von o ist.
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Aztec Diamond Theorem

Je nach dem Signum der Permution o partionieren wir die n-Tupel
aus P in die Mengen P™ und P~
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Aztec Diamond Theorem

Je nach dem Signum der Permution o partionieren wir die n-Tupel
aus P in die Mengen P™ und P~. Damit folgt

n
det(Ha) = > sgn(o) [] hioii
i=1

0€ES,
= Z H hi,a(i) - Z H hl ,o(i)
ceS, i=1 oceS, i=1
sgn(o)=1 sgn(o)=-1
= |P*~ 1P|
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Aztec Diamond Theorem

Nun konstruieren wir uns ein Involution ¢ auf P.
Sei p ein Element aus P, wo sich die Pfade paarweise nicht
schneiden. Dann setzen wir

o(p)=p p ist also Fixpunkt von ¢

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Nun konstruieren wir uns ein Involution ¢ auf P.
Sei p ein Element aus P, wo sich die Pfade paarweise nicht
schneiden. Dann setzen wir

o(p)=p p ist also Fixpunkt von ¢

Ist g = (o, (71,...,7p)) ein Element aus P mit sich schneidenden
Pfaden, so wihle das lexikographisch kleinste Paar i < j so dass
sich Pfad 7; und 7; schneiden.

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Nun konstruieren wir uns ein Involution ¢ auf P.
Sei p ein Element aus P, wo sich die Pfade paarweise nicht
schneiden. Dann setzen wir

o(p)=p p ist also Fixpunkt von ¢

Ist g = (o, (71,...,7p)) ein Element aus P mit sich schneidenden
Pfaden, so wihle das lexikographisch kleinste Paar i < j so dass
sich Pfad 7; und 7; schneiden. Am letzten Schnittpunkt der Pfade
tauschen wir die Enden aus und erhalten die Pfade

> 77}, startet in A; und endet in B, ()
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Aztec Diamond Theorem

Nun konstruieren wir uns ein Involution ¢ auf P.
Sei p ein Element aus P, wo sich die Pfade paarweise nicht
schneiden. Dann setzen wir

o(p)=p p ist also Fixpunkt von ¢

Ist g = (o, (71,...,7p)) ein Element aus P mit sich schneidenden
Pfaden, so wihle das lexikographisch kleinste Paar i < j so dass
sich Pfad 7; und 7; schneiden. Am letzten Schnittpunkt der Pfade
tauschen wir die Enden aus und erhalten die Pfade

> 77}, startet in A; und endet in B, ()

> 771'., startet in A; und endet in Bg(j).
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Aztec Diamond Theorem

Nun konstruieren wir uns ein Involution ¢ auf P.
Sei p ein Element aus P, wo sich die Pfade paarweise nicht
schneiden. Dann setzen wir

o(p)=p p ist also Fixpunkt von ¢

Ist g = (o, (71,...,7p)) ein Element aus P mit sich schneidenden
Pfaden, so wihle das lexikographisch kleinste Paar i < j so dass
sich Pfad 7; und 7; schneiden. Am letzten Schnittpunkt der Pfade
tauschen wir die Enden aus und erhalten die Pfade

> 77}, startet in A; und endet in B, ()

> 771'., startet in A; und endet in Bg(j).
Bezeichnen wir mit (ij) die Permutation, die i und j vertauscht, so
setzen wir

(q) = é((o, (71, - -, ™)) = (0 (i), (71, -+, Ty Ty, W)
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Aztec Diamond Theorem
Beispiel
m1 und 7o sind lexikographisch das kleinste Paar von sich

schneidenden Pfaden

T4
3
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel

Wir nehmen uns den letzten Schnittpunkt

Uy
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel

vertauschen die Enden

4
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel

und erhalten die neuen Pfaden
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Aztec Diamond Theorem

Fiir ¢(q) ist (i,j) weiterhin das lexikographisch kleinste Paar von
Pfaden, die sich schneiden. Somit ist ¢ tatsdchlich eine Involution.
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Aztec Diamond Theorem

Fiir ¢(q) ist (i,j) weiterhin das lexikographisch kleinste Paar von
Pfaden, die sich schneiden. Somit ist ¢ tatsdchlich eine Involution.
Weiterhin dndert ¢ das Signum denn

sgn(o) = (1) - sgn(o o (i)
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Aztec Diamond Theorem

Fiir ¢(q) ist (i,j) weiterhin das lexikographisch kleinste Paar von
Pfaden, die sich schneiden. Somit ist ¢ tatsdchlich eine Involution.
Weiterhin dndert ¢ das Signum denn

sgn(o) = (1) - sgn(o o (i)

Nehmen wir uns die Elemente aus P bei denen sich mindestens
zwei Pfade schneiden, so gibt uns ¢ ein Bijektion zwischen den
Elementen mit positiven Signum und den Elementen mit negativen
Signum.
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Aztec Diamond Theorem

Fiir ¢(q) ist (i,j) weiterhin das lexikographisch kleinste Paar von
Pfaden, die sich schneiden. Somit ist ¢ tatsdchlich eine Involution.
Weiterhin dndert ¢ das Signum denn

sgn(o) = (1) - sgn(o o (i)

Nehmen wir uns die Elemente aus P bei denen sich mindestens
zwei Pfade schneiden, so gibt uns ¢ ein Bijektion zwischen den
Elementen mit positiven Signum und den Elementen mit negativen
Signum.

Fiir Fixpunkte aus P gilt ¢ = (12...n) = id und wegen sgn(id) =1
liegen diese Fixpunkte in PT.
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Aztec Diamond Theorem

Fiir ¢(q) ist (i,j) weiterhin das lexikographisch kleinste Paar von
Pfaden, die sich schneiden. Somit ist ¢ tatsdchlich eine Involution.
Weiterhin dndert ¢ das Signum denn

sgn(o) = (1) - sgn(o o (i)

Nehmen wir uns die Elemente aus P bei denen sich mindestens
zwei Pfade schneiden, so gibt uns ¢ ein Bijektion zwischen den
Elementen mit positiven Signum und den Elementen mit negativen
Signum.

Fiir Fixpunkte aus P gilt 0 = (12...n) = id und wegen sgn(id) =
liegen diese Fixpunkte in PT. Insgesamt ergibt sich also

det(H,) = |P*| — |P~| = |{p € P|p ist Fixpunkt von ¢}|
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Aztec Diamond Theorem

Fiir ¢(q) ist (i,j) weiterhin das lexikographisch kleinste Paar von
Pfaden, die sich schneiden. Somit ist ¢ tatsdchlich eine Involution.
Weiterhin dndert ¢ das Signum denn

sgn(o) = (1) - sgn(o o (i)

Nehmen wir uns die Elemente aus P bei denen sich mindestens
zwei Pfade schneiden, so gibt uns ¢ ein Bijektion zwischen den
Elementen mit positiven Signum und den Elementen mit negativen
Signum.

Fiir Fixpunkte aus P gilt ¢ = (12...n) = id und wegen sgn(id) =1
liegen diese Fixpunkte in PT. Insgesamt ergibt sich also

det(H,) = |P*| — |P~| = |{p € P|p ist Fixpunkt von ¢}|

Da die Menge der Fixpunkte von ¢ der Menge I1, entspricht, folgt
sofort die Behauptung.
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Aztec Diamond Theorem

Ganz analog zeigt man |Q,| = det(G,). O

Fassen wir noch mal zusammen:
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Aztec Diamond Theorem

Ganz analog zeigt man |Q,| = det(G,). O

Fassen wir noch mal zusammen:
» det(H,) = 2" det(G,)
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Aztec Diamond Theorem

Ganz analog zeigt man |Q,| = det(G,). O

Fassen wir noch mal zusammen:
» det(H,) = 2" det(G,)
> [Mp-1] = Q4]
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Aztec Diamond Theorem

Ganz analog zeigt man |Q,| = det(G,). O

Fassen wir noch mal zusammen:
» det(H,) = 2" det(G,)
> [Mn_1| = 2]
> |M,| =det(H,) und |Q,| = det(G,)
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Aztec Diamond Theorem

Ganz analog zeigt man |Q,| = det(G,). O

Fassen wir noch mal zusammen:

» det(H,) = 2" det(G,)

> [Mn_1| = 2]

> |M,| =det(H,) und |Q,| = det(G,)
Das heiBt insgesamt gilt

M, = det(H,) = 2" det(G,) = 2" Q| = 2"|Mp—1]
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Aztec Diamond Theorem

Ganz analog zeigt man |Q,| = det(G,). O

Fassen wir noch mal zusammen:

» det(H,) = 2" det(G,)

> [Mn_1| = 2]

> |M,| =det(H,) und |Q,| = det(G,)
Das heiBt insgesamt gilt

M, = det(H,) = 2" det(G,) = 2" Q| = 2"|Mp—1]
Da nun |My| = 2 gilt, erhalten wir induktiv

“_In‘ — 2n(n+1)/2
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Proposition (Korollar)

AD(n) = 2"(rt1)/2
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Aztec Diamond Theorem

Ein 2. Beweis

» Nehmen wir uns den AD,
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Aztec Diamond Theorem

Ein 2. Beweis

» Nehmen wir uns den AD,

» und betrachten den zu AD,,
dualen Graphen G(AD,)
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Aztec Diamond Theorem

Ein 2. Beweis

» Nehmen wir uns den AD,

» und betrachten den zu AD,,
dualen Graphen G(AD,)

» dann entspricht jedes
perfekte Matching
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Aztec Diamond Theorem

Ein 2. Beweis
» Nehmen wir uns den AD, —
» und betrachten den zu AD,, —
dualen Graphen G(AD,) I I

» dann entspricht jedes I I ._..—. J

perfekte Matching

> einem Tiling des AD,, und
umgekehrt
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Aztec Diamond Theorem

Allgemein konnen wir jeder Kante e in einem Graphen G ein
Gewicht w(e) zuordnen.
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Allgemein konnen wir jeder Kante e in einem Graphen G ein
Gewicht w(e) zuordnen.

Das Gewicht w(M) eines perfekten Matchings M sei dann

[eem w(e).
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Aztec Diamond Theorem

Allgemein konnen wir jeder Kante e in einem Graphen G ein
Gewicht w(e) zuordnen.

Das Gewicht w(M) eines perfekten Matchings M sei dann
[ecn w(e).

Wir interessieren uns jetzt fiir die Summe der Gewichte von allen
perfekten Matchings:

> w(M)=>"T] w(e) = S(G)

M ist perf. Mat. von G M eeM
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel:
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Beispiel:

S(G) = bgi+
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel:

S(G) = bgi+ efi+
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Beispiel:

S(G) = bgi+ efi+ afh
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Aztec Diamond Theorem

Beispiel:

S(G) = bgi+ efi+ afh

Setzen wir ndmlich die Gewichte der Kanten von G(AD,) (duale
Graph zu AD,,) auf 1, so gilt

S(G(AD,)) = Anzahl der perfekten Matchings von AD, = AD(n)

Um S(G(AD,)) zu berechnen brauchen wir folgendes Lemma:
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Aztec Diamond Theorem

Lemma

Hat ein Graph G einen Teilgraph mit entsprechenden Gewichten
wie auf der linken Seite veranschaulicht, so ersetzen wir ihn durch
den Teilgraph mit entsprechenden Gewichten wie auf der rechten
Seite veranschaulicht. Dabei sei R = AD + BC.

Veit Wiechert, Kristian Dannowski




Der Aztekische Diamant

000000000000 0O00O00O00O0O000000000000e00000

Aztec Diamond Theorem

Bewelis.
Wir konnen die Matchings wie unten im Bild angedeutet

ordnen und in Beziehung setzen. In jeder Spalte unterscheiden
sich die Summen iiber den Matchings gerade um den Faktor
R, woraus dann insgesamt sofort die Behauptung folgt.

| { | { | {
._.l._. c/l._. — e ._.l\o o 0//0 c\\
1 /f lf T T AD + BC
ad + be a d b ¢ 1

//\\a/
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Aztec Diamond Theorem

Der Graph H auf der rechten Seite dieser Folie ist eine

. Erweiterung” von G(AD,). Bei beiden Graph setzen wir die
Kantengewichte auf 1.

Es gibt eine Bijektion zwischen den perfekten Matchings von
G(AD,) und H.

G(ADn% - %H
S(G(ADy)) = S(H)

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Der Graph H auf der rechten Seite dieser Folie ist eine

. Erweiterung” von G(AD,). Bei beiden Graph setzen wir die
Kantengewichte auf 1.

Es gibt eine Bijektion zwischen den perfekten Matchings von
G(AD,) und H.
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/ / 1 ! H

O e,
\
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Aztec Diamond Theorem

Wenden wir nun das Lemma auf H an, und zwar auf alle grau
gefiillten ,, Zellen" (wir haben n? viele davon), so bekommen wir
den Graphen H'.

Wegen R=AD+ BC =1-1+1-1=2 (siche Lemma), haben die
gestrichelten Kanten Gewicht % und es gilt

S(H) = 2 S(H)

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
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Aztec Diamond Theorem

Entfernen wir die Kanten mit Gewicht 1 und deren Knoten von H’,
so dndert sich S(H’) nicht, da diese Kanten in jedem perfekten
Matching liegen. Also gilt S(H”) = S(H').

Ersetzen wir die Gewichte in H” durch 1, so erhalten wir G(AD,_1)
und da jedes perfekte Matching davon n(n — 1) Kanten hat, gilt

S(G(AD,_1)) = 2"""1S(H")

H' ,l ,1 ,l H" AD, 4
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Aztec Diamond Theorem

Insgesamt erhalten wir folgende Gleichungskette:

S(G(ADy)) = S(H) = 2" S(H')

2 2"
= on S(H//) = a(n—1) S(G(Aanl))

= 27S(G(ADy_1))

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
Tilings
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Aztec Diamond Theorem

Insgesamt erhalten wir folgende Gleichungskette:

S(G(ADy)) = S(H) = 2" S(H')

2 2"
= on S(H//) = a(n—1) S(G(Aanl))

= 27S(G(ADy_1))

Da nun S(G(AD,)) = AD(n) gilt, folgt wieder die
Rekursiongleichung

AD(n) =2"AD(n—1)

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
Tilings
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Aztec Diamond Theorem

Insgesamt erhalten wir folgende Gleichungskette:

S(G(ADy)) = S(H) = 2" S(H')

2 2"
= on S(H//) = a(n—1) S(G(Aanl))

= 27S(G(ADy_1))

Da nun S(G(AD,)) = AD(n) gilt, folgt wieder die
Rekursiongleichung

AD(n) =2"AD(n—1)
Da nun AD(1)=2 gilt, bekommen wir induktiv wieder

AD(n) = 2"(rt1)/2

Veit Wiechert, Kristian Dannowski
Tilings
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Aztec Diamond Theorem
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