CGraphical Condensation und seine Anwendungen

Poster zum Seminar ,Tilings® vom 29. bis 31. Januar 2010 von Olga Heismann und Hendrik Liithen

Mit Hilfe von Uberlagerungen perfekter Matchings konnen
Abhangigkeiten zwischen der Anzahl pertekter Matchings un-
terschiedlicher Graphen hergestellt werden.
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Das Uberlagern von perfekten Matchings der aztekischen Diamanten der
Groken n—2 und n fiihrt zu einem Multigraphen mit gleichen Knotengraden
wie die Uberlagerung von zwei aztekischen Diamanten der GroBe n—1. Mit
vollstandiger Induktion kann man anhand dieser Beobachtung zeigen, dass

es
n(n+1)

) 2

Pflasterungen des aztekischen Diamanten der Groke n mit 1 x 2-

In allgemeinen planaren Graphen erhalt man mit der Uberla-
gerungstechnik folgendes

Theorem. Sei G ein planarer kantengewicheteter Graph
mit 2n [2n + 1] Knoten. Seien die 2k (2 < k < n) Knoten

ai,bq1,a2,by,...,ak, by Knoten eines Gebiets in zyklischer
Reihenfolge. Sei

A={aq,ay,...,ax},
B ={bq,by,..., by},

A=A UA,.
Dann gilt
Z M(G-WIM(G-A-B~\W) =
WcB, |W| gerade [ungerade/
5 M(G=A1 = YIM(G-Ay— BN Y),

YcB, |Y|-|A1| gerade [ungerade]

wobei M die Summe der Produkte der Gewichte aller ent-

Dominosteinen qibt.
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\haltenen Kanten lber alle perfekten Matchings angibt.

Cassinis ldentitat

Fir die Fibonaccizahlen F; qilt F, 1 F,_1 = Fg +(=1)", was
sich mit Graphical Condensation beweisen lasst.
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Die Anzahl der perfekten Matchings des 2x n-Gitters ist die (n+1)—te Fi-
bonaccizahl F, 1. Wendet man das allgemeine Theorem auf das 2xn-Gitter
an und benutzt die weilken und schwarzen Knoten als die Knotenmengen

Frieze Patterns

Ein Frieze Pattern ist ein n-periodisches Zahlenfeld mit n -1
/eilen, dessen Eintrage in der ersten und letzten Zeile alle
gleich 1 sind und dessen Eintrage dazwischen die folgende
Bedingung erfillen:

Graphical Condensation hilit bei der Konstruktion solcher
Frieze Patterns.
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Man trianguliere ein regelmdkiges n-Eck und verbinde die Mittelpunkte
jedes Dreiecks mit seinen Eckpunkten. Aus der Anzahl der perfekten Mat-
chings des entsprechenden Graphen ohne je zwei Eckpunkte kann man die
Eintrdge eines Frieze Patterns mit n —1 Zeilen ablesen. Die obige Trian-
gulierung liefert folgendes Frieze Pattern:

\A und B, so erhdlt man leicht Cassinis ldentitdt. Y
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