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(1) Zeige, dass jede Ecke eines n-dimensionalen H-Polytops mindestens n Unglei-

chungen mit Gleichheit erfüllt.

(2) Gib einen formalen Beweis für das Lemma aus dem Beweis von Un ⊆ Pn.
Zeige also, dass für eine Ecke x von Un und S, S′ ⊆ [n] Indexmengen so, dass

x Gleichheit in den entsprechenden Ungleichungen liefert, gilt S ⊆ S′ oder

S′ ⊆ S.

(3) Seien, Pn, Qn und Un die Polytope aus der Vorlesung. Beweise Pn ⊆ Qn ⊆ Un
und damit Qn = Pn.

(4) Seien n, k ∈ N mit n < k und a ∈
(
[n]
k

)
. Sei v = (v1, . . . , vn) ∈ {0, 1}n der

charakteristische Vektor von a. Die Inversionen von a sind Paare 1 ≤ i < j ≤ n
mit vi = 1 und vj = 0. Sei nun B(n, k, s) die Anzahl von k-Teilmengen von [n]

mit genau s Inversionen. Weiterhin sei

H(n, k) :=
∑
s≥0

B(n, k, s) · x s .

Beweise (kombinatorisch) folgende Gleichungen für H(n, k):

(a) H(n, k) = H(n, n − k)

(b)

H(n, k) = xk ·H(n − 1, k) +H(n − 1, k − 1)

= H(n − 1, k) + xn−k ·H(n − 1, k − 1)

(c) H(n +m, k) =
k∑
s=0

x s(m−k+s) ·H(n, s) ·H(m, k − s)

(d) H(n + 1, 2) =
n∑
s=0

x s [s]x =
n−1∑
s=0

x s · 1−x s+1
1−x

(5)

(a) Seien A Erzeugende und R Relationen wie in der Vorlesung. Zeige,

das die Äquivalenzklassen von Produkten der Erzeugenden modulo R

tatsächlich eine Gruppe bilden.

(b) Zeige, dass sich jede endliche Gruppe auf diese Art darstellen lässt.

(c) Finde eine derartige Darstellung für die Kleinsche Vierergruppe und Z/(7).
(d) Beschreibe die Gruppe, die durch A = {a, b, c} und

R = {a3 = e, b2 = e, c2 = e, ab = ba, ac = ca, cbc = bcb}
definiert ist.


