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Vorwort

Die Idee ein Skript zu meiner Vorlesung Graphentheorie im WS13/14 zu erstellen kam
von den Studierenden. Dass Studierende saubere Mitschriften erstellen und sich diese
gegenseitig zur Verfligung stellen, ist normal und immer schon passiert. Relativ neu
ist, dass die Produkte ueber das Internet allgemein verfiigbar gemacht werden. Man
findet da einiges von unterschiedlicher Machart. Ich war der Meinung, dass ein Skript
nur sinnvoll ist wenn es einheitlich von guter Qualitét ist und erkldrte mich bereit
mitzumachen. In einem kurzen Text mit Hinweisen schrieb ich: ,, Die Erstellung eines
Skriptkapitels ist eine sinnvolle Ubung. Sie bekommen ein tieferes Verstindnis der Inhalte
der bearbeiteten Vorlesung. Sie itben das Erstellen mathematischer Texte mit ITEX. Sie
werden das noch ofter brauchen. Wenn wir uns alle Mithe geben wird ein Skript entstehen
auf das wir alle stolz sind.” Als Stilvorlage und Beispiel schrieb ich ein Kapitel zu einer
nicht gehaltenen Vorlesung. Diese Kapitel steht als VL 33 am Ende dieses Textes.

Von den etwa 50 Teilnehmern an der Vorlesung haben sich 16 aktiv an der Erstel-
lung des Skripts beteiligt. Die Beitrdge dieser Studierenden habe ich auch alle noch
einmal griindlich redigiert. Teilweise bestand dieses Redigieren nur darin, dass ich
meine eigenen Formatierungsvorstellungen und Formulierungsvorlieben tiber den
vorhandenen Text gestiilpt habe. In einigen Fdllen musste ich aber auch ganze Teile
neu schreiben. Letztendlich war es mehr Arbeit fiir mich als ich gehofft hatte. Andrer-
seits bin ich jetzt doch stolz auf das Ergebnis und freue mich, dass es entstanden ist.
Mein Dank an alle die dazu beigetragen haben, insbesondere an Andre Weltsch, der
als Koordinator und Motor fiir das Projekt eine besondere Rolle gespielt hat.

Stefan Felsner
Berlin, 22. Mai 2014
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Grundlagen |

Um die Beschidftigung mit Graphen zu motivieren, gab es zu Beginn der Vorlesung
drei anregende Probleme. Danach wurden einige Grundbegriffe definiert und erste
Beispiele fiir Graphen gegeben. Den Abschluss bildete die Lésung des 1. Problems.

1.1 Anstof3: 3 Probleme

Problem 1

Es sei Aj,..., A, eine Familie paarweise verschiedener Teilmengen von [n]:={1,...,n}.

Frage: Existiert immer ein Element x in [n], so dass A; U{x},..., A, U {x} immer noch
paarweise verschieden sind?

Problem 2

Ein geometrischer Graph ist ein geradlinig in die Ebene gezeichneter Graph. Der
geometrische Graph in Abb[l]ist so gezeichnet, dass die Kanten paarweise nicht
disjunkt sind (je zwei haben einen gemeinsamen Knoten oder einen Schnittpunkt).

Frage: Wie viele Kanten kann ein geometrischer Graph mit n Knoten haben, dessen
Kanten paarweise nicht disjunkt sind.

Abbildung 1: Ein geometrischer Graph mit 7 Knoten und 4 Kanten

Problem 3

Gegeben ist ein n x m Gitter, dessen Kanten starr und dessen Knoten flexibel sind. Wir
stellen uns die Kanten als Stdbe fester Linge und die Knoten als punktférmige Gelenk-
verbindungen vor. Die Aufgabe besteht darin, durch das Einftigen von Diagonalen
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in Gitterfeldern die relative Position der Knoten zu fixieren, das heifst die Position
aller Knoten in der Ebene ist eindeutig durch die Position von zwei Knoten bestimmt

(vergl. Abb.[3).

Frage: Wie viele Diagonalen benétigt man mindestens? Nach dem Einfiigen von wie
vielen Diagonalen ist das System auf jeden Fall starr, auch wenn wir keinen Einfluss
auf das Gitterfeld, in dem die Diagonale eingeftigt wird nehmen kénnen?

N

Abbildung 2: Ein flexibles Gitter und eine deformierte Variante

Abbildung 3: Ein durch Diagonalen fixiertes Gitter.

1.2 Einleitung und grundlegende Definitionen

Definition 1.1 (Graph)
Ein Graph G = (V,E) besteht aus einer Menge V, deren Elemente Knoten (manch-
mal auch Ecken) genannt werden und einer Menge E C (‘2/) deren Elemente Kanten

genannt werden. Dabei ist (‘2/) die Menge der zweielementigen Teilmengen von V.
Typischerweise benutzt man die Buchstaben n und m so, dass |V|=n und |E| = m.

Beispiele:

e Graphendefinition durch eine strukturierte Beschreibung:
V ={0,1}3, E sind Paare von Knoten, die sich nur in einem Bit unterscheiden.
Dies ist eine Beschreibung des Wiirfelgraphen. Die Verallgemeinerung auf
hohere Dimensionen ist offensichtlich. Dieser Graph 6ffnet Verbindungen zu
Geometrie (Hyperwiirfel), Kombinatorik (Bool’scher Verband), Informatik und
vieles mehr ...



1.2 Einleitung und grundlegende Definitionen

2 1
6 2
5 3
5 3
6 4 6 4 4

Abbildung 4: Drei Darstellungen des abstrakt beschriebenen Graphen.

e Graphendefinition durch explizite Angabe der Knoten- und Kantenmenge:
V =1[6],E={12,13,14,15,24,26,34,46,56} (Die Darstellung von Kanten variiert
je nach Nutzung, in diesem Fall steht 12 fiir die Kante {1, 2}).

e spezielle Graphen - der Petersengraph
v==") E=((AB)IABeVAANB=0)

{12}

Abbildung 5: Drei Darstellungen des Petersen Graphen.

Die beiden Abbildungen zeigen: Ein Graph kann viele Zeichnungen haben und
diese offenbaren unterschiedliche Eigenschaften des abstrakten Graphen.

Definition 1.2 (Homomorphismus)

Ein Homomorphismus ist eine Abbildung ¢ : G — G’ mit ¢y : V — V’, sodass fiir
jede Kante {x,v} von G gilt: {py(x), v (v)} ist eine Kante von G’. (Homomorphismen
erhalten die Kanten).

Definition 1.3 (Isomorphismus)

Isomorphismen sind Homomorphismen die sowohl die Knotenmengen als auch die
Kantenmengen von G und G’ bijektiv aufeinander abbilden. Graphen, zwischen denen
ein Isomorphismus existiert, heifsen isomorph (zueinander).

Definition 1.4 (Automorphismus)
Automorphismen sind Isomorphismen von G in sich selbst.
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Typischerweise werden Graphen, zwischen denen Isomorphismen existieren, nicht
unterschieden. Die folgende Abbildung zeigt die 11 Graphen auf 4 Knoten, wenn
wir Graphen als Isomorphieklassen auffassen. Wenn wir die Knoten hingegen als

unterscheidbar, als Elemente einer Menge V mit |V| = n, auffassen, dann gibt es 2(3)
Graphen auf n Knoten. Fiir n = 4 sind das 64 Graphen. Das Zidhlen von Isomorphie-
klassen ist ein interessantes Problem das man mit Polya-Theorie angehen kann (vergl.
VL Kombinatorik).

e R AR
.M N K

Abbildung 6: [somorphieklassen auf 4 Knoten.

Die Anzahl der Isomorphieklassen ist bis n = 25 bekannt, sie wéchst auch sehr
schnell. Hier einige Daten:

Knoten 4 5 6 7 8 9 15
Klassen 11 34 156 1044 12346 274658 ... 31426485969804308768

1.3 Lésung von Problem 1

Es seien Ay,..., A, paarweise verschiedene Teilmengen von [n].

Aussage. Es existiert ein Element x in [n], so dass A +x,...,A,+x immer noch paarweise
verschieden sind. Dabei ist A + x Kurzschreibweise ftir A U {x}.

Beweis. Wir modellieren die Aufgabe mithilfe eines Graphen G = (V, E):

e die Knotenmenge sind die Mengen V ={A;,..., Ay}
e ein x € [n] heifSit schlecht, wenn i # j € [n] existieren mit A; = A; +x

e fiir jedes schlechte Element x € [n] wihlen wir genau ein Paar A; und A;, fir
das x schlecht ist, und fligen die Kante {A;, A;} hinzu.

Behauptung. G ist kreisfrei.

Beweis. Sei {A;, A;} die Kante zu x, wir diirfen annehmen, dass x ¢ A; und x € A;. Daes
nur eine Kante zu x gibt, ist x in allen Knoten die wir von Aj aus erreichen, ohne tiiber
A; zu gehen enthalten. Daher kénnen nicht zu A; zurtickkehren und es gibt keinen
Kreis der die Kante von x enthélt. Fiir jede andere Kante argumentiert man analog.5

Lemma 1.5 Kreisfreie Graphen auf n Knoten haben maximal n—1 Kanten.



1.3 Lésung von Problem 1

Beweis. Wir verwenden Induktion. Fiir n = 1 ist die Aussage trivialerweise wahr. Sei
nun G ein kreisfreier Graph mit n Knoten und ¢ = {x,y} eine Kante von G. Mit G/,
bezeichnen wir den Graphen der durch Kontraktion von e aus G entsteht, d.h. wir
identifizieren die Knoten x und y von G und 16schen die Kante e. Der Graph G/, ist
kreisfrei, denn zu einem Kreis in G/, gdbe es einen korrespondierenden Kreis in G.
Laut Induktionsvorraussetzung gilt |[E(G/.)| < |V(Gj)|—1 = (n—1)-1 = n—-2. Mit
|E(G/.)| = |E(G)| -1 folgt |[E(G)| < n—1. Das war die Behauptung. 0

Aus diesen Aussagen tiber den Graphen G folgern wir, dass es mindestens ein x € [n]
geben muss, das nicht schlecht ist. Das bedeutet nun allerdings, dass A; +x,..., A, +x
immer noch verschieden sind, also haben wir Problem 1 geldst.
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Diese Vorlesung begann mit der Vorstellung weiterer grundlegender Begriffe. An-
schlieBend wurden die Probleme 2 und 3 aus der ersten Vorlesung gelost.

Definition 2.1 Ein Untergraph eines Graphen G = (V,E) ist ein Graph H = (W, F) mit
WcVund FCEN(Y).

Definition 2.2 Ein induzierter Untergraph eines Graphen G = (V,E) ist ein Unter-
graph H = (W,F) mit F =EN (1/2\/) Den von W in G induzierten Graphen bezeichnen
wir mit G[W].

Man kann auch andere Typen von Graphen definieren, indem man den Kantenbe-
griff verandert. Moglichkeiten daftir sind Multikanten (zwischen zwei Knoten sind
mehrere Kanten erlaubt), Schlaufen (Kanten deren Endknoten tibereinstimmen) oder
gerichtete Kanten (Kanten sind geordnete Paare und haben damit eine Richtung).
Gerichtete Graphen finden Anwendung als Netzwerke oder wenn Graphen als Re-
prdsentanten von Matrizen genutzt werden. Ein ungerichteter Graph ohne Schlaufen
oder Multikanten wird als einfacher Graph bezeichnet.

Definition 2.3 Sei G = (V,E) ein Graph und v € V. Dann ist E(v) := {{v,w}jlw e V A
{v,w} € E} die Menge der zu v inzidenten Kanten und N(v) := {w € V|{v,w} € E}
die Menge der zu v adjazenten Knoten. N(v) wird auch als Nachbarschaft von v
bezeichnet. Die Zahl deg(v) := |E(v)| heifst Grad des Knotens v.

Beobachtung. In einfachen Graphen gilt deg(v) = |E(v)| = [N (v)|.

Proposition 2.4 (Handschlaglemma)
Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt:

) deg(v) =2-||

Beweis. Der Beweis erfolgt mit der Methode des doppelten Abzédhlens (double coun-
ting): Sei I die Menge der Inzidenzen, also die Paare von Knoten und inzidenten
Kanten, I ={(v,e): v e V,e€ E,v € e}. Dann gilt:

Zd(v):Z#(eeE:VEe):m:Z#(veV:VEe):Z2:2|E|

veV veV e€eE e€eE



2.1 Losung von Problem 2

Folgerung. Jeder endliche Graph hat eine gerade Anzahl von Knoten, die einen unge-
raden Grad haben.

2.1 Lésung von Problem 2

Die Frage war: Wie viele Kanten kann ein geometrischer Graph G mit n Knoten
maximal haben wenn die Kanten des Graphen paarweise nicht disjunkt sind? Zwei
der Graphen in der folgenden Abbildung haben genausoviele Kanten wie Knoten,
Proposition [2.5]zeigt, dass mehr Kanten nicht méglich sind.

e A

Abbildung 1: Geometrische Graphen ohne disjunkte Kanten.

Proposition 2.5 Fiir geometrische Graphen ohne disjunkte Kanten gilt |[E| < |V|.

1. Beweis. Fiir diesen Beweis setzt man auf jeden Knoten des Graphen ein Huhn und

orientiert alle Winkel zwischen Kanten im Uhrzeigersinn.

Abbildung 2: gréfiter Winkel an einem Knoten

Anschlieffend bestimmt man, wie in Abb. |2, den gréfiten Winkel und setzt ein Ei auf
die letzte Kante (in Abb.[2]rot markiert). Mit der folgenden Behauptung bekommen
wir das Ergebnis:

|E| < Anzahl Eier = |V/|

Behauptung. Auf jeder Kante liegt mindestens ein Ei.

Beweis. Annahme: Es existiert eine Kante e ohne Ei.

Seien a, f die beiden Winkel, die zu einem Ei auf e gefiihrt haben kénnten. Die Win-
kel a und  kénnen jeweils maximal 180° sein, da sie ansonsten garantiert die grofiten
Winkel wiren und somit auf e ein Ei liegen wiirde. Durch die Winkelbeschrankung
muss es die zwei Kanten {v,w} und {v’,w’} geben, die in[4|zu sehen sind. Diese werden
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.\
\\o

Abbildung 3: mogliche Winkel fiir e

Abbildung 4: Trennung zweier Kanten

aber durch die Gerade, die durch Verldngerung der Kante {v,v’} entsteht, getrennt.
Damit sind die beiden Kanten disjunkt. Aus dem Widerspruch zur Annahme folgt,
dass auf e ein Ei liegen muss. 0O

2. Beweis. Wenn fiir alle Knoten v gilt deg(v) < 2, dann bekommen wir die behauptete

Ungleichung mit dem Handschlaglemma: |Eg| = Y,y deg(v) <|Vgl.

Sei G ein geometrischer Graph ohne disjunkte Kanten. Wir versuchen nun den
Graphen zu reduzieren. Daftiir 16schen wir, solange G einen Knoten vom Grad <1
hat, so einen Knoten und die inzidente Kante. Sei G’ der reduzierte Graph, dann ist
G’ ein geometrischer Graph ohne disjunkte Kanten und fiir alle Knoten v von G’ gilt
deg(v) > 2. Wenn |Eg/| < |V gilt, so folgt auch |Eg| < |Vs| (beim Reduzieren wurde
jeweils ein Knoten mit maximal einer Kante entfernt).

Behauptung. G’ hat keinen Knoten vom Grad > 3.

Beweis. Angenommen es gibt einen Knoten v € V’, dessen Grad > 3 ist. Eine der drei
Kanten an v trennt die beiden anderen Kanten, Abb. [5|zeigt eine Skizze. Der andere
Knoten w dieser Kante kann zu keiner weiteren Kante inzident sein, da diese entweder
zu ¢’ oder e¢” disjunkt wire. Somit ist deg(w) = 1. Das ist ein Widerspruch, denn G’
hat als reduzierter Graph keinen Knoten vom Grad 1. 0

Abbildung 5: Knoten mit Grad 3

Damit ist das zweite Problem geldst, die Geschichte geht aber noch ein Stiick weiter.

Definition 2.6 (Topologischer Graph)
Ein topologischer Graph ist ein in die Ebene eingebetteter Graph, in dem die Kanten
als Jordankurven gezeichnet sind.



2.1 Losung von Problem 2

Ein Graph der eine kreuzungsfreie (topologische) Zeichnung besitzt wird planarer
Graph genannt. Aus der Theorie ist bekannt, dass jeder planare Graphe auch eine
kreuzungsfreie Zeichnung als geometrischer Graph besitzt, d.h. jeder Graph, der topo-
logisch kreuzungsfrei gezeichnet werden kann, kann auch geometrisch kreuzungsfrei
gezeichnet werden.

Wenn wir uns flir Zeichnungen ohne disjunkte Kanten interessieren, dann sieht es
anders aus. Der Kreis Cg4 hat eine Realisierung als topologischer Graph ohne disjunkte
Kanten (Lemma nicht aber als geometrischer Graph ohne disjunkte Kanten.

Definition 2.7 (Thrackle)
Einen topologischen Graphen ohne disjunkte Kanten, in dem je zwei Kanten genau
einen Punkt gemeinsam haben, nennt man Thrackle.

Bemerkung. Die Thrackle Vermutung von Conway aus den 1960er Jahren lautet: |Eg| <
|V;|. Die Vermutung ist weit offen, die beste bekannte Schranke an die Kantenzahl
eines Thrackles ist |[E¢| < 1.428| V(]

Lemma 2.8 Der Kreis C,, ist ftir n > 5 ein Thrackle.

Beweis. Man kann fiir Cs, C¢ leicht eine Darstellung finden, zu sehen in Abb. @

*c (I

Abbildung 6: Thrackledarstellung des C5 und Cgq

Induktionsannahme ist daher, man hat den C,_, als Thrackle dargestellt. Dann
kann der C, durch folgende Konstruktion erzeugt werden:

Al

Vi

Abbildung 7: Konstruktion eines C, aus einem C,,_,



2. Grundlagen II

2.2 Lésung Problem 3

Gegeben ist ein (n+ 1) x (m + 1) Gitter, dessen Kanten starr sind, aber Verbindungen
an den Knoten sind flexibel, siehe Abb.|2| Die Aufgabe ist, durch das Einftigen von
Diagonalen die Position der Knoten zu fixieren, so dass die Differenzvektoren fiir je
zwei Knoten unverinderlich sind. Abb. [3|zeigt ein starres Beispiel.

Beobachtung. Die Kanten kénnen in Parallelklassen eingeteilt werden.

Abbildung 8: Farbig markierte Parallelklassen von Kanten. Wir modellieren jede Parallelklasse
durch einen Knoten in einem Hilfsgraphen.

Beobachtung. Eine Diagonale ,verschweif$st“ zwei Parallelklassen.

Das benutzen wir nun um das Problem mittels eines Hilfsgraphen G zu model-
lieren. Parallelklassen entsprechen den Knoten von Gp, wie in Abb. [ gezeigt, eine
Kante entspricht einer Diagonalen. Das Gitter ist genau dann fixiert, wenn Gp zusam-
menhdngend ist.

e Wie viele sind mindestens notig?

Es gibt n + m Parallelklassen um sie zu verbinden benétigt man zumindest n+m —1
Verbindungen.

e Wie viele reichen aus?

Wenn man je eine vertikale und eine horizontale Klasse (bzw. entsprechenden Knoten)
auswdihlt, diesen mit allen horizontalen/vertikalen Knoten verbindet, so erhilt man
n+m—1 Kanten, da die Kante zwischen den beiden doppelt gezdhlt wird, zu sehen in
Abb.[0

Abbildung 9: starre Lésung mit n+ m —1 Kanten
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2.3 Starrheit allgemein

e Mit wie vielen Kanten ist die Starrheit garantiert?

n(m-1)+1, da man mit n(m—1) alle Horizontalen mit allen bis auf einen Vertikalen
verbinden kann, siehe Abb.

® * —o—0

*—o—9o

1 1]

Abbildung 10: nicht starre Lésung mit n(m — 1) Kanten

Lemma 2.9 Bipartite Graphen auf [n]U [m] mit (m —1)n+ 1 Kanten sind zusam-
menhdingend.

2.3 Starrheit allgemein

Untersuchungen der Starrheit von Graphen sind aus der Statik motiviert. Fiir einen
geometrischen Graphen kénnen wir, so wie wir es beim Gitter getan haben, die
Kantenldngen fixieren (uns die Kanten als feste Stibe denken) und dann nach der
Flexibilitdt fragen. Wie beim Gitter sagen wir der Graph ist starr wenn die Position
von zwei Knoten die Einbettung vollstdandig bestimmtﬂ, andernfalls ist er flexibel.

Es kann passieren, dass ein geometrischer Graph starr ist weil die Langen der
Kanten speziellen Relationen gehorchen, dies ist z.B. der Fall wenn wir den 4-Kreis
mit Kantenldngen 3,1,1,1 darstellen. Ein Graph ist generisch starr wenn seine Starrheit
nicht auf solchen speziellen Relationen beruht.

Ein Graph ist minimal starr wenn er starr ist, aber flexibel wird wenn eine beliebige
Kante geldscht wird.

Mit diesen Begriffen kénnen wir eine auf Laman zurtickgehende Charakterisierung
starrer Graphen formulieren:

Satz 2.10 Ein Graph G =(V,E) ist in der Ebene minimal generisch starr, genau dann
wenn:

IE|=2|V|-3 und YWCV:|E[W]<2W|-3

!Genaugenommen kann auch ein starrer Graph mehrere Zeichnungen mit den gegebenen Langen
haben. Wenn zum Beispiel u,v eine trennende Menge ist, dann kann eine Seite an der Geraden
durch u,v umgeklappt werden. Allerdings hat ein starrer Graph nur endlich viele Zeichnungen mit
den gegebenen Langen, ein flexibler Graph hat immer unendlich viele.
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Gradfolgen, Wege und Kreise

In dieser Vorlesung wurden Gradsequenzen besprochen. Wir haben zwei verschiedene
Charakterisierungen von Gradsequenzen, zu denen tatsdchlich ein Graph existiert,
kennengelernt, eine davon die von Havel-Hakimi. Diese Untersuchungen motivierten
die Betrachtung des Ubergangsgraphen der 2-Switches, den wir Flip-Graph genannt
haben.

Zum Schluf3 gab es noch einige Definitionen zu Wegen und Kreisen.

3.1 Gradfolgen

Definition 3.1 Die Gradsequenz (auch: Gradfolge) eines Graphen ist die sortierte
Multimenge der Knotengrade.

Zur Definition betrachten wir ein Beispiel:
Beispiel. Die Gradsequenz des Graphen in der Abbildung ist (5,4,3,3,2,2,2,1,1,1).

Frage: Wie erkennt man, ob (dy,d,,...,d,) mitd; > d; 4
furallei € {1,...,n—1} eine Gradsequenz eines einfachen
Graphen ist?

Notwendig daftir ist (wegen des Handschlaglem-
mas eine gerade Gradsumme. Dies schlief3t bei-
spielsweise (3,3,2,1) als mogliche Gradsequenz aus.
Aber auch (2,2,0,0) ist keine Gradsequenz (da einfache
Graphen weder Mehrfachkanten noch Schleifen haben).

3.2 Charakterisierung von Havel und Hakimi
Satz 3.2 Eine Folge D = (dy,d>,...,d,) mit d; > d;,, ist eine Gradfolge, genau dann
wenn die Folge D' = (dy —1,...,d4 +1 = 1,d4,42,...,dy) eine Gradfolge ist.

Bemerkung. Die Folge D’ muss eventuell umgestellt werden, damit es eine sortierte
Folge ist.

Bemerkung. Plausibel machen der Aussage mittels Ferrers-Diagrammen:
von Schritt zu Schritt wird jeweils ein Knoten v mit maximalem Grad und alle
seine Kanten entfernt. Damit wird die Knotenzahl um eins verringert und der Grad

12



3.2 Charakterisierung von Havel und Hakimi

jedes Nachbarknotens verringert sich ebenfalls um 1. Nachdem die Zeile von v und je
eine Zelle bei den Nachbarn entfernt sind miissen die Zeilen des Ferrers-Diagramms
gegebenenfalls umsortiert werden um die Monotonie wieder herzustellen.

Abbildung 1: Ein Graph G mit seinem Ferrers-Diagramm Fg sowie G\ v und Fg\,.

Beweis. (<) Es sei G’ ein Graph zur Gradsequenz D’ und W eine Menge von Knoten
mit den Graden d, —1,...,d4,41 — 1. Es sei x ein neuer Knoten. Verbinde x mit G’ mit
den Kanten {x, w} fir w € W. Der entstehende Graph hat Gradsequenz D.

(=) Es sei G der Graph zur Gradsequenz D und x € G ein Knoten mit deg(x) = d;.
Wir betrachten die Multimenge M der Grade in N(x) (Nachbarschaft von x).

Fall 1: Wenn M = (d,,...,dg,+1). Dann liefert das Loschen von x den Graphen G’ mit
Gradsequenz D’.

Fall 2: Andernfalls: Fixiere eine Menge W von Knoten so, dass die Grade in W
(dy,...,dg,11) sind (damit ist [W[=d;).

Da |N(x)| = |W]| gibt es Knoten u € W\ N (x) (sonst Fall 1)

W  undveN(x)\ W, wegen [N(x)| = |W]|. Damit ist x € N(v) \
@/ N(u). Durch die Wahl von W gilt deg(u) > deg(v), deshalb
: : gibt es nun einen Knoten w € N(u) \ N(v).
Jj‘/‘

v Wir dndern nun den Graphen mit einer FLIP-
Operationen (Vertausche Kanten und Nicht-Kanten in ei-
nem alternierenden 4-Kreis): Léschen der Kanten (x,v)
und (#,w) und Hinzuftigen der Kanten (x, ) und (v, w).
Dies liefert einen Graphen mit selber Gradsequenz und der Abstand von W und
N(x) ist kleiner geworden.
Wiederhole dies, bis W = N(x), dann Fall 1. 0

3.2.1 Der Flipgraph der 2-Switches

Der Flipgraph zur Gradfolge D = (dy,...,d,) hat als Knotenmenge alle Graphen auf
der Knotenmenge [#] mit deg(i) = d;. Der Flipgraph hat eine Kante zwischen zwei
Graphen, wenn sie durch eine FLIP-Operation (Vertausche Kanten und Nicht-Kanten
in einem alternierenden 4-Kreis) ineinander tiberfiirbar sind.

Proposition 3.3 Der Flipgraph zu D ist zusammenhédngend.

13



3. Gradfolgen, Wege und Kreise

Beweis. Es sei G* der in der Hinrichtung des Beweises konstruierte Graph. Die
Rickrichtung zeigt, dass jeder Graph mit Gradsequenz D sich mit Flips in G* iberftihren
lasst. 0

NN

Die beiden kleinen Graphen, angeordnet auf dem Kj, sind die einzig mdglichen
Graphen zur gegebenen Gradsequenz. Daraus ergibt sich folgender Flipgraph:

@ e N %

\\ L:txi:/

Beispiel. D =(3,2,2,2,1)

Abbildung 2: Flipgraph zur Gradsequenz D = (3,2,2,2,1).

3.2.2 Erd6s-Gallai Charakterisierung von Gradfolgen

Satz 3.4 (dy,...,d,) mitd; > d;,, ist eine Gradfolge, genau dann wenn ) ;d; gerade ist

und fiir alle k gilt:
k

Zdi <k(k—1)+ Zmin(k, d)

i=1 >k
Beweis. Wir zeigen hier nur die Notwendig-
keit dieser Bedingung anhand des Bildes. Im
linken Teil der Partition befinden sich die
Knoten mit den Graden d,...d;. Zwischen
diesen k Knoten kann es héchstens %k (k-=1)
Kanten geben (im Bild hellblau) in der Glei-
chung werden diese (je an beiden Endknoten)
durch den ersten Term auf der rechten Seite
gezdhlt.
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3.3 Wege und Kreise

Der zweite Term zdhlt nun die Kanten zwischen den beiden Teilen (im Bild braun).
Die Zdhlung lduft dabei tber alle Knoten des rechten Teils, also tiber die Knoten
mit Index j > k. Die Anzahl der Kanten von so einem Knoten j in den linken Teil ist
hochstens min(k, d;). 0O

3.3 Wege und Kreise
Essei G =(V,E)ein Graph.

Definition 3.5 Ein Kantenzug (engl. walk) in G ist eine Knotenfolge W = (v;...vg),
wobei {v;v;,1} € E.

Definition 3.6 Ein Weg (auch: kantendisjunkter Kantenzug, engl. trail) in G ist ein
Kantenzug, der keine Kante doppelt benutzt.

Definition 3.7 Ein Pfad (auch: knotendisjunkter Kantenzug, engl. path) in G ist ein
Kantenzug, der keinen Knoten doppelt benutzt.

Definition 3.8 Die Ldnge eines Weges bezeichnet die Anzahl der Kanten des Weges.
(Achtung, manchmal wird mit Lange auch die Anzahl der Knoten gemeint!)

Definition 3.9 Ftira,b € V spricht man von einem a-b-Pfad/Weg/Kantenzug (v; ... vy),
wenn a = vy und vy = b.

Definition 3.10 Fiir A,B C V spricht man von einem A-B-Pfad/Weg/Kantenzug
(v1...vx), wenn vy € A und vy € B.

Definition 3.11 Ein Zykel (auch: geschlossener Kantenzug, engl. cycle) in G ist ein
Kantenzug, fiir den vy = vy gilt.

Definition 3.12 Ein Kreis (geschlossener Pfad) in G ist ein Pfad, fiir den vy = vy gilt.
Definition 3.13 A(G) = max(deg(v):v e V).
Definition 3.14 6(G) = min(deg(v):v e V).

Proposition 3.15 Jeder Graph G enthdlt einen Pfad der Lange > 6(G).
Jeder Graph G enthdlt einen Kreis der Linge > 0(G)+ 1, wenn 6(G) > 2.

Beweis. Teil 1 (Pfad): Betrachte zunédchst einen langsten Pfad in G. Sei x ein Endkno-
ten dieses Pfades.
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3. Gradfolgen, Wege und Kreise

Da der Pfad nicht verldngert werden kann, ist die Nachbarschaft N(x) Teil des
Pfades. Also enthdlt der Pfad mindestens deg(x) + 1 Knoten. Also gilt

Linge des Pfades > deg(x) > o(G).

Teil 2 (Kreis): Alle Nachbarn von x liegen auf dem Pfad. Die Kante zu dem Nachbarn,
der entlang des Pfades am weitesten von x entfernt ist, liefert also einen Kreis mit
mindestens deg(x) + 1 Knoten. Also gilt:

Lange des Kreises > deg(x)+1 > 6(G) + 1. 0

Definition 3.16 Der Abstand dist(u,v) bezeichnet die minimale Ldnge eines u-v-
Pfades.

Bemerkung. Die Abbildung dist: V x V — R ist eine Metrik:
e dist(u,v)=0=>u=v
e dist(u,v) =dist(v,u)
e dist(u, w) < dist(u,v) + dist(v, w)

Definition 3.17 Der Durchmesser diam(G) eines (zusammenhdngenden) Graphen G
bezeichnet den maximalen Abstand zweier Punkte in G,

diam(G) = max dist(u,v)
u,vevV

Definition 3.18 Der Radius rad(G) bezeichnet den kleinstmdéglichen Maximalabstand
von einem gegebenen Knoten aus, d.h. rad(G) = min,cy (max,cy dist(u,v)).

Bemerkung. Es gilt: rad(G) < diam(G) < 2rad(G).

Definition 3.19 Die Taillenweite girth(G) eines Graphen G bezeichnet die minimale
Linge eines Kreises in G.

Lemma 3.20 Wenn G Kreise enthdlt, dann gilt
girth(G) < 2diam(G) + 1

Beweis. Sei K ein kiirzester Kreis, angenommen, seine Ldnge ist > 2diam(G) + 1.
Wihle x € K fest. Es s existiert ein Kno-
ten v, der entlang des Kreises K von x
\ aus nicht mit weniger als diam(G) vielen
Schritten erreicht wird. Ausserdem exis-
tiert ein Weg von x nach p mit weniger

als diam(G) vielen Schritten.

Deshalb kann K nicht der kleinste
| Kreis sein. 0

Beispiel. daftir, dass die Schranke scharf
ist: Im Cj gilt girth =5 und diam = 2.

.
> diam
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Zusammenhang und Satz von Menger

In der 4. Vorlesung wurden zundchst grundlegende Definitionen besprochen, mit
denen wir dann den Satz von Menger formulieren und beweisen konnten. Anschlie-
Bend wurden Varianten des Mengerschen Satzes besprochen. Daftir mussten wir den
Knotenzusammenhang und den Kantenzusammenhang definieren. Im letzten Teil
haben wir diese beiden Begriffen in Relation zueinander gestellt.

4.1 Zusammenhang

Definition 4.1 Ein Graph G = (V,E) heifit zusammenhdngend, wenn fiir alle u,v € V
ein Pfad (knotendisjunkter Kantenzug) von u nach v existiert.

Definition 4.2 Ein Separator (auch: trennende Knotenmenge) von G ist eine Teilmen-
ge S C 'V, so dass der induzierte Teilgraph G[V\S] nicht zusammenhéidngend oder
einelementig ist.

Definition 4.3 Der Knotenzusammenhang x(G) ist die minimale Kardinalitit eines
Separators.

Beispiel. Fiir den vollstindigen Graphen gilt
k(K,) = n—1 (Diese Graphen sind der Grund
dafiir, dass fiir Separatoren |V \ S| = 1 erlaubt
wird. Andernfalls gdbe es in K, keinen Separa-
tor).

Beispiel. Fiir den vollstdndigen bipartiten Gra-

Abb. 1: Der Separator S trennt die Kno- phen gilt (Ky, ) = min{m, n}

ten ¥ und v in G. Beobachtung. Wenn in G zwischen je 2 Knoten k

intern disjunkte Pfade (d.h. Pfade, die paarweise

aufler Anfangs- und Endknoten keine Knoten gemeinsamen haben) existieren, dann

gilt x(G) > k. Dies liegt daran, dass ein u-v trennender Separator aus jedem u-v-Pfad

mindestens einen Knoten enthalten muss. Wenn k intern disjunkte Pfade existieren

sind die k Durchschnitte mit dem Separator verschieden. (Die Umkehrungung dieser
Aussage ist der interessante Teil im Satz von Menger.)

Beobachtung. x(G) < 6(G), denn fiir jedes v ist N(v) ein Separator.
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4. Zusammenhang und Satz von Menger

4.2 Intern disjunkte p-g-Wege und Satz von Menger

Definition 4.4 u(p,q) bezeichnet die maximale Anzahl von intern disjunkten p-q-
Pfaden.

Definition 4.5 x(p,q) bezeichnet die minimale Kardinalitdt einer Knotenmenge, die
p und q trennt. Falls keine solche Knotenmenge existiert (z.B. weil {p,q} € E) dann
setzen wir k(p,q) = oo.

Beobachtung. «(p,q) > u(p,q), da von jedem der intern disjunkten p-g-Pfade ein
Knoten gel6scht werden muss um p und g zu trennen.

Satz 4.6 (Menger, p-g-Variante)
Es sei G = (V,E) ein Graph, p,q € V zwei Knoten mit {p,q} ¢ E, dann gilt x(p,q) =

#(p,q)-

Beweis. Es sei k = x(p,q). Wir werden die Aussage mit Induktion nach k und der
Kantenzahl des Graphen beweisen. Es folgt eine Fallunterscheidung, der erste Fall
liefert die Basis fiir die Induktion:

Fall 1: Jede Kante ist mit p oder g verbunden.

In diesem Fall besteht jeder p-g Pfad nur aus zwei Kanten. Daher ist N(p) " N(q)
eine p-g trennende Menge. Wegen k = x(p, g) gilt nun: [N (p)NN(g)| > k. Dies impliziert
aber sofort die Existenz von k intern disjunkten p-g Pfaden.

Fall 2: Es existiert eine Kante e = {u, v} € E mit {u,v} N {p,q} = 0.
Wir betrachte den Graphen G\e in einer weiteren Fallunterscheidung (Das Léschen

einer Kante kann x nicht um mehr als 1 reduzieren, daher decken 2.1 und 2.2 simtliche
Moglichkeiten ab.):

Fall 2.1: xg\.(p,q) = k.

Die Kantenzahl von G\e ist kleiner als die von G. S
Induktion liefert die Existenz von k intern disjunkten D -4
p-q Pfaden.

Fall 2.2: k\.(p,q) = k- 1. v - Y

Es sei S ein p und g trennender Separator in G\e mit '

der Kardinalitdt k—1. Da S in G nicht p-g trennend ist

liegen p und q auf verschiedenen Seiten des Separators,
siehe Abb.

Abb. 2: S nicht trennend.

Wir konstruieren nun 2 kleinere S S
Graphen H, und H,: Fiir H, betrach- \ )
ten wir die Komponente von G\S in Y P
der p liegt zusammen mit S. Diesen Hq H[,

Graphen ergdnzen wir um einen neu-

en Knoten ¢* der durch neue Kanten

mit allen Knoten aus S und mit u verbunden wird. Der Grad von g* in H, ist k. Fiir
H, verfahren wir analog mit einem neuen Knoten p*.
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4.2 Intern disjunkte p-qg-Wege und Satz von Menger

Fiir diese Graphen gilt xp (p,q%) = k und xp (p*, ) = k. Mit Induktion bekommen wir:

e kintern disjunkte Pfade von p nach g* in H; (wobei die letzten Kanten die k
neuen sind),

e k intern disjunkte Pfade von p* nach g in H, (wobei die ersten Kanten die k
neuen sind).

Verkleben an Knoten in S bzw. tiber die Kante {u, v} liefert k intern disjunkte p-g Pfade
in G. 0

Satz 4.7 (Menger, allgemeine Variante)
G =(V,E) ist genau dann k-zusammenhdngend (d.h. k(G) > k), wenn fiir jedes Kno-
tenpaar u,v € V mindestens k intern disjunkte Wege von u nach v existieren.

Beweis. (<) Fiir alle Knotenpaare u,v € V gibt es k disjunkte Wege von u nach v. Sei
S ein Separator, der v und v trennt. Wei S ein Separator ist kann keine Kante zwischen
u und v verlaufen. Daher wird jeder der k (disjunkten) Pfade, die u und v verbinden,
von S getrennt und wir folgern |S| > k.

Wenn S ein Separator ist, der keine zwei Knoten trennt, dann gilt laut Definition
IS|=|V|-1>k.

(=) Es sei x(G) =k und u,v € V. Es ist zu zeigen, dass k intern disjunkte Wege von u
nach v existieren.

Wenn {u,v} € E, ist kg(u,v) > k und die Aussage aus dem p-q Menger (Satz[4.6). Die
Aussage folgt ebenso wenn e = {u,v} € E und x¢\.(u,v) > k.

Es bleibt also der Fall e = {u, v} € E und x¢\ (4, v) < k. Fiir den Zusammenhang von
G\e muss nun gelten: x(G\e) = k—1. Insbesondere ist x\.(1,7) = k—1 und aus Satz
folgt die Existenz von k —1 intern disjunkten u-v Pfaden, zusammen mit dem durch
die Kante gegebenen Pfad haben wir also k intern disjunkte u-v Pfade in G. 0

4.2.1 8 Varianten des Satzes von Menger

Wir kénnen den Satz von Menger in insgesamt 8 Varianten formulieren:
e p,q oder allgemein
e Knoten oder Kanten

e gerichtet oder ungerichtet
Kantenzusammenhang

Definition 4.8 (Schnitt und Kantenzusammenhang)
Ein Schnitt in einem Graphen G ist eine trennende Kantenmenge.

Der Kantenzusammenhang «’(G) ist die minimale Kardinalitit eines Schnittes in G.
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4. Zusammenhang und Satz von Menger

Satz 4.9 (Menger, allgemeine Kantenversion)
G =(V,E) ist genau dann k-kantenzusammenhdngend (d.h. k’(G) > k), wenn ftir jedes
Knotenpaar u,v € V mindestens k Kanten-disjunkte Wege von u nach v existieren.

Definition 4.10 (Knoteninduzierte Schnitte)
Ein knoteninduzierter Schnitt ist ein Schnitt, der durch eine Knotenmenge X C V

erzeugt wird: [X|X] = {(u,v) € Elu € X,v € X = V\X}.

In der Definition haben wir die Kante als (u,?)

bezeichnet weil Schnitte auch fiir gerichtete Gra-

phen wichtig sind. Das Bild zeigt einen knotenin-

duzierten Schnitt in einem gerichteten Graphen.

Die Knotenmenge X ist hellblau eingekreist, die

Kanten im Schnitt orange dargestellt. Die schwar-

zen und die griine (gepunktete) Kante sind nicht im Schnitt.

Die gerichtete p,q Kantenversion des Menger Satzes entspricht dem Spezialfall des

Satzes von Ford Fulkerson in dem alle Kapazitdten den Wert 1 haben.

Die folgenden Dualitédtssédtze sind mit dem Satz von Menger verwandt.
e Max Flow - Min Cut [Ford-Fulkerson]
e Matching - VertexCover, in bipartiten Graphen [Kénig-Egervary]|
e Kettenzerlegung - Antikette [Dilworth]

4.2.2 x(G) vs. «'(G)
Proposition 4.11 Fiir jeden Graphen G gilt: k(G) < ¥'(G) < 0(G).

Beweis. Es sei F C E ein minimaler Schnitt und H eine Komponente von G\F =
(V,E\F).
Fall 1: Es gibt einen Knoten x in H, H

Hy

\ °

der keine Kante aus F trifft. Be- ) < } .
trachte den Separator S = Vg N . |
{Endknoten von F}. Es gilt x(G) < / \ / .

S| <[F| = x'(G).

Fall 2: Jeder Knoten in H ist Endkno- sy, 3. jinks das Bild fiir Fall 1, rechts Fall 2
ten einer F-Kante. Wihle x € H und

betrachte N(x) (das ist ein Separator). Da es eine injektive Abbildung N(x) — F gibt
(siehe Abb.|3) gilt k(G) < |N(x)| <|F| = «'(G).

Die zweite Ungleichung (x” < 9) ist klar, da die Menge der zu einem Knoten x
inzidenten Kanten immer einen Schnitt bilden, das ist [{x}m] 0O
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r-partite Graphen, Walder und Baume

In der 5. Vorlesung wurde zundchst der Begriff des r-partiten Graphen eingefiihrt, im
Anschluss daran die Begriffe Wald, Baum, aufspannender Baum. Zu Bdumen und
Wildern wurden einige charakterisierende Eigenschaften bewiesen. Aufierdem gab es
einen kurzen Exkurs zu Matroiden.

5.1 r-partite Graphen

Definition 5.1 (r-partit)
Ein Graph G = (V,E) heifst r-partit, wenn eine Partition V,...,V, von V existiert, so
dass jede Kante zwischen verschiedenen Teilen der Partition verlduft, formal:

VeeE di,je{l,.,rfmitenV;=0,enV; =0 fiiri=j

2-Partite Graphen heifsen auch bipartit.

Bemerkung. Eine dquivalente Definition von r-partit ist dies: Es gibt eine Partition
Vi,..., V, von V so dass EN (g’) =0 Vie]r].

Eine weiter Sichtweise auf r-partite Graphen liefern Knotenfdrbungen. Eine Kno-
tenfarbung ist legal wenn die Endpunkte jeder Kanten verschiedene Farben haben.
Ein Graph besitzt genau dann eine legale Knotenfdrbung die nur r Farben verwendet
wenn er r-partit ist. Das Farbungsproblem besteht darin zu einem gegebenen Graphen
eine legale Knotenfarbung zu finden die moglichst wenig Farben verwendet. Dieses
Problem wird in spédteren Vorlesungen noch ausfiihrlich behandelt.

Abbildung 1: Ein 3-partiter Graph auf 6 Knoten. Die einzelnen Klassen sind raumlich getrennt.
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5. r-partite Graphen, Walder und Baume

Der Graph aus Abb.[I]ist isomorph zum Oktaedergraphen (Abb.[2). Das Oktaeder
ist der zum Wiirfel duale platonische Kérper. Der Graph des Wiirfels ist bipartit,
eine 2-Farbung der Ecken des Wiirfels entspricht einer 2-Farbung der Flachen des
Oktaedergraphen.

Abbildung 2: Der Oktaedergraph.

Der bipartite Graph Ky 4 in Abbildung (3| hat eine spezielle Eigenschaft: Er hat
unter allen bipartiten Graphen mit 8 Knoten die maximale Anzahl von Kanten. Diese
Eigenschaft macht ihn zu einem Turan-Graphen. Mit diesen Graphen werden wir uns
spdter noch genauer beschéftigen.

Py

Abbildung 3: Der bipartite Graph Ky 4.

Proposition 5.2 Ein Graph G = (V,E) ist genau dann bipartit, wenn er keinen Kreis
ungerader Ldnge enthdlt.

Beweis. (=) Sei G bipartit und C ein Kreis in G. Die Knoten seien legal mit Farben 1
und 2 gefarbt. Dann muss es in C aber genau so viele Knoten mit Farbe 1 wie mit 2
geben, da ansonsten zweimal hintereinander dieselbe Farbe auftauchen wtirde. Dies
wdre ein Widerspruch dazu, dass G bipartit ist. Damit ist |C| gerade.

L

Abbildung 4: Beispiel eines Kreises in einem bipartiten Graphen. Bei ungerader Linge wdren
zwei Knoten der selben Farbe direkt aufeinanderfolgend

(<) Wir beweisen die Riickrichtung mit einem Algorithmus der eine 2-Farbung von G
berechnet. Sei G 0.B.d.A. zusammenhéngend. Ist G nicht zusammenhédngend, wenden
wir den Algorithmus auf die einzelnen Komponenten an.

Seien zwei Farben vorgegeben, etwa rot und schwarz. Wihle einen beliebigen Start-
knoten vy und fdrbe ihn rot. Betrachte nun einen benachbarten Knoten und gib
ihm die Farbe schwarz. Fiihre dieses Verfahren nun weiter fort, d.h. betrachte fiir
einen beliebigen Knoten v einen seiner noch nicht gefdrbten Nachbarn und gib ihm
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5.2 Wilder und Bdume

die Farbe, die v nicht hat. Formaler: Wenn W C V gefdrbt ist, betrachte v e V\ W,
so dass Jw € W N N(v). Zeichne die Kante v,w aus und fdarbe v mit so dass gilt
Farbe(v)#Farbe(w). Wenn wir mit diesem Verfahren keine einfarbige Kante erzeugen
ist G bipartit.

Jedes v kann von v( aus auf einem Weg W, der nur aus ausgezeichneten Kanten
besteht erreicht werden. Wenn v rot ist, dann hat dieser Weg eine gerade Kantenzahl.
Wenn v schwarz ist, dann ist |W,| ungerade. Angenommen, die Farbung hat eine
einfarbige Kante (v, w), etwa mit zwei roten Endknoten. Dann ist W, + W, + (v, w) ein
geschlossener Kantenzug ungerader Lidnge. Jeder ungerade Kantenzug enthalt einen
ungeraden Kreis.

Wenn G keinen ungeraden Kreis enthdlt erzeugt unser Algorithmus demnach eine
legale 2-Farbung, das heift G ist bipartit. 0O

Bemerkung. Die Proposition liefert uns ein einfaches Zertifikat fiir die Eigenschaft
bipartit (Angabe der Partition) und ein einfaches Zertifikat fiir die Eigenschaft nicht-
bipartit (Angabe eines ungeraden Kreises).

5.2 Waélder und Baume

5.2.1 Allgemeines und Charakterisierung von Baumen

Definition 5.3 (Wald, Baum, Blatt)
Ein Wald ist ein zykelfreier Graph. Ein Baum ist ein zusammenhdngender Wald. Ein
Knoten in einem Wald heifst Blatt, wenn er Grad 1 hat.

Beispiel: Ein Beispiel eines Waldes. Die Bldtter sind rot markiert, das eingekreiste

Gebiet ist fiir sich allein betrachtet ein Baum

Abbildung 5: Beispiel von Wald, Baum, Blatt

Lemma 5.4 Jeder Baum auf |V|=n > 2 Knoten besitzt mindestens zwei Blétter.

Beweis. Wihle einen Startknoten vy. Wir behaupten, dass wir tiber jede an v( inzidente
Kante zu einem Blatt kommen. Nun gilt deg(v() > 0 (Zusammenhang und n > 2). Wenn
deg(vy) = 1 dann ist v, selbst ein Blatt und wir finden ein zweites hinter der Kante.
Wenn hingegen deg(vy) > 2 finden wir hinter jeder Kante eines.

Um hinter einer Kante (v, v;) ein Blatt zu finden iterieren wir: Wenn v; kein Blatt
ist, dann gibt es eine Kante (v;, w) # (v;,v;_1) und wir setzen v;,; = w. Wegen der
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5. r-partite Graphen, Walder und Baume

Zykelfreiheit sind alle v; verschieden. Da wir nach Vereinbarung nur endliche Graphen
betrachten endet der Prozess in einem Blatt. 0

Beobachtung. Aus Lemma [5.4]folgt weiterhin, dass ein Baum auf n Knoten genau n—1
Kanten besitzt. Dies erkennt man, indem man von einem Baum immer ein Blatt (und
damit auch eine Kante) ‘abzwackt’. Dieses Verfahren fiihrt man fort, bis keine Kanten
mehr tbrig sind.

Proposition 5.5 Ist G =(V,E) ein Graph, so sind je zwei der folgenden drei Aussagen
zur dritten dquivalent und charakterisieren einen Baum:

1. G ist zusammenhdngend
2. G ist kreisfrei
3. |El=|V|-1

Beweis. [(1.A2.) = 3] Das haben wir in der vorigen Beobachtung schon aus Lemma 5.4]
gefolgert.

([=1. A 3.) = =2] Sei G nicht zusammenhidngend und |E| = |V|- 1. Dann gibt es eine
Komponente mit k Knoten und > k Kanten. Mit der Beobachtung aus Lemma 5.4 folgt,
dass diese Komponente kein Baum sein kann, also muss sie einen Kreis enthalten.
[(=2. A 3.) = 1] Sei G ist nicht kreisfrei mit |E| = |V| -1 Kanten. Wir l6schen nun
solange Kanten aus dem Graphen, bis dieser kreisfrei ist. Nach Voraussetzung ist dann
aber |E| < |V|-1. Erneut mit der Beobachtung folgt dadurch, dass G kein Baum sein
kann, also kann G nicht zusammenhédngend sein. 0

Aufspannende Baume

Definition 5.6 (Aufspannender Baum)
Es sei G =(V,E) ein zusammenhdngender Graph. Ein aufspannender Baum von G ist
ein Baum T = (V,F) mit FCE.

Abbildung 6: Ein Graph und zwei seiner aufspannenden Baume.

Ein aufspannender Baum T eines Graphen G = (V,E) ist also ein Baum mit der
selben Knotenmenge wie G, jedoch (i.A.) weniger Kanten. Wir beweisen nun zundchst
folgende intuitive, jedoch wichtige Propsition.
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5.2 Wilder und Bdume

Proposition 5.7 Jeder zusammenhdngende Graph besitzt einen aufspannenden Baum.

Beweis. Wir geben zwei Algorithmen an, die einen aufspannenden Baum konstruieren.
In beiden Fillen sei E = {ey,,..,e,,}.

Fe0
fori < 1tomdo
L if F+e; ist kreisfrei then
| Fe—F+e;

return F

Die Rtickgabe F ist eine maximal kreisfreie Kantenmenge in G, d.h. fiir allee € E\ F
gilt F + ¢ hat einen Kreis. Es bleibt zu zeigen, dass der durch F induzierte Wald
zusammenhédngend und damit ein Baum ist.

Angenommen F induziert eine Komponent X mit X # V. Da G zusammenhangend
ist gibtes u € X und v € V \ X mit e = {u, v} € E. Da e nicht genommen wurde gibt es
in F + e einen Kreis, also gibt es einen u-v Weg in F, Widerspruch

F«E
fori < 1tomdo
L if F—e¢;ist zusammenhingend then

| Fe—F—e;

return F

Nach Konstruktion ist F zusammenhdngend und es gilt: Fiir alle e € F ist F — ¢ nicht
mehr zusammenhdngend. Wir werden nun zeigen, dass F kreisfrei ist. Dazu nehmen
wir an, dass F einen Kreis besitzt. Sei e = (v, w) eine Kante des Kreises. Da dann auch
F —e zusammenhdngend ist haben wir einen Widerspruch zur Konstruktion. 0O

Diese beiden Beweise kann man so interpretieren: Die Kantenmengen von aufspan-
nenden Baumen in G sind die Basen eines Matroids.

Exkurs: Matroide

Definition 5.8 (Matroid)
Ein Unabhéngigkeitssystem M = (X, 1) besteht aus einer Grundmenge X und einem
Mengensystem 1 C Pot(X), ftir das gilt:

1.0el
2. 1el,JCl=]el

Ein Matroid ist ein Unabhdngigkeitssystem M = (X, 1), fiir das weiterhin ein Erganzungaxiom
gilt:

3. I,JeZ,|l|>|]|=>3dxel\],sodass ] +x € L.
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5. r-partite Graphen, Walder und Baume

Beispiel: Zwei klassische Beispiele von Matroiden:

1. Ist G =(V,E) ein Graph, so ist Mg(E, F) ein Matroid, wobei F aus den Kanten-
mengen von Wildern in G besteht.

2. Ist V ein Vektorraum tiiber einem Kérper K und A eine Menge von Vektoren
aus V, so bildet M = (A,{B € A|B unabhingig tiber K}) ein Matroid.

Alle maximal unabhdngigen Mengen eines Matroids haben wegen Axiom 3 die gleiche
Kardinalitdt. Diese Mengen sind die Basen des Matroids.

Exkurs: Graphensuche

Wir kehren noch einmal zu aufspannenden Bdumen zurtick. Man kann diese aufler mit
den beiden bereits vorgestellten Algorithmen auch mit einer Graphensuche erhalten.
Der folgende generische Algorithmus bekommt einen Startknoten s tibergeben und
verwaltet die Menge der gesehenen Knoten in einer Datenstruktur R und die Teilmenge
der gesehenen, aber noch nicht bearbeiteten Knoten in einer Datenstruktur Q.

Ist G zusammenhdngend, so wird bei diesem Algorithmus jeder Knoten betrachtet
und die zurtickgegebene Kantenmenge F ist die eines aufspannenden Baumes.

GraphSearch(s) Je nach benutzter Datenstruktur fiir Q
R,Q « s und die Prozedure choose ergeben sich
Fe( spezielle Strukturen und Baume:
while Q =0 do e Ist Q durch einen Stack implementiert

v «— choose(Q) und choose dementsprechend durch
while Jw € N(v) \ R do pop, dann bekommt man eine Tiefen-
w < choose(N(v) \ R) suche (depth-first-search).
giRQ-:L;/ e Ist Q durch eine Queue implementiert
FeF+(v,w) und choose dementsprechend durch
! dequeue, dann bekommt man eine Brei-
rgtlg':PQ -V tensuche (breadth-first-search).
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Bridg-It und die Cayley-Formel

In der 6. Vorlesung wurde mit dem Spiel ‘Bridg-It’ zundchst eine (spielerische) Anwen-
dung fiir aufspannende Baume gezeigt. Im Anschluss wurde die Cayley-Formel tiber
die Anzahl aufspannender Bdume des K, formuliert und auf insgesamt 3 verschiedene
Arten bewiesen.

6.1 Bridg-It: Eine Ahwendung aufspannender Baume

Wir betrachten als ndchstes das Spiel Bridg-It. Dieses besteht aus einem zweifarbigen
Spielfeld, das aus der Uberlagerung der Gitterpunkte eines n x (n + 1) Gitters (Farbe 1)
und eines (n+ 1) x n Gitters (Farbe 2) entsteht, bei denen die linken unteren Eckpunkt
auf (1/2,0) und auf (0,1/2) liegen. Fiir n = 4 sieht das wie folgt aus:

O O 0O O
o O O
o O O O
o O O
o O O O
o O O
o O O O
© O O
O O 0O O

Abbildung 1: Ein Bridg-It Spielfeld

© O O O
© O O O

Es gibt zwei Spieler, die in einem Zug jeweils horizontal bzw. vertikal benachbarte
Knoten ihres Gitters verbinden diirfen. Wir nennen die Spieler Gelb und Weif3, so wie
die Gitterpunkte in der Abbildung gefarbt sind.

Die Spieler sind abwechselnd am Zug. Mit ihrem Zug mtissen sie berticksichtigen,
dass sich keine zwei Kanten schneiden dtirfen, d.h. von jedem weif3-gelben Kantenpaar
{(a,b— %), (a,b+ %)} und {(a— %, b),(a+ %, b)} darf nur eine verwendet werden.

Die Aufgabe von Weif besteht darin, die abgetrennten Bereiche oben und unten zu
verbinden. Gelb hingegen hat die Aufgabe die beiden abgetrennten Bereiche rechts
und links zu verbinden. Wer seine Aufgabe (zuerst) erfillt gewinnt.

Wir beginnen mit einigen Beobachtungen.
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6. Bridg-It und die Cayley-Formel

e Es gibt kein Unentschieden.

Um dies einzusehen denken wir uns das Spiel solange fortgesetzt, bis von jeder
Raute (vebotenes Kantenpaar) eine Kante gewdhlt ist. Angenommen, weif3 hat
nun nicht gewonnen. Dann enthdlt der Rand der von weif$ erreichbaren Knoten
einen ,,Durchbruch”. Dem Durchbruch entspricht ein gelber Pfad der zeigt, dass
Gelb gewonnen hat.

e Mit strategy stealing konnen wir zeigen dass immer der erste Spieler gewinnt.
Nimmt man ndmlich an, dass eine Gewinnstrategie flir den 2. Spieler existiert,
so beginnt Spieler 1 mit einem zufdlligen Zug und ‘vergisst’ ihn sofort um
hinfort die Strategie fiir Spieler 2 zu benutzen.

Frage: Wie sieht die Gewinnstrategie flir Spieler 1 aus?

Um diese Frage zu beantworten betrachten wir das weifSe Gitter aller moglichen
Kanten, die der weifle Spieler benutzen kann und kontrahieren dabei die oberen bzw.
unteren Knoten zu jeweils einem Knoten s bzw. t. In diesem Gitter sucht man nun
zwei aufspannende Baume mit genau einer gemeinsamen Kante. Dies kann (ftir n = 4)
zum Beispiel so aussehen:

f

Abbildung 2: Ein Startpaar T}, T, aufspannender Baume fiir die Gewinnstrategie.

Der erste Zug von Spieler 1 besteht darin die Kante zu wéhlen, die zu den beiden
Bdumen T; und T, gehort.

Macht Spieler 2 einen Zug, dann schliefst er damit eine Kante e fiir Spieler 1 aus.
Wenn e € T} dann hat T; — e zwei Zusammenhangskomponenten. Da T, aufspannend
ist gibt es in T, eine Kante f, die die beiden Komponenten von T; — e verbindet. Der
Zug von Spieler 1 besteht nun aus der Wahl von Kante f und der Redefinition von
Ty « Ty —e+ f. (Der Fall e € T, wird symmetrisch gehandhabt).

Mit dieser Strategie kann Spieler 1 die folgenden Invarianten erhalten:

e T, und T, sind aufspannende Baume.
e Alle Kanten die in beiden Biumen vorkommen gehdren Spieler 1.

e Alle Kanten die in nur einem der Baume vorkommen sind zuldssige Ztige fiir
Spieler 1.

Aus diesen Invarianten folgt, dass die von Spieler 1 gewéhlten Kanten am Ende einen
aufspannenden Baum bilden und also einen s-t-Pfad enthalten. Spieler 1 gewinnt.
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6.2 Die Cayley-Formel: Aufspannender Baume des K,

Man stellt fest, dass der K, genau einen aufspannenden Baum besitzt, nimlich sich
selbst. Der K3 besitzt 3 aufspannende Baume. Da der Kj ein Dreieck ist, muss man
tiir einen aufspannenden Baum genau einen Knoten mit Grad 2 wahlen. Die anderen
beiden Knoten des Baumes sind dann notwendigerweise dessen Nachbarn.

DN IN L

Abbildung 3: Der K5 und sein aufspannende Baume

Der K, hat 16 aufspannende Biume: 12 pfadartige und 4 mit einem Knoten vom
Grad 3 (‘Klauen’).Die pfadartigen erhédlt man, indem man zunédchst 2 Knoten frei
wihlt, einen als Start- und den anderen als Endknoten des Pfades. Dafiir hat man
4.3 =12 Moglichkeiten. Es ergeben sich dann stets zwei Wege, diese Wahl zu einem
Pfad zu kompletieren. Dieser Faktor hebt sich jedoch dadurch weg, dass die Wahl,
welcher der beiden Knoten Anfangs- und welcher Endknoten ist, irrelevant fiir den
entstehenden Baum ist. Daher verbleiben nur die 12.

X

e N e ol
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Abbildung 4: Der K, und seine aufspannenden Baume

Fiir groflere n ldsst sich diese Uberlegung jedoch nicht ohne weiteres fortfiihren.
Fiir die Anzahl der aufspannenden Bdume des K,, gibt es aber einen sehr einfachen
geschlossenen Ausdruck:

Satz 6.1 (Cayley-Formel)
Die Anzahl der aufspannenden Biume des Graphen K,, ist n"=2.

Beweis. Wir werden 3 Beweise fiir diese Formel geben:

[Priifer] Hier wird eine Bijektion zwischen den Biumen mit nummerierten Knoten
(und |V|=n) und den geordneteten Tupeln (ay,...,a,_,) mit, a; € [n] flr alle i, verwen-
det. Da es genau n"~? solcher Tupel gibt, ist der Satz damit bewiesen.
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6. Bridg-It und die Cayley-Formel

Zundchst zeichnen wir den Knoten 7 als Wurzel aus orientieren die Kanten so dass
alle Wege zur Wurzel hin gerichtet sind. Den Priifer Code zu einem gegebenen Baum T
mit n Knoten konstruiert der folgende Algorithmus:

Priifer Code(T)
fork<—1ton-2do
Finde das Blatt i mit kleinster Nummer
Sei (7,]) die Kante an 7
Losche i
aj (—]

Durch das Loschen der Knoten ist der Baum nach n — 2 Schritten auf eine Kante
(k,n) reduziert, hier ist k der Nachbar von n mit der gréfiten Nummer.

Erhidlt man die Sequenz (ay,...,a,_,) aus einem Baum T, so ist [n]\ {ay,...,a,_5}
die Menge der Bldtter # n von T. Klarerweise kommen Bldtter nicht in der Menge
{ay,...,a,_,} vor. AuBlerdem hat jedes Nicht-Blatt eine eingehende Kante die geldscht
wird und kommt daher in der Menge vor.

Hat man daher einen Priifer Code gegeben, so kennt man die zugehérige Menge B
der Blatter. Nun setzt man i « min(B) und vermerkt die Kante an 7 als i — a;. Wenn g,
nicht mehr in der Folge (a,,...,a,_,) vorkommt, dann ist a; ein Blatt in T—i. Durch die
n—2 fache Iteration dieses Schrittes erzeugt man einen Wald mit n—2 Kanten, d.h. mit
zwei Komponenten. Betrachten wir diese beiden Komponenten mit der orientierung
der Kanten dann haben sie je eine Wurzel, die eine ist n und die andere k. Damit
ist auch die letzte Kante (k, n) bestimmt und wir haben einen eindeutigen Baum T =
Priifer Tree(ay,...,a,_»).

Um zu zeigen, dass beide Abbildungen bijektiv sind, tiberzeugt man sich davon,
dass T = Priifer Tree(Priifer Code(T)).

Abbildung 5: Ein Baum mit Priifer-Code (2,6,6,3,1)

[Clarke] Dieser Beweis benutzt verfeinertes Zdhlen. Sei dazu

C(n, k) := Anzahl der Baume, in denen Knoten n Grad k hat.
n-1
Dann gilt fiir die Gesamtanzahl der Baume T'(n) = } C(n,k)und C(n,n—-1)=1.
k=1
Wir zeigen nun folgende Formel per Bijektion:

(n=-1-k)-C(n,k)=(n=1)k-C(n,k+1)
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Betrachte dazu zundchst folgendes Bild ftir die linke Seite der Formel:

Knoten n hat hier Grad k. Man wihlt den blauen Knoten als einen der Knoten, der
nicht n ist und nicht mit n verbunden ist. Daftir hat man n -1 —k Mdéglichkeiten. Der
rote Knoten ist als Vorgdnger des blauen Knotens eindeutig bestimmt.

Fiir die rechte Seite der Formel benutzen wir folgendes Bild:

Hier betrachtet man Biume aus C(n,k+ 1) und wahlt zundchst einen Knoten aufer n
aus und farbt diesen rot. Daftir hat man n—1 Moglichkeiten. Anschlieffend wahlt man
einen der Nachbarn von n aus, der den roten Knoten nicht in seinem Teilbaum hat.
Daftir hat man k Moglichkeiten (n hat Grad k + 1), dies liefert die rechte Seite.

Die gesuchte Bijektion besteht nun aus dem Umhéangen des am blauen Knoten b
hangenden Teilbaums. Dabei wird b vom Knoten n an den roten Knoten bzw. anders-
herum umgehéngt.

Iteriert man die soeben bewiesene Formel, so ergibt sich:

k
n—k-1

— (ﬂ _ 1)n—k—l

C(n,k)=(n-1) Cink+1)=..=
k(k+1)-...-(n=2)
(n—-k-1)(n—-k-=2)-...-1

= (7’1— 1)”_k_1% — (ni;E 1)(1’1— 1)H—k—1 — (Z:f)(n_ 1)n—k—1

C(non-1)=

Mit Hilfe der binomischen Formel bekommen wir das angestrebte Resultat nun wie
folgt:
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[Joyal]. Wir stellen zundchst fest, dass n" die Anzahl der Abbildungen [n] — [n]
ist. Eine solche Abbildung kann man sich auch anhand eines gerichteten Graphen
veranschaulichen in dem aus jedem Knoten genau eine Kante herausgeht, also E, :=
{(i,g(1))|i € [n]}. Abb.[6]zeigt ein Beispiel fiir n = 10.

Abbildung 6: Beispiel einer Abbildung

Sei g: [n] — [n] eine Abbildung. In jeder Zusammenhangskomponente des gerichte-
ten Graphen G, = ([n], E,) gibt es genau einen gerichteten Kreis (evtl. ist dieser Kreis
nur eine Schlaufe). Dartiberhinaus kann die Komponente noch einige Biume enthalten
die so gerichtet sind, dass alles in den Kreis hineinflief3t.

Sei W die Menge der Knoten, die auf Kreisen von Gg vorkommen. Den von W
induzierten Graphen G,[W] kénnen wir als die Zyklendarstellung einer Permutation
7y € Sym(W) interpretieren. Die Permutation 7, hat auch eine Darstellung als Wort
wWiwWy...W,.

Dieses Wort interpretieren wir nun als Pfad und hdngen die Baumanteile von G, an
die richtigen Knoten aus W zurtick. So erhalten wir einen Baum T, auf [n] mit einem
Paar ausgezeichneter Knoten wy, w,.

Die beschriebene Konstruktion liefert eine Bijektion zwischen Abbildungen g: [n] —
[n] und Bdumen auf [n] mit einem Paar (w;, w,) von Knoten. Da wir zu jedem Baum
n? solche Paare festlegen kénnen folgt die Cayley-Formel.

w1 Wy

Abbildung 7: Veranschaulichung des Beweises von Joyal

32



Graphentheorie, TU Berlin, WS 2013/14 Vorlesung

Dozent: Stefan Felsner
Mitschrift: Judith Kubitza
Datum: 12.11.2013

Eulerkreise, IF,- und R-Vektorraume
eines Graphen

7.1 Eulerwege und -kreise

Leonard Euler 16ste 1736 das Problem, dass es in Konigsberg keinen Weg gibt, der
alle sieben Briicken der Innestadt genau einmal tiberquert. Allgemeiner stellt sich die
Frage: Existiert ein Kantezug, der alle Kanten eines Graphen genau einmal benutzt? Ein
solcher Kantenzug heif3t Eulerweg, stimmen Anfangs- und Endpunkt tiberein, spricht
man von einem Eulerkreis. Das Eulerkreisproblem ist in Abbildung|I]dargestellt.

)

Abbildung 1: Links: das Konigsberger Briickenproblem; Rechts: seine Interpretation als
Eulerkreisproblem auf einem Graph.

Notwendige Bedingung fiir Eulerkreise: . N
Der Graph ist zusammenhédngend und jeder Knoten hat gera- ; \
den Knotengrad. . ;
Beweis. Betrachtet man einen Knoten im Detail sieht man, dass . ,
fiir jede eingehende Kante auch eine ausgehende Kante exis- ---
tieren muss. Andernfalls wiirde man an diesem Knoten nicht Abb. 2: Detailansicht
weiterkommen. Man versieht den Eulerkreis daftir mit einer - Knoten in einem
Durchlaufrichtung, dies ist in Abbildung|[2veranschaulicht. Eulergraphen.

Notwendige Bedingung fiir Eulerwege:

Wenn G einen Eulerweg mit Anfangs- und Endknoten s und ¢ hat, dann hat G +
(s,t) einen Eulerkreis (dabei ist irrelevant ob (s,t) eine Schlaufe ist oder zu einer
Mehrfachkante ftihrt). Also muss G wieder zusammenhidngend sein und entweder
genau zwei Knoten ungeraden Grad oder alle Knoten geraden Grad haben. Es kann
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nicht nur einen Knoten mit geradem Grad geben, da sonst die Summe der Knotengrade
ungerade ware.

Lemma 7.1 Sei G =(V,E) ein Graph und seien alle Knotengrade gerade und gréfser 0,
dann besitzt G einen Kreis.

Beweis. Da alle Knotengrade gerade sind, existieren keine Bldtter in G. Starte in einem
beliebigen Knoten vy, gehe von dort zu einem Nachbarknoten und von dort wiederum
weiter. Da alle Knoten geraden Grad haben, gibt es immer noch eine Kante, tiber die
wir einen Knoten wieder verlassen konnen. Da der Graph endlich ist, gelangen wir so
irgendwann zu einem Knoten, bei dem wir schon einmal waren. Also haben wir einen
Kreis gefunden. O

Bemerkung. Sei G ein Graph wie in Lemma(7.1Jund C ein Kreis in G. Dann gilt, dass
in G\ C alle Knoten geraden Grad haben.

Satz 7.2 Sei G =(V,E) zusammenhidngender Graph und haben alle Knoten geraden
Grad, so existiert in G ein Eulerkreis.

Beweis. Aus dem Lemma und der anschlieSenden Bemerkung folgt, dass wir kan-
tendisjunkte Kreise Cy,...,Cy mit | J; C; = E finden. Unser Ziel ist nun das Verkleben
aller Kreise, so dass ein einziger geschlossener Kantenzug entsteht.

Wir kdnnen zwei Kreise C; und C; ver-
kleben, wenn sie mindestens einen ge-
meinsamen Knoten v haben. Wir starten
auf C; bei einem Knoten w # v und laufen
in einer Richtung bis zu v, dann wechseln
wir auf die Kanten von C]. bis wir wieder ADbb. 3: Detailansicht — Verkleben von Kreisen.
bei v angelangen. Ab dort gehen wir wie-

der auf C; zum Ausgangsknoten w zuriick. Abbildung[3lund der folgende Algorithmus
veranschaulichen dieses Vorgehen.

input :Kreise Cy,...,Cy

Initialisierung
C«Cy; [+ Hauptkreis =/
T« {1}; [+ Indizes schon verklebter Kreise x/

while dj e [k]\T mit C;NC=0do
Verklebe C mit C; am gemeinsamen Knoten;
IT—TI+j;

return C

Behauptung. C ist ein Eulerkreis von G.

Angenommen C ist kein Eulerkreis. Dann existiert ein j, so dass C; nicht an C
geklebt wurde. Betrachte x € C, y € C; und einen Pfad p : x — . Sei e die erste Kante
von p, mit e  C. Dann existiert auch ein j’ mit e € C;» und Cj ist nicht mit C verklebt.
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Die Kante e und der Kreis C haben aber einen gemeinsamen Knoten, also gilt eN C = 0.
Da aber auch enC C C; N C gilt, folgt damit C;y N C # 0. Das heifst C;» und C sind
nicht disjunkt. Das bedeutet aber, dass j* Kandidat in der While-Schleife ist und der
Algorithmus mit dem aktuellen Kreis C nicht terminieren kann. 0O

Bemerkung. Algorithmiker bevorzugen einen Beweis der den Eulerkreis direkt (ohne
verkleben) erzeugt [Algorithmus von Fleury]. Dazu startet man in einem Knoten s und
verldngert den Kantenzug schrittweise um je eine Kante. Die neue Kante muss dabei
so gewdhlt werden, dass keine Kantenziige isoliert werden, d.h. dass die Menge der
noch nicht gewdhlten Kanten zusammenhdngend bleibt.

Bemerkung. Eulerkreise kdnnen auch fiir gerichteten Graphen definiert werde. Die
notwendige und hinreichende Bedingung fiir ihre Existenz ist in diesem Fall, dass fiir
alle Knoten v gilt 6" (v) = 67 (v).

7.2 - und R-Vektorraume eines Graphen

Knoten- und Kantenraum

Definition 7.3 Sei G = (V,E) Graph mit |V|=n,|E| = m und seien V = {vy,...,v,} und
E ={ey,...,e,}. Dann definieren wir uns folgende Vektorrdume tiber dem IF,:

. Knotenrau IE‘;/ mit dim(IFg) =n
* Kantenraum: IF% mit dim(Fg) =m
Bemerkung. Allgemeines zu F,-Vektorrdumen:

¢ Kanonische Bilinearform in IF‘;:

d 1, wenn x; = y; = 1 flir ungerade viele i
(o p) = in}/i - {O’ sonst -

=1

Diese Bilinearform ist kein inneres Produkt, da sie nicht positiv definit ist,
tatsdchlich macht der Begriff positiv in endlichen Kérpern keinen Sinn.

* Sei F C Fg ein Untervektorraum und F+ :={y € F‘Zi {x,v)=0 YxeF}
— FList auch ein Untervektorraum.

— dim(F) +dim(F 1) =d

TAlternativ zur Notation IFX werden auch die folgenden beiden Notationen fiir Knotenrdume verwen-
det: Vi und 2V. Dementsprechend wird der Kantenraum auch als E¢ oder 2F notiert.
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Beweis. Sei M eine Matrix, deren Zeilen eine Basis fiir F bilden. Es gilt Ker(M) =
FLund Im(MT) = F. Da Zeilenrang und Spaltenrang von M gleich sind gilt auch
dim(Im(MT)) = dim(Im(M)). Zuletzt verwenden wir noch den Dimensionssatz fiir
lineare Abbildungen:

dim(Ker(M))+dim(Im(M)) = dim(V) = d.

dim(FL) dim(F) A

Schnitt- und Zyklenraum

Definition 7.4 Der Zyklenraum Z C % ist das Erzeugnis der charakteristischen Vek-
toren von einfachen Kreisen in G. Die Elemente von Z heilsen Zyke@ und dim(Z) die
zyklomatische Zahl von G.

Proposition 7.5 Z wird auch schon von einfachen induzierten Kreisen erzeugt.

Beweis. In Abbildung ist ein einfacher Kreis abgebildet, dieser ist kein induzierter
Kreis, da eine Sehne existiert, die nicht zum Kreis gehort. Teilen wir den Kreis, so dass
diese Sehne in beiden Teilen enthalten ist, so erhalten wir zwei induzierte einfache
Kreise. Verkniipfen wir beide Kreise mit @ in I, so wird die Kante ausgeldscht. Es ist
also ausreichend induzierte Kreise zu betrachten. A

Abbildung 4: Z wird bereits von einfachen induzierten Kreisen erzeugt. Ist ein einfacher aber
nicht induzierter Kreis gegeben, teilt man diesen so, dass die Nichtkreiskante in beiden
Teilkreisen enthalten ist. Da wir uns im F, befinden, wird diese Kante durch & ausgeldscht.

Definition 7.6 S C ]Fg heifst Schnittraum, wobei S das Erzeugnis der charakteristi-
schen Vektoren von Schnitten (X, X) in G ist. Siehe Abbildung@ (a).

Proposition 7.7 Der Schnittraum S wird von der Menge der Schnitte (v, V —v) fiir alle
v € X erzeugt.

Beweis. Sei )((X,Y) der charakte_ristische Vektor des Schnittes (X,Y), d.h. )((X,Y)i =1,
wenn ¢; im Schnitt ist und x (X, X); = 0 sonst.

Behauptung . Es gilt: x(X,X) =Y .y x(x, V —x).

M Abweichend von der Definition von Zyklus in VL 3 gehért hier jeder geschlossene Kantenzug zu
einem Zyklus.

36
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Abbildung 5: (a) zeigt einen von einer Knotenmenge X induzierten Schnitt. (b) zeigt den
Schnitt einer einelementigen Knotenmenge x. In beiden Fallen sind die Schnittkanten rot.

Abbildung |5/ (b) zeigt, wie ein von x induzierter Schnitt (x, V — x) aussieht. Wir verglei-
chen nun die beiden Seiten der Gleichung komponentenweise, also Kante fiir Kante.
Dabei unterscheiden wir die folgenden drei Fille fiir eine Kante ¢; = {u, v}:

1. Beide Endknoten der Kante liegen in X:
Dann ist )((X,X){M} =0,dau e X und v € X werden u und v in der Summe
Y rex X(x,V —x) nicht betrachtet und an der entsprechenden Stelle im charakte-
ristischen Vektor steht ebenfalls eine Null.

2. Beide Endknoten der Kante liegen in X:
Dann ist x(X, X)) =0,dau € X und v € X ist x(u,V —u)yy,) = 1 und ebenso
X,V =v),p = 1. Da wir im F; sind, folgt daraus }_.cx x(x, V = x)(y,,) = 0.

3. Ein Endknoten der Kante liegt in X und der andere in X:
Dann ist x(X, X)(,,,} = 1. Angenommen u € X, dann ist x(x,V = X)) = 1 fur
x =uund x(x,V = x)g, = 0 sonst. Also } ey x(x,V = x)(,,,) = 1 (Analog fiir
v e X).

Insgesamt folgt daraus x(X,X) =Y .cx x(x,V —x). Das war die Behauptung,. A

[F,-Orthogonalitat
Proposition 7.8 Esgilt Z =S+ und S = Z+.

(R

Abbildung 6: Betrachtet man einen Kreis C, so ist die Anzahl der Schnittkanten des Kreises
gerade, da fiir jede Kante von X nach X auch wieder eine Kante zurtick existieren muss.

37



7. Eulerkreise, F,- und R-Vektorrdume eines Graphen

Beweis. Fiir alle Kreise C und Schnitte (X, X) gilt: |C N (X, X)| ist gerade, siehe Abbil-
dungja Der Kreis C wechselt genau in den Schnittkanten e € C N (X, X) zwischen X
und X. Mit der Uberlegung iiber die kanonische Bilinearform ist (x(C), x(X, X)) = 0.
Fiir alle x € Z = span({x(C)}) und fiir alle y € S = span({x(X, X)}) gilt also: (x,v) = 0
und somit S C Z+ und Z C S+.

Es gilt sogar Gleichheit: Sei D C E, so dass x(D) ¢ Z, das heifst D ldsst sich nicht als
Vereinigung von Kreisen darstellen. Nun folgt:

= es existiert ein Knoten xy mit ungeraden Grad in D
= (X(D), x(xo, V =x)) =11
= x(D)e S+, also St CcZ

Da wirZ C S+ schon wussten gilt S+ = Z (der erste Teil der Proposition). Klarerweise
gilt damit auch = (S+)* = Z1. Aus Dimensionsgriinden gilt: dim(S) = dim((S+)+).
Auflerdem folgt aus der Definition sofort S C (S+)+. Zusammengesetzt: S = (S+)t = Z+
(der weite Teil der Proposition). 0

Satz 7.9 (Kreis-Schnitt-Baum-Theorem)
Ist G =(V,E) mit|V|=n und |E| = m ein Graph mit Komponenten Gy,...Gy. Dann ist
dim(Z)=m—-n+k und dim(S) =n—k.

Beweis. Sei T ein aufspannender Wald, das heifst T = U; T; wobei T; ein aufspannender
Baum in G; ist. Wir unterscheiden nun zwei Fille:

* Wenn ¢ € T, dann ist auch e € T; fiir ein i (Abbildung[7] (a)). T; \ e zerfillt in
zwei Bdume deren Knotenmengen wir mit X und Y bezeichnen wollen. Da G;
eine Zusammenhangskomponente ist, sind die Schnitte (X,X), (Y,?) und (X,Y)
identisch. Wir nennen (X, Y) den von ¢; in T erzeugten Fundamentalschnitt.

* Wenn ¢ € E\ T, dann hat e beide Endknoten in einer Komponente G; (Abbildung
(b)). Da T; ein aufspannender Baum von G; ist enthdlt T; + e einen Kreis K, dies
ist auch der einzige Kreis von T + e¢. Wir nennen K den von e mit T erzeugten
Fundamentalkreis.

(a) (b)

Abbildung 7: (a) ist die Darstellung des Falles e € T und (b) der Fall e ¢ T.

Die charakteristischen Vektoren von Fundamentalschnitten und -kreisen liegen in
F£ und konnen als Zeilenvektoren in einer Matrix zusammengestellt werden. Das
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7.2 F,- und R-Vektorrdume eines Graphen

Ergebnis sieht (wenn die Komponenten der Vektoren geeignet geordnet sind) so aus:

E\T T

Fundamentalkreise

Fundamentalschnitte

0 1
Die Fundamentalkreise sind liegen im Zykelraum Z und sind linear unabhéngig, daher
gilt dim(Z) > m —|Er| = m — (n — k). Die Fundamentalschnitte liegen im Schnittraum S
und sind ebenfalls linear unabhdngig, daher gilt: dim(S) > |Et| = n— k. Zusammen
mit dim(S) + dim(S+) = dim(S) + dim(Z) = |[E| = m bekommen wir in beiden Fillen
Gleichheit. 0O

Kreise und Schnitte in gerichteten Graphen

Sei G ein gerichteter Graph oder ein ungerichteter Graph mit einer beliebigen aber
festen Orientierung.

Zu den Kreisen und Schnitten von G (ungerichtet) definieren wir uns Untervek-
torrdume des RE.

1. Sei C Kreis mit fester Durchlaufrichtung. Wir definieren:

+1 e Vorwiartskante in C
vel(e):={-1 e Riickwirtskante in C
0 e nichtin C

Z :=span({vc : C ist gerichteter Kreis in 6}) heif$t Raum der Zirkulationen (Zir-
kulationen sind Fliisse ohne Quellen und Senken - Flusserhaltung gilt in jedem
Knoten).

2. Sei (X, X) Schnitt. In diesem Fall definieren wir:

+1 Anfangsknoten von e in X , Endknoten in X
vx(e):=3-1 wvx(-e)=1

0 sonst

S :=span({vy : X € V}) heif3t Schnittraum oder Cozyklenraum.

Proposition 7.10 Ftir alle v € Z und fiir allew € S gilt (v,w) = 0.
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Abbildung 8: Darstellung der Reorientierung der Kanten, so dass jede Kante von X nach X
geht. Die —1 bedeutet, dass diese Kante umgedreht, das heifst mit —1 multipliziert wird.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir vc und vy und setze dann linear fort. Per
definitionem gilt (vc, vx) = }_.ep vc(e)-vx(e). Reorientiere alle Kanten in (X, X), so dass
sie von X — X gehen, vergleiche hierzu Abbildung I Das heif3t multipliziere sowohl
ve(e) als auch vy (e) mit —1, wenn die Kante e umgedreht werden muss. Daraus folgt,
dass vc(e) - vy(e) unverdndert bleibt. Da es in jedem Kreis genauso viele Kanten von X
nach X gibt, wie von X nach X, gilt ¥ ..z vc(e) - vx(e) = 0. Alsoist ZC St und S € Z*.
Da fiir Fundamentalbasen wieder wie in Satz[7.9dim(Z) > m—n+k und dim(S) > n—k
gezeigt werden kann, folgt die Gleichheit. A

Bemerkung. Es gilt also RF = S @ Z, wobei die Summe nicht nur direkt sondern sogar
orthogonal ist.

Bemerkung. Im gerichteten Fall gilt auch immer SNZ = {0}. Im [F, Fall hingegen kann
der Durchschnitt von S und Z auch nichttrivial sein. (Ein Beispiel ist der 6-Kreis, hier
giltleSNZ).
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Matrix-Baum-Theorem

Das Matrix-Baum-Theorem liefert eine Determinanten-Formel fiir die Anzahl der
aufspannenden Bdume in G.

Definition 8.1 Sei G ungerichteter Graph mit n Knoten. Mit L = D — A bezeichnen
wir die Laplace-Matrix von G. Dabei ist D Diagonalmatrix mit den Knotengraden
(deg(vy),...,deg(v,)) als Diagonaleintrdge und A die Adjazenzmatrix von G. Mit L’
bezeichnen wir einen Hauptminor von L, der durch Streichen der ersten Zeile und
Spalte aus L entstehtm

Satz 8.2 (ungerichtete Version)
Die Anzahl der aufspannenden Bdume in G ist det(L’).

Dazu zundchst ein kleines Beispiel:

Beispiel. Sei G wie in Abbildung|[I]abgebildet, also der K5 ohne die Kante {4, 5}. Wir
wissen aus VL 6 dass T(K,) = n"~2. Jeder Baum enthilt n — 1 Kanten und aus Sym-
metriegriinden ist jede der () Kanten in gleich vielen Biumen enthalten. Doppeltes
abzihlen ergibt, dass jede Kante in 2n"~% Biumen enthalten ist. Also gilt:
T(K5—{4,5})=5>"2-2+53 =75,

Betrachten wir nun die Laplace-Matrix und die Determinante eines Minors:

(5) 1 2 3 4 5
1(4 -1 -1 -1 -1

@ 2(-1 4 -1 -1 -1

@ L= 3]-1 -1 4 -1 -1 det(L’) =75
41-1 -1 -1 3 O
5{(-1 -1 -1 0 3

2 3

Abbildung 1: K5 — {4, 5} und die zugehorige Laplace-Matrix. L’ ist ein Hauptminor.

Wir wollen eine stdrkere gerichtete Version des Satzes beweisen. Dazu zunédchst
einige Vorbemerkungen zur Gestalt der Laplace-Matrix eines gerichteten Graphen:

Sei D = (V,A) ein gerichteter Graph, wobei wir Mehrfachkanten zulassen wollen.
Dann ist M = (m;;) € Z'" mit n = |V| die Laplace-Matrix von G und sieht wie folgt aus:

VGenausogut kénnten wir jedes andere Paar (Zeile i, Spalte i) aus L streichen um L’ zu definieren

41



8. Matrix-Baum-Theorem

* m;; = # Kanten (v; — x) = outdeg(v;)
* m;;=(=1)=(# Kanten (v; > v;)) fiir i # j.

Als Hauptminor betrachten wir M’, der aus M durch Streichen der ersten Zeile und
Spalte entsteht.

Eine Arboreszenz mit Wurzel v; in D ist ein gerichteter aufspannender Baum T =
(V,B) mit BC A und outdeg(v;) =1 fiir alle j #i. Wir definieren

T\ (D) := (# Arboreszenzen in D mit Wurzel 1).

Die folgende Bemerkung verdeutlicht, wie man die gerichtete Version des Satzes auch
auf ungerichtete Graphen anwenden kann.

Bemerkung. Die gerichtete Version des Satzes liber die Anzahl der aufspannenden
Bdume in G impliziert die ungerichtete Version. Ersetze alle Kanten im ungerichteten
Graph G durch zwei Bégen zwischen den Endknoten, mit entgegengesetzter Richtung.
In Abbildung[2]wird dies veranschaulicht. Die Anzahl der aufspannenden Bdume in G
entspricht dann der Anzahl der Arboreszenzen von D mit Wurzelknoten 1. Aulerdem
gilt M = L, wobei M die Laplace-Matrix des gerichteten und L die des ungerichteten
Graphen ist.

G D
*>—o — @__®
Abbildung 2: Umwandlung eines ungerichteten Graphen in einen gerichteten.

Die gerichtete Version von Satz[8.2]lautet dann:

Satz 8.3 (gerichtete Version)
Die Anzahl der Arboreszenzen in D mit Wurzelknoten 1 entspricht der Determinante
eines Hauptminors der Laplace-Matrix. Also T;(D) = det(M’).

Beweis. Angenommen es existiert ein i > 2 mit outdeg(v;) > 2, dann ersetze D durch
D; und D,, so dass outdeg(v;) > 1 in beiden gilt. Genauer gesagt D; und D, sind
Kopien von D die alle Kanten von D enthalten bis auf einige Kanten, die v; verlassen.
Die Kanten die v; verlassen werden zwischen D; und D, aufgeteilt, so dass jede dieser
Kanten genau einmal vorkommt. Es gilt: T\ (D) = T;(D;) + T;(D;). Andererseits gilt
aufgrund der Linearitdt der Determinante auch: det(M’) = det(M;) + det(M}), da fiir
die i-te Zeile i gilt: 2/ = z} +z5.

Teile den Graphen solange nach obigem Verfahren, bis fiir alle Knoten v; # v,
gilt: outdeg(v;) = 1. Nur fir outdeg(v,) gibt es keine Einschrankung. Die aus v,
herausfiihrenden Kanten haben aber werder Einfluss auf T;(D) noch auf det(M’)
also lassen wir sie einfach weg. Der verbleibende Graph hat n—1 Kanten und jede
Komponente von D ist eine in-Arboreszenz mit Wurzel v; oder ein gerichteter Kreis
oder ein gerichteter Kreis zu dem in-Arboreszenzen fiihren, siehe Abb.
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8. Matrix-Baum-Theorem

s <> O

Abbildung 3: Mogliche Strukturen der Komponenten von D.

Wenn D einen Kreis C enthdlt, dann ist D kein Baum (Prop. in diesem Fall gilt
Ty (D) = 0. Wenn wir mit W die Knotenmenge des gerichteten Kreises bezeichen, dann
stellen wir fest, dass fiir alle v; € W gilt m;; = outdeg(v;) = 1 und wenn v; — v; die
Kante an v; ist, gilt m;; = —1. Daher gilt ), cjy M; = 0, das heifit die Spalten (M;)y,ew
von M sind linear abhdngig und det(M’) = 0.

Wenn D keinen Kreis hat, ist D ein Baum (Prop. [5.5), tatsichlich sogar eine in-
Arboreszenz mit Wurzel v, und es gilt T (D) = 1. In der Spalte s; von M, die zu einem
Blatt v; gehort, gibt es genau eine 1 und zwar auf der Diagonalen. Wir entwickeln
det(M’) mit der Laplace-Regel nach Spalte s; und stellen fest, dass det(M’) =1 -
det(M”), wobei M” Hauptminor zu einer in-Arboreszenz mit Wurzel v; auf einer
kleineren Knotenzahl ist. Mit Induktion oder Iteration folgt dann det(M’) = 1.

Damit ist gezeigt, dass fiir jedes D gilt T; (D) = det(M’). 0O
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Memory Wheels und das
BEST-Theorem

Zundchst sprechen wir tiber Memory Wheels, die eigentlich schon in der vorigen
Vorlesung eingefiihrt worden waren. Es stellt sich heraus, dass Memory Wheels im
Grunde dasselbe sind wie Eulerkreise in einem de Bruijn Graphen. Wir betrachten
dann Eulerkreise in gerichteten Graphen und beweisen fiir ihre Anzahl eine Formel in
der nur die out-Grade von Knoten und die Anzahl der Arboreszenzen vorkommt.

Um die Anzahl der Memory Wheels zu bestimmen bené&tigen wir also die Anzahl
der Arboreszenzen eines de Bruijn Graphen. Aus der vorigen Vorlesung (Matrix Baum
Theorem) kennen wir eine Determinantenformel fiir diese Anzahl. Um die fragliche
Determinante zu bestimmen studieren wir zuletzt die Eigenwerte der Laplace-Matrix
von de Bruijn Graphen.

9.1 Memory Wheels und de Bruijn Graphen
Memory Wheels sind Folgen by,...,b» mit b; € {0,1} und der Eigenschaft, dass je-

des der 2" moglichen 0-1-Worter der Lange n in by,..., by, by, by,... 0,1 vorkommt.
Offensichtlich kommt jedes der Worte dann genau einmal in der Folge vor.

Beispiel. n = 3: Die Zeichenkette 00010111|00 hat die Lange 2> +(3—-1)=8+2=10
und jedes der acht dreistelligen (0-1)-Worte ist in dieser Zeichenkette vertreten. Zum
Beispiel:

000 1 011 1|00

— Y~
000 011 100

Einige Fragen zu Memory Wheels:
1. Existieren Memory Wheels fiir alle n?
2. Wie viele verschiedene Memory Wheels gibt es?

3. Kénnen Graphen beim Studium von Memory Wheels helfen?
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9.1 Memory Wheels und de Bruijn Graphen

Der de Bruijn Graph 5, (m) — Antwort 1

Wir beginnen damit die Frage nach der Existenz eines Memory Wheels fiir ein ge-
gebenes n graphentheoretisch zu modellieren. Jedes bindre Wort der Ladnge n bildet
einen Knoten in unserem Graphen. Zwei Knoten sind durch eine gerichtete Kante
verbunden, wenn man den Endknoten der Kante aus dem Anfangsknoten erhalten
kann, in dem man alle Bits um eins nach links shiftet und am Ende ein neues Bit
einfiigt. So entsteht der de Bruijn Graph B, (in Abb. [l|sehen wir zwei Bilder die B,
darstellenﬂ). Wenn es uns gelingt in B, einen Kreis zu finden, der jeden Knoten genau
einmal besucht, dann haben wir ein Memory Wheel konstruiert. Das Problem ob
es in einem (gerichteten) Graphen G einen Kreis gibt der alle Knoten genau einmal
besucht ist als (gerichtetes) Hamilton-Kreis-Problem bekannt. Das Problem ist in
beiden Varianten NP-schwer. Dieser Modellierung liefert also kein direkt brauchbares
Kriterium um zu entscheiden, ob ein Memory Wheel existiert.
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Abbildung 1: Zwei Bilder des de Bruijn Graphen B;.

Einen neuen Zugang bekommen wir, indem wir die Kanten des de Bruijn Graphen
B, beschriften. Jede Kante bekommt ein bindres Wort der Ldnge n + 1 zugewiesen,
die ersten n Bits sind die des Anfangsknotens und das letzte Bit, ist das letzte Bit des
Endknotens.

Beobachtung. Mit dieser Beschriftung haben wir eine Bijektion zwischen den Kanten
von 53, und den bindren Wortern der Ldnge n + 1 hergestellt.

Die Beschriftungen von zwei gerichtet aufeinanderfolgenden Kanten stimmen in
den n Bits ihres gemeinsamen Knotens tiberein. Diese Tatsache fiihrt uns zur folgenden
Proposition:

Proposition 9.1 Zwischen den Memory Wheels fiir bindre Worter der Lange n+1 und
den Eulerkreisen in B, gibt es eine Bijektion.

Beweis. (Memory Wheel — Eulerkreis) Die ersten n Bits des Memory Wheels kodieren
meinen Startknoten, die ersten n + 1 Bits meine Startkante, die aus den Startkno-
ten in den Knoten geht, der durch die Bits 2 bis n + 1 kodiert wird. So kénnen wir

VDas rechte illustriert einen Zusammenhang mit dynamischen Systemen, sieche Wikipedia[en](de
Bruijn Graph).
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9. Memory Wheels und das BEST-Theorem

Kante fiir Kante einen Eulerkreis bauen. Weil jedes Wort im Memory Wheel genau
einmal vorkommt, benutzen wir jede Kante genau einmal. Also haben wir zumin-
dest einen Eulerweg. Da das Memory Wheel geschlossen ist kdnnen wir weitergehen,
d.h. Startknoten und Endknoten sind gleich und wir haben einen Eulerkreis.

(Memory Wheel « Eulerkreis) Zwei Kanten, die in einem Eulerkreis aufeinander
folgen unterscheiden sich nur in einem Bit. Die n Endbits der ersten Kante, sind die n
Anfangsbits der folgenden Kante. So tragt jede Kante (bis auf die Startkante) ein Bit zu
einer Bitfolge S bei. Das Bit der Startkante bekommen wir, indem wir den Eulerkreis
noch um den einen Schritt verldngern. Jede Kante und damit jedes bindre Wort der
Liange n+1istin S kodiert, d.h. S ist ein Memory Wheel. 0

Beobachtung. In 3, existiert ein Eulerkreis

Beweis. Es gilt indeg(v) =2 = outdeg(v) flr alle Knoten v (fiir das Wegshiften einer 1
und einer 0 gibt es jeweils eine eingehende Kante und fiir das Anhdngen einer 1 und
einer 0 jeweils eine ausgehende Kante). Zu dem ist 3, stark zusammenhadngend (das
bedeutet, dass es zu je zwei Knoten u,v einen gerichteten u — v Weg gibt). Den starken
Zusammenhang von 3, kann man so sehen: Sei b = [by, by,..., b, ] ein beliebiger Knoten
und ¢ = [¢y,¢5,...,¢,] ein weiterer beliebiger Knoten, dann existiert ein gerichteter
Kantenzug tiber folgende Knoten von b nach c.

[bl,bz,...,bn] — [bz,...,bn,Cl] — ... [bn,Cl,...,Cn] hrd [Cl,Cz,...,CH]
Damit sind die beiden Bedingungen fiir die Existenz eines Eulerkreises in einem

gerichteten Graphen erfiillt. A
Wir wissen nun also: Es gibt Memory Wheels fiir alle 7.

Frage: Wie viele Memory Wheels fiir n+ 1 gibt es?

Die Antwort auf diese unsere 2te Frage ist 22" ~("*1). Die Anzahl ist verbltiffend nahe
an der einfachen oberen Schranke 22" die man bekommt indem man sich klar macht,
dass ein Eulerkreis mit Start im Knoten 0" vollstdndig beschrieben ist, wenn man ftir
jeden Knoten festlegt welche der beiden ausgehenden Kanten beim ersten Besuch
genommen wird.

9.2 Zahlen von Eulerkreisen in gerichteten Graphen

Der folgende Satz ist benannt nach de Bruijn, van Aardenne-Ehrenfest, Smith und
Tutte, seinen Entdeckern oder, wenn wir keine Platonisten sind, seinen Erfindern.

Satz 9.2 (BEST-Theorem)

Sei D ein Eulerscher gerichteter Graph (d. h. indeg(v) = outdeg(v) ftir alle Knoten v
und stark zusammenhdngend), sei T,(D) die Anzahl der Arboreszenzen in D mit
Wurzel v und E,(D) die Anzahl der Eulerkreise mit Startkante e = (v, w). Dann gilt:

E,(D)=T,(D)- ]—[(outdeg(u) —1)!

ueV
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9.2 Zihlen von Eulerkreisen in gerichteten Graphen

Beweis. Wir wollen den Satz tiber eine Bijektion € <> (A, ty,...,77,,) beweisen, dabei
handelt es sich bei € um einen Eulerkreis, bei A um eine Arboreszenz und bei 7r; um
eine Permutation der out-Kanten von v; die nicht in A sind.

Zu einem Eulerkreis € = (e, ¢,,...,¢,,) mit Startknoten v = v; und Startkante e = ¢; =
(v1,v,) betrachten wir den Last-Exit-Tree: Fiir jeden Knoten w # v zeichnen wir die
Kante aus, tiber die € den Knoten zuletzt verldsst. Sei T die Menge der ausgezeichneten
Kanten.

Wir wollen nun zeigen, dass es sich bei T um eine Arboreszenz handelt.

Es gilt |T|=n—1, da jeder Knoten aufier v eine Kante zu T beitrdgt. T ist kreisfrei.
Dies folgt per Widerspruchsbeweis: Angenommen T enthélt einen Kreis aus Kanten
€, €.+, €. Dann gelangt man tiber ¢; wieder in den Startknoten der Kante ¢; . Das
liefert einen Widerspruch, da durch die last-exit-Wahl gilt 7; <7, <... <7} <1y.

Fiir alle v; # v speichern wir in 7t; die Reihenfolge der ausgehenden Kanten in e,
dabei lassen wir die letzte Kante weg, sie ist Kante im last-exit-Tree. Fiir v; ist 77 die
Reihenfolge der ausgehenden Kanten in € mit Ausnahme der ersten Kante e;.

Um zu zeigen, dass es sich bei unserer Abbildung um eine Bijektion handelt, zeigen
wir, dass sie injektiv und surjektiv ist.

Die Abbildung € — (A, my,...,7t,) ist injektiv. Seien € und €’ zwei Eulerkreise, die
sich in mindestens einer Kante unterscheiden. Betrachte den Startknoten w, der
ersten Kante, in der sich € und €” unterschieden. Die Reihenfolge der Kanten ist hier
unterschiedlich, dies spiegelt sich entweder in 7, oder in einer unterschiedlichen
ausgehenden Kante im last-exit-Tree wieder. Das heifst (A, 7y,...,77,) und (A4, n{, e, T0)
sind unterschiedlich.

Die Abbildung € — (A, 1y,...,7,) ist surjektiv. Aus (A, 1ty,...,7T,) ldsst sich ein Eu-
lerkreis € erzeugen, der auf das Starttupel abgebildet wird. Wir starten mit der ver-
einbarten Kante e. Wenn wir einen Knoten w erreicht haben finden wir die nidchste
Kante entweder in 7, oder wenn schon alle bis auf eine ausgehende Kante benutzt
wurden im last-exit-Tree. Um zu zeigen, dass wir auf diese Weise einen geschlossenen
Kantenzug konstruieren, der jede Kante genau einmal verwendet, nehmen wir an,
alle Kanten an v; (der Wurzelknoten von A und Startknoten von e) sind benutzt, aber
es gibt eine unbenutzte Kante f im Graphen. Da die Kante f noch nicht benutzt
wurde, existiert an ihrem Endknoten w; eine Kante, die noch nicht benutzt wurde
(indeg(w;) = outdeg(w;)). Insbesondere wurde die Kante, die w; zur Arboreszenz
beitrdgt, noch nicht verwendet. Indem wir das Argument je flir den nédchsten Knoten
wiederholen, konnen wir einen Kantenzug aus nicht benutzten Kanten konstruieren,
der in vy endet. Das ist ein Widerspruch. Das heif$t, in dem konstruierten Kantenzug
werden alle Kanten verwendet und der Kantenzug ist ein Eulerkreis. 0O

Folgerung. Ist D eulersch, so ist T,,(D) = T,,(D) fiir alle Knoten v und w.
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9. Memory Wheels und das BEST-Theorem

9.3 LEigenwertversion des Matrix-Baum-Satzes

Lemma 9.3 Sei M eine (n x n)-Matrix mit M1 =0 und 1M = 0 (alle Zeilensummen
und alle Spaltensummen sind 0). Dann gilt: det(M — xI) = —xn det(M’) + x*..., wobei
M’ der erste Hauptminor von M ist.

Beweis. Aus M1 = 0 folgt det(M) = 0, also gilt flir das charakteristische Polynom
det(M —xI) = x(...). Die Zeilensummen von M sind 0, also entsteht aus M —xI, in dem
wir alle Zeilen zur ersten hinzu addieren, eine Matrix der folgenden Form:

Diese Matrix bezeichnen wir mit M; und vermerken, dass M’f der Matrix M — xI ohne
der ersten Zeile entspricht. Da die Determinante eine Multilinearform ist, gilt mit den
bisherigen Uberlegungen:

det(M — xI) = det(M;) = —xdet *
Mj

Nun kénnen wir alle Spalten von M; zur ersten Spalte addieren. Auch die Spalten-
summen von M sind 0, also ergibt sich Folgendes:

n 1 1
—X
det(M — xI) = —xdet
M’ —xI
—X
Die Laplace-Entwicklung nach der ersten Spalte liefert die Behauptung. 0

Beobachtung. Wenn M (tiber C) die Eigenwerte (yy,..., 4,) hat, dann gilt:

n

det(M —xI) = l—[([/ll' —X) Mz —xl_[(/ul- —X)= —xl_[/ul- +x%(...)
i=2

Korollar 9.4 (Eigenwertvariante des Matrix-Baum-Satzes)
Wenn (yy,...,py,) die Eigenwerte der Laplacematrix von G sind, dann gilt:

1 n
G = ]_[#i
i=2
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9.3 Eigenwertversion des Matrix-Baum-Satzes

Beweis. Wir wissen, dass die Zeilen- und die Spaltensummen der Laplacematrix L
null sind, das heifit 41 = 0. Der Matrix-Baum-Satz besagt T(G) = det(L’). Mit dem eben
gezeigten Lemma und der Bemerkung folgt:

—xndet(L') + x*(...) = det(L — xI) = —x]_[,ul- +x%(...)
i=2

1 n
Koeffizientenvergleich liefert: det(L) = — | | Ui 0O
n
i=2

Betrachten wir nun den gerichteten Fall. Sei D ein gerichteter Euler’scher Graph.
Das heifst fiir alle Knoten v € V gilt indeg(v) = outdeg(v) und D ist stark zusam-
menhédngend. Dann gilt, dass die Zeilen- und Spaltensummen der gerichteten Lapla-
cematrix M null betragen. Daraus folgt: T, (D) = L[], y;, wobei wie gehabt T,(D) die
Anzahl der Arboreszenzen mit Wurzel v bezeichnet und die y; die Eigenwerte von M
sind (wir setzen y; = 0 voraus).
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Graphentheorie, TU Berlin, WS 2013/14 Vorlesung
Dozent: Stefan Felsner

Mitschrift: Laura Vargas Koch

Datum:12.11.2013

BEST-Theorem und Eigenwerte der
Adajzenzmatrix

In dieser VL beschiftigen wir uns mit einer exakten Bestimmung der Anzahl der
Arboreszenzen des de Bruijn Graphen. Daraus erhalten wir mit dem BEST-Theorem
die Anzahl der Memory Wheels, diese Anzahl 22"~("*1) wurde in der vorigen VL schon
genannt.

Anschliessend entwickeln wir einen Algorithmus, mit dem man aus primitiven
Polynomen Memory Wheels erzeugen kann.

Im letzten Teil der VL wenden wir uns dann einem neuen Thema zu und betrachten
die Eigenwerte von Adjazenzmatrizen (die Eigenwerte von Laplacematrizen haben im
ersten Teil der VL eine Rolle gespielt).

Eigenwerte des de Bruijn Graphen B,(m)

Wir wollen nun allgemeine Memory Wheels und de Bruijn Graphen B,,(m) betrachten.
Das bedeutet, wir lassen nicht nur beliebige Wortldngen n, sondern auch Alphabete
beliebiger Grofie m zu.

Auch in allgemeinen de Bruijn Graphen gibt es Eulerkreise. Die Anzahl dieser folgt
tiber das BEST-Theorem aus der Anzahl der Arboreszenzen.

Lemma 10.1 Sind u,w Knoten von B,(m), dann existiert ein eindeutiger Pfad u =
Uy — u; —...—> u, =w der Linge n.

Beweis. Sei u =[a;...a,]|, w=[by,...,b,]. Definiere u; = [a;;1...a,b;...b;]. Das bedeu-
tet, der gewtinschte Pfad entsteht dadurch, dass in den Startknoten nach und nach die
Zeichen des Endknotens eingeshiftet werden. A

Bemerkung. Man kann verschieden Varianten der de Bruijn Graphen betrachten.
Erlaubt man vorne und hinten Shifts, dann entsteht ein symmetrischer, also ein unge-
richteter Graph. Falls m > n gilt, kann man den Graphen auf die Knoten einschranken,
die nur aus unterschiedlichen Buchstaben bestehen.

Proposition 10.2 Die Eigenwerte von M(3,(m)) sind 0 und m. Der Eigenwert 0 tritt
einfach auf, m tritt (m" — 1)-fach auf.

Beweis. Sei A = (a; ;) die gerichtete Adjazenzmatrix von B,(m), d.h.a;; =1 wenni —j
eine Kante ist, ansonsten ist ajj = 0.
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10. BEST-Theorem und Eigenwerte der Adajzenzmatrix

Es gilt A" =], wenn | die Matrix bezeichent, in der tiberall Einsen stehen. Denn an
Stelle (i,j) von A" steht die Anzahl der gerichteten Wege von Knoten i zu Knoten j
mit 7 Kanten. Im Lemma haben wir gezeigt, dass diese Anzahl immer 1 ist.

Die Matrix | hat den Eigenwert m” zum Eigenvektor 1. Da rang(J) = 1 ist, hat |
den Eigenwert 0 mit Vielfachheit m" — 1. Damit folgt, dass auch A den Eigenwert 0
(m" —1)-fach besitzt. Zudem hat A den einfachen Eigenwert m&, wobei & eine n-te
Einheitswurzel ist. Den Wert von & kénnen wir wie folgt feststellen: spur(A) =) ;a;; =
#( Schlaufen ) = m, aber auch spur(A) =) p; = m&. Daher ist £ = 1.

Sei M(B,,(m)) = ml —A(B,(m)), dann hat M den Eigenwert m mit Vielfachheit m" -1,
denn jeder Eigenvektor zum Eigenwert 0 von A ist ein Eigenvektor zum Eigenwert m
von M. Zudem hat M den Eigenvektor 1 mit Eigenwert 0. 0O

Mit der EBigenwertvariante des Matrix-Baum-Satzes und unseren Uberlegungen zu
den Eigenwerten der Laplacematrix M (B, (m)) von B,(m) bekommen wir:
Folgerung.

Tv(Bn(m)) — anm”—l — mm”—(n+1)
m

Wenn D ein zusammenhdngender 2-in-2-out Graph ist, dann gilt mit dem BEST-
Theorem E(D) = T,(D) - [[,ev(2—1)! = T,,(D). Insbesondere gilt das ftlir den de Bruijn
Graphen B,,. Das heifdt, die Anzahl der Eulerkreise in B, und damit der Memory
Wheels fiir bindre Worter der Lange n+ 1 betrdgt E(B,) = T,(B,) = 22" =(n1)

Algorithmen fiir Memory Wheels

Statt den de Bruijn Graphen zu berechnen, der mit m” Knoten sehr viel Speicherplatz
benétigt, wollen wir zu einem gegebenen Wort (sy,...,s,) den Nachfolger s,,; direkt
berechnen.

Ein algebraischer Ansatz Sei p eine Primzahl, n € N. Wir wollen Wérter der Lange n
tiber IFP ={0,...,p— 1} bestimmen. Als Rekursionsansatz wdhlen wir

Sk =0a1Sk—1 *+ ...+ AaySj—n-
Mit den Anfangsbedingungen s_; = 0 fiir alle i > 1 und beliebigem s, erzeugen wir
eine unendlich lange Folge {sy}r-co-

Beobachtung 1. Wir kénnen die Folge in beide Richtungen unendlich lang fortsetzen
(das bedeutet nattirlich, dass wir nur die Anfangsbedingungen s_; =0 flir 1 <i<n
setzen). Dabei nehmen wir an, dass a,, # 0 ist.

Beobachtung 2. Die Folge ist periodisch, weil Abschnitte der Ldnge n sie vollstdndig
definieren und es nur endlich viele unterschiedliche Abschnitte der Lange n gibt.

Um die Lange der Periode zu bestimmen definieren wir ein Polynom mit den Koeffi-
zienten der Rekursion: P(x) =1 —-a;x—...—a,x". Dazu betrachten wir die Potenzreihe

S(x) = Zf.io ijj.

Lemma 10.3 Wenn sy =1, dann gilt P(x)S(x) =1, also S(x) = ﬁ
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10. BEST-Theorem und Eigenwerte der Adajzenzmatrix

Beweis. Sei P(x)S(x) = ijxf, dann gilt:

bozl'Sozl (101)
bk:sk—alsk_l—...—ansk_n:O (10.2)
Dabei gilt die zweite Gleichheit auf Grund der Rekursion. 0

Sei von nun an sy = 1.

Lemma 10.4 Die minimale Periode r ist der minimale Wert fiir den P(x) ein Teiler
von (1 —x") ist.

Beweis.

1—x!

Q) = 3

Wenn t Periode der Folge (s;) ist, dann heben sich die Terme ab Ordnung t auf und
es handelt sich bei Q(x) um ein Polynom. Ebenfalls gilt, falls Q(x) ein Polynom ist,
miissen sich die Terme hoherer Ordnung aufheben, das heif3t ¢ ist Periode. Also gilt:
Q(x) Polynom < t Periode. 0

=(1-x")S(x)=sg+s1x+...+5x +...—sox’ —syx' ™1 — ..

Wir greifen nun auf den folgenden Satz aus der Algebra zurtick.

Satz 10.5 Fiir jede Primzahl p und jedes n gibt es Polynome vom Grad n in Fp[x] mit
P(X)|(1=xP""1) und P(X)t (1 —x") fiir alle t < p" — 1.

Uber Polynome P(x) mit den Eigenschaften aus dem Satz weif3 die Algebram noch
mehr zu sagen:

e P(x)istirreduzibel (d.h. es hat keine Teiler). Daher ist Fp(x)/P(x) ein endlicher
Kérper und isomorph zu F .

e P(x) besitzt eine primitive Wurzel (d. h. eine Wurzel, die die multiplikative
Gruppe F . erzeugt).
e Esgibt genau 2¢(p” — 1) solcher Polynome, wobei ¢ die Eulersche ¢-Funktion
ist, d.h. p(p" — 1) ist die Anzahl der Zahlen x < p" — 1 mit ggt(x,p" —1) = 1.
Beispiel. Fiir p = 2 sind die folgenden Polynome primitiv mit n = 3,..,7.

x3+x+1, x4+x+1, x5+x2+1, x6+x+1, x6+x3+x+1, X +x+1

P(x) = x* + x + 1 passt zur Rekursion s; = s;_; +s;_4 also: 0001111010110010001111...
So erhidlt man ein Memory Wheel, wenn man eine Periode auswahlt und um eine 0
erweitert.

Bemerkung. Das Finden eines primitiven Polynoms zu (p, n) ist ein schwieriges Pro-
blem.

VITn Wikipedia wird Berlekamp: Algebraic Coding Theory als Quelle angegeben. Man kann es aber auch
im Abschnitt 7.4 von Roth: Introduction to Coding Theory finden
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10.1 Eigenwerte der Adjazenzmatrizen

10.1 Eigenwerte der Adjazenzmatrizen

Sei G ein ungerichteter Graph und A seine Adjazenzmatrix. Weil A symmetrisch ist
ist A tiber R selbstadjungiert. Das bedeutet, es gilt (AT x,v) = (x, Ay). Daraus wiederum
folgt, dass alle Eigenwerte von A reell sind und dass eine orthonormale Basis aus
Eigenvektoren existiert. Wenn v einer dieser Eigenvektoren ist, dann ist die Menge
W ={w:{w,v) = 0} ein A-invarianter Unterraum.

Seien p; >... > y; die Eigenwerte von A mit den Vielfachheiten m(y;), es gilt:
1. 0=Y;a; =spur(A) = iy m(u;)p;
2. Yx mit ||x]| = 1 gilt u; > xT Ax > p; (Ubung)
3. 1TA1 = 2|E]|
4. Aus 1, 2, 3 folgt u, <0<y
Satz 10.6 Sei G ein zusammenhingender Graph mit n Knoten, A = A(G), dann gilt:
1. u<A(G)=A, fiir alle Eigenwerte p.
2. Aist Eigenwert & G ist A-reguldr
3. —=A ist Eigenwert < G ist A-reguldr und bipartit
4. G ist bipartit und u ist Eigenwert = —pu ist Eigenwert und m(u) = m(—u)
5. 0(G) £ pmax < A(G)
6. Umin(G) < pmin(H) < pimax(H) < pimar(G) tiir jeden induzierten Subgraphen H.

Beweis.
1. Sei x Eigenvektor zum Eigenwert y, sei p der Index fir den gilt |x,| > |x;| Yi. Wir
skalieren x, so dass xp = 1. Dann ergibt sich:

1l =lwxpl =1)_apul < )~ apilul < deg(p)x, < Ax, < A

2. Wenn wir in der Ungleichungskette aus 1.) zu Beginn y durch A ersetzen, dann
muss tiberall Gleichheit gelten. Das bedeutet fiir alle I € N(p) gilt |x;| = [x,| = 1 und
deg(p) = A. Wir kénnen p jetzt durch einen Knoten aus seiner Nachbarschaft ersetzen
und das Argument so auf dem ganzen Graphen fortsetzen, da G zusammenhadngend
ist. Folglich ist G A-reguldr. Fiir die Umkehrung betrachtet man den Eigenvektor 1.

3. Sei x der Eigenvektor zum Eigenwert —A. Wie in 1.) bzw. 2.) nehmen wir x, = 1 an.
Nun gilt:
Zaplx; :—Axp =-A = X :—1VZGN(p)

Dieses Muster ldsst sich auf den ganzen Graphen fortsetzen, so erhdlt man eine 2-
Farbung (mit 1 und —1) des Graphen. Das bedeutet, der Graph ist bipartit.
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10. BEST-Theorem und Eigenwerte der Adajzenzmatrix

4. Wir tberlegen uns, dass ein bipartiter Graph G(X, Y;E) eine Adjazenzmatrix der

Form A = (BOT Ig) besitzt. Sei nun (;) ein Eigenvektor zum Eigenwert p. Dann gilt By =

px ud BTx = yy. Also ist auch (x,—p)7T ein Eigenvektor zum Eigenwert —u. Damit ist
(x,9)T — (x,—)7 ein Isomorphismus zwischen den Eigenrdumen zu den Eigenwerten

pund —pu. 0
5. und 6. Ubung
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Extremale Graphentheorie

Sei G ein Graph mit n Knoten und evtl. bestimmten Eigenschaften. Kénnen wir eine
untere bzw. eine obere Schranke fiir einen Parameter des Graphen angeben? Wir
betrachten in diesem Kapitel:

* Obere Schranke fiir |E| flir Kx-freie Graphen
* Obere Schranke ftir |E| fur T, (t)-freie Graphen

* Untere Schranke fiir a (G)

11.1 Wichtige Parameter eines Graphen

Wir erinnern an die Definition einer unabhédngigen bzw. einer vollstdindigen Menge:

» [ C V isteine unabhingige Menge in G, falls der induzierte Teilgraph G|[I] keine
Kanten enthalt.

» [ C V ist eine vollstindig Menge (eine Clique) in G, falls der induzierte Teilgaph
G[I]isomorph zum vollstandigen Graph ist: G[I] ~ K. (Man sagt G sei K,-frei,
falls G keine Clique der Grofie n enthdlt.)

Definition 11.1 (Wichtige Parameter eines Graphen: a, w, x und 0)
Sei G = (V,E) ein Graph. Dann ist die Unabhdngigkeitszahl von G die Gréfse der
grofsten unabhidngigen Menge:

a(G) =max{|l|: I C V unabhdngig in G}

Die Cliquenzahl von G ist die die Grofse der grofsten vollstdndigen Menge, was der
Unabhdngigkeitszahl des Komplements von G entspricht:

w(G) =max{|[|: I C V vollstindig in G} = a(G)

Die Farbungszahl von G ist die Gréfse der kleinsten Partition von V' in unabhidngige
Mengen:

X(G) =min{t: dPartition Iy,...,I; von V so dass alle I; unabhdngig in G sind}

Die Cliquentiberdeckungszahl von G ist die GréfSe der kleinsten Partition von V in
vollstdndige Mengen:

0(G) = )((G) = min{s : JPartition Cy,...,C,; von V so dass alle C; Cliquen sind}
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11. Extremale Graphentheorie

Proposition 11.2 Die Farbungszahl ist nie kleiner als die Cliquenzahl.
XZ2w

Beweis. Sei C eine Clique in G und Iy,...,I; eine Partition von V in unabhidngige
Mengen. Da der Schnitt zwischen C und einer beliebigen Menge I; der Partition
maximal einelementig ist, gilt:

t t
Cl=lcnl Ju|<) 1cnni<t.
i=1 1

1=
Da die Ungleichung fiir Cliquen und Partition beliebiger GrofSe gilt, gilt sie auch fiir
die grofite Clique und die kleinste Partition. 0O

e Ungerade Kreise sind Beispiele von Graphen mit y # w, denn es gilt x(Coxyq) =
3 und w(G) = 2.

e Ein Graph G =(V,E) ist perfekt wenn fiir alle W C V gilt x(G[W]) = w(G[W]).
Wir werden perfekte Graphen in spédteren Vorlesungen studieren.

11.2 Obere Schranke fir |E| fir K, -freie Graphen

Wir stellen zuerst fest, dass das Verbieten von Cliquen der Gréf3e k + 1 dquivalent ist
zum Verbieten von Cliquen der Grofle > k + 1. Insofern kénnen wir auch nach der
maximal moglichen Kantenanzahl eines Graphen, der nur Cliquen der Gréfie < k
enthdlt, fragen:

max{[E[: es gibt G (V,E) mit w(G) <k} =?

Intuitiv ist klar, dass inklusionsmaximale Cliquen der Grofle < k Kanten ,,verschwen-
den“,sodass ein in Bezug auf die Kantenanzahl maximaler Graph nur maximale Cli-
quen des Grof3e k haben sollte — eine Forderung, die vollstindige k-partite Graphen
erftillen.

Wir machen diese Intuition zuerst fiir bipartite Graphen (nur maximale Cliquen
der GroBe 2) explizit, was den Satz von Mantel (Prop. liefert. Dann verallgemei-
nern wie dieses Resultat auf k-partite Graphen (nur maximale Cliquen der Grof3e k),
wodurch wir den Satz von Turan erhalten.

Bipartite Graphen

Sei G ein bipartiter Graph, also x (G) = 2, mit n Knoten. Insbesondere ist G dreiecksfrei,
d.h. w(G) < 2. Wir leiten zuerst eine obere Schranke fiir die Kantenanzahl eines
bipartiten, dann fiir die eines dreiecksfreien Graphen her.

Proposition 11.3 Sei G = (V,E) ein bipartiter Graph mit n Knoten. Es gilt:
2
n
E|<|—|
Fi<| )
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11.2 Obere Schranke fiir |E| fiir Ky-freie Graphen

Beweis. Fiir vollstindige bipartiten Graphen K, ,, gilt |E| = n;n,. Jeder bipartite
Graph mit n Knoten ist Teilgraph eines K,,, ,, mit ny + n, = n. Daher gilt

|E| < max{nn;:ny +n, =nj.

Offenbar maximieren n; = [%-I und n, = [%J die rechte Seite, d.h.

s 3113115

Theorem 11.4 (Satz von Mantel)
Ftir die Anzahl der Kanten eines dreiecksfreien Graphen gilt:

s

und Koz ist (bis auf Isomorphie) der eindeutige maximierende Graph.

Beweis. Wir fiihren den Beweis per Induktion tiber n. Da wir im Induktionsschritt
jeweils von n—2 nach n schlieflen, brauchen wir zwei Induktionsanfdnge: Fiir n € {1, 2}
ist die Aussage offenbar wahr.

Sei G =(V,E) nun ein dreiecksfreier Graph mit n Knoten und {u#,v} € E. Da u und v
keinen gemeinsamen Nachbarn haben, gilt (deg(u)—1)+ (deg(v)—1) < n—2. Fiir die
Anzahl der mit u oder v inzidenten Kanten gilt also:

1+ (deg(u)—1)+(deg(v)—1)<n-1.

Auf G’ = G—-u-v, also den Graphen der sich durch Loschen der Knoten u und v (sowie
aller inzidenten Kanten) ergibt, kénnen wir die Induktionsvorraussetzung anwenden:

(n_2)2J:{4(n_1)+(n_2)2J:V_ZJ

|E|§n—1+|E(G)|§n—1+{ 1 1 1

Dass Kpz7| 2] der eindeutige kantenmaximale Graph ist, kann man genauso per In-
duktion zeigen. 0O

Der Satz von Turan

Theorem 11.5 Sei G = (V,E) ein Graph mit n Knoten und Cliquenzahl w (G) <k e N.
Dann gilt:

l)nz
2

< —_
-]

.....

Turan-Graph Ty (n) bezeichnet wird, ist bis auf Isomorphie der einzige maximierende
Graph.
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11. Extremale Graphentheorie

Beispiel. Betrachte tripartite Graphen (k = 3) mit 10 Knoten. Die Schranke aus dem
Satz ist (1 ) 10° = 33,3. Fiir die kantenzahl des Turan- Graphen T5(10) = Ky 5 5 gilt:
|E(Ky33)=4: 3+3 3+4-3=33.

Beweis. [Beweis mittels Verschieben von Gewichten]

Sei G = (V,E) ein einfacher Graph mit V = {vy,...,v,}. Fir einen Gewichtsvektor
weRL; mit } 1", w; =1 definieren wir den Gewichtsausdruck

Z wzw]

{V[,Vj}EE

Wir kénnen ¢ nutzen, um eine Aussage liber die Kantenanzahl von G zu machen,
indem wir den ,Einheitsgewichtsvektor wy = %]1 einsetzen: g(wg) = % |E].
Ein Maximierer w™®* von g liefert dann eine obere Schranke fiir |E|:

|E| < ng(w™) (¥)

Nun zeigen wir die Existenz eines Maximierers w™®*, dessen Gewicht auf einer Clique
gleichverteilt ist. Dabei verschieben wir das Gewicht iterativ auf die Clique, in dem
wir in jedem Schritt aus einem Gewichtsvektor w einen neuen w’ erzeugen, s.d. g (w’) >
g(w).

1. Konzentriere das Gewicht auf einer Clique

Falls w das Gewicht noch nicht auf einer Clique konzentriert, dann gibt es v;,v; € V
mit w;, w; # 0 und {v;,v;} € E. Seien

Z wy und  s;: Z wk

I/kEN VkEN

die Gewichte der Nachbarschaften von v; und v;. Wir nehmen an, dass s; > s; gilt.
Erzeuge nun einen neuen Gewichtsvektor w” durch Verschieben des Gewichts von
Knoten v; auf den Knoten v;:

W= w; + W), w]’- =0, und w; :=wVk=i,j
Es gilt ¢(w’) > g(w), da

g(w')—g(w) - (wl’.si+w]'.5]) (ws +w]s])

= si(wi+wj—wi)—sjwj > 0.

2. Verteile die Gewichte gleichmifSig auf der Clique

Sei C eine Clique, auf der sich die Gewichte von w konzentrieren. Falls die Gewichte
der Knoten noch nicht gleich sind, so gibt es v;,v; € C mit w; > w;. Erzeuge nun einen
neuen Gewichtsvektor w’ durch gleichméfliges Verteilen des Gewichts w; + w; auf
beiden Knoten v; und v;:

w: = w]/.;: 5 -, und w;{ = kakii,j.
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11.2 Obere Schranke fiir |E| fiir Ky-freie Graphen

Sei w nun also ein Gewichtsvektor, der seine Masse gleichméf3ig auf einer Clique C
der Grofle t verteilt, d.h w; = % fir alle v; € C. Dann gilt:

1 t(t=1)1 1 1 1 1
= W = — = —_— = = —— )< = _—
swi= ) wwi= ) m=—5p 2(1 t)_2(1 k)
v;#v;€C v;#v;€C
Die letzte Ungleichung folgt hier aus t < w(G) < k. Also gilt g(w™®) < %(1 — %) und
mit (¢ ist der Satz bewiesen. 0

Beweis. [Beweis durch Induktion und Rechnung]

Wir verallgemeinern den Beweis des Satzes von Mantel (Prpp. [L1.4): Falls G eine
maximale Anzahl von Kanten hat, so enthédlt G mindestens eine k-Clique A. Nun
konnen wir die Kanten in G aufteilen in die Kanten innerhalb von A, die Kanten
innerhalb des Komplements B = V\A sowie die Kanten zwischen A und B. Fiir die
Anzahl der Kanten in B kénnen wir Induktion verwenden. Es gilt:

k
2

2
1)(”—k) lvweE:veAbeB)<(n-k)(k-1)

|E[A]|s(), EBI < (1- )55

Die letzte Ungleichung ergibt sich aus der Tatsache, dass jeder der n —k Knoten in
B maximal k —1 Nachbarn in A haben kann, sonst gdbe es eine k + 1 Clique. Die
Behauptung folgt durch Ausrechnen der Summe. 0

Beweis. [Beweis, der uns uns ein maximierendes Beispiel schenkt]

Wir zeigen zuerst, dass ein kantenmaximaler Graph G isomorph zu einem vollstdndi-
gen multipartiten Graphen K, _, ist. Hierfiir stellen wir die Knotenmenge V als
disjunkte Vereinigung unabhdngiger Mengen dar. Hilfsmittel ist die durch

U~v < uv ek

gegebene Relation auf V. Offenbar ist ~ symetrisch und reflexiv (G ist einfach, enthailt
also keine Schleifen). Damit ~ eine Zerlegung von V in Aquivalenzklassen liefert,
miissen wir Transitivitdt zeigen. Fiir allgemeine Graphen ist sie nicht gegeben, wohl
aber fiir K; + K,-freie, d.h. falls es keine drei Knoten u, v, w gibt, so dass der induzierte
Graph G[u,v,w] genau eine Kante enthalt.

Wir zeigen nun, dass jeder kantenmaximale Graph K; + K,-frei ist: Angenommen
es gdbe u,v,w € V mit vw € E und uv,uw ¢ E. Wir nehmen an, dass deg(v) > deg(w)
und unterscheiden zwei Fille:
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11. Extremale Graphentheorie

1. Falls deg(u) < deg(v): Losche u und verdopple v (d.h. wir fitihren einen neuen
Knoten v’ mit N(v) = N(v’) ein). Der neue Graph G’ hat mehr Kanten als G und
offenbar w(G’) < k. Das steht im Widerspruch zur Maximalitdt von G.

2. Falls deg(u) > deg(v): Losche v, w und verdreifache u (d.h. wir fithren neue
Knoten u’, u” mit N(u) = N(u’) = N(u”) ein). Da die Kante vw nur einmal
geloscht wird, hat der neue Graph G’ mehr Kanten als G (3deg(u) > deg(u) +
deg(v)+deg(w)—1), was wegen w(G’) < k im Widerspruch zur Maximalitdt von
G steht.

Somit haben wir gezeigt, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf V ist. Also ldsst sich V
als disjunkte Vereinigung unabhdngiger Mengen darstellen: V = U] 1 [ mit |I | =n;
Ein kantenmaximaler Graph ist also isomorph zu einem K,

Aus der Forderung der Ky, -Freiheit folgt t < k. Man uberlegt sich nun noch, dass

t=kundn; € H%J, L%J + 1] die Kantenanzahl maximiert. Dafiir kann man z.B. wieder
Argumente aus dem ersten Beweis verwenden (zu K,,, _, gehort eine Gewichtung mit
w; = n;/n). 0

Beweis. [Beweis mittels Cauchy-Schwarz-UG]
Wir verwenden eine untere Schranke fiir die Cliquenzahl,

w(G) > Z#eg() (%)

veV

welche sich direkt aus dem Satz von Wei (siehe VL 12) ergibt, sowie die bekannte
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(a,b)* < llall* 161

Wir definieren .
4 = —— und b; =+/n—deg(v;)
n—deg(v;)
und bekommen wegen (g, b) = n die folgende Ungleichungskette:

n

n? = (a,b)>? <Z sz in mpry Z(n deg (v;)) < k(n - 2|E])

i=1

wobei wir fiir die letzten Ungleichung () und die Voraussetzung w (G) < k verwandt
haben. Die Behauptung folgt durch Auflésung der Ungleichung nach |E|. 0
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Extremale Graphentheorie ll

Beobachtung.
2 . . . .
e Wenn |E| > 7, dann existieren Dreiecke (gemeinsame Nachbarn zweier Knoten).

2 I . . .
e Wenn |E[ > 7 + 9, dann existieren mindestens o Dreiecke.

Beweis. Der erste Teil ist der Satz von Mantel (Prop.|11.4). Der zweite Teil ergibt sich
durch iteratives Loschen einer Kante der (wegen Teil 1) an einem Dreieck beteiligt ist.

Satz 12.1 Wenn |E| > ( + C) n?, dann enthalt G mindestens 2c(3) Dreiecke.

Beweis. Wir beginnen mit einfachen Beobachtungen zu Dreiecken.
e Eine Kante (u,v) ist in mindestens d,, + d, —n Dreiecken enthalten.

Dies gilt weil d, +d, < n+|N(u)NN(v)| und jeder Knoten in N(u) NN (v) mit der Kante
(u,v) ein Dreieck bildet.
Daraus folgt:

#DreieckeZ% Z(vardu [ Z Z n|E|]é%[;d7gn|E|].

uveE v ueN(v
Wir betrachten nun den Durchschnittsgrad d,, in G:

B 2|E @ D
Zd ll ( +2c)n>g und da\,—gz2cn

Ausserdem wenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Vektoren 1 und d
an: (Y. d,)* < n- (¥ d2). Multiplikation mit n~2 liefert:

1 } 2 1 } 2E 2
; dy = (; dv) - da
Mit diesen Hilfsmitteln erhalten wir:

. Al E,B 1 n® n-dy, n
#Dreiecke Zg(gdg—nlﬂ] > §(” d2 - —dav):T(da\,——)

Dn-d, C n3 n
>— N Ien>2c— >2
=z cn c32 c(3)

Wir betrachten im Folgenden die maximale Kantenzahl von Graphen auf n Knoten
ohne H Subgraphen. Daflir stellen wir eine kompakte Notation bereit:
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12. Extremale Graphentheorie 11

Definition 12.2 (Extremalfunktion)

ex(n,H) := max(|E|: G = (V,E), Graph ohne H Subgraph,|V|=n)
Mit dieser Notation konnen wir den Satz von Turdn auch so schreiben:

k=1 n?* k-=1{n
ex(”’K"+1)ST'7~T(2)

Satz 12.3 (ErdGs-Stone 1948)
Ftir den Turdn-Graphen Ty, (r) gilt:

ex(n, Tis1 (1)) = (521 + o(1))(5)

Satz 12.4 (ErdGs-Simonovits 1966)
Ftir jeden Graphen H mit x(H) =k +1 gilt:

ex(n,H) = (5L + o(1))(})

Wir folgern ein etwas schwécheres Ergebnis direkt aus Erdés-Stone. Unser Argument
zeigt, dass die Farbungszahl von H die Grossenordnung von ex(n, H) bestimmt.

Die Farbungszahl von H erzwingt, dass H nicht Teilgraph eines Turdn-Graphen
Tr(r) sein kann, Yr. Andererseits gibt es ein r, so dass H Teilgraph von Ty, () ist. Also

.lt f.. B :
gilt tlr grolses n ex(n, H) < ex(n, Ty, (7)) =

Beispiel.

1. ex(n,Oktaeder) = %2 + o(n?), Abb. zeigt: Xx(Oktaeder) = 3.

Abbildung 1: Der Graph des Oktaeders.

2. ex(n,lkosaeder) = %2 + o(n?), es gilt: x(Ikosaeder) = 4

3. ex(n,Wiirfel) = o(n?), da der Wiirfel bipartit ist. Fiir bipartite H ist die genaue
Bestimmung von ex(n, H) schwierig.

Satz 12.5 Ftir den 4-Kreis Cy gilt:
ex(n,Cy) = (% + o(l))n3/2.
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12.1 Eine Schranke fiir die Unabhdngigkeitszahl o

Beweis. (Kirschenzihlen)
Ein Paar (u,{v,w}) mit {v,w} C N(v) nennen wir a
Kirsche. Indem wir die u-Knoten der Kirschen
betrachten, bekommen wir:

e #Kirschen=1), (d2”)

Da unser Graph Cy-frei ist gibt es zu jedem Paar

v, w hochstens ein u, so dass v-u-w eine Kirsche v W
bildet. Daraus folgt: ADbb. 2: Eine Kirsche. Die Kante zwi-
e # Kirschen < (n) schen v und w kann existieren,
=12

muss aber nicht.
Aus den beiden Abschidtzungen fiir die Kirschen-
zahl folgt: Y d2 <n(n—1)+Y.d,. =n(n—1)+2|E|.
Die mit Cauchy-Schwarz bewiesene Ungleichung (}_ d,)? < nY d2 kennen wir be-
reits. Zusammen ergibt das: 4 - |E|* = (Zdu)2 < n*(n—1) + n2|E|. Die Losung der
quadratische Gleichung liefert die gewtinschte Schranke |E| < % +7. 0O

Nun folgt ein kurzer Uberblick zu den bekannten Schranken fiir die Extremalfunk-
tionen einiger bipartiter Graphen. Dabei bezeichnet Q3 den Wiirfelgraphen.

o 1Y% <ex(n,Q3) < c;n%?, es wird vermutet, dass der Wert ¢,1n%/ ist.

9/8 5

o c1n”® <ex(n,Cg) < con¥* , allgemein wird vermutet ex(n, Cy) = @ (n!*(1/6)),

o o n?3 <ex(n,Kyy) <con”/*

o ex(n,K;) <cn® M1, s<t<

12.1 Eine Schranke fiir die Unabhangigkeitszahl «

Zur Erinnerung: die Unabhingigkeitszahl von G die Groéfle der gréfiten unabhdngigen
Menge:
a(G) =max{|I|: I C V unabhidngig in G}

Wenn wir eine maximale unabhidngige Menge I betrachten, dann gilt V = {J,¢; N[v]
und alson <} ;d, +1<|[|(A+1). Daraus folgt eine einfache untere Schranke an a:

n

> .
a_A+1

Mit einer kleinen wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegun kénnen wir eine
Schranke herleiten die hdufig besser ist: Erzeuge eine zufillige Teilmenge S von V
indem jeder Knoten v mit Wahrscheinlichkeit p fiir S ausgewdhlt wird und zwar

VI'W-Theorie in der Nuschale gibt es im néchsten Kapitel.
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12. Extremale Graphentheorie 11

unabhdngig von anderen Knoten. Die erwartete Grofse von S ist E(|S|) = p - n und fur
die erwartete Kantenzahl von Gig) gilt

E(|E;s))) = ZPr(e € Es)) = Z Pr(u € S)Pr(veS)=p?-|E|

eeE (u,v)eE

Die Gleichung (#) folgt hier aus der Unabhdngigkeit. Wenn wir von jeder Kante in
G[s) einen der Endknoten 16schen bekommen wir eine unabhédngige Menge S” mit
|S’| > |S| = |E[s)|- Fiir den Erwartungswert dieser unabhéngigen Menge gilt E(|S’|) >
pn—p?|E|. Wegen 2|E| = nd,, bekommen wir mit der Wahl von p = d%w die Ungleichung
E(|S’]) > #av. Aus der unteren Schranke an den Erwartungswert, fiir die Grofle der
unabhingigen Menge S’, folgt die Existenz einer unabhingigen Menge die mindestens

diese Grofie hat und also "

2d,,

Achtung: Wahrscheinlichkeiten liegen im Intervall [0, 1]. Also gilt dieser Beweis nur
fiir p= - <1, also d,, > 1. Dass die Ungleichung sonst nicht immer gilt, siecht man
2.B.an G = ([5],{{1,2},13,41)).

Eine noch etwas stdrkere Schranke bekommt man mit dem Satz von Turdn. Aus

dem Satz folgt sofort d,, < (1 — %)n und also w > n_rfiav. Diese untere Schranke an

die Cligenzahl tibersetzt sich wegen a(G) = w(G) und d,,(G) =n—-1-d,,(G) in die
folgende Schranke fiir die Unabhdngigkeitszahl:

a(G) >

n

>
a(G) = dy, +1

Nun wollen wir aber endlich das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren.

Satz 12.6 (Wei 1981)
Ftir jeden Graphen G gilt:

1
a(G)ZZd .
v v

Beweis. Wir betrachten den Algorithmus MIN. In diesem und ebenso im Algorithmus
MAX ist der Grad eines Knotens immer der Grad im aktuell giiltigen Graphen.

MIN(G)
while Vs =0 do
x < Knoten minimalen Grades
I —1+x
G« G- N][x]
return |

Die Menge I ist offenbar unabhdngig. Der Algorithmus gehort zur Familie der
Greedy-Algorithmen (greedy=gierig) denn der Knoten x wird jeweils kurzsichtig als
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12.1 Eine Schranke fiir die Unabhdngigkeitszahl o

der Knoten gewdhlt der fiir die folgende Iteration moglicht viele Knoten tibrig ldsst.
Diese Vorgehensweise ist einfach, muss aber nicht das optimale Resultat liefern.

Fiir einen Graphen G definieren wir A(G) =}, d,,lT' Nun betrachten wir die Diffe-
renz A(G) - A(G - N[x]):

A(G)-AG-N[x) < ) L ocd+)—— =1,

VT d,+1 d,+1

Die erste Ungleichung gilt, da fiir jeden Knoten u ¢ N|[x] der Grad d,, in G — N|x]
kleiner oder gleich dem Grad d, in G ist und also du1+1 d, - < 0. Fir die zweite
Ungleichung verwenden wir 4, > d,.

Der A-Wert des Graphen reduziert sich in jedem Schleifendurchlauf um hochstens
1. Wenn der Algorithmus endet ist der A-Wert A(0) = 0, also gibt es mindestens A(G)
Schleifendurchldufe. Da der unabhdngigen Menge in jedem Schleifendurchlauf ein
neues Element hinzugeftigt wird gilt also |I| > A(G). 0

Wir geben nun einen zweiten Beweis des Satzes, dafiir betrachten wir den folgenden
Algorithmus MAX:

MAX(G)
while EG * (Z) do
x < Knoten maximalen Grades
G—G-x
return Vg

Wiederum ist offensichtlich, dass der Algorithmus eine unabhidngige Menge er-

zeugt. Zur Analyse betrachten wir erneut die Verdnderung des A-Wertes in einem
Schleifendurchlauf:

A(G-x)-A(G) = Z — - Z d o

d+1 de+1 d+1

[l
Q..
Q..
+
;_x

dx+1 dx+1

Also kann der A-Wert insgesamt nur wachsen. Fiir eine unabhdngige Menge I gilt
A(I) =Y ,¢; 1 =|I|. Daher gibt der Algorithmus eine unabhdngige Menge zurtick, deren
Grofle zumindest A(G) ist. 0O
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Mehr zu a(G) und Ramsey-Theorie

In der 12. Vorlesung wurde die folgende untere Schranke an die Unabhdngigkeits-
zahl a(G) studiert:

1

Diese Ungleichung 1df3t sich nicht nur algorithmisch beweisen, sondern auch stochas-
tisch, was wir in diesem Kapitel tun wollen. Zundchst miissen wir uns jedoch an einige
Definitionen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie erinnern.

13.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie kurzgefasst
Wir beginnen mit der Definition des Wahrscheinlichkeitsraumes:

Definition 13.1 Seien () eine endliche Grundmenge und Pr: Q) — [0,1], so dass
Z Pr(w) = 1.
weQ)

dann bezeichnet (), Pr) einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung. Die Funktion Pr in Definition ist noch kein Wahrscheinlichkeitsmaf,
kann aber kanonisch auf die gesamte Potenzmenge P(()) erweitert werden:

Pr(A) = ZPr(w), VA eP(Q).
w€eA

Mit dieser Erweiterung ist Pr ein WahrscheinlichkeitsmafS auf P(Q).
Die Teilmengen eines Grundraumes () eines W-Raumes (€2, Pr) werden Ereignisse
genannt. Zwei Ereignisse A, B C () heifSen unabhangig, falls gilt:

Pr(ANB)=Pr(A)-Pr(B). (Unabhéngigkeit)

Zu einer (reellwertigen) Zufallsvariable (ZV) X : O — R definieren wir den Erwartungs-
wert als:

E(X):= ;X(w) -Pr(w) = ,XZ@)X -Pr({X = x}), (Erwartungswert)
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wobei die zweite Summe eine Kurzschreibweise {X = x} ftir das Urbild von {x} unter X
benutzt. Seien X,Y ZV und t € R. Es gilt

E(X+t-Y)=E(X)+t-E(Y). (Linearitdt)

Die Berechnung des Erwartungswerts ist im Falle von {0, 1}-Zufallsvariablen (also
einer ZV, die nur die Werte 0 und 1 annimmt) besonders einfach. Sei B so eine Zufalls-
variable, es gilt:

E(B) = Z b-Pr(B=b)=0-Pr(B=0)+1-Pr(B=1)=Pr(B=1)
be{0,1}

Beispiel. Wie viele Dreiecke hat ein zufdlliger Graph auf n Knoten? Es sei G ein
Zufallsgraph auf n Knoten. Der Graph G soll jede Kante e € ([g]) unabhdngig mit

Wahrscheinlichkeit p := Pr(e) = % enthalten. Man kann sich fragen, wie viele Dreiecke
(3-Cliquen) G im Erwartungswert haben wird. Sei X(G) := Anzahl der Dreiecke in G.
Der Graph G ist ein Ereigniss und X ist eine Zufallsvariable, deren Erwartungswert

E(X) gesucht ist. Zur Vereinfachung erhalt jede dreielementige Teilmenge T € ([g]) der
Knoten noch eine Zufallsvariable

YT(G) =

1, T ist Dreieck in G,
0, sonst.

Da die die Kanten unabhdngig mit Wahrscheinlichkeit p im Zufallsgraphen G enthal-
ten sind gilt Pr(Yr = 1) = p> = 1/8. Durch die Variablen Y driickt sich X leicht aus
als

X(G)= ) Yr(G),

re()

und fiir den Erwartungswert von X gilt (wenn alle Summen als Summen tiber T € ([’;])
interpretiert werden):

E(X)=E() Yr)=) E(Yr)=) Pr(¥p=1)= %(’;)

13.2 Ein stochastischer Beweis der Schranke an a(G)

Zum Beweis der Schranke an a(G) betrachten wir den diskreten Wahrscheinlichkeits-
raum (S,,U), wobei S, die symmetrische Gruppe und U die Gleichverteilung auf S,,,
also U(n) = % tir alle T € S,,. Zu einer gegebenen Permutation 7 betrachten wir die
unabhdngige Menge

[():={veV: i l(v)<nH(w) YweN(@)).
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1

Abbildung 1: Beispiel fiir eine von einer Permutation induzierten Menge:
Fiir m1=(2,6,3,5,4,1) ist die unabhdngige Menge I(m) = {2, 3,4}.

Ein v € V is also in der Menge I(7t) wenn es das erstes Element seiner geschlossenen
Nachbarschaft N[v]in v ist. Aus dieser Beschreibung folgt sofort, dass der beztiglich 7t
zweite Knoten jeder Kante nicht in I(7) ist. Also ist I(7r) eine unabhidngige Menge in G.
Abbildung(I]illustriert dies an einem Graphen mit 6 Knoten. Zieht man zufallig eine
Permutation, so gilt folgendes Lemma:

Lemma 13.2 Ftir v aus der Gleichverteilung und v € V ist

Pr(v € I(T()) = deg(lm

Beweis. Die Wahrscheinlichkeit, dass v als erstes Element seiner Nachbarschaft N[v]

in 7 steht, ist natiirlich genau so grof3 wie fiir jedes andere Element aus N[v], und
IN[v]| = deg(v) +1. m

Satz 13.3 Es sei G fest und X : (S,,U) — N die Zufallsvariable X(m) = |I(7)|, die die
Grofse der unabhingigen Menge I(7t) misst. Fiir den Erwartungswert von X gilt:

1
()= Zdeg(v) +1

Beweis. Wir definieren erneut 0, 1-Variablen

1, vel(mn)
Y. (1) :=
v(7) {O, sonst.

und X ist nattirlich die Summe der Y-Variablen, also gilt:

EX)=E() 1))=Y E,)=) Pr(v,=1)= Xdeg(lﬁ.

Dabei kam Lemma fiir das letzte Gleichheitszeichen zum Einsatz. 0
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Warum beweist Satz die Schranke an a(G)? Der Erwartungswert von X aus
dem Satz liefert insbesondere die Existenz eines 7t* € S,, mit X(7c*) > E(X) =)_ deg(1W'
Dieses 7t* hdngt natiirlich von G ab.

Dieser Beweis ist weniger konstruktiv als die beiden Algorithmen aus der vorigen
Vorlesung, welche die unabhdngige Menge direkt ausgeben. Die Permutationen kénnen
aber genauso benutzt werden, man zieht einfach wiederholt mit Zurticklegen, bis
man eine Permutation der erwiinschten Gréf3e gefunden hat, was die Frage nach der
erwarteten Anzahl solcher Ziehungen aufwirft.

Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie wird in den folgenden Kapiteln zu Ramsey-
Zahlen und Kreuzungszahlen immer wieder als Beweisstrategie flir Existenzaussagen
herangezogen werden.

13.3 Ramsey Theorie

Zum Einstieg in die Ramsey Theorie betrachten wir die folgende Zahlensequenz der
Linge 10 =32+1:
351109 2 47 6 8

Wer genau hinschaut, findet ,lange”“monotone Teilsequenzen:
2 4 8 mon. steigend
351 10 9 2 4 8

6
6
10 9 6

7
7 mon. fallend

In einer Sequenz der Lange 3% muss es im Allgemeinen keine monotone Teilfolge der
Ldnge 4 geben. Hier ist ein Beispiel:

741852963
Das Beispiel zeigt, dass die Aussage im folgenden Lemma bestmdoglich ist.

Lemma 13.4 (Erdos, Szekeres ’35)
In jeder Folge ay,ay,...,a,2,; verschiedener Zahlen gibt es eine monotone Teilsequenz
der Linge > n.

Beweis. Zum Beweis definieren wir uns Mengen S fiir k = 0,..,n+1. Das Element a; ist
in Sy wenn g; letztes Element einer k-elementigen, aber keiner k+1-elementigen, mono-
ton wachsenden Teilfolge in a4, ..., a; ist. Mit den so definierten Mengen unterscheiden
wir zwei Fille:

[Syi1 # 0] Per definitionem existiert dann eine wachsende Teilfolge der Lange n + 1
und wir sind fertig.

[Sps1 = 0] Die Mengen Sy,...,S, sind eine Partition der n®> + 1 Folgenglieder in n
Teile. Nach dem Schubfachprinzip muss eine der Mengen mindestens n + 1 Elemente
enthalten. Mit der folgenden Behauptung sind wir also auch in diesem Fall fertig.
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13. Mehr zu a(G) und Ramsey-Theorie

Behauptung. Fiir jedes k sind die Elemente aus Sy eine fallende Teilfolge.

Bew. der Beh.: Fiir zwei Elemente a;,a;,,, € S gilt stets a; > a;,,,. Andernfalls kénnte
die in a; endende Sequenz der Lange k um a;,,, zu einer k + 1-elementigen verldngert
werden. Das steht aber im Widerspruch zu a;,,, € S. 0

Beispiel. Die S; aus Lemma haben fiir die Beispielfolge 3,5,1,10,9,2,4,7,6,8 die
folgende Gestalt:

S, 3 1
T T
S, 5 2
TNT
S; 10 9 4

TN\

S, 7 6
T
Ss 8

Satz von Ramsey

Zundchst werden wir den Satz von Ramsey in einer recht allgemeinen Version for-
mulieren und beweisen. Anschlieffend werden wir uns dann Varianten des Satzes
zuwenden, und einige interessante Folgerungen betrachten.

Der Vollstdndigkeit halber sei zunédchst der hier verwendete Begriff von Fiarbung
geklart:

Definition 13.5 Sei S eine Menge und t € N. Eine t-Fdrbung von S ist eine Abbildung
¢:S —{1,...,t}. Fiir eine t-Farbung nennen wir R C S monochromatisch in Farbe t,
falls ¢(r) =t fiir aller € R.

Satz 13.6 (Satz von Ramsey)
Fiir k,t,nq,...,n, € N existiert eine Zahl Ry, = Ry(t,ny,...,n;) so dass fiir alle N > Ry

und alle t-Farbungen von (UZ]) eini€{l,...,t} und ein N; C [N] mit |N;| > n; existiert,
so dass (UZZ']) monochrom in Farbe i ist.

Beweis. Wir verwenden vollstdndige Induktion tiber die Parameter ¢,k,ny,...,n;. Zu-
ndchst betrachten wir t = 2 und k = 1, hier folgt Ry(2,ny,n;) = n; + n, — 1 aus dem

Schubfachprinzip. Jetzt halten wir t = 2 fest und zeigen die Aussage mit Induktion
nach k und ny,n,. Fiir den Induktionsschritt beweisen wir die folgende Ungleichung;:

Ry(2,ny, l”lz) < Ry (Z'Rk(zl ny = 1!”2)rRk(21 nyny—1))+1

Sei N zumindest so grofs wie die Zahl auf der rechten Seite. Fiir x € [N] und eine

2-Farbung (rot-blau Fiarbung) ¢ von (UZ]) betrachten wir die k-Teilmengen, die x
enthalten. Farbe die k —1-Teilmengen S von [N ]\ x mit der Farbe der k-Teilmenge S + x
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13.3 Ramsey Theorie

in ¢. Die so induzierte Farbung liefert eine Menge von Ri(2,7; —1,n,) Knoten deren
(k —1)-Teilmengen alle rot sind oder eine Menge von Ri(2,1ny,n, — 1) Knoten deren
(k —1)-Teilmengen alle blau sind. Im zweiten Fall haben wir eine rote k-Hyperclique
auf n; Elementen oder eine blaue k-Hyperclique auf n, — 1 Elementen. Da aber alle
k —1-Mengen blau sind kénnen wir x dazunehmen und bekommen so eine blaue
k-Hyperclique mit n, Elementen. Der erste Fall funktioniert vollig analog.

Fiir den Induktionsschluss in der Induktion nach ¢ zeigen wir:
Ri(t,ny,...,ny) S Rp(2,n1, Re(t = 1,n,...,14))

Sei N wieder zumindest so grofd wie die Zahl auf der rechten Seite (dass die Zahl auf
der rechten Seite existiert ist Teil der Induktionsvorausssetzung). Gegeben sei eine
t-Farbung ¢ der k-Mengen von [N ]. Wir erhalten eine 2-Farbung ¢’, indem wir Farbe 1
beibehalten und alle anderen k-Mengen rot farben. Aufgrund der Wahl von N gibt
es nun beztiglich ¢’ entweder eine n;-Menge in Farbe 1 oder eine Ry(t —1,n,,...,1n;)-
Menge in rot. Wiedereinsetzen der alten Farben 2,...,t liefert aufgrund der Definition
von Ri(t—1,n,,...,n;) die Behauptung. 0O
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Ramsey-Theorie auf Graphen

Wir werden uns nun mit dem Spezialfall des Ramsey-Satzes befassen, der im
Zusammenhang mit Graphen besonders relevant ist, d.h. mit dem Fall k = 2. Wenn
auch noch t = 2 angenommen wird, dann betrachten wir Farbungen der Kanten des
K, in zwei Farben,typischerweise rot und blau. Jeder einfache Graph G = (V, E) auf
n Knoten liefert eine Rotblaufdrbung des K, indem E rot und (‘2/) \ E blau gefdrbt
werden. Die blau gefarbten Kanten sind genau die des zu G komplementadren Graphen.
Satz[13.6|liefert uns die Existenz eines n, ab dem der K,, bei beliebiger Rotblaufirbung
stets eine rote oder eine blaue Clique einer gewissen Minimalgréie enthalt.

14.1 Ramsey-Theorie auf Graphen

Definition 14.1 (Ramsey-Zahl)
Fiir k,I € N definieren wir die Ramsey-Zahl

R (k,I) :=min{n e N: V¢ Rotblaufirbung enthilt K, rote k- oder blaue I-Clique}.

Beobachtung. Ftir n > R (k,[) gilt fiir jeden Graphen G auf n Knoten w(G) > k oder
a(G)>1. A

Zu zeigen, dass R (3, 3) = 6 ist ein klassisches Puzzle der Unterhaltungsmathematik.
Allgemein ist die exakte Bestimmung der Werte von R (k,[) ein extrem schwieriges
Problem. Illustriert wird das durch ein Gleichnis von Paul Erd&s (hier Zitiert nach
Spencer):

Erdés asks us to imagine an alien force, vastly more powerful than us,
landing on Earth and demanding the value of R(5,5) or they will destroy
our planet. In that case, he claims, we should marshal all our computers
and all our mathematicians and attempt to find the value. But suppose,
instead, that they ask for R(6,6). In that case, he believes, we should attempt
to destroy the aliens

Der folgende Satz liefert eine obere Schranke an R (k, k).

Satz 14.2 Fiir k e N ist
R(k, k) <221 1.
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Beweis. Es muss gezeigt werden, dass K,, beztiglich jeder Rotblaufdrbung fiir n >
22k=1 _1 eine monochrome k-Clique enthilt. Definiere S' := [n] und X :=0, i := 1 und
farbe nun iterativ Knoten nach folgendem Schema:

1. Falls S? = ) STOP, andernfalls fahre fort:
2. Wihle beliebigen Knoten x; aus S’ und ftige ihn zu X hinzu.

3. Es sei S™*! die groflere der beiden Nachbarschaften N, (x;), Nj(x;) C S’, wobei
N,(x;):={v € S": Kante (x;,) ist rot} und Ny(x;) analog.

4. Fdrbe x; in der Farbe seiner groferen Nachbarschaft.
5.i:=i+1

Behauptung |S7| > 227 — 1.
Der Beweis erfolgt durch Induktion. Der Induktionsanfang gilt aufgrund der Wahl
von S'. Im Schritt von i — i + 1 gilt wegen der Wahl der gréfieren Nachbarschaft:

Der Algorithmus wéhlt daher mindestens 2k — 1 Knoten aus und terminiert nicht
vorher. Also muss X eine monochromatische Teilsequenz der Gréfie > k besitzen.
Diese Teilsequenz ist eine monochromatische Clique beztiglich der urspriinglichen

Farbung, denn aus x; rot folgt, dass alle Kante (x;, x;) mit j > i rot sind. 0O

Erdés entdeckte den folgende probabilistische Beweis einer untere Schranke:

Satz 14.3 Eine untere Schranke an R (k, k), k € N ist gegeben durch

R(k,k)> 2%,
Beweis. Sei 1 < 2%. Wir betrachten eine Zufallstirbung ¢ des K,;, in der jede Kante

(S ([g]) unabhdngig mit Wahrscheinlichkeit % rot getfdrbt wird, ansonsten blau. Fiir
ein A € (") gilt:
k) 8Lt

Pr(A mono. bzgl. ¢) = (%)(lﬁ) + (%)(ﬁ) =2 (l)(2 :

A mono. rot A mono. blau

Die Existenz einer monochromatischen k-Clique schreibt sich dann als Vereinigung
aller solcher Ereignisse und ldsst sich durch die Subadditivitdt des Wahrscheinlich-
keitsmafles Pr abschédtzen:

Pr(dA : A mono. bzgl. ¢) = Pr(U(A mono. bzgl. ¢)) < ZPr(A mono. bzgl. ¢)
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k k k
n 1\ gk kK2 n 22+l
-(k)'z'(z) R -(2—) o <h

Dabei gilt die letzte Ungleichung weil fiir k > 3 beide Faktoren kleiner als 1 sind.

Aus Pr(dA : A mono. bzgl. ¢) < 1 folgt, dass es fiir n < 2% rot-blau Farbungen des
K,, ohne monochromatische k-Clique geben muss. 0

Die Schranke kann verbessert werden.

Beobachtung. Wenn eine Farbung des K,, bezliglich einer 2-Farbung insgesamt m
monochromatische k-Cliquen besitzt und m < n, dann erhalten wir durch Léschung
eines Knotens aus jeder monochromatischen Clique eine 2-Fiarbung des K,,_,, ohne
monochromatische k-Clique.

Diese Beobachtung ldsst sich zu einer Verbesserung der unteren Schranke an R (k, k)
ausbauen.

Satz 14.4 (Spencer '87)
Ftir k € N ist die Ramsey-Zahl nach unten beschrdnkt durch

ko

Rk k) > 5.2

4
Beweis. Der Beweis geht in zwei Schritten vor. Zundchst bestimmen wir m so, dass
es eine 2-Farbung mit héchstens m monochromatischen k-Cliquen gibt. Im zweiten
Schritt wahlen wir dann ein 7 so in Abhédngigkeit von k, dass n —m mdglichst grofs ist.

Sei n > k zundchst beliebig gewdhlt. Wir betrachten eine zufdllige 2-Firbung wie im

Beweis zu Satz|14.3| Fiir A € ([Z]) definieren wir die {0, 1}-Zufallsvariable

X e 1, A monochromatisch gefédrbt,
A 0, sonst.

Die Wahrscheinlichkeitdaftir , dass X4 = 1, haben wir uns schon tiberlegt:

Pr(X, =1)=2. (%)‘5’ 1)

Die erwartete Anzahl der monochromatischen k-Cliquen berechnet sich dann als

E) Xa)=) E(Xy)=) Pr(Xy=1)= (:)21‘(5) —m,,.

Aus dem Erwartungswert folgt die Existenz einer Farbung ¢, so dass K,, héchstens

m, monochromatische k-Cliquen beztiglich ¢, hat.
Sei nun n:= % .2'7". Das Léschen von m, Knoten aus dem ¢-gefdrbten K,, induziert
eine Farbung des K,,_,, ohne monochromatische k-Clique. Wir finden nun zunéchst

eine geeignete Abschdtzung fiir m,,.

my = z.(’;)z—@ 2y, 27

= Kkl ek k1
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Die Stirling-Formel besagt k! ~ ];—:\/2nk, damit kirzt sich praktisch alles weg und

wir erhalten m,, < ,/% < 1. Also gibt es fiir n = % .27 eine Farbung des K,,_; ohne
monochromatische k-Cliquen. Da die Euler-Zahl e kleiner ist als 4 gilt die Behauptung
des Satzes. 0

Eine bessere obere Schranke

Die folgenden Schritte (ohne Beweis) fithren zu einer besseren oberen Schranke als
der in Satz bewiesenen.

e R(k,)<R(k-1,)+R(k,1-1)
« R(k 1)< (552

* R(kk)< (zg(k_—ll)) ~ \/% (Stirling-Formel)

14.2 Eine Anwendung in der Geometrie

In diesem Abschnitt studieren wir Punktmengen in der Ebene. Die Punktmenge P
sei dabei beliebig in allgemeiner Lage gewdhlt, das heift, keine 3-Menge von P ist
kollinear. Man kann sich fragen, ob es zu gegebenem n € N eine Mindestgrofie N (n)
der Punktmenge P gibt, die ein konvexes n-gon in P erzwingt. Diese Fragestellung ist
als Happy End Problem bekannt geworden und wurde von Erdds und Szekeres mit ja
beantwortet. Wir beweisen diesen Satz mit der erarbeiteten Ramsey-Theorie, unter
Zuhilfenahme der folgenden zwei Lemmata:

Lemma 14.5 (Esther Szekerez (geb. Klein) ’33 )
Es sei P eine Menge von 5 Punkten in der Ebene in allgemeiner Lage. Dann enthdlt P
ein konvexes 4-gon.

Beweis. Betrachte die Ecken P der konvexen Hiille von P. Aus der allgemeinen Lage
folgt: |P| > 3. Falls |P| € {4, 5}, haben wir direkt unser 4-gon gefunden. Falls |P| = 3,
so ist conv(P) ein Dreieck, in dessen inneren zwei Punkte u,v € P\ P liegen. Die
durch u und v definierte Gerade schneidet das Dreieck conv(P) in zwei Randkanten.
Die beiden Eckpunkte der dritten Kante bilden gemeinsam mit ¥ und v ein konvexes
4-gon, siehe Abb. O

Lemma 14.6 Sei P eine Punktmenge in allgemeiner Lage, so dass jede 4-Menge in P
konvex ist. Dann ist P konvex.

Beweis. Betrachte die konvexe Hiille conv(P) von P mit Eckpunkten P C P. Dieses
Polygon kann trianguliert werden. Angenommen, ein p € P \ P liege im Inneren von P.
Dann liegt es im Inneren eines Dreiecks der Triangulierung. Zusammen mit den

75



14. Ramsey-Theorie auf Graphen

=~ -
-~
-
-~
-
-~

I
|
|
z
Abbildung 1: Die 4-Menge {x, u, v, z} ist konvex.

Eckpunkten des Dreiecks liefert uns p somit eine 4-Menge in nicht konvexer Lage,
was der Annahme widerspricht, siehe Abb. 0O

Abbildung 2: Die konvexe Hiille einer Punktmenge kann stets trianguliert werden (links).
Ein Punkt p € P\ P muss im Inneren eines Dreiecks X = {x,x,,x3} liegen, so dass X U {p}
eine nicht-konvexe 4-Menge bildet.

Satz 14.7 (P. Erd6s und G. Szekeres ’'35)
Fiir alle n € N existiert ein N (n), so dass jede Punktmenge P mit N (n) < |P| ein konvexes
n-gon enthdlt.

Beweis. Wihle N(n) := Ry(2,5, n).
Sei P eine beliebige Punktmenge in allgemeiner Lage mit P > N(n). Farbe die 4-
elementigen Teilmengen A C P anhand der Regel

rot, A nicht konvex,

P(A) :=

B blau, A konvex
Aufgrund der Wahl von N (n) hat P eine monochromatisch gefdrbte blaue n-Menge P’

oder eine rote 5-Menge. Letztere darf es nach Lemma aber nicht geben. In P’ sind
alle 4-Mengen konvex, also ist P’ nach Lemma selbst konvex. 0O
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Konvexe Mengen in der Ebene

In der 14. Vorlesung haben wir den Satz von Erdds Szekeres kennengelernt. Wir haben
gesehen, dass fir eine beliebige nattirliche Zahl n eine Zahl N(n) existiert, sodass
jede Punktmenge P in allgemeiner Lage, die grof3 genug ist (|P| > N(n)) ein konvexes
n-gon enthdlt. Wir werden in dieser Vorlesung verschiedene obere Schranken von
N (n) kennenlernen.

15.1 Schranken an N(n) mit Ramsey

Wir werden wieder ein Ramsey-Argument verwenden, daftir benttigen wie eine Far-
bung. Diesmal farben wir die 3-elementigen Teilmengen der Punktemenge wobei wir
annehmen, dass die Punkte nummeriert sind, d.h. wir haben eine Bijektion zwischen
der Punktmenge und den Zahlen in [n]. Beztiglich dieser Nummerierung kann ein
Dreieck im Uhrzeigersinn oder im Gegenuhrzeigersinn orientiert sein. Die Orientie-
rung verwenden wir um die Farbe des Tripels {7, j, k}, mit i < j <k, festzulegen, siehe

ADbD. j r

O O

i k i j
Abbildung 1: Links ein im Uhrzeigersinn orientertes Dreieck, rechts eines im Gegenuhrzeiger-
sinn.

Lemma 15.1 Sei P eine Punktmenge. Falls alle drei-elementigen Teilmengen von P
monochrom rot bzw. blau sind, dann ist P konvex.

Beweis. (per Widerspruch) Angenommen alle 3-Teilmengen von P sind rot aber P
ist nicht konvex. Dann existieren vier Punkte in nicht konvexer Lage, so dass alle 3
Teilmengen rot sind. Dann ergibt sich fiir die Punkte i < j < k der konvexen Hiille
dieser Menge die in Abb. [2gezeigte Situation.

Wenn bei T; der Fall x < i oder bei T, der Fall x > k eintritt, dann haben wir einen
Widerspruch zu i < x < k und Tj3 ist blau. Also muss x > j und x < j gelten, das ist aber
auch unmoglich. O

77



15. Konvexe Mengen in der Ebene

]
O
Da T, :=(i,],x) rot ist, folgt x <i oder x > j.
L Da T, :=(j, k, x) rot ist, folgt x < j oder x > k.
X Da T; := (i, x,k) rot ist, folgt i < x <k.
T3
i k

Abbildung 2: Das rote Dreieck (7, j, k) und die Bedingungen fiir rote Teildreiecke.

Theorem 15.2 Fiir die Zahl N(n) aus Satz[14.7gilt N (n) < R3(n, n).

Beweis. [I - Tarsy] Wir benutzen die rot-blau Farbung aus Abb. |1} Da |P| > R5(n,n)
existiert eine monochromatische n-Teilmenge Q. Aus Lemma folgt, dass Q konvex
ist. O

Beweis. [II von Theorem Wir definieren eine 2-Firbung ¢ der 3-Mengen von
P: eine 3-Menge wird durch ¢ rot gefdrbt, falls die Anzahl der Punkte im Inneren
des induzierten Dreiecks ungerade ist und blau wenn die Anzahl gerade ist. Da
|P| > R5(n, n) existiert eine monochromatisch gefdrbte n-Teilmenge Q C P. Aus dem
nachfolgenden Lemma[15.3]folgt, dass alle 4-Teilmengen von Q konvex sind und daher
mit Lemma [T4.6]dass Q konvex ist. 0O

Lemma 15.3 Sei P eine Punktmenge. Vier Punkte von P in nicht konvexer Lage
bestimmen eine beztiglich ¢ rote und eine beztiglich ¢ blaue 3-Menge.

Beweis. A
Seien p,q,r,s vier Punkte von P in nicht konvexer
Lage. Sei s der Knoten im Inneren des von der
3-Menge {p,q,r} aufgespannten Dreiecks. Fiir x €
{p,g,r} sei A, die Anzahl der Punkte im Inneren
des Dreiecks {p,g,7,s}\x. Im Inneren des Dreiecks b 7
{p,q,7} sind Ap +Aq +A,+1 Punkte, der Extrapunkt

ist s. Wenn AP/ Aq und A,, alle die gleiche Paritat ADbb. 3: [llustration zum Lemma.
haben, in Abb. [3|sind die zugehorigen Dreiecke

rot, dann hat Ap + Aq + A, + 1 die andere Paritdt, das Dreieck {p,g,r} hat die andere
Farbe. 0

15.2 Bessere obere Schranke

Wir werden im Folgenden mehr Geometrie verwenden und so eine bessere Schranken
fir N(n) gewinnen. Dazu definieren wir:
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Definition 15.4 (Miitze, Tasse)

Sei P C R? eine Punktmenge mit n € N Punkten. Dann bildet P eine n-Mcitze bzw.
eine n-Tasse, falls alle p € P auf dem Rand Von conv( ) liegen und die Kante vom
X- m1n1malen zum x-maximalen Punkt zu conv(P) gehért, d.h. conv(P) sieht wie folgt

> N>

n-Mititze n-Tasse

Theorem 15.5 Sei f(n, m) die minimale Anzahl von Punkten in allgemeiner Lage, die
eine n-Miitze oder eine m-Tasse erzwingen. Dann gilt

n+m-—4

f(n,m)s( no? )+1

Beweis. (per Induktion)

IA: Fiir den Induktionsanfang setzen wir einen der beiden Parameter gleich 3. Es
ist zu zeigen, dass f(3,n) = f(n,3) = n. Wir behaupten, dass n Punkte ohne 3-Tasse
eine n-Miitze sind. Um dies einzusehen, nummerieren wir n Punkte von links nach
rechts. Der Punkt mit der kleinsten x-Koordinate erhéalt die Zahl 1, der Punkt mit
der grofiten x-Koordinate erhdlt die Zahl n und die Punkte dazwischen erhalten die
Nummer entsprechend der Reihenfolge ihrer x-Koordinate. Nun betrachten wir fiir
geordnete 3-Teilmengen (i, ], k) mit i < j < k von P die Orientierung der durch die
dadurch induzierten Dreiecke. Falls eine 3-Teilmenge existiert, die ein gegen den
Uhrzeigersinn orientiertes Dreieck induziert, so bildet diese 3-Teilmenge eine 3-Tasse.
Andernfalls sind alle 3-Teilmengen im Uhrzeigersinn orientiert und P bildet eine
n-Mititze. Der Induktionsanfang ist erftillt, da

f(n,3):ns(n;:i;4)+l:(Z:;)—i-l —n-1+1=n

Analog gilt f(3,m) =m
IS: Wir zeigen die Rekursion

f(n,m)< f(n,m=1)+f(n—1,m)—1

per Widerspruch. Sei X eine Punktmenge mit |X|= f(n,m—1)+ f(n—1,m)—1. Ange-
nommen X enthalt keine n-Mtitze und keine m-Tasse. Dann besitzt X eine (m—1)-Tasse
(wg. |X| > f(n,m—1)) und eine (n —1)-Mitze (wg. |X| > f(n—1,m)). Wir definieren
Y als die Punktmenge der linken Endpunkte von (m —1)-Tassen in X. Dann enthdlt
Y := X - Y keine (m — 1)-Tasse, da die linken Endpunkte der (m — 1)-Tassen fehlen.
Folglich gilt |Y| < f(n,m - 1) und somit [Y| > f(n—1,m). Da Y C X, enthilt Y keine
m-Tasse, also eine (n — 1)-Miitze.
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15. Konvexe Mengen in der Ebene

Wir definieren p als den letzten (d.h. x-maximalen) Knoten einer (n — 1)-Miitze in
Y.DapeY,ist pauch linker Endpunkt einer (m —1)-Tasse. Wir betrachten nun den
AuBlenwinkel a :=% (p~,p,p™).

p
> 180°: p Wir verldngern die (n — 1)-Miitze, indem wir den Kno-
a= ' ten p* dazunehmen und erhalten eine n-Miitze.
p+
-
180°: p Wir verldngern die (m — 1)-Tasse, indem wir den Kno-
as< ) ten p~ dazunehmen und erhalten eine m-Tasse.
p+

Damit gilt f(n,m)<f(n-1,m)+ f(n,m-1)-1

IX n—-1+m-4 1t n+rm-1-4 -1
- n—-1-2 n-—2

_(n+m-4 41

|\ n-=-2
und somit die Behauptung 0O
Bemerkung. Die Schranke in Theorem ist scharf.
Theorem 15.6 Wir bekommen nun eine obere Schranke ftir N (n):

2(n-2) L om-2)
N(n)< f(n,n) < +1x~—=2
(n) < f(n.n) (n_z) o

Literatur und Hintergrund

Die Schranke aus Satz wurde schon von Erdés und Szekeres 1934 [1] bewiesen.
Erd8s und Szekeres [2] zeigten spéter auch eine untere Schranke

N(n)>2""2+1.
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Die Vermutung ist, dass diese untere Schranke den tatsdchlichen Wert von N(n) angibt.
Der grofste exakt berechnete Wert ist N(6) = 17.

Die obere Schranke blieb mehr als 60 Jahre unverdndert. 1998 gab es dann in kurzer
Folge drei Verbesserungen in Arbeiten von Chung-Graham, Kleitman—Pachter sowie
Téth—Valtr. Der Stand der Dinge seitdem ist

das ist etwa die Hilfte der alten Schranke. Eine gute Ubersicht tiber diese Entwicklun-
gen gibt [3].

Statt nach konvexen Teilmengen kann man auch nach konvexen k-Lochern fra-
gen, d.h. nach konvexen k Teilmengen A einer Punktmenge X, so dass die konvexe
Hiille von A keine weiteren Punkte aus X enthdlt. Die Existenz von 5-Léchern wurde
schon in den 70er Jahren gezeigt. Horton konstruierte eine unendliche Familie von
Punktmengen ohne 7-Locher. Gerken und (unabhédngig) Nicolds gelang es 2005 zu
zeigen, dass 6-Locher auch existieren. Wie grofS eine Menge sein muss damit sie ein
6-Loch enthilt bleibt ungeklidrt, Valtr [4] beweist eine Schranke und enthilt weitere
Literaturangaben zum Thema Locher.
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Kreuzungszahlen

Wir betrachten in dieser Vorlesung Kreuzungszahlen. Kreuzungszahlen geben die
minimale Anzahl von Kanten-Kreuzungen in einer Zeichnung eines Graphen in die
Ebene an. Zu einem gegebenen Graphen suchen wir also eine Zeichnung, sodass
sich moglichst wenige Kanten (Kurven oder Strecken) kreuzen. Zunédchst werden
Kreuzungszahlen definiert und ein kurzer Uberblick gegeben. Anschliefend wer-
den wir verschiedene Kreuzungszahlen in einen Zusammenhang setzen und untere
Schranken herleiten. Abschlieffend wird ein Problem vorgestellt, das wir mit Hilfe
von Kreuzungszahlen elegant 16sen kénnen.

16.1 Einfihrung Kreuzungszahlen

Definition 16.1 Sei G ein Graph. Dann definiert

* cr(G) die minimale Anzahl von (Kanten-)Kreuzungen in einer Zeichnung von G
(d.h. Kanten sind einfache Kurven)

» ¢r(G) die minimale Anzahl von (Kanten-)Kreuzungen in einer gradlinigen Zeich-
nung (d.h. Kanten sind Strecken)

Kreuzungszahlen wurden vom ungarischen Mathematiker P4l Turdn wahrend des
Zweiten Weltkriegs untersucht. Turdn war interniert und musste in einer Backsteinfa-
brik arbeiten. Eine der Aufgaben war es Steine zwischen Brennéfen und Lagerrdaumen
mit Loren zu transportieren. Zwischen den Brennéfen und den Lagerstellen verliefen
Schienen, an Kreuzungen entgleisten die Loren gerne, das fiihrte zu erheblicher Mehr-
arbeit. Daher war Turdn an einer Minimierung der (Gleis-)Kreuzungen interessiert
und fragte konkret nach der Kreuzungszahl von vollstdndig-bipartiten Graphen K, ,,.
Dieses Problem wird daher auch als das brick factory problem bezeichnet.

Wir geben zunichst eine kleine Ubersicht tiber Vermutungen und Resultate zu
Kreuzungszahlen:

» Zarankiewicz-Vermutung: cr(K,, ;) = LgJL%JL%JL’”T_lJ. Die Ungleichung “<”
zeigt man mit einer Zeichnung (Kreuzférmig angeordnete Knoten).

* Guy-Vermutung: cr(K,) = %L%JL%JL”—?JL”—?J. Hier fiir das “<” eine geeignete

Zeichnung zu finden ist nicht so leicht.

* ¢r(G) und cr(G) sind i.A. verschieden, z.B. gilt c¢r(Kg) = 18 und cr(Kg) = 19.
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16.2 Kreuzungszahlen: geradlinige Zeichnung vs. allgemeine Zeichnung

* ¢r(K,) =~ c(};). Bekannt ist, dass die Konstante ¢ im Limes existiert sowie die
Schranken c€(0,311;0,375] wobei 0,375 = 3. Eine Abschwéchung der Guy-
Vermutung ist: ¢ = %.

» cr(K,) ist fir n e {1, 2,...,,30} bekannt, z.B. gilt cr(K3q) = 9726.

16.2 Kreuzungszahlen: geradlinige Zeichnung
vs. allgemeine Zeichnung

Wir vergleichen nun die Kreuzungszahlen cr(G) und cr(G).
Beobachtung. Fiir jeden Graphen G gilt cr(G) <cr(G).

Wir stellen uns die Frage wie grof3 die Differenz cr(G) — cr(G) sein kann. Mit der

folgenden Konstruktion kann gezeigt werden, dass diese Differenz unbeschrankt ist.
Sei H wie folgt:

Wir sehen, dass insgesamt 4 rote Kreuzungen existieren, also cr(H) < 4. Aus H
erhalten wir H,,, indem wir jede grtine Kante durch ein m-Btindel ersetzen.

m Knoten

VIIDie untere Schranke stammt aus: Improved bounds for the crossing numbers of K,,, , and K,,, E.de Klerk,
J. Maharry, D.V. Pasechnik, R.B. Richter, G. Salazar, STAM J. Discr. Math., 20, 189-202 (2006).
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16. Kreuzungszahlen

Da sich die roten und grtinen Kurven in H,, nicht kreuzen gilt, dass cr(H,,,) = cr(H) <
4. In jeder gradlinigen Zeichnung von H gibt es jedoch mindestens eine rot-griine
Kreuzung. Daher ist cr(H,,) > m. Folglich ist cr(G) — cr(G) unbeschrénkt.

16.3 Untere Schranken von Kreuzungszahlen

Proposition 16.2 Ein planarer Graph G, das ist ein Graph mit cr(G) = 0, hat héchstens
3n— 6 Kanten.

Wir werden diese Proposition im Abschnitt tiber planare Graphen als Folgerung
aus der Euler Formel beweisen, es geht aber auch direkt.

Beweis. Kantenmaximale planare Graphen, d.h. wenn das Hinzuftigen einer beliebi-
gen Kante zu einer nicht kreuzungsfreien Zeichnung fiihrt, sind Triangulierungen. Wie
der Name andeutet ist jede Fldche einer kreuzungsfreien Zeichnung ein Dreieck. Mit
Induktion kann gezeigt werden, dass eine Triangulierung mit n Knoten genau 3n—-6
Kanten hat. Die Aussage gilt fiir n = 3. Gegeben eine Triangulierung mit n > Knoten.
Sei v ein innerer Knoten und deg(v) = k. Wenn wir v 16schen entsteht ein , Loch”
dessen Rand ein Kreis der Ldnge k ist. In diesen Kreis konnen wir k-3 nichtkreuzende
Sehnen zeichnen und so das Ganze wieder zu einer Triangulierung machen (vorsicht
ist geboten, denn wir kénnten mit den neuen Sehnen Doppelkanten erzeugen). Jetzt
haben wir eine Triangulierung mit n—1 Knoten, also nach Annahme 3(n—1)—-6 Kanten.
Die urspriingliche Triangulierung hatte 3 Kanten mehr. 0

Proposition 16.3 Sei G ein Graph mit n Knoten und m Kanten. Dann gilt
cr(G)>m—(3n-06)

1. Beweis. (per Induktion tiber m) Fiir m < 3n — 6 ist nichts zu zeigen, denn cr(G) > 0.

Betrachten wir nun G mit m > 3n — 6 Kanten. Dann besitzt jede Zeichnung von G
mindestens eine Kreuzung laut Proposition Wir 16schen eine Kante e, die an
einer Kreuzung beteiligt ist und erhalten dadurch G’ := G —¢, mit m":= m -1 und
cr(G’) < cr(G) — 1. Auf G’ kann nun die Induktionsvoraussetzung angewendet werden.

Also gilt
v
cr(G)=cr(G)+1 > [m' -=(3n-6)]+1 =m—(3n-06). -

2. Beweis. Betrachte eine Zeichnung von G. Sei H ein maximaler Subgraph mit n Kno-

ten und ohne Kreuzungen. Dann gilt |[Ey| < 3n— 6 gemdf Proposition Auflerdem
gilt, dass jede Kante aus E; — Ey eine Kreuzung mit einer Kante aus E besitzt, da H
maximal. Insgesamt gilt somit

cr(G) > |Eg—Ey|l=m—(3n-6).
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16.3 Untere Schranken von Kreuzungszahlen

Proposition 16.4 Sei G ein Graph mit n Knoten und m Kanten. Dann gilt

cr(G) > "’ - O(m).

n

| —

Beweis. Wir konstruieren eine Folge von Graphen (G;, H;); nach folgender Vorschrift:
Setze G( := G und definiere H als einen maximalen kreuzungsfreien Subgraphen
von Gg. Fir i = 1,2,... definiere G; := G;_; — E(H;_;) und H; als einen maximalen
kreuzungsfreien Subgraphen von G;. Da wir nur endliche Graphen betrachten, ist die
Folge endlich. Sei t entsprechend, so dass G;, H; # 0 und G,,1,H;,; =0 Wir betrachten
nun (HZ~)lt.:1. Per Konstruktion hat jede Kante aus H; Kreuzungen mit Hy, Hy, ..., H;_;.
Also hat H; insgesamt i|E(H;)| Kreuzungen mit Hy, Hy,..., H;_;. Insgesamt ergibt sich
cr(G) > Zle i|[E(H;)|. Da wir eine untere Schranke fiir cr(G) suchen betrachten wir
folgendes Minimierungsproblem

minZimi s.t. Zmi:m und m; <3n—6 fir alle 1.

i>1 i>1

Anstelle der zweiten Bedingung betrachten wir vereinfachend m; < 3n. Dieses Problem
wird minimiert, indem wir moglichst viel ,Gewicht” auf die vorderen Terme schieben.
Die ersten s Terme von m; machen wir so grofs wie mdéglich m; = 3n, der s+ 1-ten Term
tibernimmt den Rest: m —s-(3n) < 3n. Offenbar ist s = [ 57 |. Nun gilt

t L35 EXPN
cr(G)ZZilE(HZ)IZ . i(3n)=3 ( 3”2 )
=1 i=1
1 1 m?
>335 (5= 1) = ==——O(m)
23n 3n 6 n
Das ist die Behauptung. 0O

Falls wir Graphen mit ausreichen vielen Kanten betrachten, kénnen wir die gefun-
dene untere Schranke weiter verschirfen.

Theorem 16.5 (Crossing Lemma)
Sei G ein Graph mit n Knoten und m Kanten, sodass m > 4n. Dann gilt

Bevor wir das Crossing Lemma beweisen, betrachten wir zunéchst, was wir im Unter-
schied zu Proposition [16.3|und|16.4/durch die zusdtzliche Struktur von G gewinnen.
Sei m = n'*™, dann liefert

* Proposition m cr(G) > ¢y n'*t* - O(n),
* Proposition m cr(G) > c,n' 24— O(m),
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16. Kreuzungszahlen

* Theorem|[16.5} cr(G) > c3n'*34,

Es sind noch weitere Verbesserungen des Crossing Lemmas bekannt, jedoch nur in
der Konstante. Bis auf die Konstante sind die Gréflenordnungen im Crossing Lemma
bestmoglich.

Beweis. Wir betrachten eine kreuzungsminimale Zeichnung von G und wéhlen einen
zufidlligen Subgraphen H dieser Zeichnung, indem wir die Knoten unabhédngig mit
gleicher Wahrscheinlichkeit p beibehalten. Dadurch ergibt sich fiir H die erwartete
Knotenanzahl E(|Vy|) = np sowie die erwartete Kantenanzahl E(|Ey|) = mp?. Wir
definieren die Zufallsvariable X(H) als die Kreuzungen von H in der induzierten
Zeichnung. Wir interessieren uns nun fiir die erwartete Anzahl von Kreuzungen in H,
also E(|X(H)|). Damit eine Kreuzung aus G in H beibehalten wird, miissen alle vier
Knoten der an der Kreuzung beteiligten Kanten gewdhlt werden. Dies geschieht mit
Wahrscheinlichkeit p*. Daher gilt E(|X(H)|) = [X(G)|p*.

Aus Proposition folgt, dass |X(H)| > |[Eg| - (3|Vy| - 6) > |Ey| — 3|Vy|. Daraus
folgt mit der Linearitdt des Erwartungswertes, dass E(|X(H)|) > E(|Ex|) — 3E(|Vy]) gilt.
Insgesamt gilt also

IX(G)lp* = E(IX(H)|) = mp> = 3np.

Die Wahrscheinlichkeit p wird nun geschickt als p = % festgelegt. Dies ist zuldssig, da
laut Voraussetzung m > 4n und somit p < 1. Damit gilt

E(|X(H)) . m 3n m? m3 1 m?
G) = |X(G)| = 2V O _3 _1m
er(6) =IX(G)] p* T p? pd "Ten2  ""eand ~ 64 n2

16.4 Anwendung: Einheitsabstande

In diesem Abschnitt stellen wir eine Anwendung des Crossing Lemma vor um eine
obere Schranke an die maximale Anzahl von Einheitsabstdnden auf einer Punktmenge
mit n Punkten herzuleiten. Sei U(P) die Anzahl von Einheitsabstdnden auf einer
Punktmenge P in der Ebene und U(n) = max(U(P) : |P| = n). Erd6s hat gezeigt, dass
gilt

cm”m <U(n) < czn%.

[SSITSN

Szemerédi und Trotter konnten die obere Schranke verringern auf U(n) < c3n3.
Theorem 16.6 Sei P C R? eine n-elementige Punktmenge. Dann gilt U(P) < 4n3.
Beweis. Sei P eine n-elementige Punktmenge in der Ebene. Wir kénnen annehmen,
dass jeder Punkt an mindestens zwei Einheitsabstdnden beteiligt ist, andernfalls kann
er verschoben werden, bis er es ist.

Nun betrachten wir um jeden Punkt p € P den Einheitskreis K,,. Der Kreis K, enthdlt
k Punkte genau dann wenn p an k Einheitsabstdnden beteiligt ist genau dann wenn
K, in k Kreisbogen zerfdllt. Daraus folgt, dass die Anzahl der Kreisbdgen genau 2U (P)
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16.4 Anwendung: Einheitsabstinde

ist. Um dies einzusehen, betrachten wir zwei Punkte p, g, die einen Einheitsabstand
bilden . Dann definiert p den Anfang eines Kreisbogens von K, (im Uhrzeigersinn).
Umgekehrt definiert g den Startpunkt eines Kreisbogens von K, (im Uhrzeigersinn).

Um einen Graph zu erhalten, fassen wir die Punkte als Knoten und die Bégen als
Kanten auf. So entsteht allerdings ein Multigraph. Weil alle Kreise denselben Radius
haben kann die Vielfachheit der Kanten aber héchstens zwei betragen. Nun l6schen
wir aus jedem Bogenpaar eine Kante, so dass wir einen einfachen Graphen G erhalten.
Die Kantenzahl von G betrdgt m > U(P).

Als ndchstes zeigen wir eine obere Schranke der Kreuzungszahl von G. Je zwei
Kreise kreuzen sich hchstens zwei Mal und es gibt hochstens () Paare von Kreisen,
die sich schneiden konnen. Daher gilt cr(G) < 2(}) < n?. Das Crossing Lemma liefert

uns eine untere Schranke (nattirlich gilt m > 4n) und wir erhalten n? > cr(G) > é’ﬁ

2
und somit \ 1 !
4n3 = (64n*)3 > m > U(P). .
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Der Satz von Hanani-Tutte und die
Moon-Konstruktion

HT.1 Satz von Hanani-Tutte

Satz HT.1 (Schwacher Satz von Hanani-Tutte)
Ein Graph G ist genau dann planar, wenn es eine Zeichnung von G gibt, sodass es
zwischen jedem Paar von Kanten eine gerade Anzahl an Kreuzungen gibt.

Beweis. [Induktiver graphentheoretischer Beweis]

Wir zeigen die Behauptung durch Induktion tiber die Anzahl der Knoten und
Kanten. Fiir diesen Beweis benétigen wir eine etwas stdarkere Behauptung, die uns
den Induktionsschritt ermdglicht. Auflerdem erlauben wir hier Mehrfachkanten und
Schleifen.

Behauptung. Wenn es eine Zeichnung von G gibt, sodass es zwischen jedem Paar von
Kanten eine gerade Anzahl an Kreuzungen gibt, so existiert eine planare Zeichnung
von G mit dem selben Rotationssystem.

Sei nun eine solche Zeichnung von G gegeben. Gibt es in dieser Zeichnung eine
Kante e = (u,v), die keine Schleife ist, so konnen wir diese kontrahieren, indem wir v
entlang e auf u schieben. Die zu v inzidenten Kanten zeichnen wir dabei entlang von e.
So entsteht eine Zeichnung von G, in der wieder jedes Paar von Kanten eine gerade
Anzahl an Schnittpunkten hat. Seien f, f’ € E. Falls f, f’ ¢ E(v), so dndert sich nichts
an der Anzahl der Schnitte zwischen den beiden Kanten. Falls f, f" € E(v), so kommen
pro Selbstkreuzung von e zwei Kreuzungen zwischen f und f’ hinzu, insgesamt also
eine gerade Anzahl. Aulerdem kommt pro Kreuzung von e mit f und pro Kreuzung
von e mit f’ je eine Kreuzung hinzu. Das sind aber nach Voraussetzung beides gerade
Zahlen. Ist f € E(v) und f’ ¢ E(v), so kommt pro Kreuzung zwischen e und f’ eine
Kreuzung hinzu. Das ist nach Voraussetzung eine gerade Anzahl.

Da G/, einen Knoten und eine Kante weniger als G hat, wissen wir induktiv, dass
eine planare Zeichnung von G/, mit dem selben Rotationssystem existiert. Mit einer
solchen Zeichnung kénnen wir aber die Kontraktion von e riickgdngig machen ohne
neue Kreuzungen zu produzieren, indem wir v nah bei u zeichnen und so eine planare
Zeichnugn von G erhalten.

Somit bleibt noch der Induktionsanfang zu zeigen, also der Fall, dass alle Kanten
Schleifen sind. Wir wéhlen eine Schleife e, deren Enden in der Rotation moglichst
nah beieinander liegen. Zwischen den Enden von e kénnen keine zwei Enden einer
weiteren Schleife liegen, da diese sonst ndher beieinander liegen wiirden. Es kann
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HT.1 Satz von Hanani-Tutte

aber auch kein einzelnes Ende einer weiteren Schleife dazwischen liegen, da sie sonst
eine ungerade Anzahl an Kreuzungen mit e hétte. Somit folgen die beiden Enden
von e direkt aufeinander in der Rotation. Wenn wir e 16schen erhalten wir induktiv
eine planare Zeichnung mit dem selben Rotationsystem. Da die Enden von e direkt
aufeinander folgen in der Rotation, kénnen wir e wieder einfiigen ohne Kreuzungen
zu erzeugen. 0O

Satz HT.2 (Starker Satz von Hanani-Tutte)

Ein Graph G ist genau dann planar, wenn es eine Zeichnung von G gibt, sodass es
zwischen jedem Paar von unabhidngigen Kanten eine gerade Anzahl an Kreuzungen
gibt.

Beweis. [Algebraischer Beweis]
Wir kénnen beliebige zwei Zeichnungen eines Graphen durch die vier folgenden
Operationen ineinander tiberfiihren:

1. Dreiecke flippen bzw. eine Kante tiber eine Kreuzung ziehen

N/

/N

Abbildung 1: Operation 1: Flippen eines Dreiecks.

2. Leere Linsen und leere Schlaufen auflésen oder hinzuftigen

Abbildung 2: Operation 2: Auflésen einer leeren Linse. Zwischen den beiden Kanten befindet
sich kein Knoten, auch die Schlaufe ist leer.

3. Lokale Anderung der Rotation eines Knotens

4. Finen Knoten tiber eine Kante schieben bzw. eine Kante iiber einen Knoten
ziehen
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w
J"l L W2 ! w2
v
>
O ----------- o
Wi w3

Abbildung 3: Operation 3: Anderung der Rotation eines Knotens. Die Anderung findet so nah
am Knoten v statt, dass unabhidngige Kanten nicht davon betroffen sind.

Abbildung 4: Operation 4: Die Kante uw wird tiber den Knoten v geschoben.

Seien D und D’ zwei unterschiedliche Zeichnung von G. Wir kénnen annehmen, dass
sich die Knoten in beiden Zeichnungen in den selben Positionen befinden, da wir
sonst einen Homoéomorphismus der Ebene anwenden kénnen, der sie in diese Lage
tiberfiihrt. Nun kénnen wir die Operationen 1 bis 4 nutzen um die Kanten Schritt
fiir Schritt in die gewtinschte Position zu bringen: Durch Operation 1 kénnen wir
dabei die Kanten tiber Kreuzungen ziehen, durch eine Kombination der Operationen 2
und 3 tiber andere Kanten und durch Operation 4 tiber Knoten. Schlief}lich kénnen wir
durch Operation 2 leere Schleifen entfernen oder hinzufiigen, falls dies erforderlich
ist. Mit einer Zeichnung © des Graphen G assoziieren wir einen Vektor Zg der fiir
jedes Paar {e, e’} eine Komponente besitzt. Der Wert der Komponente ist

Zo({e, e’}) = Paritdt von # Kreuzungen zwischen e und ¢’
Wir kénnen die Behauptung also umformulieren als
10 : Zg = 0 = G ist planar.

Wir betrachten nun Dg = {Zg : © ist Zeichnung von G}. Zundchst stellen wir fest,
einzig Operation 4 den Vektor Zg verdndert. Wenn wir den Knoten v tiber die Kante
{u, w} schieben dndert sich die Paritdt der Kreuzungen aller Kanten in E(v) mit {u, w}.
Wir wissen also, dass

Dg C Zg,t{xep:e€E,veV,vee),
wobei © eine beliebige Zeichnung von G ist und

1, fallsvee

Yeulle, e’}) - 0 sonst
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HT.1 Satz von Hanani-Tutte

Der Vektor x,, gibt also genau die Verdnderung an, die das Schieben von v tiber die
Kante e nach sich zieht.

Aufierdem gilt auch Dg 2 Zg + < x,, : ¢ € E,v € V >, denn ausgehend von der
Zeichnung ©, konnen wir die Kante e in einem diinnen Schlauch bis zum Knoten v
umleiten, sie dann einmal um diesen Knoten fiihren und danach in dem Schlauch wie-
der bis zum Ausgangspunkt zurtickfiihren. Durch diese Operation dndern sich genau
die Paritdten der Schnitte von e mit den Kanten in E(v). Jede Kante die vom Schlauch
geschnitten wird, wird im Schlauch zweimal von e geschnitten, somit dndert sich die
Paritdt nicht. Jede Kante in E(v) wird einmal zusdtzlich auSerhalb des Schlauches
von E geschnitten, also dndert sich die Paritdt. Somit ist Dg = Zg, +(x,, : e € E,v € V).

Abbildung 5: Umleiten der Kante e um den Knoten v.

Ist G planar, so ist 0 € Dg. Ist G nicht planar, so enthdlt es eine Unterteilung des Kj
oder des Kj 5 als Teilgraph (Satz von Kuratowski).
Behauptung. Es ist 0 € Dy, .

Beweis.

1. es gibt eine Zeichnung © von K35, sodass Zg genau eine 1 enthilt

Abbildung 6: Eine Zeichnung © des Kj fiir die Zg genau eine 1 enthdlt. Es gibt nur ein Paar
von Kanten, die sich kreuzen und diese Kanten sind unabhéngig.

2. jedes x,, enthdlt genau zwei len
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HT. Der Satz von Hanani-Tutte und die Moon-Konstruktion

Abbildung 7: Da der K5 kanten- und knotensymmetrisch ist, ergibt sich ftir jedes Paar (e, v)
die gleiche Situation.

Behauptung. Es ist 0 € Dy, ..

Beweis.

1. es gibt eine Zeichnung © von Kj 3, sodass Zg genau eine 1 enthdlt

Abbildung 8: Eine Zeichnung © des K3 5 fiir die Zg genau eine 1 enthilt. Es gibt nur ein Paar
von Kanten, die sich kreuzen und diese Kanten sind unabhdngig.

2. jedes x,, enthdlt genau zwei len

Abbildung 9: Da der Kj 3 kanten- und knotensymmetrisch ist, ergibt sich fiir jedes Paar (e, v)
die gleiche Situation.

Bleibt also zu zeigen, dass dies bei einer Unterteilung des K5 oder der K3 3 so bleibt.
Falls eine Zeichnung © ein Paar von unabhadngigen Kanten enthalt, zwischen denen

es eine ungerade Anzahl an Kreuzungen gibt und die Zeichnung ©’ entsteht durch

unterteilen der Kanten in ©, dann gibt es in ©” ebenfalls ein Paar von unabhidngigen
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HT.2 Moon-Konstruktion

Kanten mit einer ungeraden Anzahl an Schnittpunkten, denn es ist

Z@({e,e’}) = Z@/({ei,e’}),

1P

falls e und e’ unabhidngig sind.

"/

/

€1

/

Abbildung 10: Unterteilung der Kante e in die Kanten ey, ..., ¢.

O

Bemerkung. Dieser Beweis impliziert einen polynomiellen Algorithmus zum Testen
von Planaritdt: Zeichne G, berechne Zg und 16se Ms = Zg tiber Z,, wobei M die Matrix
mit den x,, als Spalten ist.

HT.2 Moon-Konstruktion

Satz HT.3 Es existiert eine Zeichnung I, des K, mit cr(I},) < %(2)

Beweis. Sei P eine Menge von n Punkten auf der Sphére S, in allgemeiner Lage.
Das heif3t keine drei Punkte liegen auf einem gemeinsamen Grof3kreis und es gibt
keine antipodalen Punkte in P. Wir bezeichnen mit P die Menge der zu den Punkten
in P antipodalen Punkte auf der Sphire. Die Menge P entsteht, indem fiir jedes Paar
antipodaler Punkte (x, X) mit x € P, x € P einen der beiden Punkte zufillig auswéhlen.
Dabei ist Pr({ =x) =Pr(2 =x) = % und die Entscheidungen fiir verschiedene Punkte
sind unabhingig. Nun zeichnen wir den K,,, indem wir zwei Punkte £,9 € P durch den
kiirzeren Bogen auf ihrem gemeinsamen Grofikreis verbinden.

Lemma HT.4 Ftir alle vierelementigen Teilmengen A ={w,x,y,z} C P gilt
. 3
Pr(A induziert Kreuzung) = 3

Wobei A analog zu P gebildet wird.

Beweis. Sei A = (i, %, 7,z} die Menge der zu den Punkten in A antipodalen Punkte.
Die Punkte in AU A spannen insgesamt 6 Grof(kreise auf. Als Graph interpretiert
entspricht das einem Wiirfel bei dem auf jeder Seite beide Diagonalen eingezeichnet
sind. Es entstehen also 6 Kreuzungen.
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HT. Der Satz von Hanani-Tutte und die Moon-Konstruktion

!

Abbildung 11: Der entstehende Graph, links als Wiirfel, und rechts mit nur 6 Kreuzungen
gezeichnet. Die 6 Grof3kreise sind jeweils eingefarbt.

Damit eine dieser Kreuzungen tatsichlich von A induziert wird miissen allerdings
aller vier an der Kreuzung beteiligten Punkte ausgewdhlt werden.

) =

Abbildung 12: Im Wesentlichen gibt es 2 Félle fur die Auswahl von 4 Ecken, einmal ohne
Kreuzung, einmal mit.

Das geschieht mit Wahrscheinlichkeit (%)4 Insgesamt ist also Pr(A induziert Kreuzung) =
6 - (%)4 — % O
Sei X, die Anzahl der von A induzierten Kreuzungen. Damit gilt
3(n
E(# Kreuzungen) = E(ZXA) = ZE(XA) = ZPr(XA =1)= §(4)
ACP ACP ACP

Da die erwartete Anzahl von Kreuzungen in einer solchen Zeichnung %(Z) ist, muss
es auch eine Zeichnung mit héchstens so vielen Kreuzungen geben. 0
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Hamilton Kreise

Diese Vorlesung widmet sich ganz den Hamiltonkreisen. Dazu definieren wir zu-
erst den Hamilton Kreis und zeigen dann sowohl hinreichende als auch notwendige
Bedingungen fiir die Existenz eines solchen Kreises auf.

17.1 Hamilton Kreise

Definition 17.1 Sei G ein ungerichteter Graph. Ein Hamilton Kreis auf G ist ein Kreis,
der jeden Knoten in G genau einmal besucht.

William Rowan Hamilton erfand 1857 das mathematische Spiel ,Icosian Game”, in
dem ein Spieler auf dem Netzgraphen des Dodekaeders ein Hamiltonkreis finden soll,
fiir den ihm der Gegenspieler drei konsekutive Kanten vorgegeben hat.

Abbildung 1: Ein Hamiltonkreis im Dodekaedergraphen.

Hinreichende Bedingungen

Im Folgenden sollen zwei hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines Hamilton-
graphen gegeben werden.

Satz 17.2 (Dirac 1952)
Jeder Graph G mit n > 3 Knoten und Minimalgrad 65 > 5 ist hamiltonsch.

Beweis. Der Beweis ldsst sich in drei Schritte unterteilen. Wir werden zuerst zeigen,
dass G zusammenhingend ist. Anschliessend betrachten wir einen maximalen Pfad P
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17. Hamilton Kreise

in G, von dem wir dann zeigen, dass es einen Kreis mit der gleichen Knotenmenge
gibt. Zuletzt wird nachgewiesen, dass dieser Kreis ein Hamiltonkreis ist.

1. G ist zusammenhingend:
Fiir alle x,v,€ V;; gilt: N[x]NN[v] # 0, da sowohl [N[x]| > 7 +1 als auch |N[y]| >5+1
und G lediglich n Knoten besitzt.

2. Sei P =xg...xy ein lingster Pfad in G, dann gibt es auf {x...x} einen Kreis:

Gibt es die Kante xyx; € Eg, sind wir fertig. Andernfalls stellen wir fest, dass wegen
der Maximalitdt von P sowohl die Nachbarschaft von x, als auch die von x; ganz
in {x,...,xx_1} enthalten ist. Wir farben diese k — 2 Knoten nach folgendem Schema:
Ein Knoten x; wird rot gefdrbt, wenn er Nachbar von x; ist, und blau, wenn x;,; ein
Nachbar von x; ist. Von den k - 2 Knoten in {xy,...,x;_;} sind mindestens 5 rot und
%— 1 blau. Da k <n—1, gibt es mindestens einen Knoten, der sowohl blau als auch
rot gefdrbt ist. Wenn x; dieser Knoten ist, dann ist (xg, Xy,.., Xj, Xk, Xk_1,.., Xj+1,X0) €in
aufspannender Kreis, vergl. Abb. .

AN

A A A A A
AA AAA A

Abbildung 2: Zu den rot-blau gefdrbten Pfadknoten (links) finden wir einen Kreis (rechts).

3. Der Kreis C auf xg...xy ist ein Hamiltonkreis:

Angenommen C ist kein Hamiltonkreis.
Dann gibt es einen Knoten y € V5 \ C. Da G
zusammenhdngend ist finden wir einen Pfad
von p nach C. Sei y’ der letzte Knoten y’ ¢ C
auf diesem Pfad. Wir kénnen nun einen Pfad
konstruieren, der in y’ startet und ldnger ist
als P. Das ist im Widerspruch zur Wahl von P Abb. 3: Der Kreis enthilt alle Knoten. An-

als Pfad maximaler Lange. dernfalls kann P mit v’ verldngert wer-
den.

Bemerkung. Die in Satz angegebene

Schranke an den Minimalgrad fiir G ist eine bestmdgliche. Ein einfaches Beispiel
dafiir erhdlt man aus der disjunkten Vereinigung zweier vollstandiger Graphen mit
k Knoten. Der Graph G = K U K} hat einen Minimalgrad von 0 = k — 1 bei insgesamt
n = 2k Knoten und ist offensichtlich nicht hamiltonsch, da er nicht zusammenhéingend
ist.

Satz 17.3 (Erd6s—Chvatal)
Sei G ein Graph mit mindestens 3 Knoten und a(G) < x(G), so ist G hamiltonsch.
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17.1 Hamilton Kreise

Beweis. Sei C ein ldngster Kreis. Die-

ser Kreis wird mindestens die Ldnge - - ——e——-

|C| > 0 + 1 haben, da wir ihn wie folgt X0 Ye
konstruieren koénnen: Starte in xy und

erzeuge einen Pfad xg...x,, der in x, Kreis

nicht mehr erweitert werden kann. Nun  App,. 4: Die Nachbarschaft von x, auf dem Pfad

liegt die gesamte Nachbarschaft N(x,) C (blau) erlaubt einen Kreis der Linge mindes-
{xg,...,X,_1} im eben konstruierten Pfad tend [N (x,)|+ 1 (blau und fett).

und wir erhalten einen Kreis, der mindes-
tens die Grofle dieser Nachbarschaft hat,
siehe Abb.[4] Damit gilt: |C| > [N (x,)|+1 >
oG +1>x(G).

Ist C nicht hamiltonsch, so sei H eine
Komponente von G\ C. Zwischen H und
C gibt es mindestens x(G) viele Kanten
mit paarweise verschiedenen Endpunk-
ten auf C (Kontaktpunkte). Sei I die Men-
ge all dieser H-Kontaktpunkte.

I ist eine trennende Menge oder ganz
C. In beiden Féllen gilt |I| > x(G). Fur
jedes Paar 7,j € I kann keine Kante zwi-
schen den Knoten i + 1 und j + 1 existie- IER
ren, da andernfalls ein Kreis C” erzeugt Abb. 5: Es kann keine Kante zwischen i + 1 und
werden kann, der langer wire als C (sie- j+1 geben, da wir sonst einen langeren Kreis
he Abb. [5). Folglich ist die Menge I* :=  als C konstruieren kénnten.
{i+1€C:ie€l}eine unabhingige Menge
in G. Diese Eigenschaft wird nicht zerstort, wenn wir einen Knoten z € H hinzuftigen
(andernfalls hédtten wir eine Kante (i + 1,z) und C kénnte mit einem Umweg tiber H
zwischen 7 und i + 1 verldngert werden). Damit gilt [I* U {z}| =|I"|+ 1 = |I| + 1 > x(G).
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung a(G) < «(G). O

Notwendige Bedingung

Proposition 17.4 Sei G ein hamiltonscher Graph, so gilt fiir jede Teilmenge S C V:
#(Komponenten von G\ S) <|S|

Beweis. Durchlaufe den Hamiltonkreis mit festem Start und fester Richtung. Jede
Komponente von G\ S hat einen eindeutigen ersten Vorganger is S. Jeder Knoten in S
kann aber nur Vorgédnger einer Komponente sein. 0O
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Hamiltonscher Abschluss und
Farbungen

Nachdem in der letzten Vorlesung der Hamilton Kreis eingeftihrt wurde, soll dieses
Thema nun mit dem Hamiltonschen Abschluss zu Ende gebracht werden. Anschlie-
Bend wird die Farbung von Graphen betrachtet. Dabei geben wir obere wie untere
Schranken an die Fdrbingszahl x(G) und benutzen bei den Beweisen sowohl das
Konzept des Zufallsgraphen als auch einen Greedy-Algorithmus zur Firbung von
Knoten.

18.1 Hamiltonscher Abschluss

Lemma 18.1 Sei G ein Graph und u,v € Vg mit{u,v} ¢ E; zwei nicht adjazente Knoten
mit summiertem Grad deg(u)+ deg(v) > n. Dann gilt:

G ist hamiltonsch <= G+ (u,v) ist hamiltonsch

Beweis. Die Implikation ,= “ist trivialm Der Beweis von ,,& “ist sehr dhnlich zum
Beweis von Satz[17.2] Sei C ein Hamiltonkreis in G + (1, v), der relevante Fall ist wenn
(u,v) in C vorkommt. Ohne diese Kante liefert C einen Pfad (xy, x,,...,Xx,) mit x; = u
und x,, = v. Uber die Nachbarschaften von u und v bekommt man wie in Beweis von
Satz eine rot-blau Firbung der Knoten. Die Gradbedingung garantiert einen
doppelt gefdrbten Knoten der wie in Abb. |2|zur Konstruktion eines Kreises auf der
Knotenmenge genutzt werden kann. 0O

Definition 18.2 Der Hamiltonsche Abschluss (H-Abschluss) eines Graphen G ist der
Graph, den man erhélt, wenn man solange Kanten gemafi Lemma(I8.1] hinzufiigt, wie
es geht.

D.h. im H-Abschluss G* von G gilt: degg+(u) + degg+(u) > n = (u,v) € Eg+.

Bemerkung. Der Hamiltonsche Abschluss ist wohldefiniert, d.h. jede zwei maximale
Sequenzen von Erweiterungen gemdfs Lemma enden im selben Graphen.

Satz 18.3 (Chvatal)
Sei G ein Graph mit der Gradfolge d, < --- < dy. Wenn fiir alle i < 5 gilt d; > i oder
d,_;j>n—1i,soist G hamiltonsch.

XDas Wértchen wird ja oft leichtfertig benutzt, aber hier darf man es sagen.
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18.2 Fdrbungen

Beweisidee. Die Ideem des Beweises ligt darin, zu zeigen dass der Hamiltonsche Ab-
schluss G™ von G der Vollstindige Graph K, ist. Da K,, hamiltonsch ist, muss dann
auch schon G hamiltonsch gewesen sein (Lemma([I8.1).

Wenn G* # K, so gibt es zwei nicht adjazente Knoten u,v € Vg mit (u,v) € ET, sodass
deg(u) + deg(v) maximal ist. Nun gilt deg(u) + deg(v) < n und mit deg(u) < deg(v)
auch deg(u) < 3. Sei deg(u) =1i.

Die Wahl von (u,v) impliziert, dass fir alle w mit deg(u) < deg(w) die Kante (w, v)
im Abschluss ist. Zusammen mit deg(v) < n—i kann daraus d; < i gefolgert werden.

Die Wahl von (u,v) impliziert auch, dass fiir alle w mit deg(v) < deg(w) die Kante
(4, w) im Abschluss ist. Zusammen mit deg(u) = i lernen wir daraus, dass degg(v) = d;
mit j > n—i. Das bedeutet aber, dass d,,_; <n—1i.

Aus der Annahme, dass der Abschluss nicht der K,, ist haben wir also einen Wider-
spruch zu den Prdmissen des Satzes hergeleitet. 0

18.2 Farbungen

Definition 18.4 Die chromatische Zahl (Farbungszahl) x(G) eines Graphen G ist das
kleinste k, sodass eine Abbildung ¢ : V — [k] existiert mit c(u) # c(v)¥(u,v) € E.

Bemerkung. Die Firbungszahl kann auch anders definiert werden. Hier zwei alterna-
tive Moglichkeiten:

* x(G) ist das kleinste k, sodass V eine Partition I;...[; in unabhdngige Menge
besitzt (I; = ¢! (j)).
* x(G)ist das kleinste k, sodass ein Homomorphismus von G in den Kj existiert.
Einige einfache aber wichtige Tatsachen:
e x(Ky)=nund x(Cy)=2und x(Cpy1) = 3.
e X(H)< x(G) wenn H ein Untergraph von G ist.

Untere Schranken

Sei Iy ... Iy eine Partition von V in unabhingige Mengen. Da eine unabhédngige Menge [
und eine Clique C hdchstens einen gemeinsamen Knoten besitzen kénnen muss k > |C|
gelten. Wendet man dieses Argument auf eine minimale Paertition und eine maximale
Clique an erhdlt man:

X(G) > w(G) (18.3)
Aus ) |[;| =|V|=nund |I;| < a(G) folgt eine weitere Schranke:

n
a(G)

x(G) > (18.4)

XDie fehlenden Details zum Beweis kann man im Buch von West Introduction to Graph Theory finden.
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18. Hamiltonscher Abschluss und Farbungen

Anhand einiger Beispiele wollen wir nun zeigen, dass diese beiden Schranken schlecht
sein kénnen, d.h. es lassen sich Graphen bei denen die chromatische Zahl deutlich
tiber diesen Schranken liegt.

Beispiel, in dem die Schanke ([18.4)) schlecht ist: Wir konstruierien den Graphen als
disjunkte Vereinigung einer k-Clique und einer unabhdngigen Menge mit k Knoten,
d.h. G = K UK;. Nun gilt fiir die Unabhangigkeitszahl a(G) = k + 1 ~ 4. Damit ist
=~ 2 auf einen festen Wert begrenzt, wohingegen die chromatische Zahl x(G) =k =3

beliebig grofl werden kann.

Dreiecksfreie Graphen mit grofier chromatischer Zahl: Wir beschreiben eine Kon-
struktion von Mycielski bei der aus einem gegebenen Graphen G ein Graph G* konstru-
iert wird, sodass die Cliquenzahl gleich bleibt (w(G) = w(G")) und die chromatische
Zahl um eins wichst (x(G*) = x(G) + 1). Der Graph G* wird auf folgende Weise kon-
struiert: Die Knotenmenge V™ besteht aus zwei Kopien V' und V” von V und einem
zusdtzlichen Knoten x, also V* = V/U V” U x. Auf V' haben wir in G* eine Kopie von
G, als Formel G*[V’] = G. Zusitzlich haben wir zu jeder Kante (u,v) € E die Kante
(u’,v”) und dann noch alle Kanten (v”,x) in E*.

E* ={(u,v")(u,v) € E}U{(u',v")|(u,v) € E}U{(v”,x)[v e V]

Da V” eine unabhdngige Menge in G™ ist kann einen maximale Clique in G* maximal
einen Knoten aus V” enthalten. Da es keine Kanten zwischen x und V"’ gibt ist x nur
in Cliquen der Gréfie < 2. Wenn Y’ U {v”} eine Clique ist, dann ist aber auch Y" U {v}
eine Clique. Also finden wir eine maximale Clique von G* die ganz in V' enthalten ist
und w(G") = w(G*[V’]) = w(G).

Als nédchstes zeigen wir x(G*) # x(G). Angenommen die chromatische Zahl wére
gleich. Wir betrachten eine Farbung ¢ von G* mit x(G) Farben. Alle Farben wer-
den in G*[V’] benutzt. Fiir jede Farbe i gibt es sogar einen Knoten v/, in dessen
V’-Nachbarschaft alle Farben aufier i vertreten sind. Andernfalls kénnten wir die
Farbe i in der zugehdrigen G Farbung bei jedem Knoten durch eine nicht vertretene
Farben ersetzen und so G mit weniger als x(G) Farben farben.

Da v/ in V' die gleiche Nachbarschaft wie v/ besitzt bleibt auch fiir v;" nur 7 als
mogliche Farbe. Filir x muss nun eine neue Farbe benutzt werden.

Wir kénnen G* leicht mit x(G) + 1 Farben farben: Dazu kopieren wir eine Farbung
von G auf G*[V’], fiir V" verwenden wir eine zusatzliche Farbe und fiir x eine beliebige
Farbe aus der Farbung von G. 0

Die Konstruktion liefert ausgehend von K, einen Graphen Gy mit w(Gg) = 2 und
x(Gy) = k auf 2K-1 42521 Knoten, siehe Abb Damit haben wir fiir beide Schranken
[18.3| umd |18.4] Beispiele konstruiert, flir die die entsprechende Schranke beliebig
schlecht ist.

Zufallsgraphen

Eine weitere Moglichkeit, die Schranken fiir die chromatischen Zahl zu vergleichen,
bieten Zufallsgraphen. Im einfachsten Modell ist ein Zufallsgraph auf der Knotenmen-
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18.2 Fdrbungen

-

Abbildung 1: Zwei Beispiele zur Mycielski Konstruktion, von der Kante K; zum Cs5 und von
Cs zum Grotzsch Graphen. Die Knotenmengen V und V'’ sind jeweils rot, V" blau und x
gelb.

ge V ein Graph in dem jede mdégliche Kante unabhdnging mit der Wahrscheinlichkeit
5 enthalten ist. Man kann sich vorstellen, dass fiir jede Kante des Ky eine Miinze
geworfen wurde um zu entscheiden, ob sie zu G gehort oder nicht. Auf Zufallgraphen
werden Parameter w, a, x, etc. zu Zufallsvariablen. Neben dem Erwartungswert kann
man auch die Wahrscheinlichkeiten betrachten mit denen, die Werte der ZV tiber oder
unter gewissen Schranken liegen.

Wir betrachten zunidchst die Wahrscheinlichkeit, dass w > k ist.

Pr(w > k) = Pr( U (A ind. Clique)) < Z Pr(A ind. Clique)
Ae() ae(y)

o I R T I

ae('y)

Fiir wachsendes n und k = k(n) > (2 + €)logn geht Pr(w > k) gegen Null. Also haben
Zufallsgraphen (mit grofSer Wahrscheinlichkeit) keine Cliquen mit (2 + €)log n Knoten.
Tatsdchlich ist der Wert der Zufallsvariable w fiir Zufallsgraphen stark konzentriert
um den Wert 2logn. das Komplement eines Zufallsgraphen ist ein Zufallsgraph daher
sind @ und w identisch verteilt. Wir sehen also, dass von den beiden Schranken
und[18.4]an yx nur die Zweite einen brauchbaren Wert liefert. Tatsdchlich liefert diese
Schranke den richtigen Wert fiir x, das zeigt der folgende Satz:

Satz 18.5 (Bollobas ’88) Ftir Zufallsgraphen gilt: x ~

_n_
2logn”

Obere Schranken

Nachdem wir zwei untere Schranken betrachtet haben, wollen wir in diesem Ab-
schnitt Graphen fdrben und aus der Analyse der Farbungsstrategie eine einfache obere
Schranke extrahieren.

Proposition 18.6 Fiir die chromatische Zahl von G gilt: x(G) < Ag + 1.
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18. Hamiltonscher Abschluss und Farbungen

Greedy(G, 1)
fori — 1tondo
| col(vy(;)) = min(c: ¢ = col(vyj)) tiir alle j <i)

return col

Beweis. Der Beweis stiitzt sich auf den Greedy-Algorithmus zur Knotenfarbung von
Graphen. Dabei wird eine Totalordnung auf der Farbmenge vorausgesetzt, meistens
nimmt man einfach an, dass mit nattirlichen Zahlen gefdrbt wird. Der Algorithmus
betrachtet die Knoten in einer festgelegten Reihenfolge. Dem aktuell betrachteten
Knoten wird jeweils die kleinste zuldssige Farbe zugewiesen. Unzuldssig ist eine Farbe
fiir v wenn sie schon fiir einen Nachbarn von v verwendet wurde. Also wird v eine
Farbe < deg(v) + 1 zugewiesen und die maximale verwendete Farbe ist <Ag+1.

Bemerkung.

e Es gibt einen Baum T mit Ay =k und 2K Knoten fiir den es eine Knotenrei-
henfolge 7 € Sy, gibt, so dass Greedy(Ti, i) genau k + 1 Farben verwendet. Da
Bdume zweifdrbbar sind, heifdt das, dass die Lticke zwischen x(G) und der von
einer Greedy-Fiarbung von G verwendeten Anzahl von Farben kann beliebig
grofs sein.
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Farbungen und Orientierungen

In der letzten Vorlesung haben wir uns mit Knotenfdrbungen eines Graphen beschif-
tigt. Die Knotenfdrbungszahl x ist die kleinste Zahl, sodass der Graph in x un-
abhdngige Mengen paritioniert werden kann. Die Klassen der Partition sind die Farb-
klassen. Wir haben den Greedy-Farbungs-Algorithmus kennengelernt und gesehen,
dass die Anzahl der von Greedy benétigten Farben von der Knoten-Reihenfolge 7
abhangt. In dieser Vorlesung werden wir versuchen, méglichst gute Knoten-Reihen-
folgen fiir den Greedy-Algorithmus zu finden, aber auch Orientierungen von Graphen
und ihren Zusammenhang zu Firbungen untersuchen.

19.1 Greedy-Farbungen und k-Degeneriertheit

Sei G = (V,E) ein Graph und 7t eine Permutation von V.

Abbildung 1: Zwei unterschidliche Reihenfolgen fiihren auf dem gleichen Graphen zu ver-
schiedenen Fiarbungen. Im Beispiel benétigen die beiden Farbungen sogar verschieden viel
Farben .

Beobachtung. Wenn die Knotenreihenfolge @ = (7y,...,7,) geschickt gewahlt ist, dann
benotigt der Greedy-Algorithmus nur x(G) Farben.

Beweis. Sei [y,...,[; eine optimale Partition der Knotenmenge V in unabhdngige
Mengen. Optimal heif$t hier, dass k = x(G). Sei nun 7t gerade so gewdhlt, dass fiir
i < jimmer gilt, wenn x € [; und p € I;, dann kommt x vor p in 7. Lassen wir nun
den Greedy-Algorithmus in der durch 7w gegebenen Knotenreihenfolge arbeiten, so
gilt, dass alle x aus I; eine Farbe, die kleiner oder gleich j ist, bekommen. Insgesamt
werden also hochstens k Farben benétigt. 0O
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19. Farbungen und Orientierungen

Der Greedy-Algorithmus ist im Allge- n—o6 n—
meinen nicht optimal. Wir wollen uns .\/
nun anschauen, wie wir ,gute” Knoten- —

Reihenfolgen fiir Greedy finden kénnen. \/ /
Als Beispiel betrachten wir einen Baum
G mit n Knoten. Die Permutation 7 = n—4

(1t1,...,7,) ist ,gut” fir den Baum, wenn n
alle Knoten i hochstens einen Nach- /\ ./
n— n—1

barn in der Menge {ry,...,7;_1} haben.

In diesem Fall benétigt der Greedy-

Algorithmus nur zwei Farben, um G zu Abb. 2: 2-Firbung eines Baums mit teilweiser
tirben. Eine gute Ordnung (7y,...,7,) rickwirts aufgebauter Ordnung

kann von hinten aufgebaut werden, in-

dem immer Knoten vom Grad eins, also Bldtter, gewdhlt werden. In Abbildung ist
dieser Vorgang exemplarisch an einem Baum dargestellt.

Definition 19.1 Ein Graph G =(V, E) heifst k-degeneriert wenn eine Permutation 7 =
(1t4,...,7,) von V gibt, so dass jeder Knoten 1t; hdchstens k Nachbarn in {my,...,7t;_1}
hat.

Beobachtung. Biume sind 1-degeneriert.

Proposition 19.2 Ein k-degenerierte Graph G hat Farbungszahl x(G) <k +1.

Beweis. Die Greedy-Farbung mit einer Knoten-Reihenfolge 7t die die k-Degeneriertheit
belegt verwendet héchstens k + 1 Farben. 0

Proposition 19.3 Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt
X(G)<1 +max(6H : H induzierter Subgraph von G)
wobei oy der Minimalgrad von H ist.

Beweis. Wir konstruieren eine Permutation 7w = (7ty,...,7,,) von hinten nach vorne.
Sei dazu 7, ein Knoten vom Grad d5. Diesen entfernen wir aus G, dies ergibt einen
induzierten Subgraphen. Allgemein wéhlen wir 7i; als Knoten vom Grad oy, wobei
H; = G[V \ {mtj1,...,7,}]- So erhalten wir eine Permutation 7t. Nach Konstruktion
hat der Knoten 7t; héchstens max oy Nachbarn in {ry,...,7;_1} hat. Also benétigt der
Greedy-Algorithmus fiir (G, 1) héchstens max oy + 1 Farben. 0

Bemerkung. Tatsdchlich gilt G ist k-degeneriert &

k < max(éH : H induzierter Subgraph von G).
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19.2 Fiarbungen und Orientierungen

19.2 Farbungen und Orientierungen

Sei G = (V,E) ein Graph und 7 eine Permutation von V. Dann induziert r eine
Orientierung Gn, indem alle Kanten x,y aus E so orientiert werden, dass der Start-
knoten gerade der ist, der in 7 zuerst vorkommt. Anders gesagt wenn w=...x...7...,
dann wird die Kante von x nach v orientiert. Mit dieser Orientierung gilt, dass der
Eingangsgrad eines Knotens v aus V gerade der Anzahl seiner in 7 links von ihm ste-
henden Nachbarn entspricht. Da der Greedy-Algorithmus mit der durch 7 gegebenen
Reihenfolge dem Knoten v eine Farbe col(v) < indeg(y) + 1 zuweist gilt also

X(G) <1+ maxindeg(p).
vevV

Auflerdem gilt: Ist G eine azyklischen Orientierung von G und 7 eine topologische
Sortierung von 6, so ist die durch 7 induzierte Orientierung én von G gerade 6, als
Formel G = 6n.

Sei G eine azyklische Orientierung von G = (V, E). Der transitive Abschluss von G
ist eine partielle Ordnung Pz. Die kanonische Antikettenzerlegung einer Ordnung
P bekommt man mit den folgenden iterativen Verfahren: Die erste Antikette A; ist
die Menge der Minima von P (das sind die Quellen, d.h. Knoten ohne eingehende
Kanten). Allgemein ist A; die Menge der Minima von P ohne die Knoten, die bereits in
Antiketten sind, also A; = Min (P \ Uj<,-A]-). So wird weiter verfahren, bis alle Knoten
in Antiketten enthalten sind. Die Anzahl der Antiketten in der kanonischen Antiket-
tenzerlegung von Pz ist die Hohe h(Pgz), das ist die maximale Anzahl Elemente einer
Kette. Jede Antikette A; ist eine unabhdngige Menge sowohl in Pz nach Konstruktion,
als auch in G, da dort nur héchstens weniger Kanten enthalten sind und damit auch
in G. Die Antikettenzerlegung liefert also eine Farbung von G mit h(Pgz) Farben.

Beispiel. Sei G = C5 und G und Pz wie in Abb. (3} Die Hohe von Pz ist also 5 und wir
bekommen eine 5-Farbung von Cs. Betrachten wir als weiteres Beispiel G = Cg mit

der Orientierung G aus Abb. 4| Die Ordnung kann in zwei Antiketten zerlegt werden.
Die so gefundene gefundene Schranke an die Firbungszahl ist also bestmdglich.
Degeneriertheit dagegen liefert uns bei diesem Beispiel nur, dass x(G) héchstens drei

1st.
G G Ps
Abbildung 3: Eine azyklische Orientierung 55 und ihr transitiver Abschluf3.
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19. Farbungen und Orientierungen

Abbildung 4: Die alternierende Orientierung von Cg liefert eine optimale Farbung.

Satz 19.4 Sei G = (V,E) ein Graph, G eine Orientierung von G und 5(6) die Ldnge
bzgl. Anzahl Kanten eines ldngsten gerichteten Pfades in G. Dann gilt x(G) < 0(G)+1.

—

Beweis. Sei D = (V, ﬁ) ein azyklischer Teilgraph von (_f(V,E) mit maximaler Kanten-
<

zahl. Sei Pp der transitive Abschluss von D. Es gilt h(Pp) < ¢( —>) + 1. Der Satz folgt nun
unmittelbar aus der folgenden Behauptung:

Behauptung. Die kanonische Antikettenzerlegung von Pp liefert eine legale Firbung
von G mit h(Pp) Farben.

Zum Beweis der Behauptung betrachten wir zwei Fille:

e (x,v)€ F. Dann haben x und v verschiedene Farben, da sie in verschiedenen
Antiketten sind.

o (x,7)¢ F.Dann gibt es in F einen gerichteten y-x-Pfad. Aus der Maximalitdt von
D folgt, dass D + (x,v) nicht azyklisch ist. Da aber Pp der transitive Abschluss
von D ist, gilt dann y < x in Pp, also sind x und v in verschiedenen Antiketten,
also auch unterschiedlich gefarbt. 0O

19.3 Der Satz von Brooks

Wir haben bereits gesehen, dass der Maximalgrad +1 eine Schranke an die Farbungs-
zahl liefert. Diese Schranke ist fiir ungerade Kreise und vollstdndige Graphen best-
moglich. Fiir alle anderen zusammenhédngenden Graphen gilt y < Ag.

Satz 19.5 (Brooks)
Ungerade Kreise Cy,1 und vollstindige Graphen K,, sind die einzigen zusammen-
hdngenden Graphen mit y = Ag + 1.

Beweis. Sei G = (V, E) ein Graph mit |V| = n, der weder ein ungerader Kreis, noch der
vollstindige Graph K,, ist. Wir werden versuchen, eine Permutation 7t so festzulegen,
dass der Greedy-Algorithmus zur Farbung von G héchstens A Farben benétigt.

(Fall 1) Zunédchst betrachten wir den Fall in dem es einen Knoten v mit deg(v) < A
gibt. Fiir einen aufspannenden Baum T von G sei T die Orientierung als in-Arbores-
zenz mit Wurzel (Senke) v. Da T azyklisch ist gibt es eine topologische Sortierung
von T. Dann ist v = 7t, und fur alle i = n gilt, dass 7; in T eine Kante nach rechts

106



19.3 Der Satz von Brooks

hat. Daher gilt wenn col die Greedy Farbung bezeichnet: col(v) < deg(v)+1 < A und
col(u) < (deg(u)—1)+1 <A fiir alle u # v. Von nun an sei G ein A-reguldrer Graph.

(Fall 2) Sei nun A < 2. Fiir A =0 ist G der Ky, flir A = 1 ist G der K; und flir A = 2 ist
G ein Kreis. Wie wir wissen, lassen sich gerade Kreise mit zwei Farben farben. Von
nun an sei A > 3.
(Fall 3) Sei zunidchst x(G) < 2, d.h. es gibt einen trennenden Knoten v oder ein
trennendes Knotenpaar {u,v}. Wir betrachten den zweiten Fall. An {u,v} kann G in
zwei Graphen G; und G, aufgespalten werden, die beide u und v enthalten. Die
Graphen G; sind nicht A-reguldr. Daher finden wir mithilfe von Fall 1 eine Farbung
von G; und G, mit A Farben. Wenn v und v in beiden Firbungen die gleiche oder in
beiden Farbungen verschiedene Farben haben, dann kénnen wir durch Farbpermutati-
on in G, eine A-Farbung von G finden. Falls (u,v) € E wdren die Farben von u und v
in beiden Farbungen verschieden. Daher nehmen wir an, dass (1, v) € E und dass in
jeder A-Farbung die Knoten u und v in G; gleich und in G, verschieden gefdrbt sind.
Wir zeigen nun, dass dies nicht wahr ist. Wenn u in G; weniger als A —1 Nachbarn
hat, gibt es fiir die Farbwahl von u einen Freiheitsgrad und wir kénnen u umfarben
wodurch wir eine A-Firbung von G; erhalten, in der die beiden Knoten verschieden
gefdrbt sind. Analoges gilt fiir v.

Wir nehmen nun an, dass ¥ und v mindestens Grad
A—11in Gy haben. Es folgt, dass die beiden Knoten in G,
hochstens Grad 1 haben. In der Farbung von G, besitzt
die vereinte Nachbarschaft von u und v also maximal
zwei Farben; daher konnen # und v mit einer verblei-
benden dritten Farbe gefdrbt werden. Wir erhalten so
eine Farbung von G,, in der # und v die gleiche Farbe haben. Durch Permutation der
Farben von G, erhalten wir eine A-Firbung von G. Von nun an sei x(G) > 3.
(Fall 4)
Behauptung. Es existieren drei Knoten x, a; und a, mit T

(x,a1),(x,a,) € E und (ay,a;) € E, so dass G ohne {ay,a,}

zusammenhdngend ist. /\
Beweisidee: Da G nicht vollstdndig ist existiert ein Paar @1 as
(by,b;,) ¢ E. Auf einem ktirzesten b;-b, Weg in G bilden

je drei aufeinanderfolgende Knoten ein geeignetes Tripel (ay,x,a;).

Da G\ {ay,a,} zusammenhédngend ist, besitzt dieser Graph einen aufspannenden
Baum T. Wir orientieren T als in-Arboreszenz mit Wurzel x. Sei 7t” eine topologische
Sortierung von T. Wir wahlen 7 als 7t = aja,n’. Aufgrund der Orientierung von T ist
also x das letzte Element in 7t. Wenn col die Greedy-Fiarbung beztiglich 7 bezeichnet,
dann gilt: col(a;) = col(a,) = 1 sowie col(u) < (deg(u)—1)+1=Afuralleu € V(T) \ x.
Da zwei der Nachbarn von x dieselbe Farbe haben gilt auch col(x) < (deg(x)—1)+1 = A.
Damit ist der Satz bewiesen. 0O
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Schranken und Kantenfarbungen

Nachdem wir uns in der letzten Vorlesung mit Firbungen und Orientierungen beschéf-
tigt haben, wollen wir uns nun die Frage stellen, welche Eigenschaft eines Graphen
grofle Fdrbungszahlen erzwingt. Nattirlich erzwingen grofse Cliquen grofie Farbungs-
zahlen, diese sind aber nicht notwendig.

Im weiteren Verlauf werden wir uns mit Kantenfdrbungen und Kantengraphen
beschéftigen.

20.1 Minoren und Unterteilungen

Definition 20.1 H ist ein Minor von G = (V,E), wenn H durch eine Folge der Ope-
rationen Kantenkontraktion, Kantenléschung und Knotenléschung aus G erzeugt
werden kann.

Eine Kantenkontraktion kann Mehrfachkanten und Schlaufen erzeugen. Diese wer-
den typischerweise ,wegreduziert”. In Abb.|l|ist eine Kantenkontraktion beispielhaft
dargestellt.

Abbildung 1: Ein Auschnitt aus G mit einer roten Kante e; die unreduzierte Kontraktion und
G/, der durch Kontraktion von e erzeugte Graph.

Definition 20.2 Eine Unterteilung einer Kante (x,v) ist ein Pfad dessen Endpunkte x
und v sind. K ist eine Unterteilung von G, wenn K aus G entsteht indem einige Kanten
unterteilt werden, d.h. die Kanten werden durch je eine Unterteilung (Pfade) ersetzt.
Formaler kann man die einfache Unterteilung der Kante, also die Ersetzung durch
einen Pfad der Linge zwei, und dadurch auch die Menge U(G) der Unterteilungen

108



20.1 Minoren und Unterteilungen

des Graphen G wie folgt definieren:

U(V,E),(%v)=(V+v,E+(x,v)+(v,v)—(x,0),veV (20.5)
U(G)={K|3k,Gy=G,Gy,...Gy =K :Vide € E(G;) : Gi11 = U(G;,e)} (20.6)

NN/

Bemerkung. Wenn K eine Unterteilung von G ist, dann ist G ein Minor von K.
(Hadwiger-Vermutung) Wenn x(G) >k, so besitzt G einen Ky-Minor.
(Hajos-Vermutung) Wenn x(G) > k, so besitzt G eine Ki-Unterteilung als Subgraph.

Beobachtung. Mit der obigen Bemerkung ist klar, dass die Hajos-Vermutung starker
ist als die Hadwiger-Vermutung ( Hajos = Hadwiger).
Im weiteren wird zusammengefasst was tiber die Vermutungen bekannt ist.

(k=1,2,3) In diesen Fillen sind beide Vermutungen offensichtlich richtig.

(k = 4) Die folgenden beiden Tatsachen liefern einen Beweis der Hadwiger-Vermutung
in diesem Fall:

e Jeder dreifach zusammenhdngende Graph besitzt K, als Minor.
e Jeder zweifach zusammenhadngende Graph ohne Ky-Minor ist drei-fdarbbar.

(k =5) In diesem Fall ist die Hadwiger-Vermutung dquivalent zum Vier-Farben-Satz
tiber planare Graphen. Das wurde 1937 von Wagner bewiesen.

(k = 6) Robertson, Seymour und Thomas bewiesen die Hadwiger-Vermutung fiir diesen
Fall im Jahr 1997.

Die Hajos-Vermutung ist fiir k gleich fiinf
und sechs noch offen. Fiir k = 7 ist sie
falsch. Dazu betrachten wir ein Gegen-
beispiel G mit n =13 Knoten Die 13 Kno-
ten sind auf finf Blasen aufgeteilt, die
untereinander einen Kreis bilden. Man
sieht schnell, dass a(G) = 2 und also
(012 ][5 7 g
Beh. G enthilt keine K;-Unterteilung.
Gibe es eine K7-Unterteilung K, dann
miissten wir zwischen jede zwei der Ver-
zweigungsknoten von K sechs intern dis-
junkte Wege finden, weil es diese auch
im K7 gibt. Von den sieben Verzweigungs-
knoten miissen zwei aus nicht benachbar-
ten Blasen sein. Damit es zwischen diesen zwei Knoten sechs intern disjunkte Wege
gibt, miissen diese in den kleinen Blasen sein (in Abbildung[2]gelb markiert).

3 Wege

Abb. 2: Catlins Gegenbeispiel fiir die Hajos-
Vermutung
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20. Schranken und Kantenfdrbungen

Tatsdchlich liefert diese Uberlegung, dass es sich bei den 7 Verzweigungsknoten
von K um die 4 Knoten der kleinen Blasen zusammen mit den 3 Knoten der Blase
unmittelbar zwischen ihnen (grtiner Punkt) handeln muss. Dem auf diesen Knoten in-
duzierten Graphen fehlen 4 Kanten zum K; diese 4 Kanten miissen als disjunkte Pfade
im unteren Teil realisiert sein. Das geht aber nicht da die Blasen dort 3-Separatoren
sind.

20.2 Kantenfarbungen (chromatischer Index)

Definition 20.3 Sei G = (V,E) ein einfacher Graph. Ein Matching M C E ist eine
Kantenmenge, bzgl. derer jeder Knoten Grad <1 hat. In anderen Worten, M ist eine
Kantenmenge, bei der keine zwei Kanten einen Knoten gemeinsam haben. M heifSt

perfekt, wenn alle Knoten von M getroffen werden, also alle Knoten genau Grad 1
haben.

Definition 20.4 x’(G) definieren wir als die minimale Anzahl von Farben mit der
man die Kanten von G = (V,E) so firben kann, dass keine zwei benachbarten Kanten
die gleiche Farbe haben.

Alternativ ergeben sich dquivalente Formulierungen:

(i) x’(G) ist die Grole einer minimalen Zerlegung der Kantenmenge E in Mat-
chings;

(ii) x’(G) ist gleich der Firbungszahl x des Kantengraphen (line graph) £(G).

Der Kantengraph von G ist der Graph, dessen Knoten die Kanten von G sind und
dessen Kanten zwischen den auch im Originalgraphen benachbarten Kanten verlaufen.

Also
L(G) ::(E, {{e,e’}e(g):eme’iw}).

Beispiel. Wir betrachten G = Q3, den Wiirfel. Dessen Kantenfdrbungszahl ist drei,
wie in Abbildung[3|zu sehen.

Q o]

(e, O

Abbildung 3: Q; mit einer Kantenfdrbung (links). Der Kantengraph £(Q3) (rechts).
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Beobachtung. Fiir £(G) gilt
(i) w(L(G))=A(G), auller wenn G der Cj ist

ii L(G)) = M.
(11) 0(( ( )) MMa?clhe};(ginGl |

(iii) x(£(G)) = x'(G)-
Der Maximalgrad und die GrofSe eines maximalen Matchings in G sind beide effizient
berechenbar, sodass auch die Cliquen- und Unabhéngigkeitszahl eines Kantengraphen

effizient berechenbar sind. Fiir kleine vollstindige Graphen ist die Entwicklung der
Kantenfdrbungszahlen in Abbildung (4| dargestellt.

no 2 3 4 5 6
/\ \ |

\ N D
Y 1 3 3 5 5
A A+1 A A+1 A

Abbildung 4: Minimale Kantenfdarbungen fiir K; bis K.

Allgemein gilt folgende Ungleichungskette:
A(G) £ w(£(G)) < x(£(G)) = x'(G)
Kommen wir nun zu einem Spezialfall:

Satz 20.5 (Konig)
Die Kantenfdarbungszahl x'(G) eines bipartiten Graphen G ist der Maximalgrad A.

Um diesen Satz zu beweisen, benutzen wir Matchingtheorie fiir bipartite Graphen.

Definition 20.6 Eine Knoteniiberdeckung (vertex cover) U C V ist eine Menge von
Knoten, sodass jede Kante aus E zu mindestens einem Knoten aus U inzident ist.

In Abbildung/[5]ist jeweils ein Matching und eine Knoteniiberdeckung eines bipartiten
Graphen dargestellt.
Der folgende Satz ist uns schon aus der Kombinatorik bekannt.

Satz 20.7 (Konig-Egervary)
Sei G = (V,E) ein bipartiter Graph. Dann ist die maximale Gréfe eines Matchings
gleich der minimalen Gréfse einer Knotentiberdeckung von G.

Beweis. Offensichtlich gilt fiir jedes Matching M und fiir jede Knotentiberdeckung ¥/,
dass |[M| < |U|. Schliesslich muss jede Matching-Kante von mindestens einem Knoten
aus U tberdeckt werden
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20. Schranken und Kantenfdrbungen
M U

Abbildung 5: Beispiel fiir ein Matching und Knotentiberdeckung eines bipartiten Graphen

Wir wollen nun zeigen, dass immer ein Knoten u € V existiert, sodass u von jedem
Maximum-Matching getroffen wird. Wenn wir dies haben, so folgt die Aussage induk-
tiv, indem wir u in ¢/ einfligen und mit G\ u weiter iterieren. In jeder Iteration wadchst
|U/| um eins, wdhrend die maximale Gréfse eines Matchings um eins sinkt.

Zum Beweis nehmen wir an, die Aussage wdre falsch. Wir betrachten {x,y} € E.
Sei M, ein maximales Matching, das x vermeidet und M}, ein maximales Matching,
das y vermeidet. Durch die Maximalitdt kann wird x von M, und y von M, getroffen.
Sei H=(V,M,U My). Der Maximalgrad von H ist zwei, also zerfdllt H in Kreise und
Wege. Sei P der Weg in H der in p endet und y’ der zweite Endknoten von P.

n Y2 Y3 Yg oo Yk
° ° ° ° o - P
T Yy Y

Wir behaupten, dass die an p” anliegende P-Kante rot ist. Andernfalls liefert der
Farbtausch auf P ein rotes Matching mit einer zusdtzlichen Kante. Dies steht im
Widerspruch zur Maximalitdt von M,

Also dndert ein Farbtausch auf P nichts an der Gréf3e der Matchings und erzeugt
diese Situation:

° °
x Y

Nun kann aber die Kante (x,7) dem Matching M, hinzugefiligt werden, was der
Maximalitdt von M, widerspricht.
Damit ist der Satz bewiesen. 0O

Proposition 20.8 Wenn G = (V,E) ein bipartiter k-reguldrer Graph ist, so besitzt G
ein perfektes Matching, das heifst ein Matching, das alle Knoten abdeckt.

Beweis. Sei U/ eine minimale Knotentiberdeckung. Da G bipartit ist, ist jeder der
Farbklassen von G ein Knoteniiberdeckung. Damit gilt also |¢/| < J|V|. Andererseits ist
k|| > |E| (doppeltes Abzidhlen der von U tiberdeckten Kanten). Damit ist k|| > |E| =

@, also U] = |—‘2/| Also gibt es ein Matching M mit |[M| = % und das ist ein perfektes
Matching. A

Damit kommen wir zum
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Beweis. (Satz von Koénig). Sei G wie im Satz gegeben, sei G* ein A-reguldrer Graph,
der G als Subgraphen enthdlt. Zu zeigen, dass so ein G* existiert ist eine schone
Ubungsaufgabe.

Nach Prop. besitzt G* ein perfektes Matching M;. Der Graph G* \ M; ist
A —1-reguldr und enthilt daher ebenfalls ein perfektes Matching. So kann iteriert
werden, bis Eg+ = M; UM, U...UM,. Diese Folge von Matchings induziert dann eine
A-Kantenfdrbung von G*, damit also auch eine A-Kantenfidrbung von G. 0O

20.3 Perfekte Graphen

Definition 20.9 Ein Graph G ist perfekt genau dann, wenn fiir alle induzierten Sub-
graphen H gilt x(H) = w(H).

Wir wissen, dass fiir G bipartit gilt w(£(G)) = Ag. Auierdem ist x(£(G)) = x'(G)
nach Definition der Kantengraphen. Nun liefert uns der Satz von Kénig, dass Ag =
X'(G), also ist die Cliquenzahl des Kantengraphen gleich der Knotenfarbungszahl.
Jeder induzierte Subgraph H eines Kantengraphen £(G) ist der Kantengraph eines
Subgraphen G’ von G. Ausserdem sind Subgraphen von bipartiten Graphen nattirlich
bipartit. Also sind Kantengraphen von bipartiten Graphen perfekt.

Fiir einen bipartiten Graphen G gilt:

w(G)=2=x(G) wenn E # 0 und andernfalls w(G) =1 = x(G).

Induzierte Subgraphen von bipartiten Graphen sind wieder bipartit. Also sind biparti-
te Graphen perfekt. Tatsdchlich gilt:

Satz 20.10 Die folgenden vier Graphenklassen sind perfekt:
(1) Bipartite Graphen.
(2) Kantengraphen bipartiter Graphen.
(3) Komplemente bipartiter Graphen.

(4) Komplemente von Kantengraphen bipartiter Graphen.

Beweis. Die Aussagen (1) und (2) haben wir gerade bewiesen. Die Uberlegungen
weshalb induzierte Subgraphen nicht gesondert betrachtet werden miissen tibertragen
sich auf die beiden verbleibenden Falle.

(3) Sei G Komplement eines bipartiten Graphen. Es gilt: w(G) = a(G) = n—v(G), wobei
v(G) die minimale GroRe einer Knotentiberdeckung bezeichnet. Da unabhingige Men-
gen in G nur Grofle 1 oder 2 haben sind Farbungen, d.h. Partitionen in unabhidngige
Mengen, in Bijektion zu Matchings in G und es gilt: x(G) = n — u(G), wobei u(G) die
maximale Grofle eine Matchings in G bezeichnet. Mit v(G) = u(G), also dem Satz von
Ko6nig-Egervary folgt die Behauptung.
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(4) Sei G = L(H) ftir einen bipartiten Graphen H. Unabhdngige Mengen von G entspre-
chen den Sternen von H, das sind maximale Mengen von Kanten die einen gemeinamen
Knoten haben. Eine minimale Uberdeckung der Kanten mit Sternen entspricht ei-
ner minimalen Knotentiberdeckung, d.h. x(G) = v(H). Cliquen in G entsprechen
unabhédngigen Kantenmengen in H also Matchings. Daher ist w(G) = p(H). Die Per-
fektheit folgt also wieder aus dem Satz von Kénig-Egervary. 0

Bemerkung. Die im Satz aufgelisteten Graphenklassen spielen in der Charakterisie-
rung perfekter Graphen eine zentrale Rolle.
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Kantenfarbungen

In der vorigen Vorlesung haben wir bereits festgestellt, dass flir bipartite Graphen
die Kantenfdrbungszahl gleich dem Maximalgrad ist. Im Folgenden zeigen wir, dass
zwischen diesen beiden Werten im Allgemeinen kein grofSer Unterschied besteht.

21.1 Der Satz von Vizing

Wir wissen bereits, dass fiir alle Graphen gilt: x'(G) > A(G). Fiir bipartite Graphen gilt
immer Gleichheit: x’(G) = A(G). Wie scharf die Ungleichung allgemein ist, zeigt der
folgende

Satz 21.1 (Vizing) Fiir alle Graphen G gilt: A(G) < x'(G) < A(G)+ 1.

Beweis. Die untere Schranke haben wir bereits. Die obere Schranke zeigen wir, indem
wir die Kanten der Reihe nach mit hchstens A(G) + 1 Farben farben. Dabei miissen
wir gegebenfalls bereits gefdrbte Kanten umfdrben.

Wir verwenden folgende Notation: Fiir v € V sei R(v) die Menge der Restfarben,
also die Farben aus [A + 1], die noch nicht fiir eine Kante an v verwendet wurden. Da
jeder Knoten maximal A inzidente Kanten hat, ist [R(v)| > 1. Mit r(v) sei jeweils eine
beliebige aber feste Farbe aus R(v) bezeichnet, also eine Farbe, die (noch) an keiner
Kante an v verwendet wurde.

Wir wollen nun die bisher ungefdrbte Kante (x,p) farben. Gibt es ein a € R(x) N R(v),
so farben wir die Kante in Farbe @. Wenn nicht, wird es interessant: Da R(x) N R(y) =0
gibt es eine Kante (x,v,) in Farbe c((x,v;)) = (). Betrachten wir r(y,) gibt es wieder
zwei Fille: Entweder ist r(y,) € R(x) oder wir finden eine Kante an x mit Farbe 7(v,).

Iteriert man diese Uberlegung, erhdlt man einen ,Facher”, also eine Folge (v1,v,,...,v,)
von Nachbarn von x mit y = y; und den Eigenschaften

c((x,is1)) = r(v;) =2 @
r(vn) € R(x) oder dj <n:r(y,) =r(y)).
Dieser Begriff ist in Abbildung|1|dargestellt.
Falls r(y,) € R(x) fiihren wir einen Farbtausch auf dem Ficher durch, indem wir die
Kante (x,7;) jetzt in Farbe r(y;) farben. Dadurch ist (x,v) gefdrbt.
Andernfalls schauen wir uns den Pfad P in den Farben a(y = r(x) und a, =r(y,) =
r(;) an, der in y, beginnt. Da aq aus R(x) ist und nur die Kante (x,y;,1) an x in a,
gefdrbt ist, gibt es flir diesen Pfad drei Mdéglichkeiten:
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21. Kantenfdrbungen

Abbildung 2: Der Facher nach dem Farbtausch.

(1) Pendetin y;
(2) P enthdlt die Kante (x,y;,;) (und endet in x).

(3) Pendetinzé{y;,v1,x}

Wir beschreiben nun die Vorgehensweise in den drei Féllen:

Fall 1: Nach einem Farbtausch auf P ist die ay-gefdrbte Kante an p; jetzt a;-gefédrbt
und g an p; frei. Ein Farbtausch auf (x,y = y1,,,...,;) farbt (x,p).

Fall 2: Wir verwenden einen Farbtausch auf (x,v = v1,7,,...,v,), bei dem wir die
Kante (x,v,) ungefdrbt lassen. Dadurch ist die Kante (x,p;,) nicht mehr in a, gefdrbt
(aj = ay), also kénnen wir auf P zwischen p, und p;,, einen Farbtausch durchfthren.
Dadurch wird a an y,, frei und wir kénnen (x,y,) in «, farben.

Fall 3: Wenn P in z endet, ist die andere Farbe aus {ag, a;} noch frei. Wir kénnen also
entlang P die Farben tauschen und erhalten r(y,) = ay. Mit einem Farbtausch auf

(X, 9 =v1,V2,...,¥,) kénnen wir (x,p) farben. O
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21.2 Listenfarbungen

Sei T eine Menge von Farben, G = (V,E) ein Graph und L : Vi — 2! eine Funktion,
die jedem Knoten v eine Liste L(v) von Farben zuordnet. G ist L-farbbar, wenn eine
Fiarbung y : V5 — I existiert, sodass jeder Knoten v in einer Farbe seiner Liste gefdrbt
ist, also y(v) € L(v).

Wir bekommen so fiir jede Funktion L ein eigenes Farbungsproblem. Um diese
Probleme zusammenzufiihren, definiert man die Listenfarbungszahl:

Definition 21.2 (Listenfarbungszahl)
Wenn G fiir jede Listenzuweisung L mit |[L(v)| > k fiir jedes v L-fdrbbar ist, dann ist
die Listenfdrbungszahl von G héchstens k. Symbolisch: x(G) < k.

Beobachtung. x;(G) > x(G), da die ,normale” Farbungszahl der Listenfdrbung mit
Listenzuweisung |L(v)| = [k] fiir jedes v entspricht.

21.2.1 Listenfarbungen bipartiter Graphen

Schon fiir x(G) = 2 kann x(G) = 2 beliebig grof’ sein: Fiir alle k gibt es einen bipartiten
Graphen Gy mit x;(G) > k, ndmlich den Kj ;x mit folgenden Listen: Die k Knoten
der kleineren Farbklasse (oben) haben alle disjunkte Listen Ly, L,,...L; der Grofse k.
Jede der Listen der k¥ anderen Knoten (unten) entspricht einem der Elemente von
Ly xLyx...x L (Transversale). Dann ist fiir jede Auswahl von Farben fiir die oberen k
Knoten einer der unteren nicht farbbar.

L={1,2)  L=1{34}

L={1,3} L={1,4 L={2,3} L={2,4}
Abbildung 3: Beispiel fur k=2.

Wir kénnen jedoch eine Schranke fiir die Anzahl der Knoten eines bipartiten Gra-
phen mit Listenfdrbungszahl k angeben:

Proposition 21.3 G = (X U Y, E) bipartit mit n Knoten. Dann ist x;(G) <log,(n)+ 1.

Beweis. (randomisiert) Wir verteilen die Farben auf die beiden Knotenmengen X
und Y, indem fiir jede Farbe y € I unabhdngig eine Miinze werfen, die entscheidet,
ob y fiir Knoten aus X oder Y verwendet werden soll. Hat jeder Knoten eine Farbe
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21. Kantenfdrbungen

seiner Partitionsklasse in seiner Liste, dann bekommen wir auf diese Art eine zuldssige
L-Farbung.
Fiir jeden Knoten v ist Pr(v nicht firbbar) = 2711Vl < 27k, Damit ist

Pr(keine zuldssige Firbung) < ZPr(v nicht farbbar) < n-27F.
v

Also gibt es wenn n < 27% ist, das gilt wenn k > log,(n) ist, eine zuldssige Farbung. -

Beweis. (derandomisiert) Sei I' = {y,..., ¥ }. Wir entscheiden iterativ fiir jede Farbe,
ob sie I'y oder I'y zugewiesen werden soll, indem wir mit Gewichten arbeiten. Dabei
bezeichnet V; = X;UY; in jedem Schritt die bis jetzt ungefdrbten Knoten.

* Anfang: w(v) =1 Vv, Vy =V und damit w(V) = n.

e Iterationsschritt: zu y; sei X; = {v € V,_; N X : y; € L(v)} und analog Y;. Wenn
w(X;) > w(Y;), farbe die Knoten aus X; in Farbe y;, [6sche X;, das heisst V; =
Vi1 \ X; und verdopple das Gewicht aller Knoten in Y;. Andernfalls firbe die
Knoten aus Y; in Farbe y;, l16sche Y; und verdopple das Gewicht aller Knoten
in Xi'

Dann fdllt das Gewicht von V; in jedem Schritt, denn
w(Vi) = w(Viy) + min{w(X;), w(Y;)} = max{w(X;), w(¥Y;)} < w(Viy).

Demnach ist
w(V;) <w(Vy) <n.

Angenommen dies liefert keine zuldssige L-Farbung von G. Dann gibt es am Ende
einen ungefdrbten Knoten v. Das heifdt, dass sein Gewicht fiir jede Farbe in seiner
Liste verdoppelt wurde. Folglich gilt:

w(Vy) > w(v) > 28> n.

Widerspruch. 0
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22.1 Listenfarbungen und Kerne

Sei D = (V,A) ein gerichteter Graph bzw. eine Orientierung eines ungerichteten
Graphen.

Definition 22.1 (Kern)
K C V ist ein Kern in D, wenn gilt:

e K ist eine unabhidngige Menge.

e Flir jedes v € V \ K gibt es eine Kante (v,u) € A mit u € K.
Beispiele:

[1.] Der Cs hat in zyklischer Orientierung keinen Kern. Dreht man jedoch eine Kante
um, gibt es einen Kern.

o<—eo o—>e0

./ \. ./ \.
S N

(a) ohne Kern (b) mit Kern

Abbildung 1: Orientierungen des Cs

[2.] Jeder Graph hat eine Orientierung, die einen Kern besitzt. Zum Beispiel kann man
eine maximale unabhdngige Menge K wéhlen und alle die einen Knoten in K enthalten
zu diesem hin orientieren. Die Orientierung der tibrigen Kanten ist unerheblich.

[3.] Fuir den Vergleichbarkeitsgraph G(P) einer Ordnung P = (X, <) mit der durch P
gegebenen Orientierung ist die Menge der Minima von P ein Kern in G(P).

[4.] Ist D eine azylische Orientierung und 7t eine umgekehrte topologische Sortie-
rung von D, d.h. (i — j) € D = 7 (i) > 7 !(j), so ist die von Greedy mit Farbe 1
gefdrbte Menge ein Kern.

Proposition 22.2 Wenn jeder induzierte Subgraph H von D einen Kern besitzt, dann
ist D fiir jede Listenzuweisung mit L(v) > outdeg(v) + 1 fiir alle v Listenfadrbbar.
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22. Kantenfdrbungen

Beweis. Induktion nach |V|. Sei « eine Farbe. Sei V, ={v: a € L(v)} und K, der Kern
von D[V, ]. Wir farben die Knoten aus K, mit @ und betrachten D" := D[V \ K, ]. Jetzt
zeigen wir, dass D’ die Voraussetzungen erfullt:

e Fiir v € V,\K, miissen wir « aus der Liste von v 16schen, d.h. |[L’(v)| = |[L(v)|-1 >
outdegp(v) > outdegp/(v)+ 1, da K, Kern in D, ist.

o Flirve V\V,gilt|L'(v)| =|L(v)| > outdegp(v) + 1 > outdegp/(v) + 1.

Also kénnen wir D’ (nach Induktion) mit den in den Listen L’ verbliebenene Farben
tarben. 0

22.2 Kantenlistenfarbungen

22.2.1 Der Satz von Galvin
Satz 22.3 Fiir bipartite Graphen G gilt x| (G) = Ag.

Bemerkung. x;(G) > x'(G) = Ag nach dem Satz von Kénig (20.5). Es wird vermutet,
dass fiir alle Graphen G gilt: x;(G) = x(G).

Beweis. Sei G = (XU Y,E) und H = £(G) der Line-Graph von G. Dann ist zu zeigen:
XL(H) = Ag. Datiir suchen wir eine Orientierung D von H, mit der wir die Proposition
anwenden kénnen. Wir wiinschen uns:

1. outdegp(e) < A(G)—1 furalleee Eg = Vy.
2. Jeder Induzierte Subgraph von D besitzt einen Kern.

Dafiir betrachten wir die Kantenfdarbung y von G mit Farben {1,...,Ag}, die der Satz
von Konig liefert. Flir e, f € E mit eN f # () definieren wir die Orientierung

y(e)<y(f) firenfeX

e
y(e)>y(f) firenfeY

Dann hat D die gewtinschten Eigenschaften:

1. e hat hochsten einen out-Nachbarn fiir jede Farbe # y(e), also outdegp(e) <
Ag—1.

2. D liefert uns eine Totalordnung auf den Kanten an jedem Knoten. Wir definieren:

V> = (vy) = (xY) = yxy)<yy)

X2px = (vy) = (X,y) = vy >y,

Mit Hilfe von Satz erhalten wir, dass es fiir alle F C E ein stabiles Matching
My in (XUY, F) gibt. Wir zeigen, dass My ein Kern in D[F], dem von F erzeugten
Subgraphen von H mit der Orientierung von D, ist.
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* My ist unabhédngig in H, da Mp ein Matching ist.

* Sei (x,v) nicht in M. Da M stabil ist, gibt es (x,v") € My mit " >, v, d.h.
(x,9) = (x,7), oder (x’,y) € Mg mit x" >, x, d.h. (x,p) — ('x, p). O

Satz 22.4 (Gale-Shapley)

Sei G = (X UY,E) bipartit mit einer Totalordnung <, fiir jeden Knoten v auf seiner
Nachbarschaft N(v). Dann gibt es ein stabiles Matching M, also ein Matching mit der
Eigenschaft, dass es fiir alle (x,v) € E\ M ein (x,v’) € M mity’ >, v oder ein (x’,v) € M

mit x" >, x gibt.
v O\\ Q X’
V> v b ~~ee x>y x

O == *

Abbildung 2: Ausschnitt aus einem stabilen Matching

S

22.3 Farbungen, Orientierungen und Polynome

22.3.1 Das Graph-Polynom und Farbbarkeit
Definition 22.5 Sei G = (V,E) und V = [n]. Das Graph Polynom von G ist:

fobevxax) = [ ] (i-x).

(i,j)€E, i<j

Proposition 22.6 Sei (cy,c»,...,c,) € Z". Die Abbildung i — c; ist genau dann eine
zuldssige Farbung von G, wenn fg(cy,¢5,...,¢,) # 0.

Beweis. Wir verwenden, dass Z keine Nullteiler hat. Daher gilt:

feler,cz,.ei00) =0 & (¢;—c;) = 0 fiir einen der Faktoren von fg

& ¢; =j fiir eine Kante (7, ) € E.

22.3.2 Die Koeffizienten und Orientierungen

Sei D eine Orientierung von G. Wir definieren das Gewicht w(D) :=[].cx wp(e) von D
als Produkt der Gewichte auf den Kanten e = (i — j), wobei

-X;j falls i <j

wp(i — j) = {

x; S fallsi>j
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Proposition 22.7

fo(x1,x0,..0,x,) = Z w(D).
D Orientierung von G

Beweis. Jeder der 2" Terme des ausmultiplizierten Produkts in der Definition [22.5]

entspricht genau einer Orientierung von G. 0O
Beispiel

O—0O0—0

X1 X2 X3

Abbildung 3: Ein Graph G mit f5 = (x1 — x3)(x; — x3).

O—>»r 00— 0 QQ=—0—7> 0 00— (OQ0=—0 Q=—0=——0
X1 X X3 X1 X2 X3 Xq X5 X3 X1 X2 X3

(@) (=x2) - (=x3) (b) xy - (=x3) (c) (=x2)-x2 (d) x;-x

Abbildung 4: Orientierungen von G und die zugehérigen Summanden von f;.

Die Standarddarstellung von f; entsteht durch das Zusammenfassen von Summan-

den zum gleichen Monom x‘flxgz...xz”. Dad =(dy,dy,...,d,) die Gradsequenz eines
gerichteten Graphen ist, gilt )} d; = |E|.

Eine Orientierung D heisst negativ, wenn w(D) negativ ist. Das ist der Fall wenn die
Anzahl der negativen Kantengewichte ungerade ist. Damit definieren wir uns

DN(d) = {negative Orientierungen mit Gradsequenz d = (d,d>,...,d,)}
DP(d) = {positive Orientierungen mit Gradsequenz d = (dy,d,,...,d,)}

Proposition 22.8

dy d d,
fo(x1,x2,...,x,) = E (IDP(d)|—=|IDN(d)]) - x]'x57 ... x"
d=(d},da,.dn)
Y d;=|E|

Beweis. Ist nur eine Umformulierung der Proposition mit den neu eingefiihrten
Begriffen. 0

Lemma 22.9 Sei D eine Orientierung von G mit Gradsequenz d. Dann gibt es eine
Bijektion

{Orientierungen von G zud} «— {Eulersche Subgraphen von D}
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22.3 Fadrbungen, Orientierungen und Polynome

Beweis. Ein eulerscher Subgraph ist in diesem Zusammenhang eine Kantenmenge
F C Ep, so dass indegp(v) = outdegp(v). Auf den Zusammenhang und damit auf die
Existenz eines Eulerkreises in (V, F) wird verzichtet.

(=) Sei D’ eine Orientierung mit Gradsequenz d. Sei F = D@D’ die Menge der Kanten,
die in D und D’ unterschiedlich orientiert sind. Wir betrachten F mit der von D
geerbten Orientierung. Fiir jeden Knoten v gilt:

d(v) = outdegp(v) = outdegp~p/(v) + outdegr(v)
=d’(v) = outdegp (v) = outdegpnp (V) + indegr(v)
— outdegr(v) = indegr(v)

Also ist F ein eulerscher Subgraph.

(<) Sei D’ = D(—F) die Orientierung, in der die Kanten deseulerschen Subgraphen F
von D umgedreht wurden. Dann ist

d’'(v) = outdegp (v) = outdegp~p (V) + indegp(v)
D DND F
= outdegpp/(v) + outdegr(v) = outdegp(v) = d(v)

Also hat D’ die gleiche Gradsequenz wie D.
Da weiterhin D(-F)@® D = F fiir alle eulerschen Subgraphen F gilt, haben wir eine
Bijektion. 0O
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Listenfarbungen und der Satz von
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In der vorigen Vorlesung haben wir das Graph-Polynom definiert und einen Bezug
zur Farbbarkeit von Graphen hergestellt. Anschliessend haben wir positive und ne-
gative Orientierungen sowie eulersche Subgraphen studiert. Daran wollen wir nun
ankntipfen und dann denn Satz von Alon-Tarsi formuliert und bewiesen.

Wir beginnen mit der Unterscheidung zwischen ungeraden und geraden eulerschen
Orientierungen:

EU(D)={S : S ist eulerscher Subgraph von D mit einer ungeraden Kantenzahl}
EG(D) ={S : S ist eulerscher Subgraph von D mit einer geraden Kantenzahl}.

d d»  d

Lemma 23.1 Die Koeffizienten des Graph-Polynoms fc =) Ky, 4 -x;'x5°...x," sind

bis auf das Vorzeichen gegeben durch

.....

.....

.....

In Lemma haben wir eine Bijektion zwischen den Orientierung mit Gradsequenz
d und den eulerschen Subgraphen einer festen Orientierung mit Gradsequenz d
bewiesen. Diese Bijektion respektiert das Vorzeichen. genaugenommen gilt:

DeDP(d,,....d,) = |EG(D)| =|DP(dy,...,d,)|und |[EU(D)| = |DN(d,,...,d,)
DeDN(d,,...,d,) = |EG(D)|=|DN(dy,...,d,)l und |[EU(D)| = |DP(dy,...,d)l.

Satz 23.2 (Alon,Tarsi)
Sei D eine Orientierung von G mit |[EG(D)| #|EU(D)| und outdeg(v) < k fiir allev € V,
dann folgt x (G) <k +1.

Beispiel. Wir betrachten den Cs mit den Orientierungen D; und D, aus Abb.
Da die leere Menge die Kantenmenge eines eulerschen Subgraphen des Cjs ist, gilt
|[EG(D;)|=1=|EU(D,)|. Fir D, gilt [EG(D,)| =1, |[EU(D,)| = 0 und outdeg(v) < 2 fiir
alle v € V. Somit folgt x;(Cs) < 3.
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Abbildung 1: Zwei Orientierungen des Cs.

Beispiel. Sei G ein bipartiter Graph mit einer Orientierung D und einem eulerschen
Subgraphen S. Wir kénnen S in eine Menge disjunkter Kreise zerlegen: Eg = Uyek Ex,
wobei K eine Familie von Kreisen bezeichnet. Da |Ey| fiir jedes k € K gerade ist, ist
S € EG(D). Fur bipartite Graphen gilt daher |[EU(D)| = 0 ftir alle Orientierungen D.
Insgesamt folgt x;(G) < [%] weil eine entsprechende Orientierung D immer gefunden
werden kann (das folgt z.B. aus dem Satz von Kénig (20.5)).

Lemma 23.3 (Kombinatorischer Nullstellensatz)

Sei P = P(xy,...,x,) ein Polynom in Z[x,...,x,]. Der Grad von P als Polynom in x;
sei < k;. Fiir alle i € [n] sei S; C Z mit |S;| > k; + 1. Wenn P(ty,...,t,) = 0 fiir alle
(t1,...,ty) € S;x... xS, dann ist P das Nullpolynom (P = 0).

Beweis. Wir verwenden Induktion nach n. Der Induktionsanfang bei n =1 ist einfach:
P = P(x), grad(P) < k. Wenn P mehr als k Nullstellen hat dann ist P das Nullpolynom
(andernfalls liefert jede Nullstelle einen Linearfaktor).

Induktionsschritt: Wir betrachten P als Polynom in x, mit Koeffizienten im Ring

Z|x1,...,Xp—1]. Alsoist P = ZflOPj(xl,...,xn_l)x{l. Fir jedes feste Tupel (ty,...,t,1) €

S1%...xS,_1 hat Pi(x,) = ngOPj(tl,..., t,_1)xh € Z[x,] alle s € S,, als Nullstellen. Wegen
ISyl =k, +1 und grad,(P) = k, ist P(x,) das Nullpolynom aus Z|[x,]. Das bedeutet aber,
dass alle Koeffizienten selbst Null sind, d.h Pi(ty,...,£,-1) = 0.

Nun betrachten wir fiir festes j das Polynom Pi(xy,...,x,_1) € Z[xy,...,x,_1]. Der
Grad von P; als Polynom in x; ist < k; und Pi(ty,...,t,_1) = 0 fiir alle (ty,...,£,_1) €

Sy x...xS,_1. Laut Induktionsannahme bedeutet das P; = 0. Wegen P = Zij{, gilt also
auch P = 0. 0

Beweis [Alon-Tarsi].

Sei G mit Farblisten L(v) und einer Orientierung D gegeben, so dass fiir alle Knoten v;
gilt |[L(v;)| > k; + 1 und outdeg(v;) < k;. Wir behaupten, dass dann eine L-Listenfdrbung
existiert. Zum Beweis der Behauptung definieren wir S; = L(v;) und wollen nun die
Existenz von (ty,...,t,) € S; X...x S, mit f5(ty,...,t,) # 0 folgern. Die Voraussetzung
aus dem Satz liefert [EG(D)| = |[EU(D)|, mit Lemma [23.1]impliziert das f; = 0.

Es gilt grad(fs,x;) = deg(v;) und das ist im Allgemeinen > outdegp(v;). Daher
kénnen wir aus f; # 0 nicht direkt auf die Existenz einer L-Listenfdrbung schliefSen.
Dieses Problem wird dadurch gelést, dass wir ein Polynom f; mit den folgenden drei
Eigenschaften konstruieren:

(1) folti,...,tn) = fo(ty,...,ty,) fiir alle (t1,...,t,) € Sy X... X S,,.
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23. Listenfdrbungen und der Satz von Alon-Tarsi

(2) grad(fG,xi) = outdeg(v;).

(3) Der Koeffizient von xlf‘xgz...xﬁ” in f; und f; ist gleich.

.....

EU(D)| # 0 und (3). Wegen (2) kénnen wir aus dem Nullstellensatz folgern, dass
ein Tupel (ty,...,t,) € S| x... x S, existiert, fur das f5(ty,...,t,) = 0. Wegen (1) gilt
fo(ty,...,t,) # 0, also ist ¢ : i — t; eine zuldssige Farbung von G mit Farben aus den
Listen.

. . = ki+1 k; J e
Die Konstruktion von fg: Betrachte Q;(x;) = [lses (xi —5) = ;' — Z]-’:O ajjx;. Fur

alle s € S; gilt Q;(s) = 0, d.h. wir kénnen xf’“ = Zﬁfi:o a[jx? als Relation verwenden,
um f; zu transformieren. Die Transformation erlaubt den Grad von x; zu senken
bis er k; ist, das ist (2). Die Auswertungen der transformierten Polynome bleiben
fur alle (ty,...,t,) € S; x...x S, unverdndert, das ist (1). Der Koeffizient von ]_[xi.(f
bleibt unverdndert, denn fg; ist homogen von Grad n. Monome, die durch Verwendung
der Relation entstehen, haben immer einen kleineren Grad (Grad sinkt bei jeder
Anwendung um mindestens 1). Damit ist gezeigt, dass wir ein Polynom fg; mit den
drei geforderten Eigenschaften konstruieren kénnen. 0
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Listenfarbungen und perfekte Graphen

24.1 Eine Anwendung des Satzes von Alon-Tarsi

Im vorhergehenden Kapitel wurde der Satz von Alon-Tarsi formuliert und bewiesen.
Wir wollen nun Anwendungsmoglichkeiten des Satzes betrachten, d.h. wir interes-
sieren uns fiir Orientierungen D mit [EU(D| = |[EG(D)|. Nttzlich ist in diesem Zusam-
menhang hdufig die Beobachtung, dass der kantenlose Subgraph immer in EG(D)
enthalten ist, so dass |[EG(D)| > 1.

* Fiir jede Orientierung D eines bipartiten Graphen gilt |[EU(D)| = 0 und also auch
|[EU(D|=|EG(D)|.

* IstD eine azyklische Orientierung, dann ist |[EG(D)| =1 und |[EU(D)| = 0. Also
liefert jede azyklische Orientierung eine Schranke an yx;, diese Schranke ist auch
mit Greedy und einer umgedrehten topologischen Sortierung beweisbar.

Proposition 24.1 Jeder Graph G = (V,E) hat eine Orientierung ind der fiir alle v gilt:

E
outdeg(v) < max(% : H Subgraph von G).
H

Beweis. Sei d so dass fir alle Subgraphen H von G gilt |[Ey| < d|Vy|. Wir konstruieren
einen bipartiten Hilfsgraphen B;. Die Knoten der einen Seite von B, sind die Kanten
von G, auf der anderen Seite haben wir d Kopien fiir jeden Knoten von G. Jede Kante
{x,v} wird mit den d Kopien von x und den 4 Kopien von y verbunden.

Behauptung. B, besitzt ein Matching M mit |M| = Eg.

Wenn die Behauptung stimmt, dann kénnen wir so ein Matching M verwenden um
eine Orientierung Dy, von G zu konstruieren. Eine Kante {x,y} € E; ist in D) genau
dann als x — p orientiert wenn ({x,},x) € M ist. Aufgrund der Gréfle von M ist so
jede Kante orientiert. Da in By nur d Kopien von x existieren gilt outdegp, (v) <d.

Zum Beweis der Behauptung tiberpriifen wir die Hall-Bedingung. Das heifst wir
miissen zeigen, dass die Nachbarschaft von F in B; grofd genug ist, genau gesagt dass
INg, (F)| > |F| ftir alle F C Eg.

Sei Vi die Menge der Knoten, die als Endknoten einer Kante aus F auftreten. Nun
gilt [Ng, (F)| = d|VE| = [Egv, | > |F|. O
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Folgerung. Sei G ein bipartiter planarer, so gilt x;(G) < 3.

Beweis. Wenn G bipartit planar ist, dann gilt |E| < 2|V| -4 (das zeigen wir spédter im
Kapitel tiber Planaritdt). Da jeder induzierte Subgraph von G auch bipartit planar ist
gewdhrleistet die Proposition die Existenz einer Orientierung mit outdeg(v) < 2 fiir
alle v. Mit Alon-Tarsi bekommen wir jetzt x;(G) < 3. A
Ohne Alon-Tarsi hédtten wir aus |Egy| < 2|Vy| -4 fur alle Subgraphen H schlieflen
konnen, dass der Minimalgrad von jedem H hochstens 3 ist. Daraus folgt, dass eine
Permutation 7 = vy,...,v, existiert, sodass jeder Knoten v; h6chstens 3 Nachbarn mit

grofleren Indizes hat. Das impliziert mit Greedy immerhin die schwachere Schranke
x(G) <4

24.2 Eine andere Anwendung des kombinatorischen
Nullstellensatzes

Satz 24.2 Sei p prim und G ein Graph mitd,, >2p—2 und A < 2p —1. Dann existiert
ein p-reguldrer Subgraph von G.

Bemerkung. Der vorhergehende Satz gilt auch fiir p Primpotenz. Der allgemeine
Fall ist offen. Im Beweis verwenden wir die folgende Variante des Kombinatorischen
NullstellensatzesX|

Lemma 24.3 (Kombinatorischer Nullstellensatz II)
Sei P = P(xy,...,x,) ein Polynom in F[xy,...,x,] und seien (ry,...,r,) so dass r; > 0 fiir

.....

fiir alle i, dann gibt es (t,...,t,) € S; ... x S, mit P(ty,...,t,) # 0.

Beweis. Flirve Vunde€ E seia,, =1, wenn v € ¢, und a, , = 0 sonst. Wir betrachten
das Polynom F := F; — F, wobei

Fo=[ [0-Q_aexr™), und Fo=| [0-x0.

veV e€E eeE

Es gilt: grad(F,) = (p—-1)|V|< %Wl = |E| und grad(F;) = |E|. Damit ist auch grad(F) =
|E|. Der Koeffizient von []x, in F ist (1)l = 0.

Fir die Anwendung des Nullstellensatzes wéhlen wir r; = 1 fir alle i. Dann
gilt [{0, 1}| > r; und wir bekommen ein £ € {0, 1}!*! mit F(x) = 0.
Behauptung. X ist der charakteristische Kantenvektor des gesuchten Subgraphen.

Zundchst stellen wir fest, dass £ = 0, weil F(0) = F1(0)— F,(0) =1 -1 = 0. Damit gilt
aber F,(X) =0, so dass F(X) = F{(X).

Nun erinnern wir uns an den kleinen Satz von Fermat: Fiir jedes a € F, =F, \ {0}
gilt aP~! = 1.

XIFiir einen Beweis und weitere Anwendungen sei verwiesen auf: Noga Alon Combinatorial Nullstellen-
satz, Comb. Probab. Comput. 8, No.1-2, 7-29 (1999).
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Wenn wir F; als Polynom tiber F, auffassen, kénnen wir diesen Satz in jedem
Faktor anwenden. Da wir aber schon wissen, dass F{(X) = 0, muss fiir jedes v gelten:
(2_ay,.X,) = 0. Dies ist nur méglich wenn der Grad jedes Knotens im durch £ definierten
Subgraphen G[X] ein Vielfaches von p ist. Sei also deggy¢)(v) = ¢, - p. Weil £ # 0 gibt es
Knoten mit ¢, > 0. Aus der Voraussetzung A < 2p — 1 folgt, dass fiir alle Knoten gilt
¢y < 2. Also ist G[£] ein p-reguldrer Subgraph. 0O

24.3 Perfekte Graphen

Definition 24.4 Ein Graph G = (V,E) ist genau dann perfekt, wenn ftir alle W C V
gﬂt.‘ )((G[W]) = a)(G[W]).

Beispiel. Graphen der folgenden Klassen sind perfekt. Diese Klassen sind dabei
hereditdr, d.h. induzierte Subgraphen gehoren in dieselbe Klasse.

Bipartite Graphen,

e Komplemente bipartiter Graphen,

Line-Graphen von bipartiten Graphen,

e Komplemente der Line-Graphen von bipartiten Graphen.

24.3.1 Chordale Graphen (Triangulierte Graphen)

Definition 24.5 Ein Graph ist genau dann chordal, wenn er keine induzierten Kreise

der Linge > 4 besitzt.

Abbildung 1: Ein chordaler Graph.
Beispiel 24.6 Graphen der folgenden Klassen sind chordal:

Bdume — Vollstiandige Graphen — Intervallgraphen.

Lemma 24.7 Sei G = (V,E) ein chordaler Graph und W C V. Dann ist Gy chordal.

Die ndchste Proposition liefert eine erste Charakterisierung chordaler Graphen.

Proposition 24.8 Ein Graph G ist chordal <= jeder minimale Separator von G ist
eine Clique.
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Beweis. Wenn (<) G nicht chordal ist, dann gibt es einen induzierten Kreis C mit
|C| > 4. Seien a und b nichtbenachbarte Knoten aus C und S eine minimale a,b
trennende Menge. Der Separator S muss aus den beiden 4, b Wegen auf C je mindestens
einen Knoten enthalten. Diese beiden Knoten sind nicht benachbart, also ist S keine
Clique.

(=) Sei nun G chordal, S ein minimaler Separator und x,y € S. Angenommen die
Kante (x,p) ist nicht in G. Wir betrachten Knoten 4 und b aus unterschiedlichen
Komponenten von G\ S. Aus der Minimalitdt von S folgt, dass x und v Kanten in
die Komponenten von g und b haben. Ausgebend von diesen Kanten finden wir vier
Wege von x und p zu a und b. Im Trdger dieser Wege finden wir einen kiirzesten
(sehnenlosen) Kreis C der x und v enthélt. Da C die Komponenten von 4 und b besucht
ist die Lange > 4. Das ist ein Widerspruch. 0O

Definition 24.9 Ein Knoten s ist genau dann ein simplizialer Knoten, wenn N (s) eine
induzierte Clique bildet.

Lemma 24.10 Jeder chordale Graph hat einen simplizialen Knoten.

Beweis. Mit Induktion beweisen wir die stirkere Aussage: Jeder chordale Graph, der
keine Clique ist, besitzt zwei nicht benachbarte simpliziale Knoten.

Sei G chordal und keine Clique, dann finden wir zwei unabhédngige Knoten a,
b in G. Ein minimaler 4,b trennender Separator S ist eine Clique. Sei G, = K, U S
wobei K, die Komponente von G\ S ist die a enthdlt. Den Graphen G;, definieren wir
als G\ K,. Als induzierte Subgraphen von G sind G, und G, chordal, so dass wir die
Induktionsvoraussetzung auf beide anwenden kénnen. Insbesondere besitzt G, einen
simplizialen Knoten a” der nicht zu S gehdrt und ebenso Gy, einen simplizialen Knoten
b’ der nicht zu S gehort, Das Paar a’, b’ ist das gesuchte Paar simplizialer Knoten fiir G.

O
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Chordale Graphen

In der vorigen Vorlesung haben wir perfekte Graphen definiert und dann mit dem
Studium der chordalen Graphen begonnen. Zur Erinnerung: Ein Graph heif3t chordal
(manchmal auch trianguliert), wenn er keinen induzierten Kreis der Linge grofier
gleich vier hat. Wir wissen schon:

e Chordale Graphen sind eine hereditdre Graphenklasse, das heif3t: Ist G chordal
und W C V, so ist auch Gy chordal.

e Ein Graph G ist genau dann chordal, wenn jede minimal trennende Menge eine
Clique ist (Proposition |24.8).

e Ein chordaler Graph besitzt einen simplizialen Knoten. (Lemma|24.10).

Definition 25.1 Eine perfekte Eliminationsreihung (PER) von G ist eine Totalord-
nung A = (vy,...,v,) der Knoten mit der Eigenschaft: v; ist simplizialer Knoten in
Glvi,...,v,).

Satz 25.2 Ein Graph G ist genau dann chordal wenn er eine perfekte Eliminationsrei-
hung besitzt.

Beweis. (=) Da G chordal ist, existiert ein simplizialer Knoten v; in G. Da Chordalitat
eine hereditdre Eigenschaft ist finden wir in G\ {vy,...,v;_;} einen simplizialen Knoten
v;. So entsteht eine PER.

(&) Angenommen es existiert ein induzierter Kreis C mit |C| > 4. Sei A eine PER
und sei v; der erste Knoten von C beztiglich A. Da v; ein simplizialer Knoten in
Glv;,...,v,] ist sind die beiden Nachbarn von v; durch eine Kante verbunden. Diese
Kante ist eine Sehne von C. Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass es sich bei C
um einen induzierten Kreis handelt. 0

Bemerkung. Die Erkennung chordaler Graphen ist in Polynomzeit méglich. Die Uber-
priifung alle Knoten auf Simplizialitat ist naiv in O(n - n?) machbar, so dass ein PER in
O(n*) berechnet werden kann. Tatséchlich ist die Erkennung chordaler Graphen sogar
in Linearzeit O(n + m) moglich.

Bemerkung. Chordale Graphen sind perfekt.

Beweis. Nutze zum Fdrben den Greedy-Algorithmus mit einer umgedrehten PER
A~!'=(v,,...,v;) als Firbungsreihenfolge. Fiir die Farbe c(v;) von v; gilt dann:

1, (il +1 < w(G).

......
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Die erste der beiden Ungleichungen ist beim Greedy-Algorithmus immer erfiillt. Die

,,,,,,

eine Clique bildet. Die Farbung braucht also nur w(G) viele Farben. Da induzierte
teilgraphen von chordalen Graphen ebenfalls chordal sind, folgt die Behauptung.

25.1 Durchschnittsgraphen
Definition 25.3 Sei F eine Familie von Teilmengen einer Menge X. Man definiert den

Durchschnittsgraph G von F wie folgt: V := F, das heifst fiir jede Teilmenge F € F
gibt es einen Knoten vp in Gr, und E := {{vg, v} : FNF = 0}.

o

Abbildung 1: Eine Familie von Ellipsen und ihr Durchschnittagraph.

Bemerkung. Jeder Graph ist Durchschnittsgraph fiir ein geeignetes 7. Eine Moglich-
keit, G = (V,E) als Durchschnittsgraphen zu realisieren, ist die folgende:

F ={E;:i €V}, wobei E; die Menge der zu i € V inzidenten Kanten ist. Es gelten aber
auch stdrkere Aussagen:

e Jeder Graph G ist Durchschnittsgraph von (induzierten) Teilgraphen eines
Graphen Hg.

e Jeder Graph ist Durchschnittsgraph von Pfaden in einem Graphen.

Eine interessante Klasse von Graphen sind die Intervallgraphen. Diese Graphen sind
definiert als die Durchschnittsgraphen von Teilpfaden eines Pfades

*—0 [ ]

O ) ) 0O O O O O O ) ) O
A4 A o A N4 N4 A A A4 A
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25.1 Durchschnittsgraphen

Baum Teilbdume Baumgraph

O @ (1) @ (t2)

}
12,3,4) (t3)

4561 N
B @

,5}
}
& © t; {6} (t6) 17)

Abbildung 2: Beispiel eines Baumgraphen.

~ Y~

U = W
—_——— o ———
O\ Ul = N

Definition 25.4 Baumgraphen sind Durchschnittsgraphen von Teilbdumen eines Bau-
mes, dem Trdgerbaum der Baumdarstellung.

Wir werden spdter sehen, dass ein Graph G genau dann chordal ist, wenn er ein
Baumgraph ist. Als Vorbereitung darauf beweisen wir ein Lemma.

Lemma 25.5 Teilbdume eines Baumes haben die 1-Helly-Eigenschaft, das heifst wenn
Ty,..., T, paarweise nicht disjunkte Teilbdume von T sind, dann ist (); T; # 0.

Beweis. Seien Ty,..., T, Teilbdume von T mit T; N T; = 0 fiir alle i = j. Sei v € V der
Knoten, der in moglichst vielen T; enthalten ist. Ist v € T; fur alle 7, so ist der Schnitt
tiber alle T; nicht leer und die Behauptung damit gezeigt. Angenommen es existiert
ein j mit v € T;. Sei w € T; so gewdhlt, dass der (eindeutige) Weg von v nach win T
minimale Lidnge hat. Fiir alle i mit v € T; existiert ein v; mit v; € T; N T; # 0. Da die T;
Bdume sind, sind sie insbesondere auch zusammenhingend, das heif3t, sind v,v; € T},
so gibt es auch einen v,v;-Weg in T;. Dieser Weg enthilt insbesondere auch w. Damit
ist w aber in mehr Teilbdumen enthalten als v, was im Widerspruch zur Wahl von v
steht. 0O

Exkurs: Helly-Eigenschaft

Definition 25.6 Eine Familie C ={C;,...,C,} von Teilmengen von X hat die d-Helly-

Eigenschaft, wenn aus der Annahme, dass der Durchschnitt jeder (d + 1)-elementigen
Teilmengen von C nicht leer ist (d.h., VI € (d[ﬂ)gﬂt MNic; Ci = 0) folgt, dass der Durch-
schnitt iiber C nicht leer ist (d.h., (e[, Ci = 0).

Bemerkung. Konvexe Teilmengen des R haben die d-Helly-Eigenschaft aber nicht
die (d —1)-Helly-Eigenschaft.
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Perfekte Graphen

In der vorigen Vorlesung haben wir chordale Graphen studiert und Baumgraphen
definiert. Hier ist nun der schon angektindigte Satz:

Satz 26.1 Essei G =(V,E) ein Graph. Dann ist dquivalent:
(1) G ist chordal
(2) G ist ein Baumgraph

Beweis. (1 = 2) Wir verwenden Induktion tiber die Knotenzahl von G = (V,E). Falls
G eine Clique ist, ist G offensichtlich ein Baumgraph, also betrachten wir nur den
Fall, dass G keine Clique ist. Dann wissen wir, dass 2 Knoten 4,b € V und eine a-b
trenndende Clique S existieren.

Sei nun W C V eine Komponente von G\S. Weiter definieren wir G; := G[W + §]
und G, := G[V\W]. Wir nehmen nun eine Baumgraphendarstellung von G; und G,
auf By und B,. Sei nun S; eine maximale Clique mit S C S; in G; fir i = 1,2. Es
existieren Knoten x; € B; sodass x; € T, genau dann wenn v € S;, die Existenz der x;
folgt aus der 1-Helly-Eigenschaft von Baumen. Einen zu G gehdrigen Baum finden wir
indem wir die beiden Bdume B; und B, tiber x; und x, verbinden. Die entsprechende
Verbindungskante verwenden wir auch um die zu Knoten aus S gehdrigen Teilbdume
in By und B, zu verschmelzen.

B, B,
Abbildung 1

(1 &2) 1. Beweis

Wir wollen zeigen, dass ein Baumgraph keine induzierten Kreise der Lange > 4
enthdlt und damit ein chordaler Graph ist. Wir betrachten die Teilbdume von 3 auf-
einanderfolgenden Knoten vy, v,,v; auf einem Kreis C mit |C| > 4. Auflerdem diirfen
wir annehmen, dass |T,,| > 2, da wir aus |T,,| = 1 bereits auf die Sehne vy, v3 schliessen
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konnten. Sei nun e € T,, eine Baumkante, sodass T,, und T,, in verschiedenen Kompo-
nenten von T \ e liegen. Diese Kante e muss aber auch im Teilbaum T, eines Knotens
v € C \ v, enthalten sein. Andernfalls wiirde sich der Kreis nicht schlieSen. Dies hat
jedoch direkt zur Folge, dass v,v, € E(G), also haben wir eine Sehne gefunden und
haben keinen Kreis der Ldnge > 4.

(1 < 2) 2. Beweis In diesem Beweis werden wir die Baumdarstellung von G nutzen
um einen simplizialen Knoten von G zu identifizieren. Sei A = (xy,---,x,,) eine perfekte
eliminations Reihenfolge PER des Tragerbaumes B der gegebenen Baumdarstellung.
Wir wéhlen iy minimal, so dass B[xy,--, x; ] einen Teilbaum T, der Baumdarstellung
enthdlt.

Behauptung. Fiir alle w € V(G) mit T,, N T, # 0 gilt: x;) € Ty,

e 1.Fall: T, C B[xl,---,xio], dann ist klar, dass x;, € T, denn wir haben iy minimal
gewdhlt.

* 2.Fall: T,  B[xy,-++, x;,], dann enthdlt T,, die Verbindungskante (x; , x;) mit j > iy
und also auch x;,.

Also ist vy ein simplizialer Knoten. Da die Klasse der Graphen die eine Baumdarstel-
lung besitzen hereditdr ist konnen wir das Argument iterieren und finden eine PER
fir G. Damit ist G laut Satz chordal. 0

26.1 Weitere Klassen perfekter Graphen

26.1.1 Vergleichbarkeitsgraphen

Definition 26.2 Sei P = (X, <) eine Ordnung. Der Vergleichbarkeitsgraph Gp = (X, E)
ist der Graph, der ftir jede Relation von P eine Kante enthélt, d.h.

e=(a,b)e E&a<boderb<ainP.

G(P)

P4
7
2 1 5
3 X
6 6
2
X
1 5 3 4 4
Abbildung 2: Ordnung P dargestellt durch das Diagramm und der Vergleichbarkeitsgraph

G(P).

Eine Kette in P ist eine Menge von paarweise vergleichbaren Elementen, entspricht
also einer Clique in Gp. Die Hohe von P ist h(P) = w(Gp), also die Anzahl der Elemente

135
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einer langsten Kette in P. Die Hohe eines Elements x ist h(x) = #(Elemente der langsten
Kette in der x maximales Element ist).

Eine Antikette in P ist eine Menge von paarweise umvergleichbaren Elementen,
entspricht also einer unabhdngigen Menge in Gp. Die Weite von P ist w(P) = a(Gp),
also die Anzahl der Elemente einer gréfiten Antikette in P.

Die kanonische Antikettenzerlegung von P definiert man als Ay,..., Ajpy mit

A;={xeX:h(x)=1i}.

Weil aus x < v klarerweise h(v) > h(x) + 1 folgt, ist jedes A; tatsdchlich eine Antikette.
Damit haben wir eine Zerlegung von Gp in h(P) = w(Gp) unabhdngige Mengen. Also
ist x(Gp) = w(Gp).

Da Vergleichbarkeitsgraphen eine hereditdre Graphenklasse sind ist damit gezeigt:

Satz 26.3 Vergleichbarkeitsgraphen sind perfekt.

Alternativ kénnen wir eine optimale Farbung von Gp tiber lineare Erweiterungen
von P bekommen. Eine lineare Erweiterung von P ist eine Permutation L = xy,...,x,
der Elemente von P so dass fiir jede Relation x; <x; in P gilt i <j. Wird der Greedy-
Farbungs-Algorithmus mit der Reihenfolge L verwendet, dann bekommt x die Far-
be h(x). Die Firbung entspricht also letztlich wieder der kanonische Antikettenzerle-
gung.

L 1 2
1

3 4 5 6 7 8
Farbe 1 2 2 3 2 4 3
26.1.2 Unvergleichbarkeitsgraphen

Unvergleichbarkeitsgraphen sind die Komplementgraphen von Vergleichbarkeitsgra-

phen. Also entsprechen Ketten von P unabhidngigen Mengen in Gp) und Antikette
in P entsprechen Cliquen in Gp.
Aus der Kombinatorik kennen wir den Satz von Dilworth.

Satz 26.4 Ist P eine endliche Ordnung. Dann gilt:
min( |C|: C Kettenzerlegung von P) = max(|A|: A Antikette in P)

Aus dem Satz von Dilworth kénnen wir direkt folgern, dass in Unvergleichbarkeits-
graphen gilt x(Gp) = w(Gp).
Da Unvergleichbarkeitsgraphen eine hereditdre Graphenklasse sind ist damit ge-

zeigt:

Satz 26.5 Unvergleichbarkeitsgraphen sind perfekt.
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26.2 Berge Vermutungen

26.2 Berge Vermutungen

Der Begriff des perfekten Graphen wurde 1963 von Claude Berge geprdgt. Er hatte
zwei Vermutungen von denen die schwéchere 1972 von Lovdsz und die starkere 2006
von Chudnovsky, Robertson, Seymour und Thomas bewiesen wurde.

[schwacher perfekter Graphensatz] G ist perfekt &= G ist perfekt.

[starker perfekter Graphensatz] G ist perfekt & G enthilt keinen ungeraden indu-
zierten Kreis der Ldnge > 5 und kein ungerades induziertes Loch (Komplement eines
Kreises) der Lange > 5.

Definition 26.6 Sei G = (V,E) ein Graph, wir definieren
o G ist w-perfekt VW Cc V:H =G[W] gilt x(H) = w(H)
o Gista-perfekt & VW CV :H=G[W]gilt ©(H)=a(H)
e G ist produkt-perfekt © YW Cc V: H = G[W] gilt a(H) - w(H) > |Vy|

Satz 26.7 Die 3 Begriffe von Perfektheit sind dquivalent, d.h.
G ist w-perfekt & G ist produkt-perfekt & G ist a-perfekt.

Bemerkung. Aus dem Satz fogt direkt der schwache perfekte Graphensatz. Zum
Beweis des Satzes gentigt es die erste Aquivalerlz zu zeigen, denn (G ist a-perfekt &
G ist w-perfekt) und (G ist produkt-perfekt & G ist produkt-perfekt).

Beweis. (w-perfekt = produkt-perfekt) Sei G = (V,E) ein Graphund W Cc V, H =
G[W]. Nach Voraussetzung wisen wir, dass wir H mit xy(H) = w(H) Farben firben
kénnen. Da jede Farbklasse F; eine unabhidngige Menge in H ist, gilt aulerdem |F;| <
a(H). Also
w(H) w(H)
Vil = ) _IFl< ) a(H)=a(H)w(H).
i=1

i=1

Definition 26.8 G = (V,E) ist minimal-w-imperfekt & x(G) > w(G) aber fiir alle
W C V gilt x(G[W]) = w(G[W)).

Bemerkung. Wenn G nicht perfekt ist, dann existiert ein W C V sodass G[W] minimal
imperfekt ist.

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass wenn G minimal w-imperfekt ist folgt, dass G
nicht produkt-perfekt ist, das ist dann die zweite Implikation.

(produkt-perfekt = w-perfekt) Sei G = (V, E) ein Graph und I C V eine Unabhdngige
Menge. Wir definieren G~ := G\I und stellen fest, dass x(G) > x(G™) > x(G) -1 gilt.
Wenn G minimal w-imperfekt ist gilt auch x(G) > w(G) > w(G™) = x(G7), also

X(G)>x(G)=x(G) -1 und w(G)=w(G") (%)
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26. Perfekte Graphen

Sei G nun minimal-imperfekt, v € V, dann gilt nach Voraussetzung, dass G\v perfekt
ist. Seien nun Xj,---, X,, Farbklassen einer minimalen Farbung von G\v und Y eine
w-Clique von G.

Falls v € Y, dann gibt es genau ein iy mit X;; N'Y =0 und fiir alle anderen j = ij gilt
|X;NY|=1 (Jeder Knoten w € Y muss ja, da Y eine Clique ist eine eigene Farbe haben.).
Mit dem gleichen Argument kénnen wir auch fiir den Fall v ¢ Y folgern, dass fiir alle
j=1,...,w gilt, dass |X]- NnY|=1.

Sei nun S eine maximal unabhingige Menge in G, d.h. |S| = a(G). Fir alle v e S
seien S{,---,S/, die Farbklassen einer minimalen Farbung von G\v. Zusammen mit S
haben wir dann eine Sammlung von a - w + 1 unabhdngigen Mengen.

Aus (*) folgt flir jedes S* der Sammlung: w(G\S;) = w(G) Sei Q; eine Maximale
Clique in G\Szt". Widerum aus (*) folgt, dass SX,---Sf_l, S;‘H,---,Sg),{x} eine optimale
Farbung von G\S: ist. Da Q7 eine Clique der Gréfie w und jedes S eine unabhingige
Menge ist, gilt:

IQfﬂSJ':"Izl Vizj

und zusatzlich x € Q7. Damit gilt auch fiir jedes v # x aus der unabhdngigen Menge S,
dass v € Q.

Betrachten wir nun eine w(G) + 1 Farbung von G: {y}Sf, e, 82 wegen v € Q7 bekom-
men wir

Qf NS{I=1 Vi,j.

Wenn zuletzt noch eine maximale Clique Q in G\S wihlen, dann haben wir eine
Familie S von aw + 1 unabhdngigen Mengen und eine Familie Q von aw + 1 Cliquen.
Wir definieren nun eine Bijektion y: 5 — Q:

Q, fallsI =S
YD=3 0 72 e
5, fallsI=S§;

Die oben angestellten Uberlegungen ergeben fiir [ € S und C € Q

uqu{a falls C = y(I) o)

1, andernfalls.
Der Beweis wird mit einem der linearen Algebra entlehnten Rangargument zuende-
gebracht. Dazu definieren wir uns vier Matrizen:
e Iseidie (aw+1)x(aw+ 1) Identitdtsmatrix.
e Jseidie (aw+1)x(aw+ 1) Einsmatrix, d.h. alle Eintrdge sind 1.

e A seidie (aw+ 1)xn Matrix deren Zeilen die charakteristischen Vektoren der
unabhingigen Mengen aus S sind.

e B seidie nx(aw+1)Matrix deren Spalten die charakteristischen Vektoren der
Cliquen aus Q sind.
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26.2 Berge Vermutungen

Weiterhin fordern wir, dass die zur i-ten Zeile von A und zur i-ten Spalte von B
gehorenden Mengen durch die Bijektion y aufeinander abgebildet werden.

Aus (#*) folgt damit die Matrizengleichung A-B =] - 1.

Die Matrix auf der rechten Seite hat vollen Rang: rang(J —I) = aw + 1 (Lemma [27.1).
Daraus folgt, dass rang(A) > aw+1. Aus Formatgriinden gilt rang(A) < n. Damit ist die
Ungleichung a(G)w(G) < |Vg| fiir den minimal w-imperfekten Graphen G bewiesen. o
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Polytop der unabhangigen Mengen

In dieser Vorlesung wird zundchst das fehlende Lemma zum Beweis des schwachen
perfekte-Graphen-Satzes aus der letzten Vorlesung nachgetragen. Hauptthema der Vor-
lesung ist das Polytop der unabhidngigen Mengen. Dieses Polytop entsteht als konvexe
Hiille der charakterischtischen Vektoren der unabhidngigen Mengen eines Graphen.
Diese Vektoren spannen als 0-1-Vektoren ein Polytop im Einheitswiirfel auf das als
STAB(G) bezeichnet wird. Wir werden neben STAB auch noch die Relaxationen ESTAB
und QSTAB kennenlernen. Das Konzept des Polytops der unabhdngigen Mengen wird
letzlich verwendet, um einen alternativen Beweis des schwachen perfekte-Graphen-
Satzes zu geben. Der Beweis wurde tatsdchlich erst in der 28. Vorlesung abgeschlossen,
ist aber in dieses Kapitel ibernommen worden.

27.0.1 Das fehlende Lemma

Lemma 27.1 Ftir die n x n Matrizen I (Identitdt) und ] (alles Eins) gilt: rang(] —I) = n.

Beweis. Wir fiihren den Beweis im Fall n = 4, der allgemeine Fall geht genauso.

01 11

1 011

J=1=11 1 01

1 110
0 1 1 1
| _ 1 -1 0 0
ziehe S; VOl’lS,‘ab(l>1)<_>1 0 -1 0
1 0 0 -1
3 0 O

ddiere Z; zu Z ('>1)<_’1 o
addiere Z; zu Zy (1 1 0 -1 0
1 0 -1
3 0 O
| 0 -1 0 0
addiere S; zu S| — 0 0 -1 0
0O 0 0 -1
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27.1 Das Polytop der unabhidngigen Mengen

Also ist det(] —I) = £3 # 0 dies impliziert rang(l —j) = 4. 0O

27.1 Das Polytop der unabhangigen Mengen

Definition 27.2 STAB(G) = conv (1g : S unabhédngig in G)

Offensichtlich ist STAB(G) ein 0-1-Polytop und also im Einheitswiirfel. Als Ecken
traeten alle unabhdngigen Mengen auf.

Beispiel. Wir betrachten den Graphen aus Abb|l} links. Die unabhdngigen Mengen
sind {0,a,b,c,ac}. Aus diesen unabhdngigen Mengen ergibt sich das rechts dargestellte
Polytop.

b=(010)
c=(001) ac=(101)
G o ——0
a b c 0 =(000) a=(100)

Abbildung 1: Ein Graph G und STAB(G).

Sei nun w : V — R eine Gewichtsfunktion. Wir definieren a(G,w) = max(w(I) : [
unabhdngig in G) wobei das Gewicht einer Menge I einfach additiv als w(I) =}, ; w(x)
festgelegt wird. a(G,w) ist also das maximale Gewicht einer unabhédngige Menge.

Lemma 27.3 a(G,w)=max(w’x : x € STAB(G))

Beweis. Wir zeigen zundchst ”“<”. Wenn I unabhéngig ist, dann ist der charakteristi-
sche Vektor 1; € STAB(G). Nun gilt: (G, w) = max(w(I) : I unabhingig) = max(w!1; :
I unabhingig) < max(w’x : x € STAB).

Fiir die umgekehrte Richtung kénnten wir als Tatsache benutzen, dass das Maximum
einer linearen Funktion tiber einem beschrankten Polytop in einer Ecke angenommen
wird. Also folgt aus V¥ Ecken z von STAB gilt w'z < a(G,w) auch ¥x € STAB : w'x <
a(G,w).

Die “Tatsache” kann leicht direkt nachgerechnet werden, das sieht in unserem
Fall so aus: Jedes x € STAB(G) kann als Konvexkombination der Ecken dargestellt
werden, also existieren Koeffizienten A; > 0, sodass } A;1; =xund } A; =1. Damit
giltt wix=Y Lywll; <Y \a(G,w) = a(G,w). 0O
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27. Polytop der unabhingigen Mengen

Bemerkung. Da die Berechnung von a(G) ein NP-schweres Problem ist folgt, dass
auch die Optimieren tiber dem Polytop STAB NP-schwer ist.

Wir haben eine V-Beschreibung von STAB (als konvexe Hiille), wir hétten aber
lieber eine H-Beschreibung (durch Ungleichungen). Um uns so einer Beschreibung
anzundhern sammeln wir nun einige gtiltige Ungleichungen:

(Sy) 0<x;<1 Vi (Positivitdt)
Ss xi+x; <1 Vi,j€ Eg; (Kantenungleichungen)
j J g g

Definition 27.4 Das durch die Ungleichungen (S;) und (S,) definierte Polytop nennen
wir ESTAB.

Da (S1) und (S,) gtiltige Ungleichungen fiir STAB sind gilt: STAB(G) € ESTAB(G).
Der folgende Satz charakterisiert den Gleichheitsfall.

Satz 27.5 STAB(G) = ESTAB(G) < G ist bipartit.

Beweis. Wir zeigen zundchst “=” mit einem indirekten Argument: Wenn G nicht
bipartit ist, dann ist einen ungerader Kreis C in G enthalten (|C| = 2k + 1). Wir betrach-
ten nun den Vektor %]lc. Dieser erftillt alle Ungleichungen (S;) und (S;) und ist also
in ESTAB(G). Fiir alle I unabhingig gilt 1-71; < k aber ]lCT%]lC = %(2k +1)>k. Also
ist %]lc nicht in STAB(G) und somit ESTAB(G) 2 STAB(G).

Nun zur Gegenrichtung “<”. Hier benutzen wir, dass ganzzahlige Vektoren aus
ESTAB in STAB liegen (die ganzzahlige Version von (S2) ist gerade die Definition einer
unabhdngigen Menge). Zusdtzlich benutzen wir die folgenden beiden Tatsachen aus
der Geometrie:

(1) Sei P ein Polytop. Ein Vektor a ist eine Ecke von P <= flir jede Gerade g durch
a ist a ist Endpunkt von gN P.

(2) Fiir Polytope P C Q gilt: wenn jede Ecke von Q in P ist = P = Q.

Nun zu unserem Beweis. Sei G bipartit und sei x € ESTAB(G) ein nicht ganzzahliger
Punkt. Wir werden zeigen, es gibt eine Strecke mit Mittelpunkt x die ganz in ESTAB(G)
liegt. Ist dies gezeigt, dann ist wegen (1) jede Ecke von ESTAB(G) ganzahlig und also
in STAB(G). Mit (2) folgt daraus dann STAB(G) = ESTAB(G).

Sei x € ESTAB(G) nichtganzzahlig. Wir nennen eine Kante e = (ij) kritisch, falls
x; +x; =1 gilt, und betrachten den Subgraphen G, der kritischen Kanten.

Sei H eine Zusammenhangskomponente von G, und iy € Vg mit 0 <x; <1. Sei Uy, U,
die Bipartion von H mit x;, € U;. Wir definieren g, = x —t1y +t1y,. Flir welche ¢ ist
g, in ESTAB?

Aus den Bedingungen (S1) folgt: x;, =1 <t < x; . Aus der Tatsache, daf} alle aus H
herausragenden Kanten nicht kritisch sind, folgt: d¢ > 0 so, dass g; fiir —e <t < ¢
die Bedingungen (S2) erftillt. Damit ist auf der Geraden g; der Streckenabschnitt
t € [max{-¢,x; — 1}, min{e, x; }] als ganz in ESTAB(G) enthalten nachgewiesen. Das
wollten wir zeigen.
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27.1 Das Polytop der unabhidngigen Mengen

1 1 1 2
2 2 0 5 0 3
i 2 L 1L 1
2 3 2 3 3

Abbildung 2: Ein bipartiter Graph mit einem nichtganzzahligen x € ESTAB (links), der Wert
x; steht beim Knoten i und der Graph G, der kritischen Kanten (rechts).

Existiert keine Zusammenhangskomponente H, in der es ein solches iy gibt, so
finden wir einen 7; derart, dass 0 <x; <1 und keine kritische Kante den Knoten 7,

enthélt. Also gibt es ein € > 0 fiir alle t € [~¢,¢] auch x + te; € ESTAB(G). 0O
b b
b
G
0 a 0 a
STAB ESTAB

Abbildung 3: Ein Graph G und die Ploytope STAB(G) und ESTAB(G). Letzteres ist von 0 weg
durch die rote, griine und blaue Ebene beschrankt.

Die Ungleichungen (S;) und (S,) reichen also im allemeinen noch nicht als H-Beschreibung,
ESTAB ist zu grof3. Daher interessieren wir uns fiir weitere Ungleichungen, die von
allen unabhdngigen Mengen erfiillt werden:

-1
(S3) in < |C|2 ¥ C ungerader Kreis (Kreisungleichung)
ieC
(Sy) in <1 ¥ Q Clique (Cliquenungleichung)
ieQ
Definition 27.6 Das durch (S1) und (S4) definierte Polytop nennen wir QSTAB.

Bemerkung. Das durch S, S; und S5 definierte Polytop heifst CSTAB. Die Kantenun-
gleichungen S, sind in S; enthalten. Also liegen QSTAB und CSTAB zwischen STAB
und ESTAB.

143



27. Polytop der unabhingigen Mengen

27.2 Gewichtete und fraktionale Graphenparameter

Definition 27.7 Es sei w:V — N eine Gewichtsfunktion. Nun wollen wir analog zur
Farbungszahl V mit unabhdngigen Mengen I liberdecken, allerdings so, dass jeder
Knoten v in genau w(v) unabhidngigen Mengen liegt. Die minimal benétigte Anzahl
an unabhingigen Mengen ist die gewichtete chromatische Zahl x (G, w). Als Formel:

X(G,w) =min Z ar: Z ar=w(v) YveV,q;eN
I unabh. I unabh.:vel

Die gewichtete Cliquenzahl w(G,w) ist dagegen das maximale Gewicht einer Clique,
also

Bemerkung. Nach Definition ist dann x(G) = x(G, 1). Man sieht weiterhin leicht, dass
X(Gw)>w(G,w).

Definition 27.8 Eine b-Fadrbung ist eine Gewichtung (a;); der unabhidngigen Mengen
mit ) j.;eya; = b fiir alle Knoten i, d.h. jeder Knoten wird b-fach tiberdeckt. Man
schreibt x(G,b) := x(G,bl). Die fraktionale chromatische Zahl wird definiert als:

, G,b
2710 fim K52

Bemerkung. Da w(G,b1) = b- @(G), ist ©(G) < x¢(G).

Da weiterhin x(G,a+b) < x(G,a) + x(G, b) gilt, folgt aus Feketes Lemma, dass x¢(G)
wohldefiniert ist, und w(G) < x7(G) < x(G).

Beispiel. G = C5: Es ist x(Cs,1) = x(C5) = 3, x(Cs,2) =5 und x(Cs,3) = 8. Also fallt
die Folge @ nicht immer monoton und da x((Cs) = % ist w(Cs) < xf(Cs) < x(Cs).
Definition 27.9 Fiir w: V — N definieren wir wG als den Graphen in dem es zu
jedem Knoten v eine Clique Q, mit |Q,| = w, gibt und zusétzlich fiir (u,v) € E alle
Kanten zwischen Knoten aus Q, und Q, existieren. Man sagt: der Graph wG entsteht
aus G durch w-fache Knotenmultiplikation.

a b c el
N — >
w 3 2 4

Knoten vervielfacht und vercliquet

Abbildung 4: Ein Beispiel ftir Knotenmultiplikation.
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27.3 Eine weitere Charakterisierung von Perfektheit

Lemma 27.10 x(G,w) = x(wG) und w(G,w) = w(wG).

Der Beweis ist eine einfache Ubungsaufgabe.

27.3 Eine weitere Charakterisierung von Perfektheit

Satz 27.11 Aquivalent ist:

(1) G ist w-perfekt (4) G ist a -perfekt
2) x(Gw)=w(G,w) Yw:V —>N (5) 0(G,w)=a(G,w) Yw:V >N
(3) STAB(G) = QSTAB(G) (6) STAB(G) = QSTAB(G)

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus Lemma zusammen mit dem
wichtigen Lemma[27.12|das wir gleich beweisen werden. Wir zeigen nur: (1) = (3) =
(4), denn aus diesen beiden Implikationen fiir den Komplementirgraphen G folgen
die Implikationen (4) = (6) = (1) fur G.

Lemma 27.12 Wenn G perfekt ist, dann gilt fiir jeden Knoten v, dass der Graph G/,
der aus G durch Verdopplung von v entsteht, ebenfalls perfekt ist.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach der Anzahl der Knoten. Fiir kleine n (n < 3)
ist die Sache klar: der kleinste nicht-perfekte Graph hat 5 Knoten. Fiir jeden echten
Subgraphen von G’ folgt die Perfektheit aus der Induktionsannahme. Es bleibt also
nur zu zeigen, dass w(G’) = x(G’). Dafiir definieren wir w = w(G) und unterscheiden
wir zwei Fille.

Fall 1: v ist in einer w-Clique von G enthalten. Das bedeutet w(G’) = w(G)+ 1. In
diesem Fall kénnen wir eine optimale Firbung von G nehmen und das Double von v
mit einer zusdtzlichen Farbe firben. So erhalten wir w(G’) = x(G’).

Fall 2: v ist in keiner w-Clique von G. Seien Sy, ..., S, die Farbklassen einer optima-
len Férbung von G mit [S,| > 2. Dann ist w(G[y_s, +y]) = @—1 und nach Induktionsvor-
aussetzung auch x(Gpy_s,+y]) = @ —1. Seinun T;...T,,_; eine optimale Firbung von
Gv—s +v)- Dannist Ty,..., T, S,, eine legale Firbung von G’ mit w(G’) Farben.

Nun zum eigentlichen Beweis von Satz|27.11

(1) = (3): Die Ecken von QSTAB sind rational. Die Ecken sind durch Gleichungen
mit ganzzahlige Koeffizienten definiert (um eine Ecke des n dimensionalen Polytops
zu beschreiben benétigt man hochstens n dieser Gleichungen, obwohl die Gesamtzahl
der Gleichungen exponentiell in #n sein kann). Lésung der Eckengleichungen mit
Gaufi-Elemination = Losung ist in Q". Also gilt:

e Wenn fiir alle rationalen Punkte aus QSTAB gilt, dass sie auch in STAB sinddann
gilt QSTAB C STAB und also QSTAB = STAB.
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27. Polytop der unabhingigen Mengen

Sei x ein Punkt in Q¥ N QSTAB(G). Indem wir mit N, dem kgV der Nenner, multipli-
ziern bekommen wir ein ein w = Nx € Z". Wegen der Positivitdtsungleichungen ist
dieser Punkt w in N".

Betrachte nun wG, den Graphen der durch Knotenmultiplikation mit w aus G
entsteht. Sei Q eine maximale Clique in wG und Q die zugehérige Clique in G. Es gilt:
w(wG)=|Q| =Y ,cow(v) = NxT. 1o <N, weil aus x € QSTAB folgt, dass xT. Io<1.

Wegen Lemmaist wG perfekt. Also gibt es eine Farbung S;...Sy. Sei S; die
zu S| gehorige unabhingige Menge in G. In S;...Sy kommt v gerade w(v)-fach vor.
Daher gilt: Zf\il Is,=wund x= W= Yy %]lsi. Damit ist x eine Konvexkombination
von Vektoren aus STAB(G) und also selbst in STAB(G). Das wollten wir zeigen.

(3)=(4): Zu zeigen ist, dass aus STAB(G) = QSTAB(G) die a-Perfektheit von G folgt,
also fiir alle H = G[W] gilt: a(H) = ©(H). Weil STAB(G) NR"# =STAB(H) und ebenso
QSTAB(G)NR"H = QSTAB(H) gilt, gentigt es a(G) = ©(G) aus STAB(G) = QSTAB(G)
zu folgern. Wir verwenden hierfiir Induktion nach a.

Aus der Definition von STAB(G) und a = a(G) folgt, dass F =STAB(G)N{x: x'1 = a}
eine nichtleere Seite von STAB(G) ist. Als Seite von QSTAB(G) kann F durch eine
Cliquenungleichung beschrieben werden, d.h. es gibt eine Clique Q von G, so dass fiir
alle p € F gilt pT1 = 1. Fiir alle unabhingigen Mengen S mit |S| = a gilt 15 € F also
11 1g=1und|SNQ|=1.

Das bedeutet nun aber a(G-Q) = a—1. Auf G-Q koénnen wir die Induktionsannahme
anwenden. Also ist G — Q a-perfekt, so dass eine Cliquenzerlegung Q;...Q,_; von
G — Q existiert. Damit ist aber Q;...Q,_1Q eine Cliquenzerlegung von G in a(G)
Cliquen, d.h. a(G) = ©(G). 0
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Optimieren tiber STAB und die
Lovasz-Ecke

Ein Polytop P ist eine konvexe Ecke, wenn P C RY (d.h. P liegt im positiven “Quadran-
ten”) und y € P dann gilt fiir alle x € RN mit 0 < x <y (koordinatenweise), dass auch x
in P ist.

e STAB und QSTAB sind konvexe Ecken.

Der Antiblocker einer konvexen Ecke P ist ABL(P) = {x e RY : 9Tx < 1 fiir alle y € P}.
Der Antiblocker einer konvexen Ecke ist selbst wieder eine konvexe Ecke.

e ABL(STAB(G) ={x:1]x <1 fiir alle unabhidngigen Mengen I in G}

={x: ]1(5x <1 fiir alle Cliquen Q in G}

= QSTAB(G).

Fiir eine konvexe Ecke P gilt: Optimieren tiber P und ABL(P) ist polynomiell
dquivalent. Optimieren tiber STAB(G) ist schwierig. Ein Spezialfall ist das NP-schwere
Problem die Unabhdngigkeitszahl eines Graphen zu berechnen. Folglich ist auch die
Optimieren tiber QSTAB(G) schwierig. Lovédsz fand hier eine erstaunliche Abhilfe, die
Lovasz-Ecke TH(G). Hier sind einige Tatsachen:

e STAB(G) € TH(G) € QSTAB(G).
e Optimieren tiber TH(G) ist polynomiell (semidefinite Programmierung).
e Daraus folgt: Optimieren tiber STAB(G) ist fiir perfekte Graphen polynomiell.

Wir werden diese Theorie hier nicht einholen kénnen, aber wenigstens die Definition
der Lovasz-Ecke TH(G) wollen wir uns ansehen.

Eine Orthogonale Darstellung von G ordnet jedem Knoten i einen Vektor v; € RY zu
(N darf frei gewdhlt werden), so dass ||v;|| = 1 fiir alle Knoten i und ftir jede Nichtkante
ij & Eg gilt: vl-ij =0.

Beispiel: Sei ¢ : V — [k] eine Farbung von von G und u; ... u; eine Menge von paat-
weise orthogonalen, normierten Vektoren. Die Abbildung i + u;) ist eine orthogonale
Darstellung (ONR) von G.

Zu einer ONR {v;} und einem Vektor ¢ € RN mit ||c]| = 1 definieren wir einen Vektor

z = z({v;},c) komponentenweise durch z; := (cTv;)?.

Lemma 28.1 Sei x € STAB(G) und z = z({v;}, c) wie oben, dann gilt zTx < 1.
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28. Optimieren tiber STAB und die Lovdsz-Ecke

Beweis. Wir beginnen mit einer Vortiberlegung: Sei {u;} eine Orthonormalbasis des

RN Jeder Vektor a kann dargestellt werden als a = ¥ ;(a” u;)u; und fiir die Norm von a
i 2
gilt: |lall> =Y ; (aTui) .

Um das Lemma zu beweisen gentigt es z' 1; < 1 fiir alle unabhingigen Mengen I zu

zeigen. Sei I also unabhingig. Die Vektoren {v;};c; sind paarweise orthonormal. Diese
Menge kann zu einer Orthonormalbasis {¥;};c erweitert werden. Nun gilt:

21y =) (< ) (@) =ldP=1.

iel i€[N] O

Definition 28.2 TH(G):={x € R” : zTx <1 fiir alle z = z({v;}, ¢)}

Aus obigem Lemma folgt STAB(G) € TH(G). Mit dem ndchsten Lemma zeigen wir
TH(G) € QSTAB(G).

Lemma 28.3 Sei x € QSTAB(G), dann gilt x € TH(G).

Beweis. Sei Q eine Clique und {c,{v;};cv\o} eine beliebige Menge von paarweise
orthogonalen, normierten Vektoren. Wir machen daraus eine ONR indem wir v; = ¢
tir alle j € Q wéhlen.

Sei nun z = z({v;},¢) (unsere ONB, unser c). Fiir jeden Vektor x aus TH(G) gilt:
zT'x < 1. Wie wir gleich sehen werden, ist z = 1, so dass alle x aus TH(G) der Clique-
nungleichung ]l(gx <1 gentigen. Da dieses Argument fiir jede Clique durchgefiihrt
werden kann ist TH(G) € QSTAB(G).

Die Koeffizienten von z:

Zl:(CTv.)zz{l ieQ
: : 0 ieQ. 0
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Baumzerlegungen und Baumweite

In der 29. und 30. Vorlesung haben wir uns ausgiebig mit Baumzerlegungen und der
dartiber definierten Baumweite beschaftigt.

Definition 29.1 Eine Baumzerlegung von G ist ein Paar (T, {Bt}tev, ), mit den folgen-
den Eigenschaften:

e T ist ein Baum;

e B, CVjfiirallete Vr;

e flir jede Kante (u,v) € E; gibteseint € T mit u,v € By;

e B7l(v)= {t eVrlve Bt} induziert fiir jedes v € V einen zusammenhdngenden

Teilbaum von T.

Die Mengen B; werden die Beutel oder Taschen der Baumzerlegung genannt. Die
letzte Bedingung ist dquivalent zu folgender Bedingung:

e Fiir drei Baumknoten u, v und w aus T, sodass v auf dem Pfad von # nach w in
T liegt, gilt: B, N B, € B,.
Wir wollen uns nun beispielhaft Baumzerlegungen eines Graphen ansehen. Abbil-
dung|I]zeigt drei verschiedene Baumzerlegungen des Cg.

Bemerkung. Jeder Graph ldsst sich als Baum mit nur einem einzigen Beutel darstellen,
der alle Knoten des Graphen enthdlt. Dies sichert zumindest die Existenz.

Definition 29.2 Die Weite einer Baumzerlegung (T, {B;};cv, ) eines ist max(|B;|)-1, also
die Grofle des grofiten Beutels der Baumzerlegung minus eins. Die Baumweite von G
ist die minimale Weite einer Baumzerlegung von G und wird mit tw(G) bezeichnet.

Die Subtraktion von 1 von der maximalen Beutelgrofie ist dadurch motiviert, dass
die Baumweite von Bdume 1 sein soll.

Lemma 29.3 Ist H ein Teilgraph von G, dann gilt tw(H) < tw(G).

Beweis. Sei H = (W, F), G=(V,E) und 7 eine Baumzerlegung von G, die die Baumwei-
te realisiert. Indem wir aus den Beuteln von 7 alle Knoten aus V' \ W 16schen erhalten
wir eine Baumzerlegung von G[W], das ist zugleich eine Baumzerlegung von H.

Das folgende Lemma gibt uns eine einfache untere Schranke an die Baumweite
beliebiger Graphen:
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6
1 5
4
(a) Der schwarze Cg (b) Eine blaue Baumzerlegung
(c) Eine griine Baumzerlegung (d) Eine rote Baumzerlegung

Abbildung 1: Der C6 und 3 verschiedene Baumzerlegungen des Cy.

Lemma 29.4 Ftir beliebige Graphen G gilt: tw(G) > w(G) — 1.

Beweis. Teilbdume als Teilmengen eines Baumes erfiillen die Helly-Eigenschaft. Dar-
aus folgt, dass jede Clique Q aus G vollstindig in einem Beutel V; einer Baumzerlegung
von G enthalten sein muss: Da fiir je zwei beliebige Knoten u und v aus Q die Kante
uv in E ist, existiert ein Beutel, der u und v enthaélt, id est der Schnitt der Teilbdume
B~'(v) und B~!(u) ist nicht leer. Mit der Helly Eigenschaft folgt, dass Mveo B '(v) 2 o.
Dies impliziert, dass es einen Beutel B,» mit Q C B, gibt, so dass die Baumweite
mindestens |Q|—1 ist. Dies gilt fiir jede Baumzerlegung, folglich ist tw(G) > w(G)-1.

29.1 Baumzerlegungen und chordale Graphen

In der 26. Vorlesung haben wir folgende Eigenschaft bewiesen: Ein Graph G ist genau
dann chordal, wenn er ein Baumgraph ist, also eine Darstellung als Durchschnitts-
graph von Teilbdumen eines Baumes besitzt. Diese Darstellung (T,{T,)},cv, liefert

eine Baumzerlegung durch B, := T7!(t) = {v e V5|t € T, }.
Also gilt fiir alle chordale Graphen:

tw(G) = w(G) - 1.

Mit dieser Vortiberlegung bekommen wir folgende Proposition:
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Proposition 29.5 Jede Baumzerlegung t von G liefert einen chordalen Graphen G%,
der G als Subgraphen enthilt. Auserdem gilt: tw(G) <tw(G") = w(G") - 1.

Beweis. Wie definieren G* als Vereinigung der durch die Beutel der Baumzerlegung
definierten Cliquen, d.h. wir verwenden fiir G* sdamtliche durch die Baumzerlegung
ermdglichten Kanten. 0

Beispiel. Wir betrachten die chordalen Erweiterungen des Cg4, die durch Hinzuftigen
sdmtlicher durch die Baumzerlegung ermdglichten Kanten entsteht. Eine Kante uv ist
durch eine Baumzerlegung gegeben, falls u und v zusammen in einem Beutel sind.
Siehe dazu auch Abbildung |2l Die Erweiterung der roten Zerlegung ist der K.

6 6
1 5 1 5
2 4 2 4
3 3
(a) Griine Erweiterung (b) Blaue Erweiterung

Abbildung 2: Der C6 und 2 verschiedene durch Baumzerlegungen induzierte chordale Erwei-
terungen des Cgq (zu den Zerlegungen aus Abbildung .

Als Folgerung erhalten wir eine alternative Charakterisierung der Baumweite:
Korollar 29.6 Die Baumweite eines Graphen G ist durch folgende Formel gegeben:

tw(G) = min max  (|Q]-1).
GAchordale Erwe. von G Q Clique in GA

29.2 Charakterisierung der Baumweite als
Spielparameter

Mit dem Spiel Cops and Robber wollen wir uns eine weitere Charakterisierung der
Baumweite anschauen. Zundachst wird das Spiel beschrieben.

Die Spieler des Spiels bestehen aus einem Robber und einer Menge von k Cops. Der
Robber, wie der Name schon suggeriert, hat eine vermeintliche Straftat begangen,
weshalb die Cops ihres Amtes walten und versuchen, den Robber zu fangen. Gespielt
wird auf einem Graphen; der Robber kann sich beliebig schnell von Knoten zu Knoten
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tiber die Kanten bewegen. Die Cops sind nicht ganz so beweglich und kénnen nur
einzeln von einem beliebigen Knoten zu einem anderen beliebigen Knoten bewegt
werden. Dazu steht ihnen ein Hubschrauber zur Verfiigung.

Auflerdem wird mit vollstdndiger Information gespielt, insbesondere weifs der
Robber, wo der Hubschrauber landen wird, wenn ein Cop eingestiegen ist.

Der Robber ist gefangen, wenn er sich mit einem Cop zusammen auf einem Knoten
befindet.
Frage: Wie viele Cops sind notwendig, um den Robber auf einem gegebenen Graphen
zu fangen?

Abbildung 3: Auf diesem Graphen reichen 3 Cops, um den Robber zu fangen. Aber wie
koénnen sie das schaffen?

Seymour und Thomas haben diesbeziiglich folgendes positives Resultat gefunden:
Theorem 29.7 Fiir einen Graphen G ist dquivalent:

tw(G) <k -1 & k Cops kénnen den Robber in G fangen.

Beweis. Wir schauen uns nur an, wie man aus einer Baumzerlegung eine Gewinnstra-
tegie flir k Cops konstruieren kann. Die andere Richtung, wie wir aus einer Gewinn-
strategie eine Baumzerlegung bekommen, behandeln wir hier nicht.

Seinun also G ein Graph mit Baumweite tw(G) = k—1 und (T, {B,}cy, ) eine passende
Baumzerlegung, d. h. mit Beutelgréie hochstens k. Sei (t,t’) € E(T) eine Kante der
Baumzerlegung. Wir kénnen annehmen, dass zwischen B; und By keine Inklusion gilt.
Andernfalls konnen wir die Kante (t,t’) zusammenziehen. Die Baumzerlegung mit der
kontrahierten Kante stellt den gleichen Graphen dar.

Daraus folgt also: |B; N By| <k —1.

Behauptung. S = B; N By ist ein Separator in G.

Beweis der Behauptung. Sei u € B;\ S und u’ € By \ S. Indirekt angenommen G\ S sei
zusammenhidngend, dann gibt es einen Pfad u = x¢, x,...x; = u’ von u nach u’. Sei T;
die Zusammenhangskomponente von T — (t,t) in der t liegt und x; der letzte Knoten
des Pfades der nur in Beuteln in T, vorkommt (da x, die gewtinschte Eigenschaft
besitzt aber x; nicht, finden wir x; mit i < k). Weil (x;, x;,1) eine Kante ist, kommt x;,;
in einem Beutel aus T; vor. Nach Wahl von x; kommt x;,; auch in einem Beutel vor
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der nicht zu T; gehort. Damit muss der Teilbaum von x; aber die Kante (¢, t’) enthalten.
Das bedeutet x; € S, ein Widerspruch, also ist S ein Separator. A

Daraus kénnen wir nun die Strategie fiir die Cops ableiten. Siehe dazu auch Abbil-
dung Wir nehmen nun noch zuséatzlich an, dass alle Beutel die Gréf3e k haben. Der
allgemeine Fall leitet sich dann ab, indem beim Besetzen kleinerer Beutel mehrere
Cops auf einen Knoten gestellt werden.

Abbildung 4: Ein exemplarischer Zug der Cops.

Phase 1: Besetze die Knoten aus einem beliebigen Beutel B, . Dieser hat hochstens k
Knoten, sodass k Cops ausreichen.

Phase i:
e Die Knoten aus B;_, sind mit Cops besetzt.

e Der Robber befindet sich in einem Teilbaum T \ t;_;, der tiber die Kante (t;_1,1)
erreichbar ist. Setze t; = 1.

e Die Cops auf Knoten aus B;,_ N B, bleiben stehen, die tibrien Cops gehen auf
die Knoten aus B, \ B;,_,.

Insbesondere bleibt der Schnitt der beiden Beutel B;,_ und B, durchgehend besetzt.
Nach der Beobachtung ist dieser Schnitt ein Separator in G, somit kann der Robber
seinen Teilbaum nicht verlassen, wenn die Cops umstationiert werden. Auferdem wird
der Teilbaum in jeder Phase kleiner. Irgendwann stehen die Cops daher gemeinsam
mit dem Robber auf den zu einem Blatt B;, gehoérigen Knoten von G. Damit wird der
Robber nach endlich vielen Ztigen der Cops gefangen. 0O

Mit Hilfe von Satz konnen wir zeigen, dass sogar die Baumweite planarer
Graphen beliebig grofs werden kann.

Proposition 29.8 Sei G, der n x n-Gittergraph. Dann gilt:

n>tw(G,)>n-1.
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@ >

Abbildung 5: Ein Cop befindet sich im Hubschrauber. In den rot markierten Zeilen und
Spalten befindet sich kein Cop, also kann sich der Robber darin frei bewegen.

Beweis. Die erste Ungleichung verbleibt dem Leser als Ubungsaufgabe (man finde
eine Baumzerlegung mit Beutelgréfie hochstens n+ 1).

Fir die zweite Ungleichung zeigen wir, dass n —1 Cops nicht genug sind, um den
Robber im n x n-Gitter zu fangen. Dazu geben wir eine Strategie fiir den Robber an,
mit der er nicht gefangen werden kann.

Im n x n-Gitter lassen n—1 Cops immer eine Zeile und eine Spalte unbesetzt. Die
Strategie flir den Robber besteht darin immer auf einem Knoten zu stehen so dass er
mit keinem Cop in der gleichen Spalte und Zeile steht, insbesondere ist er dann auch
nicht gefangen.

Nun steigt ein Cop in den Hubschrauber. Der Robber weifs, wo der Cop landen wird.
Widhrend des Hubschrauberfluges gibt es zwei freie Zeilen und zwei freie Spalten,
siehe Abbildung[5] Einer der vier Kreuzungspunkte entspricht nach der Landung den
Kriterien der Strategie. Der Robber kann sich entlang der freien Zeilen und Spalten
zu diesem Knoten begeben. 0
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Baumzerlegungen und Baumweite

30.1 Anwendungen der Baumweite

Viele schwierige Probleme lassen sich auf Graphen mit beschrdnkter Baumweite effizi-
ent I6sen. Probleme, die man fiir einen bestimmten Parameter (hier die Baumweite)
polynomiell 16sen kann, nennt man auch fixed parameter tractable (FPT). Eine typische
Technik fiir den Entwurf von FPT-Algorithmen ist die dynamische Programmierung. Im
Folgenden schauen wir uns dazu ein Beispiel an.

Beispiel. 3-Farbbarkeit: Gegeben ist ein Graph G, Aufgabe ist es zu entscheiden ob
X(G) < 3 gilt.

Im Allgemeinen ist dies ein NP-schweres Problem.

Sei G ein Graph mit tw(G) < k —1 und einer entsprechenden Baumzerlegung der
Beutelgrofle hochstens k, |[B;| <k Vt € T. Sei r € Vy. Wir wollen T als in r gewurzelten
Baum betrachten. Dann gibt es zu jedem Knoten t von T einen Teilbaum T; (dieser

besteht aus ¢t und allen Knoten die durch ¢ von der Wurzel r getrennt werden). Wir
definieren

V, = U B, und G, =G[V,].
t'eTy
Beobachtung. G, = G.
Weiter fiihren wir noch die folgenden zwei Notationen ein (Ext wie extendable, also

erweiterbar):

Col(t)

{f : By — {1,2,3} | f zuldssige 3-Farbung von G[Bt]}

ExtCol(t) = {f € Col(t)| f ldsst sich zu 3-Farbung von G; erweitern}.

Die Mengen Col(t) und ExtCol(t) werden bottom-up berechnet, also von den Bldttern
hinauf zur Wurzel (in der Richtung des Pfeils in Abbildung|l). Fiir die Blatter von T gilt
B; = V; und somit auch ExtCol(t) = Col(t). Die Menge Col(t) kann durch vollstindige
Aufzihlung in O(3%. (g)) Schritten berechnet werden: Es gibt 3f Kandidatenfarbungen,
die Zuldssigkeit einer Farbung wird in (g) Schritten getestet.

Sei nun t ein innerer Knoten mit s Kindern ty,...,t,. Dann kénnen wir ExtCol(t)
rekursiv mit der folgenden Gleichung berechnen:
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Abbildung 1: Eine gewurzelte Baumzerlegung (der schwarze Knoten ist die Wurzel).

ExtCol(t) = {f € Col(t) | Vi € [s] Af; € ExtCol(t;) : f|Bth[. = filB,thi}.

Auch dies kénnen wir mittels vollstindiger Aufzdhlung tun und erhalten daftir
einen Aufwand von O(s- 3% 3% . k).

Somit erhalten wir einen Gesamtaufwand fiir den 3-Farbbarkeitstest von Graphen
mit Baumweite hochstens k von

k
O(|v7l-3*- (2) +|Eq]-3%K. k).

Da wir in Funktionen in der Konstante k ebenfalls als konstant auffassen, bleiben
|Vr| und |E,| als mafigebliche Grofien tibrig. Wir zeigen anschlieSend, dass wir an-
nehmen diirfen, dass die Grofle des Tragerbaumes der Baumzerlegung durch n :=| V(|
beschrankt ist. Also ist die Laufzeit des Farbbarkeitsalgorithmus O(n). 0

Bemerkung. Fiir groflere k ist dieser Algorithmus nattirlich nur theoretisch schnell,
obwohl seine asymptotische Laufzeit linear ist.

Beobachtung. Sei G ein Graph mit Baumzerlegung (T,{B;}) und (¢,t') € E(T) eine
Kante von T mit By C B,. Dann existiert eine echt kleinere Baumzerlegung (durch
Kontraktion der Kante (¢,1')).

Motiviert durch diese Beobachtung stellen wir folgene Proposition auf:

Proposition 30.1 Sei (T,{B;}) eine Baumzerlegung eines Graphen G, sodass keine
Kante (t,t') mit By C B, existiert. Dann gilt: |Vr| < |V|.

Beweis. Wie in der Anwendung der Baumweite fiir den 3-Farbbarkeitstest betrachten
wir T wieder als in r € V gewurzelt. Dann gilt: Ist ein Knoten ¢ € V; nicht der hochste
(in T gewurzelt) Knoten eines Teilbaums B~!(v) fiir ein v € V, so enthélt der Knoten
t € Vr,derin T uber t’ liegt, alle Knoten, die in t enthalten sind, also By C B;. Dies
ist ein Widerspruch zu Voraussetzung, dass es keine Kante (t,t’) mit By, C B, in der
Baumzerlegung gibt.

Somit gibt es zu jedem Knoten t € Vi ein v € V5, sodass t der héchste Knoten von
B~'(v) in T mit Wurzel r ist. Da jeder Teilbaum B~!(v) nur einen héchsten Knoten
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hat, ist folglich die Anzahl der Baumknoten |V| hochstens die Anzahl der Knoten des
Graphen |V(|. 0
Bemerkung. Nicht alles ist einfach bei beschrankter Baumweite.

Beispiel. Die Berechnung kantendiskunkter Wege. In einem Graphen G suchen wir
paarweise kantendiskunkte Wege zwischen gegeben Start-Ziel-Paaren {s;, t;} mit s;,t; €
Vound i =1,...,r. Dieses Problem ist NP-schwer, selbst wenn die Baumweite von G
durch 3 beschrdnkt ist.

Ein paar Fakten zur Berechnung der Baumweite.

e Die Berechnung ist ein NP-schweres Problem.

e Fiir ein festes k ist das Problem tw(G) < k in Linearzeit entscheidbar (allerdings
mit riesigen von k abhdngigen Konstanten).

e Es existiert eine Funktion f : N — N derart, dass effizient eine Baumzerlegung
der Weite hochstens f(k) berechnet werden kann, wenn die Baumweite des
Graphen hochstens k ist.

e Offen: Baumweite fiir planare Graphen berechnen.

Ein wichtiges Ergebnis tiber die Berechenbarkeit auf Graphen mit beschrdnkter Baum-
weite ist der folgende Satz von Courcelle, welchen wir hier ohne Beweis angeben.

Theorem 30.2 Jedes Problem, dass in MSOL (monadic second-order logic) beschreib-
bar ist, kann auf Graphen mit beschrdnkter Baumweite in Linearzeit gel6st werden.

Beispiel. Eine Beschreibung von 3-Firbbarkeit in MSOL:

IR,G,B:  (YveV:(veRVveGVveB))A
(Y(,v)€E:~(ueRAVER) A =~(u € GAvEG) A=(u€BAvVEB)).

30.2 Baumweite und Minoren

Definition 30.3 Sei G ein Graph. Ein Graph H ist ein Minor von G, falls H aus G
durch die drei Operationen Kantenkontraktion, Kantenl6schung und Knotenl6schung
erzeugt werden kann. Siehe auch Abbildung[2

Beispiel.
* Minoren von Bdumen sind Walder.
* Minoren von planaren Graphen sind planar.

* Jeder planare Graph ist Minor eines Gitters.

* Jeder Graph ist Minor eines bipartiten Graphen. Siehe dazu Abbildung
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Abbildung 2: Hier wird die Kante (u,v) (links) zu einem Knoten w (rechts) kontrahiert.
Entstehende Multikanten werden zu Einfachkanten reduziert.

Q O

C O

Abbildung 3: Der Graph G (links) ist Minor seiner bipartiten Unterteilung (rechts). Durch das
Einfligen eines zusdtzlichen Knotens auf jeder Kante bekommt jeder Kreis gerade Lange.

Proposition 30.4 H = (W, F) ist Minor von G = (V,E) (in Zeichen H < G) genau
dann, wenn paarweise diskunkte Teilmengen (V)yew, Viw €V existieren, sodass die
folgenden Bedingungen erftillt sind:

e G[V,]ist zusammenhdngend fiir allew € W

e Flir alle Kanten (w,w’) in F ist G[V,, U V,/] zusammenhéingend.
Beweis. Verbleibt dem Leser als Ubung.

Definition 30.5 Eine Graphenklasse G ist abgeschlossen unter Minoren (kurz: die
Graphenklases ist MA), wenn fiir alle G € G und jedes H mit H < G auch H € G gilt.
Beispiel.

e Wilder sind MA.

e Graphen mit Baumweite héchstens k sind MA.

e Planare Graphen sind MA.

30.3 Das Minorentheorem von Robertson und Seymour
Theorem 30.6 Wenn eine Graphenklasse G MA ist, dann existiert eine endliche Menge

Hy,..., H; von Graphen, sodass G = Ex(Hy,...,Hs) ={G |H; #G Vi =1,...,s} gilt. Mit
Worten: G wird durch eine endliche Menge von Obstruktionen charakterisiert.
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Bemerkung. Die Minorrelation ist eine Ordnungsrelation.
Beispiel.
e Wailder: Der K3 = Cj ist die einzige Obstruktion.
e Graphen mit Baumweite hochstens k:
e Fiir k = 0 haben wir als einzige Obstruktion den K.
e Flir k =1 haben wir als einzige Obstruktion den Kj.
e Flir k = 2 haben wir als einzige Obstruktion den Kj.

e Fiir k = 3 gibt es 4 Obstruktionen: K5, K;;,, Prisma tiber C5 und die
Mébiusleiter My (siehe Abbildung [4).

e Linklessly embeddable Graphen, das sind die Graphen die eine Einbettung im 3-
dimensionalen Raum besitzen so dass je zwei disjunkte Kreise getrennt werden
kénnen. Diese haben 7 Obstruktionen, ndmlich die Petersen Familie. Diese
besteht aus Graphen, die durch die Operationen A — Y und Y — A aus dem
Petersen Graphen gewonnen werden kénnen. Siehe dazu auch Abbildung

Abbildung 4: Drei Zeichnungen der Mdbiusleiter M.

Abbildung 5: Die A < Y Transformation.

Korollar 30.7 Wenn eine Graphenklasse G MA ist, so existiert ein polynomieller
Erkennungsalgorithmus fiir G, das heif$t, dass ftir einen beliebigen Graphen G polyno-
miell entschieden werden kann, ob G € G gilt.
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Beweis. Nach dem Minorentheorem von Robertson und Seymour existiert eine end-
liche Liste H = Hy, ..., H; von Obstruktionen von G. Teste fiir jede Obstruktion H; ob
H; < G gilt. Dieser Test ist fiir festes H polynomiell. 0

Bemerkung. Dies ist ein reiner Existenzbeweis fiir einen solchen Algorithmus. Um den
Algorithmus konkret beschreiben zu kénnen benétigt man die Obstruktionsmenge.
Die Berechnung dieser Menge ist zwar ein endliches Problem, in der Praxis aber
zumeist vollig hoffnungslos (siehe Beispiele weiter oben).

Nun wollen wir noch einen weiteren Satz von Robertson und Seymour angeben:

Theorem 30.8 Die Baumweite der Graphen in Ex(H) (der Graphen die H nicht als
Minor besitzen) ist genau dann beschrdnkt, wenn H planar ist.

Beweis. (Wir zeigen hier nur, dass aus der Beschranktheit die Planaritét folgt).

Sei H nicht planar, dann ist das n x n-Gitter G,, € Ex(H) fiir alle n € N. Laut Proposi-
tion [29.8|gilt tw(G,) > n—1, daraus folgt, dass die Baumweite von Ex(H) unbeschrankt
ist, ein Widerspruch zur Voraussetzung an Ex(H). 0

30.4 Wohlquasiordnungen

Der Beweis des Minorentheorems umfasst 20 Verdffentlichungen, welche (laut Wiki-
pedia) zusammen circa 500 Seiten haben.

Eine wichtige Rolle im Beweis spielen Wohlquasiordnungen. Mit diesen wolle wir
uns jetzt noch kurz beschéftigen.

Definition 30.9 Eine Quasiordnung ist eine Menge zusammen mit einer bindren
Relation <, welche transitiv und reflexiv ist. (Im Unterschied zu einer Ordnung ist
eine Quasiordnung nicht notwendigigerweise antisymmetrisch.)

Eine Wohlquasiordnung ist eine Quasiordnung mit der zusdtzlichen Eigenschaft,
dass es zu jeder unendlichen Folge (ay,a;,a3,...) Indizes i < j gibt, sodass a; < a; gilt.

Bemerkung. Das bedeutet, dass es weder eine unendliche Antikette noch eine unend-
liche strikt absteigende Folge gibt.

Beispiel.
e Nist eine Wohlquasiordnung.
e Z ist keine Wohlquasiordnung.
e NFist eine Wohlquasiordnung.

e Die Menge der Baume mit der Teilgraph-Relation ist keine WQO. In Abbildung
[6]ist eine unendliche Antikette von Biumen dargestellt.

e Satz von Kruskal: Biume mit topologischer Minor-Relation sind WQO. To-
pologisch heifdt hier, dass an jeder Kontraktion ein Grad 2 Knoten beteiligt
ist.
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T, T, T, T, T,

Abbildung 6: Eine unendliche Antikette (Tj)reny von Bdumen beztiglich der Teilgraphenrelati-
on. Der Index k gibt an, wie viele Kanten der Pfad zwischen den beiden Grad 3-Knoten hat.

Wir geben noch einen Satz von Robertson und Seymour an, auch ohne Beweis.

Theorem 30.10 Ftir jedes k bilden die Graphen von Baumweite h6chstens k mit der
Minorenrelation eine Wohlquasiordnung.

Um wenigstens ein bisschen mit Wohlquasiordnungen zu arbeiten beweisen wir
eine Proposition:

Proposition 30.11 Sei B die Menge der vollen bindren Biume und < die Teilgraphen-
Relation. Dann ist (B,<) eine Wohlquasiordnung.

Beweis. Wir nehmen an, dass eine Folge existiert, die der Definition der Wohlquasi-
ordnung widerspricht. So eine Folge nennen wir bose. Wenn (T3, T, T5,...) eine bose
Folge ist, dann gilt T; £ T; fiir alle i < j . Unter allen bosen Folgen wahlen wir eine
Folge A =(Ty, T, T3, ...) fir die |A| = (|T1],| T3], T3], ...) lexikographisch minimal ist.

Nun betrachten wir die Folgen AL = (TIL, TzL, T3L,...) und AR = (TIR, TzR, T3R,...), wobei
T]-L und TjR der linke und der rechten Teilbaum der Wurzel von T; sind.

Behauptung 1. Die Mengen {TIL (1€ N} und {TiR i€ N} sind Wohlquasiordnungen
mit der Teilgraphen-Relation.

Beweis. Angenommen es gibt eine bose Folge By in {TiL (1€ N}. Da jede unendliche
Teilfolge einer bosen Folge ebenfalls bose ist gibt es eine bose Teilfolge B von By mit
wachsenden Indizes: B = (Tng, TQLZ, Tof3,...) mit a; < a;,q flir alle i.

Die Folge C = (T, To,... Ta, -1, TaL/l, TDEZ,...) ist lexikographisch kleiner als A, einfach
weil |TaLl| <|Ty,|. Die Wahl von A impliziert, dass C nicht bdse ist. Da der vordere Teil
und der hintere Teil je aus einer bosen Folge stammen gibt es eine <-Vergleichbarkeit
zwischen einem vorderen und einem hinteren Element, also gibt es 7, j miti <a; <j
und T; < T].L. Mit T! < T; und Transitivitdit bekommen wir mit T; < T; einen Wider-

spruch dagegen, dass A bose ist. A
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30. Baumzerlegungen und Baumweite

Behauptung 2. Die Menge {(TiL, TZ.R) 11 € N} ist eine Wohlquasiordnung mit der
Produktordnung basierend auf den Ordnungen aus Behauptung 1.

Beweis. Angenommen es gibt eine bdse Folge D = ((TﬁLl, Té)(TﬂLz, Tfi),...). Das bedeutet,
dass TﬁL[ y e TﬁLj oder Tﬂlj £ Téj fir alle 7 < j gilt. Fir jedes i sei a; die Ldnge der langsten
bosen Teilfolge in den linken Komponenten deren letztes Element TﬁLI, ist und b; die

Lange der ldngsten bosen Teilfolge in den rechten Komponenten deren letztes Element
Téj ist. Fur i < j gilt nach dem Obigen 4; < a; oder b; < b;. Damit sind die Paare
alle verschieden (a;,b;) und wir bekommen in zumindest einer der Komponenten
eine unendliche monoton wachsende Teilfolge. Diese unendliche Teilfolge entspricht
nun aber einer unendlichen bosen Teilfolge in (TﬂL], TﬁLz,...) oder (Tﬂ]?, TﬁRz,...). Das im
Widerspruch zu den Erkenntnissen aus Behauptung 1. A

Nun betrachten wir die Folge F = ((TlL, TlR)(TzL, TZR),) Nach Behauptung 2 ist F
nicht bose, d.h., es gibt 7 < j mit (Tl.L, Tl-R) < (TjL, T]-R). Das bedeutet aber, dass T; < T]
also ist A nicht bose, ein Widerspruch. 0
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Graphentheorie, TU Berlin, WS 2013/14 Vorlesung
Dozent: Stefan Felsner

Mitschrift: Andre Weltsch
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Planare Graphen

31.1 Zeichnungen, Kreuzungen und Jordanscher
Kurvensatz

Definition 31.1 Ein Graph G =(V,E) heifst planar, falls es eine kreuzungsfreie Zeich-
nung von G in der Ebene gibt.

(a) nicht kreuzungs- (b) planare Zeich- (c) alternative pla-
frei nung nare Zeichnung

Abbildung 1: Verschiedene planare Graphen.

Satz 31.2 (Jordanscher Kurvensatz)
Eine einfache geschlossene Kurve C in der Ebene zerlegt diese so in zwei Teile (einer
beschriankt / einer unbeschrinkt), dass C der Rand jedes Teils ist.

31.2 K5 und K335 sind nicht planar

Proposition 31.3 K5 und K3 3 sind nicht planar.

Beweis. (K5) Sei C ein 5-Kreis in einer kreuzungsfreien Zeichnung des Ks. C ist
offensichtlich eine geschlossene Kurve. Jede der tibrigen 5 Kanten von Kj ist eine
Sehne an C. Nach dem Jordanschen Kurvensatz muss eine Sehne, die keine Kreuzung
mit C hat, entweder komplett im Inneren oder im Auferen von C verlaufen. Innen und
aulen konnen jedoch je héchstens 2 Sehnen kreuzungsfrei verlaufen. Siehe Abbildung

2al

Beweis. (K3 3) Sei C ein 6-Kreis in einer kreuzungsfreien Zeichnung des Kj 5. Jede
der 3 verbleibenden Kanten in Kj 5 ist dann eine Diagonale. Innen und aufSen kann je
nur eine Diagonale kreuzungsfrei gezeichnet werden. Siehe Abbildung 0O
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31. Planare Graphen

(a) Der Kj ist nicht (b) Der K35 ist nicht
planar planar

Abbildung 2: Die wichtigsten nicht-planaren Graphen.

31.3 Duale Graphen

Ein planar gezeichneter Graph hat Flachen (Die Zusammenhangskomponenten von
R?\( Zeichnung )).

Definition 31.4 Der Dualgraph G* = (V*,E*) von G = (V,E) ist der Graph mit:
* V* = Menge der Fldchen von G.

* E* = Menge der dualen Kanten. (Seien f,, f, die Fldchen auf den beiden Seiten

der Kante e. Dann definieren wir: ¢* = (f, f,) und E* = {e* : e € E}).
o
)

Abbildung 3: Ein planarer Graph und sein Dualgraph.

Beobachtung.
e Ein Dualgraph ist immer zusammenhdngend.

e G* kann Schlaufen und Mehrfachkanten besitzen.
e Schlaufe in G* & Briicke in G.

e Mehrfachkante in G* < Abb. 4: Eine Schlaufe im
Kantenzusammenhang von G < 2. Dualgraphen.

e G”ist von der Zeichnung abhidngig.
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31.4 Euler Formel

> D> P

(a) Dualer Gradvektor (b) Dualer Gradvektor
(3,5,3,5). (3,4,3,6).

Abbildung 5: Zeichnungen von G mit verschiedenen Dualgraphen.

Satz 31.5 Wenn G 3-zusammenhdngend ist, dann ist G* eindeutig bestimmt (also
unabhdngig von der Zeichnung). Auflerdem gilt dann auch, dass G* ein einfacher
Graph ist und G = G.

Dualitit von Kreisen und Schnitten: K C E Kreis in G & K* C E* Schnitt in G*.

31.4 Euler Formel

Satz 31.6 Ist G zusammenhdngend und planar gezeichnet, dann gilt:
[VI=IE|+|F| = 2.
Wenn G aus z Zusammenhangskomponenten besteht gilt:

|[V|I-|E|+|F|=z+1

Beweis. (1. Duale Baume)
Sei T} ein aufspannender Baum von G. Wir de-
finieren T, := (E\E7,)". Da T kreisfrei ist, wis-
sen wir, dass T} keinen Schnitt enthdlt. Also ist
T, zusammenhdngend. Da T; ein aufspannender
Baum ist enthdlt E\T; keinen Schnitt. Das be-
deutet, dass T, kreisfrei ist. Somit ist T, ein auf-
spannender Baum von G*. Da da T} und T, auf-
spannende Bdume sind gilt: |T;| = |V| -1 und
|T5| = |[V*| — 1. Gemeinsam decken sie alle Kan-
ten von G ab: |T;|+|T5| = |E|. Insgesamt erhalten
wir: Abb. 6: Ein Aufspannender Baum
|E| =T+ T = V]| =1+ |V*| =1 = |Ufetlunld beit.Dualbaum (grin).

Beweis. (2. Induktion und Noahs Arche)

Wir beginnen mit dem leeren Graphen auf V, d.h. wir sehen n Knoten, 0 Kanten, 1
Flache und n Zusammenhangskomponenten. Die Euler-Formel fiir diesen Graphen
entspricht also der Gleichung n—0+1 =n+ 1. Dies ist der Induktionsanfang.

Fiir den Induktionsschritt erganzen wir den aktuellen Graphen um eine Kante. Wir
unterscheiden zwei Félle:
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31. Planare Graphen

e Die Kante verbindet 2 Komponenten. Die Anzahl der Komponenten verringert
sichum 1.

e Die Kante ist innerhalb einer Komponente. Die Anzahl der Flachen erhsht sich
um 1.

In beiden Féllen bleibt die Balance der Gleichung erhalten.

Beweis. (3. Winkelsummen und doppeltes Abzédhlen)

In diesem Beweis setzen wir eine gradlinige Zeichnung eines zusammenhédngenden
planaren Graphen voraus. Bei einem Knoten v mit deg(v) = r sehen wir dann r Winkel
deren Gesamtsumme 27t ausmacht. Summiert tiber alle Knoten ergibt das 2|V|r.

Wir werden im Folgenden einen zweiten Ausdruck fiir die Summe aller Winkel
finden. Die Gleichsetzung beider Ausdrticke wird die Euler-Formel liefern.

Lemma 31.7 Die Winkelsumme eines k-gons ist (k — 2)r.

Beweis. Wir triangulieren das k-gon mit k — 2 Dreiecken.

Abbildung 7: Ein trianguliertes Polygon

Jedes Dreieck tragt 7 zur Winkelsumme bei. A

Wenn die duflere Fliche der Zeichnung ein s-gon ist, dann ist der Beitrag dieser
Fldache die Summe der Aussenwinkel. Diese ist die Summe der Vollwinkel minus der
Summe der Innenwinkel, das ist: s27t— (s —2)7t = (s+ 2)7t = (s — 2)7t + 477, d.h. wir haben
einen Uberschufl von 47t gegentiber der Summe der Innenwinkel.

Nun definieren wir f; als die Anzahl der Flichen f mit deg(f) = k und Summieren
die Winkel bei ihren Fldchen. So erhalten wir:

2|V = 4+ ka(k—Z)n = (4 + Zkfk - szk) = 70(4 + 2|E| - 2|F)). -
k k k

31.5 Folgerungen aus der Eulerformel

Satz 31.8 Wenn G =(V,E) planar ist und |V| = n, dann gilt:
(1) G hat héchstens 3n — 6 Kanten.
(2) Wenn G bipartit ist, dann hat G héchstens 2n — 4 Kanten.

(3) G hat einen Knoten vom Grad < 5.
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31.5 Folgerungen aus der Eulerformel

Beweis. Sei wieder f; die Anzahl der Flachen f mit deg(f) = k. Die folgende Formel
haben wir schon im 3. Beweis der Euler Formel verwendet:

2E|=2EY|= ) deg(f)=) kfi.
k

feF
Die Euler Formel schreiben wir als
n-2=e—f. (%)
(1) Wir multiplizieren (%) mit 3 und benutzen 3f <) kf; = 2e:
3n—6=3¢-3f <3e—-2e=e.

(2) Wir multiplizieren (%) mit 2 und benutzen 4f <) kfi = 2e (Kreise in bipartiten
Graphen haben gerade Lange):

2n—4=2e-2f <2e—-c=c.

(3) Aus (1) folgt d,, = @ = 6”;,112 < 6 also existiert ein Knoten v mit deg(v) < 6. O

Folgerung.
e Wenn G planar ist, dann ist x(G) < 6
e Ksist nicht planar, da 3|V (Ks5)|-6=3-5-6 =9 <|E(K5)|=10.
e Kj;ist nicht planar, da 2|V (K;33)| -4 =8 <|E(K33)| = 9.
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Der Satz von Kuratowski

Satz 32.1 (Satz von Kuratowski)

Vorlesung

32

Wenn G keine Unterteilung des K5 oder des K3 5 als Teilgraph enthdlt, dann ist G

planar.

Beweis. Wenn der Satz falsch ist, dann gibt es Gegenbeispiele. Wenn es Gegenbeispiele
gibt, dann gibt es auch beziiglich der Knotenzahl minimale Gegenbeispiele. Wir
nehmen an, dass es so ein minimales Gegenbeispiel H gibt und werden diese Annahme

am Ende ad absurdum fiihren.

Zunichst zeigen wir, dass H 3-fach zusammenhdngend sein muss. Dazu diskutieren

wir die drei Fédlle mit kleinerem Zusammenhang:

e H = H{UH, ist nicht zusammenhidngend. Da H,
und H, kleiner sind besitzen sie planare Zeichnungen.
Diese lassen sich zu einer kreuzungsfreien Zeichnung von
H kombinieren.

e H ist nur 1-Zusammenhidngend, besitzt also einen
trennenden Knoten v. Sei H; eine Komponente von H \ v
und H, = H \ H;. Es gibt planare Zeichnungen von H; + v
und H,. Wir kénnen eine mit v inzidente Fliche von H; +v
zur dufleren Fldchen machen und die Zeichnungen dann
wie in Abb.[2|gezeigt kombinieren.

e H hat einen 2-Separator {x,v}. Sei H; eine Kom-
ponente von H \ {x,v} und H, = H \ H;. Es gibt planare
Zeichnungen von H; + x + v und H,. Sogar mehr, es gibt
planare Zeichnungen von H; + x + v und H, zusammen
mit der Kante e = (x,p) (andernfalls hdtten wir ein klei-
neres Gegenbeispiel!). Wir konnen eine mit e inzidente
Fldche von H; + x+ v zur dufleren Flachen machen und die
Zeichnungen dann wie in Abb.|3|gezeigt kombinieren.
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Abb. 1: H ist nicht unzusam-
menhdngend.

Abb. 2: H ist nicht nur 1-
zusammenhdngend.

Abb. 3: H ist nicht nur 2-
zusammenhdngend.



32. Der Satz von Kuratowski

Lemma 32.2 Wenn G 3-zusammenhidngend ist und |V (G)| > 5, dann existiert eine
Kante e sodass G/e (e wird kontrahiert) 3-zusammenhdngend ist.

Beweis. Wir argumentieren erneut mit einem minimalen Gegenbeispiel. Wir sagen e
ist 3-kontrahierbar wenn G/e 3-zusammenhdngend ist. Wenn die Kante e = {x, v} nicht
3-kontrahierbar ist, dann ist der Kontraktionsknoten v, in einem 2-Separator von G/e.

z

y

(a) Eine nicht 3-kontrahierbare Kante e = (b) Die nicht 3-kontrahierbare Kante

{x,v}. {z,u}.
Abbildung 4: Zum Beweis von Lemmam

Angenommen keine Kante ist 3-kontrahierbar. Wir wihlen e = {x,y} so, dass H;
maximal ist (siehe AbbJ4a)). Sei u ein Nachbar von z in Hg. Die Kante {z, u} ist auch
nicht 3-kontrahierbar. Wo ist also der Partner w aus dem Separator {z, u, w}?

e w kann nicht in Hy sein, denn {x,y} wurde so gewdhlt, dass H; maximal ist.
e w kann nicht in H; sein, denn sonst ist {z, w} ein Separator.

Also kann es w nicht geben, sodass {z, u} 3-kontrahierbar sein muss. 0O

Lemma 32.3 Wenn G keine Unterteilung von K5 oder K3 3 enthélt, dann enthdlt G/e
auch keine.

Beweis. Sei K eine K5 oder K3 5 Unterteilung von G/e. Der Kontraktionsknoten v, € G/e
ist in K, denn sonst wére K schon eine K5 oder K; ;5 Unterteilung von G. Es kénnen
Folgende Fille auftreten:

e v, ist Unterteilungsknoten in K, d.h deg(v,) = 2. Abb. [5|zeigt wie in den bei-
den mdglichen Fallen aus der K5 oder K53 Unterteilung in G/e eben so eine
Unterteilung in G konstruiert wird.

G/e G G

oder

Abbildung 5: v, ist Unterteilungsknoten in H.
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32. Der Satz von Kuratowski

e Seie={x,v} und v, ein Verzweigungsknoten in K. Wir unterscheiden 2 Fille:

e degy(x) <1.In diesem Fall kénnen wir die Kante (x,7y) werwenden um x
als Unterteilungsknoten in eine K-unterteilung von G einzubauen, siehe

Abb. 6
‘G/e @G

Abbildung 6: Knoten x hat nur eine K-Kante.

e degy(x) = degk(v) > 2. In diesem Fall ist degg(v,) > 4 und K muf3 eine
Unterteilung des K5 sein. Die Kante (x,7) zusammen mit den Kanten von
K erzeugt eine K3 ; Unterteilung in G, siehe Abb.

l G/e l G
Abbildung 7: Aus dem K5 in G/e entsteht ein K3 5 in G.
Wir haben nun alle Versatzstiicke beeinander um den Beweis des Satzes von Ku-

ratowski abzuschliessen. Sei H ein minimales Gegenbeispiel. H hat die folgenden
Eigenschaften:

* H ist nicht planar
* Hist K5, K5 53 Unterteilungsfrei
* H ist 3-zusammenhangend

Sei e nun eine 3-kontrahierbare Kante, diese existiert nach Lemma Nun ist H/e 3-
zusammenhangend und wegen Lemma [32.3|auch frei von K3 3 und K5 Unterteilungen.
Aufgrund der Minimalitdt von H kann H/e kein Gegenbeispiel sein kann. Also ist H/e
planar.

Wir betrachten nun eine planare Zeichnung von H/e. Mit F, bezeichnen wir die
Fldache in der induzierten Zeichnung von H/e — v, in der v, liegt. Wir wissen, dass
JF, ein einfacher Kreis C ist, denn sonst hitten wir einen trennenden Knoten. Die
Knoten von C in zyklischer Reihenfolge seien (xi,x,,...,xx). Falls nun i, j existieren,
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32.1 Das Art-Gallery-Problem

sodass alle Nachbarn von x auf C im Intervall [x;, x;] liegen und alle Nachbarn von y
im Intervall [x}, x;], dann kann H kreuzungsfrei gezeichnet werden und ist also planar,
Widerspruch.

(a) K3 3 Einbettung (b) K5 Unterteilung

Abbildung 8

Andernfalls existiert eine Alternierung zwischen den Nachbarn von x und denen
von v auf C. Die beiden relevanten Moglichkeiten fiir so eine Alternierung sind
in Abb. 8| dargestellt, dort ist auch gezeigt, dass die Alternierungen je die Existenz
einer K3 3 oder K5 Unterteilung in H implizieren. Damit ist gezeigt, dass die 3 oben
gelisteten Eigenschaften des minimalen Gegenbeispiels H unvertrédglich miteinander
sind, so dass es kein Gegenbeispiel geben kann. O

Bemerkung. Der Satz von Wagner besagt, dass G genau dann planar ist, wenn G
keinen K5 oder K33 Minor enthdlt. Der Satz von Wagner folgt sofort aus dem Satz
von Kuratowski, denn aus einer K Unterteilung in G entsteht durch Kontaktion von
Kanten ein K Minor. Die Riickrichtung ist in beiden Fallen klar, da Planaritdt unter
Minorenbildung erhalten bleibt.

32.1 Das Art-Gallery-Problem

Fragestellung: Gegeben sei ein einfacher geschlossener Polygonzug P mit n Ecken,
wir stellen uns P als Grundriss eines Museums vor. In diesem Museum sind wertvolle
Gegenstdnde die bewacht werden miuflen. Als ,Wdachter” kénnen wir Punkte im
Inneren von P plazieren. Ein Wichter w sieht einen Punkt g wenn das offene Segment
(w, q) keinen Punkt von P enthalt.

Die Frage ist nun: Wie viele Wachter sind n6tig um das Innere von P zu tiberwachen?

Untere Schranke In Abb.[9ist ein Polygon mit 3k Ecken und k Zacken gezeigt. Kein
Wichter kann zwei Zacken tiberschauen, also benétigt man in diesem Fall mindestens
k Wichter. Dies liefert unsere untere Schranke.

Proposition 32.4 Es gibt Polygone mit n Ecken zu deren Uberwachung § Wachter
nétig sind.
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32. Der Satz von Kuratowski

WL M

Abbildung 9: Ein Beispiel fiir die untere Schranke.

Obere Schranke Wir werden zeigen, dass | 3| Wéchter immer gentigen. Das elegante
Argument daftir geht auf Fisk zurtick.
Wir beginnen mit einer Abfolge einfacher Tatsachen/Uberlegungen.

e Jedes Polygon kann durch zusdtzliche Kanten trianguliert werden.
e Jede innere Kante der Triangulierung ist trennend.
e Die Triangulierung besitzt eine 3-Fdrbung.

e Nach dem Schubfachprinzip enthilt eine der Farbklassen hochstens | 3| Ecken
des Polygons.

e Jede Farbklasse der 3-Farbung deckt eine Ecke jedes Dreiecks der Triangulie-
rung ab. Daher ist jede Farbklasse eine "gute”Wdichtermenge.

Abbildung 10: Ein Polygon mit 23 Ecken, eine Triangulierung (hellblau) und eine 3-Fdrbung
der Triangulierung. Die rote Farbklasse benétigt 7 < 2—33 Weichter.

32.2 5-Farbbarkeit planarer Graphen (Kempeketten)

Wir wollen zeigen, dass alle planaren Graphen 5-fdrbbar sind. Dazu fiihren wir eine
Induktion nach der Anzahl der Knoten. Den Anfang machen wir mit n <5, da ist die
Aussage trivial.

Sei nun G planar mit n > 5 gegeben. Wir wahlen einen Knoten v mit deg(v) < 5
(Satz[31.8]3). Nach Induktionsvoraussetzung ist G — v 5-farbbar. Wir erweitern die
Farbung von G —v zu einer Farbung von G. Dies ist nur in einem Fall ,schwierig”,
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32.2 5-Farbbarkeit planarer Graphen (Kempeketten)

ndmlich wenn deg(v) = 5 und die Nachbarn von v bereits alle Farben nutzen. Seien
V1,V5,V3, Vg, V5 die Nachbarn von v in zyklischer Reihenfolge, wir nehmen an, dass v;
mit Farbe i gefdrbt ist.

Betrachte den Graphen Hj 5 der von den 3 und 5 gefdrbten Knoten induziert ist. Es
koénnen zwei Fille auftreten:

1.) v3 und v5 liegen in verschiedenen Komponenten von Hj 5. In diesem Fall tauschen
wir die Farben 3 und 5 in der Komponente von vs aus. Jetzt ist v5 mit Farbe 3 gefdrbt
und wir kénnen Farbe 5 flir v verwenden.

2.) Andernfalls gibt es einen Weg von v5 nach v3
in Hj 5 (siehe Abb. . Wir betrachten nun den
durch die in Farben 1 und 4 induzierten Graphen
Hj 4. Der 3-5 gefarbte Pfad und die Planaritat er-
zwingen, dass v; und v, in verschiedenen Kompo-
nenten von H, 4 liegen. Wir tauschen die Farben
1 und 4 in der Komponente von v; von Hj 4 aus.
Jetzt ist v{ mit Farbe 4 gefdrbt und wir kénnen
Farbe 1 fiir v verwenden. 0

Abb. 11: G mit v3,v5-Weg

Bemerkung. In Wahrheit sind planare Graphen sogar 4-farbbar. Dieses Resultat ist
unter dem Namen ,Vier-Farben-Satz“ bekannt.
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Elektrische Netze und aufspannende
Baume

In der 6. Vorlesung haben wir das Spiel Bridg-It kennengelernt und gesehen, dass
aufspannende Baume hier bei der Beschreibung einer Gewinnstrategie hilfreich sind.
Das zweite Thema der Vorlesung war der Satz von Cayley tiber die Anzahl der auf-
spannenden Bdaume vollstandiger Graphen. Fiir diesen Satz haben wir drei sehr un-
terschiedliche Beweise besprochen. In diesem Kapitelm wird es um eine weitere
Anwendung aufspannender Baume gehen. Wir beginnen mit elektrischen Netzen und
Graphen, die aufspannenden Baume kommen spéter tiberraschend ins Spiel.

33.1 Elektrische Netze

Ein elektrisches Netz ist ein Graph (gegebenenfalls auch ein Multigraph) in dem jeder
Kante e; ein Widerstand (resistance) r; zugeordnet ist. Um den Stromflufl im Netz zu
beschreiben sprechen wir tiber Stromstédrken und Potentialdifferenzen (Spannungen).

Sei e; = (u,v), p; die Potentialdifferenz und w; die Starke des Stroms von u nach v,

dann gilt
s Wi =pj (Ohmsches Gesetz)

Fir das Weitere ist es ntitzlich orientierte Kanten also Kanten mit Start- und Ziel-
knoten zu betrachten. Oben haben wir fiir e¢; eine Orientierung durch die Notation
e; = (u,v) schon unter der Hand als u — v vorgegeben.

Strome und Spannungen sind antisymmetrisch, d.h.

Wyy = —Wyy und Puv = —Pvu-

Strome und Spannungen in elektrischen Netzen gentigen den Kirchhoffschen@ Gesetzen:

(KG I) Fiir einen Knoten x mit Nachbarn vy,v,,...,v; und Quellstédrke g, gilt:
Wy, v, + Wy,v, +...+ Wy,vy = qx-

(KG II) Ftir jeden Kreis uy, uy,..., u; gilt:
Puyus T Pusus ¥ oo ¥ Pug_yuye T Puguy = 0.

X7y diesem Kapitel gab es im WS13/14 keine Vorlesung. Das Kapitel ist zu Beginn des Projekts als
Beispiel und Anregung fiir die Ausarbeitungen der Studenten entstanden.
X{Tbung: Wikipedia[Gustav Robert Kirchhoff] lesen und sein Grab in Schéneberg besuchen.
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33.1 Elektrische Netze

Das Potenzialgesetz KG II erlaubt es den Knoten absolute Potentiale zuzuordnen,
so dass p, ,, die Differenz der Potentiale von v und u ist. Das beweisen wir in einem
Lemma.

Lemma 33.1 Sei G zusammenhdngend und p eine antisymmetrische Abbildung von
E nach R die KG II erfiillt. Zu einem ausgewdhlten Knoten v, € V gibt es dann eine
eindeutige Abbildung p : (V —vg) — R mit u(vy) = 0 und p, , = p(u)— p(v) fiir alle
uv € E.

Beweis. Um p(v) festzulegen wihle einen Weg (hier bendtigen wir den Zusammen-
hang) vy, vy,v2,...,V4-1,v, = v und bestimme p(v) = u(vo) +pyyv, +Po,v, +---+ Py, v, ZU
zeigen ist nun, dass das wohldefiniert ist, also nicht von der Wahl des Weges abhéngt.
Zwei Wege vy, vy,...,V, = v und vy, Uy,..., U, = v kénnen zu einem geschlossenen Kan-
tenzug vo, uy,..., Uy, Vy,..., V1, Vo verknlipft werden. Aus KG II folgt (da kann durchaus
ein Argument ausgearbeitet werden), dass py y, +Pv v, t---+Pu, v, TPuyuy, + - FPujv, = 0
gilt. Daraus folgt, dass die Wahl des Weges irrelevant ist. 0O

Wir betrachten ein Beispiel. In der Abbildung|l|sind links die Widerstdnde r, an
den Kanten festgelegt. In der Mitte sind die Fltisse mit den Quellstarken g, =1, q; = -1
und g; = 0 sonst, wobei die nicht verschwindenden Quellstdrken durch Halbkanten
dargestellt werden. Die Fliisse # e, f konnen dank der Flusserhaltung (KG I) eliminiert
werden (durch e, f und 1 ausgedriickt werden). Rechts schliesslich sind die Potentiale
mit der Ohmschen Gleichung r,,w,, = u(u) — u(v) und der Normierung u(t) = 0
entlang der fetten Kanten berechnet worden. Das Ohmsche Gesetz fiir die beiden
tibrigen Kanten liefert 3f =e—2(1—-e¢) und 4(1 —e—f) = (6e+5f)—2(1 —¢). Diese
zwei Gleichungen in zwei Variablen haben die Lésung e = 4/7 und f = -2/21. Die
Potentialdifferenz die man bendtigt um den Flusswert 1 zu erhalten ist der effektive
Wiederstand. In unserem Fall ist 6e+5f = 62/21 der effektive Wiederstand zwischen s
und f.

u(t) =0

Widerstdnde r; Fltisse w; Potenziale p(v)

Abbildung 1: Ein Stromnetz mit Widerstdnden, Fltissen und Potentialen (von links nach
rechts).

Eine heuristische Nebentiberlegung: Sei (V, E) ein zusammenhdngendes Netz mit m
Kanten, n Knoten und Wiederstdnden r: E — R, . Wir setzen m Variablen w, fiir die
Flusswerte an. Die Flusserhaltung (KG I) liefert n—1 linear unabhédngige Bedingungen
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33. Elektrische Netze und aufspannende Bdaume

(Dimension des Schnittraumes). Diese verwenden wir zur Elimination, es bleiben
m—n+ 1 Variablen. Benutze einen aufspannenden Baum um ausgehend von u(vg) =0
ausgehend die Potenziale zu bestimmen. Jede Kante, die nicht im Baum ist, schlief3t
mit den Baumkanten einen Kreis, in dem das Potenzialgesetz (KG II) gelten muss (das
entspricht der Ohmschen Gleichung r,, w,, = u(u)—p(v) tir die Nichtbaumkante uv!).
Insgesamt liefert das m —n + 1 Gleichungen. Das lineare Gleichungssystem ist also
quadratisch, wenn es nicht-degeneriert ist bekommen wir eine eindeutige Lésung. Die
Physik sagt, dass die Losung tatsdchlich eindeutig ist. Im folgenden Satz werden wir
das fiir den Fall in dem alle Wiederstdnde r, = 1 sind bewiesen.

Sei N = (V,E) ein zusammenhédngendes Netz mit ausgezeichneten Knoten s und
t. Fir eine Kante (u,v) sei T(u,v) die Anzahl der aufspannenden Bdume S von N, in
denen der Pfad von s nach t die Kante u,v enthdlt, anders gesagt S enthalt (1, v) und
in S —(u,v) sind s mit u sowie v mit t in gemeinsamen Komponenten.

Satz 33.2 (Kirchhoff)

Sei N = (V,E) ein zusammenhdngendes Netz mit ausgezeichneten Knoten s und t und
Wiederstdnden r, = 1 fiir alle e. Die Werte w(y,,) := T(u,v) — T (v, u) definieren einen
elektrischen Fluss von s nach t in N mit Flussstirke q; = —q; = #(aufspannender Biume
von N ).

Beweis. Wir miissen die beiden Gesetze KG II und KG I nachweisen. Fiir KG I ist
das ganz einfach: Jeder aufspannende Baum S trdgt eine Einheit Fluss entlang des
eindeutigen s — t Pfades in S bei, der Gesamtfluss ergibt sich als Summe der einzelnen
Pfadfltisse. Flusserhaltung gilt fiir jeden Pfad und auch fiir die Summe der Pfade, also
den Gesamtfluss.

Um KG II nachzuweisen mitissen wir ein bisschen mehr tun. Zuerst beobachten
wir, dass wegen w, = p,/r, und r, = 1 aus dem Potenzialgesetz ein Kreisflussgesetz
wird. Das heifit, es gentigt nachzurechnen, dass fiir jeden Kreis uy, u,,..., u; in N gilt:
Wy oy T Wipuy Fooe T Wy |y F Wy = 0.

Wir nennen einen aufspannenden Wald mit zwei Komponenten F, F; mit s € F; und
t € F; ein Dickicht.

Beobachtung.
Tiu,v) = #( Dickichte mit u € F; und v € F;)

Beobachtung. Ein Dickicht, (F,, F;) kann mit jeder Kante (u,v) mit u € F, und t € F;
zu einem Baum erweitert werden. Die Kante (#,v) liegt dann nattirlich auf dem s — ¢
Pfad des Baumes.

Wenn wir nun einen Kreis uy, u,,...,u; und ein Dickicht (F,, F;) betrachten, dann
gilt:

#(i : u; e Fsund u;; € F;)—#(i : u; € F,und u;,q € F5) =0 (1)

Dies gilt, weil sich Indizes i, die einen positiven Beitrag leisten, und Indizes, die einen
negativen Beitrag leisten, abwechseln.

176



33.2 Squaring the Square

Um unser “double counting” Argument griffig kodieren zu kénnen hier noch ein
bisschen Notation: Fiir einen Baum S sei w}, , der Beitrag von S zu w,, ,, d.h. abhingig

von der Orientierung von (u,v) auf dem s — t Pfad in S kann w,, , die Werte +1, -1, 0

. . . . . F+(u,v . .
annehmen. Fiir ein Dickicht F sei wf , := wu,v( ), das ist 0 wenn F + (1, v) kein Baum

ist und sonst tiber den Baum F + (u,v) definiert.
Sei also ul,uz, ., uy ein Kreis in N. Mit der soeben eingefiihrten Notation ist [
dasselbe wie ) ; w u i =0 fl’irjedes Dickicht F Daher gilt: wul wy T Wiy g tee F Wy

Wyp,uy = Z Wyiupy = Z ZT u,,ul“ Z ZF TR ZFZ u”qu = ZFO = 0. Damit

ist der Satz bewiesen. 0O

33.2 Squaring the Square

,Squaring the Square” ist der Titel einer Kolumne von Martin Gardner in der er
Ergebnisse der Arbeit [3] von Brooks, Smith und Tutte , The Dissection of Rectangles
into Squares” zusammenfasst.

Eine ,Dissection of Rectangles into Rectangles“ (wir werden es Rechteckszerlegung
nennen) ist eine Partition eines Basisrechtecks in Teilrechtecke wie in Abb. |2} links.
In [3] fragen sich die Autoren unter welchen Umstdnden eine solche Zerlegung in
Rechtecke zu einer dquivalenten Zerlegung in Quadrate (Quadratzerlegung) gehort.
Eine zu der in Abb. [2]links dargestellten Rechteckszerlegung dquivalente Quadratzer-
legung ist in derselben Abbildung rechts dargestellt.

Abbildung 2: Eine Rechteckszerlegung mit einer dquivalenten Quadratzerlegung.

Aus dem Vergleich der beiden Zerlegungen erschliesst sich der hier verwendete
Begriff der Aquivalenz, den wir zunéchst formal definieren wollen.

Zwei Rechteckszerlegungen sind dquivalent, wenn es eine Bijektion zwischen den
Segmenten gibt, die die Orientierung (horizontal, vertikal) und die endet auf Relation
erhdlt sowie die Rahmensegmente links, rechts, oben und unten auf die entsprechen-
den Rahmensegmente abbildet. Eine alternative Definition der Aquivalenz bekommen
wir indem wir mit der Rechteckszerlegung ihren H-Graphen betrachten. Die Kno-
ten des H-Graphen sind die horizontalen Segmente der Zerlegung. Die Kanten des
H-Graphen entsprechen den Rechtecken der Zerlegung, sie verbinden jeweils das
untere mit dem oberen Segment. Zusdtzlich gibt es eine Kante, die das untere Rah-
mensegment s mit dem oberen Rahmensegment t verbindet. Abbildung [3]illustriert
die Konstruktion des H-Graphen.
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33. Elektrische Netze und aufspannende Bdaume

Tatsache A. Der H-Graph einer Rechteckszerlegung hat eine nattirliche planare
(kreuzungsfreie) Einbettung.

Tatsache B. Zwei Rechteckszerlegungen sind dquivalent <= ihre H-Graphen sind
als planar eingebettete Graphen mit s und t identisch.

® \ t

T
LA
|

[ ® |\ S

Abbildung 3: Der H-Graph der Rechteckszerlegung aus Abb.

Wir nehmen an, dass Kanten des H-Graphen Widerstand 1 haben und nennen
den Graphen, den wir durch Léschen der Kante (s,t) im H-Graphen erhalten den
H’-Graphen. Einen elektrischen Fluss im H’-Graphen bekommen wir mit w(, ) :=
T(u,v)—T(v,u) (vergl. den Beweis von Satz[33.2). Wir erinnern uns, dass es einfach
war die Flusserhaltung (KG I) fur diese wy, ,) nachzuweisen. Wir werden im Folgenden
zeigen, dass das Potentialgesetz (KG II) in unserem Fall genauso leicht hergeleitet
werden kann.

Zundchst definieren wir den V-Graphen zur Rechteckszerlegung ganz analog zum
H-Graphen, nur dass wir diesmal die vertikalen Segmente zu Knoten des Graphen
machen. Die Konstruktion ist in Abb.[4dargestellt.

Abbildung 4: Der H-Graph und der V-graph der Rechteckszerlegung.

Wir beobachten, dass der H-Graph und der V-Graph duam zueinander sind, d.h.
wir haben Bijektionen: H-Knoten « V-Fldchen, H-Fldchen < V-Knoten und H-Kanten
< V-Kanten. Diese Bijektionen o haben die Eigenschaft, dass wenn (u,v) eine H-Kante
ist und f, g die angrenzenden Fldchen, dann ist o((u,v)) = (o(f),0(g)) die zugehorige
V-Kante mit angrenzenden Fldchen o(u), o(v). (Flir die duale Kante zu (u,v) schreibt
man statt o((«,v)) meistens (u,v)*).

Ohne Beweis werden wir die folgende Dualitdt aufspannender Biume verwenden:

e Ist S C Ey ein aufspannender Baum im H-Graphen, dann ist S* = E, \ S* ein
aufspannender Baum von V.

XIVDie Dualitit planarer Graphen werden wir spater noch genauer kennenlernen
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33.2 Squaring the Square

Wir definieren

T(u v) = #(Baume von H" mit Pfad s — u,v — t)

fq = #(Bdume von V' mit Pfad s" — f,g —> t)

Lemma 33.3 Wenn f und ¢ die Fldchen links und rechts der Kante u — v im H-

*

Graphen sind, dann gilt T(f,g) = Tiu,v)-

Beweis. Sei S ein aufspannender Baum des H’-Graphen mit einem Pfad s — u,v — t.
Wir fassen S als aufspannenden Baum des H-Graphen auf und betrachten den dualen
Baum S*, dieser enthilt die Kante (s’,+’). Wir definieren § = $* — +(f,g), dies ist
ein Baum des V’-Graphen mit einem Pfad s’ — f,g — 1. Belsplele fur die Abbildung
S & S zusammengestellt. Das Lemma wird bewiesen indem man zeigt, dass die
Abbildung eine Bijektion ist. 0O

S

Abbildung 5: Drei Beispiele fiir die Abbildung S « $ beziiglich des Kantenpaars das sich im
unterlegten Kreis schneidet.

Die Flusserhaltung fiir den dualen Fluss w(f =T*(f,g)—-T"(g, f) liefert mit w(f 9=
W(y,p), wenn wie im Lemma (f,g) = (4,v)", das Kreisflussgesetz (KG II) fiir w und
Flichenkreise. Das Kreisflussgesetz kann als w' -k = 0 fiir k € Z geschrieben werden. Da
die Fldchenkreise eine Basis des Zyklenraumes Z sind erhalt man das Kreisflussgesetz
tir w auf beliebigen Kreisen durch lineare Fortsetzung.

Reprdsentiert man den Fluss w, in einer Kante des H-Graphen durch die Breite des
zugehdrigen Rechtecks und den dualen Fluss w}. durch die H6he des Rechtecks, dann
erhidlt man das Resultat von Brooks, Smith, Stone und Tutte:

Satz 33.4 Zu jeder Rechteckszerlegung gibt es eine dquivalente Quadratzerlegung.

Literatur und Hintergrund

Das Interesse der Autoren von [3] galt in erster Linie Quadratzerlegungen, in denen
die Rahmensegmente ein Quadrat bilden und die Quadrate paarweise verschiedene
Seitenldngen haben, solche Quadratzerlegungen werden perfekt genannt, Abb. [6]zeigt
ein Beispiel.
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Literaturverzeichnis

Das zweite Kapitel von Bollobas [2] heif3t
“Electrical Networks”, dort findet man mehr 27
zum Thema. Verschiedenste Aspekt der Be- 50 35
ziehung zwischen Graphen und Rechtecks- 8
zerlegungen werden in meinem Ubersichts- 17111| 1°
artikel [5] besprochen. 2 6

Von elektrischen Netzen und effektivem Wi- 9(7 24
derstand gibt es auch wichtige Verbindungen 29 25 16 18
zu Markov Ketten und Random Walks (Zu-
tallsspaziergdngen): Wenn eine Einheit Strom
von s nach t durch ein Netz N fliesst, dann ist 33 37 42
der Fluss in einer Kante (u,v) proportional zur
erwarteten Anzahl von Passagen Zufallsspa- 112 x 112
ziergdnger durch (u,v) (Passagen v — u wer-
den negativ gezdhlt) der das Netz in s betritt
und beim ersten Besuch von t verldsst. Der
Proportionalitdtsfaktor ist gerade der effektivem Widerstand. Mehr dazu findet man
bei Doyle und Snell [4] und auch bei Motwani und Raghavan [6].

Nicht direkt mit elektrischen Fliissen im Zusammenhang steht der folgende Satz
von Dehn.

~4

Abb. 6: Die kleinste perfekte Quadratzer-
legung.

Satz 33.5 Wenn jedes Rechteck einer Rechteckszerlegung zumindest eine ganzzah-
lige Seitenldnge hat, dann hat auch das umschliefSende Rechteck mindestens eine
ganzzahlige Seitenldnge.

Ich erwidhne den Satz hier, weil es zahlreiche schéne, mehr oder weniger kombinatori-
sche Beweise fiir ihn gibt, vergl. [1, Kap. 26] und die dort angegebenen Literaturhin-
weise.
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