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1.1. Warum Graphentheorie? Graphen werden in der Praxis hiufig als Modell

verwendet, um Probleme zu 16sen. Hier einige Beispiel dafiir:

(1) Verbindungsnetz minimaler Kosten
schnellste Verbindungen

(2)
(3) n Jobs, m Arbeitssuchende; gesucht ist die maximale Produktivitit
(4)

Spielplan einer Sportliga
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ABBILDUNG 1. Stadtplan von Konigsberg; Modellierung als Graph

(5) Farben von Landkarten

Historisch gesehen beginnt die Graphentheorie im Jahr 1736, als Euler sein Kénigs-
berger Briickenproblem vorstellt.

Example 1.1. Das Briickenproblem:

Euler stellt sich in Konigsberg folgende Frage: er mdéchte einen Sonntagsspa-
ziergang machen und dabei jede der Briicken genau einmal iiberqueren. Ist dies
moglich? Er kommt zu dem Schluss, dass es keinen solchen Spaziergang gibt, und
er kann seine Aussage sogar verallgemeinern. Wenn es einen Spaziergang geben soll,
dann muss in dem Briickenmodell an jedem Knoten eine gerade Anzahl von Kanten
liegen. Diese Bedingung stellt sich spater auch als hinreichend heraus.

1.2. Was ist ein Graph?

Definition 1.2. Ein einfacher Graph G = (V, E) besteht aus Knoten (Ecken) V
und Kanten (Bogen) E, die jeweils zwei Knoten verbinden. Eine Multikante besteht
zwischen zwei Knoten u, v, wenn nicht nur eine Kante, sondern mehrere Kanten
zwischen ihnen liegen. Eine Schlinge ist eine Kante mit dem gleichen Anfangs- und
Endknoten.

Note. Zwei kurze Bemerkungen

(1) Ein einfacher Graph besitzt keine Mehrfachkanten und Schlingen.
(2) In einem einfachen Graphen G = (V, E) gilt: die Anzahl der Kanten |E| <

(“Q/I), die Anzahl der 2-elementigen Teilmengen von V.

Example 1.3.

Mengen-Darstellung:
V ={a,b,c,d}, E ={{a,b},{a,c},...,{c,d}}

Die graphische Darstellung eines Graphen ist fast nie eindeutig. Deswegen ist es
gefédhrlich iiber “wie man in dem Graphen sieht” Beweise zu fiihren.

1.3. Graphen als Modell. Im Folgenden betrachten wir drei Probleme, die mit
Hilfe der Graphentheorie gelost werden und stellen anhand dieser Beispiele allge-
meine Definitionen auf.

Erstes Problem: Gibt es in jeder Menge von sechs Personen drei, die sich paar-
weise kennen, oder drei, die sich paarweise nicht kennen? Mit Graphen formuliert
ergibt sich folgendes Modell. Die Knoten représentieren die Personen und eine Kan-
te zwischen zwei Personen bedeutet, dass sich die jeweiligen Personen kennen. Die
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ABBILDUNG 2. Graphische Darstellung

Frage des Kennens wird formuliert als: Gibt es auf sechs Knoten immer ein Dreieck
(drei Personen kennen sich paarweise) oder drei Knoten, die nicht verbunden sind?

Definition 1.4. Sei G = (V, E) ein Graph. Das Komplement G von G ist der

Graph G = (V, E) mit E = ( ‘2/ ) —E.

e ? I ]
ABBILDUNG 3. Beispiel fiir Graphen G und sein Komplement

Definition 1.5. Eine Cligue in G = (V, E) ist ein Teilmenge W C V mit E N

( V2V ) = ( V;/ ) Jedes Paar von Knoten aus W ist benachbart, wobei zwei

Knoten a,b benachbart heiflen, wenn die Kante (a,b) € E. W induziert einen voll-
standigen Graphen.

ABBILDUNG 4. Eine 4-Clique im Graphen G sind die roten Knoten
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Definition 1.6. Der von W C V in G = (V, E) induzierte (Sub-) Graph ist Gy =

(I/V,Ew) mit Fy = EN ( V2V )

ABBILDUNG 5. Ein durch W (rote Knoten) induzierter Subgraph

Definition 1.7. Eine unabhingige Menge (Anticlique) in G = (V, E) ist eine Teil-
w

menge W C V mit EN ( 9 ) = @. Kein Paar von Knoten aus W ist benachbart.

Die Menge W ist eine Clique in G.

ABBILDUNG 6. W (rote Knoten) bildet eine unabhingige Menge in G

Neu formuliert war unsere Frage also: enthélt jeder Graph mit sechs Knoten eine
Clique oder eine unabhéngige Menge der Grofle drei?

Zweites Problem: Es stehen n Jobs J und m Personen P zur Verfiigung. Die
Person p € P ist qualifiziert fiir die Menge J, C J von Jobs. Gibt es eine Zuordnung
z: P — J,sodass Vj € J gilt: 3p mit z(p) = j und j € Jp.
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7 %

ABBILDUNG 7. G enthilt kein Dreieck, dafiir aber G

ABBILDUNG 8. Die Jobs J werden durch die oberen Knoten dar-
gestellt, die Personen P durch die unteren Knoten. Zwischen einem
Job j und einer Person p gibt es eine Kante, wenn j € J,,.

Definition 1.8. Ein Graph G = (V, E) hei8t bipartit, wenn V = M U W mit
MNW=g,sodassVee Fgilt: eN M # und enN W # O.

Die Knotenmenge des Graphen lasst sich also in zwei disjunkte Mengen M und
W aufteilen, und es gibt keine Kante, die von einem Knoten aus M bzw. W zu
einem Knoten in M bzw. W geht.

Drittes Problem: Nach der Bundestagswahl miissen sich Ausschiisse immer
montags um 12.00 Uhr konstituieren. Alle Mitglieder miissen anwesend sein, damit
ein Ausschuss gebildet werden kann. Allerdings sind einige Mitglieder in mehreren
Ausschiissen. Wieviele Wochen braucht man, damit sich auch der letzte Ausschuss
konstituiert hat?

Modelliert wird dieses Problem folgendermafien: Jeder Ausschuss wird durch
einen Knoten dargestellt und es gibt eine Kante zwischen zwei Ausschiissen, wenn
sie ein gemeinsames Mitglied haben. Gesucht ist dann eine Zerlegung von V', so
dass alle Mengen unabhingig sind. Dabei soll die Anzahl der Mengen minimal sein.

1.4. Farbungsprobleme.

Definition 1.9. Die chromatische Zahl (Firbungszahl) x(G) eines Graphen G =
(V, E) ist die minimale Anzahl von Teilen in einer Partition von V', in der jedes Teil
eine unabhingige Menge ist. d.h. Wir suchen ein minimales k, so dass k Partitonen
Vi,.., Vi von V existieren, die unabhingig voneinander sind. Wenn eine solche
Zahl existiert, nennt man G auch k—partit. Eine k—Fdrbung ist eine Abbildung
c:V — F mit |F| =k und ¢~ !(f) ist unabhingig fiir jedes f € F.
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ABBILDUNG 9. Der Graph G kann mit drei Farben in disjunkte
Mengen unterteilt werden. Er ist also 3-partit.

Wir betrachten nun kurz einige wichtige Graphen:

Beschreibung Bezeichnung Beispiel

*—r—0—0—>
n—Pfad P,

n—Kreis C,

vollstéindiger Graph auf n K, = ([n] , ( [g] ))

Knoten

vollstandig bipartiter Kon
Graph mit Teilen der
Grofie m und n

1.5. Matrizen und Isomorphie.

Definition 1.10. Die Adjazenzmatrix A(G) eines Graphen G = (V, E) ist eine
Matrix, deren Zeilen und Spalten durch V induziert sind mit

. 1 falls (v,w) € E
Y10 sonst

Note. Bei der Bildung von A(G) nimmt man typischerweise die gleiche “Ordnung”
fiir die Zeilen und Spalten. Die Matrix A(G) ist dann symmetrisch.
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Example 1.11. Betrachten wir den Graphen G. Seine Adjazenzmatrix kann auf
unterschiedliche Art (abhingig von der Ordnung der Knoten) dargestellt werden.

1

] bz

A

[ R i = |
[l = I o
[ R i = |
[l i =
= o O -
= o O~

= oLa
Ll =T ol
w o oL
— e
(=R
—_—

ABBILDUNG 10. Der Graph G und zwei dazugehdrige Adjazenzmatrizen

Definition 1.12. Die Graphen G = (V, E) und G’ = (V', E’) sind isomorph zu-
einander genau dann, wenn eine Abbildung 7 : V — V' existiert, die bijektiv ist
mit (v,w) € B < (7(v), 7(w)) € E'.

Alternativ kann man isomorph definieren als: G ~ G’ <3 Permutationsmatrix
P, mit A(G) = P, - A(G') - P L.

Example 1.13. Betrachten wir noch mal das Beispiel oben, dann fiihrt die Matrix
P, die beiden Adjazenzmatrizen ineinander iiber.

.

I
e
o oo
~ooo
o oo

ABBILDUNG 11. Die Permutations-Matrix Py,

Proposition 1.14. Die Isomorphie bildet eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller Graphen.

Beweis. klar... O
Die Klassen der Aquivalenzrelation sind unbezeichnete Graphen (unlabelled Graph),

d.h. die Knoten sind nicht nummeriert und man kann zwei bezeichnete Graphen
(mit Nummern) durch Umnummerierung ineinander tiberfiithren.

Example 1.15. Hier sind die Aquivalenzklassen aller Graphen mit drei Knoten
dargestellt.



GRAPHENTHEORIE 9

1 1 1 1

. / '\ ¢
2 * 3 o® 3 R —

4@ 3

FVAS AN | Wl

ABBILDUNG 12. Isomorphe Graphen sind jeweils eingerahmt

Es stellt sich nun die Frage: wieviele unterschiedliche Graphen gibt es? Auf |V] =

n

n gibt es 2(2) bezeichnete Graphen (fiir jede Teilmenge von () einen). Das Zahlen
von Isomorphieklassen (unbezeichnete Graphen) ist viel schwieriger.

(2411 | 34 | 156

unbez.‘ 2
‘2‘8‘64‘1024‘~32~105

1
bez. |1

1.6. Der Petersen-Graph und Kneser-Graphen.
Definition 1.16. Der Petersen-Graph besteht aus V = ( [g] ) Knoten und fiir
die Kanten gilt E = {disjunkte Paare von 2-Mengen}.

Example 1.17. Beispiele zur graphischen Darstellung des Petersen-Graphen.

ABBILDUNG 13. Verschiedene Zeichnungen des Petersen-Graphen

Lemma 1.18. Je zwei nicht benachbarte Knoten in einem Petersen-Graphen haben
genau einen gemeinsamen Nachbarn.

Beweis. Wir bezeichnen die Knoten des Petersen-Graphen als Tupel (a, b) mit a,b €
{1,2,3,4,5} mit a # b. Selen v und w zwei nicht benachbarte Knoten, d.h. sie
miissen eine Zahl aus {1,2,3,4,5} gemeinsam haben, sonst wiirde nach Def. des
Petersen-Graphen eine Kante zwischen ihnen existieren. Sei 0.B.d.A. v = (a,b) und
w = (a,c). Der einzige Nachbar, den beide gemeinsam haben kénnen ist dann der
Knoten z = (d, e), weil die Nachbarn von v nur aus Kombinationen von ¢, d, e und
die Nachbarn von w nur aus Kombinationen von b, d, e bestehen kénnen. O

Im Petersen-Graphen gibt folgende Kreise:
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Kreislinge |3 |4 5 | 6 |[7] 8 | 9 |10
Anzahl [0|O0[12[10][0[15]10] O

Definition 1.19. Mit girth (Taillenweite) eines Graphen G bezeichnet man die
Lange seines kiirzesten Kreises.

Eine Verallgemeinerung des Petersen-Graphen bekommen wir mit den Kneser-
Graphen:

Definition 1.20. Sei n,a € N und a < n, dann hat der Kneser-Graph K(n,a) eine
Knotenmenge von V = () und E = {disjunkte Paare von a-Mengen}.

Note. Der Petersen-Graph ist ein Kneser Graph mit n =5 und a = 2.

Example 1.21. Der Knesergraph K(n, 1) ist isomorph zum vollstdndigen Graphen
K,.

2. DER GRAD EINES GRAPHEN

Definition 2.1. Sei G = (V, E) ein Graph. Die Nachbarschaft eines Knotens v
ist N(v) = {w € V|(v,w) € E}. Der Grad eines Knotens v ist d(v) = |N(v)|
(bei Multigraphen: Anzahl der inzidenten Kanten). Den Mazimalgrad bezeichnen
wir mit A(G) = max,cy d(v) und den Minimalgrad mit 6(G) = min,cy d(v). Der
Graph G heifit k—regulir, wenn d(v) = kVv € V.

2.1. Gleichungen und Ungleichungen.

Lemma 2.2. In einem Graphen G ist die Summe iber den Grad der Knoten gleich
der doppelten Anzahl von Kanten in G.

> d(v) =2|E|

veV

Beweis. Wir benutzen die Technik des “doppelten Zahlens”: Zihle alle Knoten-
Kanten-Paare (v,e) mit v € e. Daraus folgt: Fiir jedes v gibt es d(v) viele, also
> vev d(v), fiir jedes e gibt es zwei Knoten, die dranhéngen, also 2| E|. Daraus folgt
die Behauptung. O

Corollary 2.3. FEinige Figenschaften von Gradzahlen
(1) Es gilt folgende Relation:

%bezeichnet man auch als “mittleren Grad”

. kv L

(1) Falls G k-reguldr ist, folgl |E| = ~5—. Daraus folgt sofort: ist ein Graph G
k—reguldr, dann muss entweder k oder |V| gerade sein.

(2) Die Anzahl der Knoten ungeraden Grades ist immer gerade.

2.2. Hyperwiirfel.

Definition 2.4. Der k-Hyperwiirfel (k-dim Wiifel) Q hat alle 0-1-Vektoren der
Lénge k als Knoten, und Kanten bestehen zwischen zwei Knoten, die sich genau in
einer Koordinate unterscheiden.
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Example 2.5. Der 2-Wiirfel und der 3-Wiirfel haben die Form, wie wir sie kennen.

0 ———111
0 11 e
0 110
/um /1 01
00———10
000 ——100

ABBILDUNG 14. Der 2-Wiirfel und der 3-Wiirfel

Proposition 2.6. Der k—Hyperwirfel Qi hat folgende Eigenschaften
(1) Fiir die Anzahl der Knoten gilt: |V| = 2.

(2) Qi ist k—regular und damit ist die Anzahl der Kanten gleich |E| = %k =
k- 2k-1,

(3) Der Wiirfel Qy. ist bipartit. Jede Kante verbindet einen Knoten mit grader
“Koordinatensumme” und einen mit ungerader. Die Farbklassen sind dann:

Vo = {zeV(Qk)] Zwl gerade}
Vi = {zeV(Qyp)| Zwl ungerade}

Hier sind einige Beispiele fiir k—regulére Graphen:

k-regular Beispiel Beschreibung
* 4 .
e ., °*
> L]
k=0 Vn gibt es genau einen
Graphen: K,

k=1 nur fiir gerade Knoten-
zahl, die Graphen sind
eindeutig

k=2 Kreise und Vereinigungen
von Kreisen

k=3 unterschiedlich
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Theorem 2.7. Der Graph G ist genau dann S-reguldr und 3-zusammenhdngend
(d.h. man muss 3 Knoten rausnehmen, damit der Graph zerfallt) wenn G aus dem
K, durch eine Folge von Operationen (“joinings”) erzeugt werden kann.

R A B

ABBILDUNG 15. Die Operation “joining” funktioniert, wie im Bild angedeutet.

Example 2.8. Hier wird der K33 aus dem K, durch joinings gebildet.

V-7 - &

ABBILDUNG 16. Der K3 3 wird aus dem K4 gebildet.

2.3. Gradfolgen (Havel-Hakimi). Wir stellen uns die Frage, ob es zu einer ge-
gebenen Gradfolge einen Graphen bzw. Multigraphen gibt.

Proposition 2.9. Sei dy,ds,...,d, eine Folge von ganzen Zahlen. Dies ist genau
dann die Gradfolge eines Multigraphen, wenn ., d; gerade ist.

”

Beweis. 7 = 7 siche Lemma 2.2
7 <7 Seidy,...,d, eine Folge mit > d; = 0mod2. Sei 0.B.d.Ady >dy > ... >

d,,.
% o

2 3 4 5 6 7

ABBILDUNG 17. Beispiel einer Gradfolge und der Schritte 1 und 2
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1. Schritt: paare Knoten mit ungeradem Grad. Fiir jeden Knoten mit ungeraden
Grad gibt es einen Partner, weil sonst die Summe iiber die Gradzahlen nicht gerade
waére.

2. Schritt: Verbinde die anderen Knoten durch Kreise, bis jeder Knoten die be-
notigte Anzahl von Kreisen hat. Oder: Betrachte den Knoten x; mit geradem Grad
d;. Sei s; = % Fiige in den Graphen s; Schlaufen an den Knoten x;. Der Knoten
hat nun die gewiinschte Gradzahl. Hat der Knoten z; eine ungerade Gradzahl, so ist
er bereits mit einem anderen Knoten, der ebenfalls eine ungerade Gradzahl hatte,
verbunden. Die verbleibende Gradzahl ist gerade. O

ABBILDUNG 18. Ein Multigraph, der aus obiger Gradfolge entsteht.

Um zu bestimmen, ob eine Gradfolge zu einem Graphen gehort, gibt es ein
rekursives Verfahren von Havel-Hakimi.

Theorem 2.10. [Havel-Hakimi] Die Gradfolge d = (dqy > dy > ... > d,) ist genau
dann graphisch (d.h. kommt von einem einfachen Graphen) wenn die Gradfolge
d=(dy—1,ds—1,...,dg,+1 — 1,da,+2,...,d,) graphisch ist.

Note 2.11. Die Gradfolge d’ entsteht also durch Léschen von d; und Vermindern
der ersten dy der verbleibenden Folgeglieder um 1.

Beweis. 7 < 7 Sei G' = ({va,...,vn}, E') ein Graph mit der Gradfolge d’. De-
finiere eine Kantenmenge FE iiber vy,...,v, Knoten folgendermafien: £ = E’ U
{(v1,v5)]|2 <i <d; +1}. Es wird also jedem Knoten v;, i =2,...,d; + 1 aus dem
Graphen G’ eine weitere Kante zugefiigt und dem Knoten v; werden d; Kanten

hinzugefiigt. Damit erhalten wir einen neuen Graphen G = ({vy,...,v,}, E) mit
der Gradfolge d.
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ABBILDUNG 19. Dem Graphen G’ wird noch ein Knoten und d;
Kanten hinzugefiigt.

7 =7 Sei G = ({vi,...,vn}, E) ein Graph mit der Gradfolge d und d(v;) =
di, i=1,...,n.Sei W = N(vy) die Menge der Nachbarn von v;.

Fall I: Sei die Menge der Nachbarn W = {vs,...,v4,+1}. Dann hat der Graph
G’, der aus G — v (der Loschung von vy mit simtlichen Kanten, die von v; gehen)
entsteht, die Gradfolge d'.

Fall II: Sei W # {va,...,v4,+1}. Dann gibt es einen Knoten v; mit ¢ < dy + 1
und v; ¢ W und es gibt einen Knoten w € W mit w ¢ {va,...,v4,+1}- Idee: der
Knoten v; soll in die Menge W und der Knoten w soll aus der Menge W raus.
Wegen d(v;) > d(w) und v; € N(w) hat w in der Menge V\{v;} weniger Nachbarn
als v;. Es gibt also einen Nachbarn v* von v;, der nicht Nachbar von w ist.

Wir ersetzen nun in G die Kanten (vy,w) und (v;,v*) duch die Kanten (v, v;)
und (w,v*). Dabei bleiben die Grade aller Knoten gleich.

Die Menge N(v1) N {va,...,v4,+1} ist gewachsen. Nach hochstens d; solcher
Austauschschritte ist N(v1) = {va,...,v4,+1} und wegen Fall T gilt dann, dass d’
graphisch ist. t

Die Konstruktion, die wir eben im Beweis benutzt haben, wollen wir noch in
einer Definition festhalten:

Definition 2.12. Betrachte die Knoten a,b,c,d . Das Austauschen der Kanten
(a,b) und (c¢,d) durch (a,c) und (b, d) nennt man einen 2-switch.

a. .I::u A 1]
—b
C ol o ol

ABBILDUNG 20. Ein 2-switch

Aus dem Satz von Havel-Hakimi lisst sich leicht ein rekursives Verfahren her-
leiten, so dass man bestimmen kann, ob eine Gradsequenz graphisch ist und wenn
ja, wie ein dazugehoriger Graph aussieht. Das Verfahren formal zu beschreiben ist
etwas komplizierter, deswegen wollen wir es hier nur an einem Beispiel durchgehen.
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Example 2.13. Sei d = {4,4,3,3,3,3,3,3} die zu untersuchende Gradsequenz.
Betrachte diese als Tirme. In jedem Schritt werden wir nun, wie im Satz von
Havel-Hakimi von den d; gréBiten Gradzahlen jeweils 1 subtrahieren, wobei d; die
grofite Gradzahl im i-ten Schritt darstellt. Dabei sortieren wir die Gradzahlen nicht
bei jedem Schritt neu, um spéter den Graphen besser konstruieren zu kénnen:

[]1]
1 111(1
1

1. Schritt: 1
[A]7]
A2 1[2]2]2
112
112

2. Schritt: 12345678
[1]1]
20112212
112
112

3. Schritt: 12345673
[A]7]
A2 1[2]2]2
1z FEE
112 4

4. Schritt: 192345R7A
[1]1]
A2 1222
112 HEIE
2[=]s[s]4

5. Schritt: 1234356738
[1]1]
[IEHNNEEE
T2 EE
IHEEHEE

6. Schritt: 12345678

Mit Hilfe der letzten Darstellung kénnen wir leicht entscheiden, ob ein solcher
Graph existiert oder nicht. Um nun den Graphen mit der Gradsequenz d zu kon-
struieren, wiederholen wir die Schritte von 6. bis 1. und fiigen jedesmal einen neuen
Knoten und die dazugehdrigen Kanten hinzu:

1 2 4 B 3

6. Schritt:
s & & +—9 o o9
1 2 3 4 5 B 7 3

5. Schritt:
* o & o o o o e
. 1 2 3 4 5 5] T g

4. Schritt:

3. Schritt:
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2. Schritt:

1. Schritt:

Den so ermittelten Graphen bezeichnen wir auch mit GJ.

Lemma 2.14. Sind G und H Graphen auf der Knotenmenge V' mit gleichen Gra-
dend:V — N, dann kann man G durch eine Folge von 2-switches in H tberfihren.

Beweis. Sei d die Gradfolge von G und H. Betrachte den Graphen GJ;, wie im
Beispiel oben beschrieben. Aus Beweis zum Satz von Havel-Hakimi folgt, dass G
und H durch eine Folge von 2-switches in G iiberfiilhrt werden kénnen. Ebenso
kann H auch in G iiberfithrt werden. O

3. WEGE UND KREISE

Definition 3.1. Ein Kantenzug in G ist eine Folge W = vg, vy, ..., v, von Knoten
mit {v;,v;41} € E,1=0,...,k—1. Wenn die Kanten von W alle verschieden sind,
dann ist W ein Weg. Wenn die Knoten alle verschieden sind, dann ist W ein Pfad
(oder einfacher Weg). Die Linge von W ist gleich der Anzahl von Kanten von W,
also k. Ein Weg W hat die Endknoten vy und vj. Ein x — y- Weg ist ein Weg mit
Endknoten x und y. Ein Kreis ist ein geschlossener (vg = vi,) Kantenzug. Ein Zykel
ist ein geschlossener Pfad.

Proposition 3.2. Jeder Graph G enthdilt einen Pfad der Linge > 6(G) und einen
Zykel der Linge > 6(G) + 1, falls 6(G) > 2 ist.

Beweis. 1. z.z.: Es existiert ein Pfad der Linge > §(G).
Sei vy, vy, ...,V ein lingster Pfad in G. Da dieser Pfad nicht verlingerbar ist
gilt:

N(vg) € {voy...,v5—1}

Daraus folgt sofort:

3(G) < |IN(vk)| < Hvoy - vp—1} =k

Note 3.3. Ein Pfad, der mindestens die Lénge 6(G) hat, kann leicht durch schrittwei-
se Verlingerung gefunden werden. Einen langsten Pfad zu finden ist algorithmisch
schwierig (NP-hard).

2. z.z.: Es gibt einen Zykel der Linge > §(G) + 1.

Sei vo, ..., v wieder der lingste Pfad in G. Da §(G) > 2, muss es mindestens
noch eine Kante geben, die von v aus geht, und die nicht auf dem Pfad liegt. Sei
v; der Nachbar mit k& — ¢ maximal = N(vi) C {v;,...,v,—1} und damit hat der
Zykel v;, ..., v, v; die Ldnge k — 1+ 1> |N(vg)| +1 > 6(G) + 1. O
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3.1. Euler-Kreise.

Definition 3.4. Ein Fuler Kreis in G ist ein geschlossener Kantenzug, der jede
Kante aus G genau einmal benutzt.

Theorem 3.5. Ein zusammenhdngender Graph G besitzt genau dann einen Euler-
Kreis, wenn alle Knoten einen geraden Grad haben.

Beweis. Sei K = (vg,v1,...,v;,v0) ein lingster geschlossener Kantenzug ohne Kan-
tendoppelbenutzung. Angenommen, es existiert eine Kante e, die nicht benutzt
wurde. Sei e = (z,y) und P = (z, 1, ...,25) ein Weg, der x mit vo = x, verbindet.
Ein solcher Weg existiert, weil G zusammenhingend ist.

K-

ABBILDUNG 21. Die Kante (z,y) liegt nicht auf K und der Weg
P verbindet x mit vy.

Sei z; der erste Knoten in P, der auf K liegt. Dann ist die Kante (x;_1,z;)
ebenfalls nicht in K. Sei G’ der Graph, der iibrigbleibt, wenn wir aus G alle Kanten,
die von K benutzt werden, 16schen. Alle Knotengrade von G’ sind gerade, weil

de/(v) = dg(v)  —dk(v)
——

gerade nach Vor.

mit dg (v)= Anzahl der Kanten, die v enthalten und von K benutzt werden. Da K
ein Kreis ist, ist dx (v) gerade, und somit auch dg: (v) Vo € V.

Wir konstruieren nun einen Kreis K’ in G’. Dabei starten wir in (x;, z;—1) und
setzten immer weiter fort, bis sich der Kantenzug zu einem Kreis in x; schliefit.
Das ist moglich, da alle Knotengrade gerade sind. Sei K’ = (wy, ..., w). Dann ist
(Vo -+ Vj, W1, -+, Wk, Vjg1, - - -, Us) ein l8ngerer Kreis als K.

ABBILDUNG 22. Die Kreise K’ und K bilden einen Kreis in G.

Widerspruch zur Annahme. O
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3.2. Abstand, zentrale Knoten und Radius.

Definition 3.6. Der Abstand dist(x,y) zwischen zwei Knoten z,y € G ist die
Linge eines kiirzesten x — y—Weges in G. Ein Knoten x aus G ist zentral, wenn
sein Abstand zum entferntesten Knoten moglichst klein ist. Dieser Abstand ist der
Radius rad(G) von G. Es gilt:

rad(G) = ;Icrél‘r/l(glea‘l}( dist(z,y)).

Proposition 3.7. Ein Graph mit dem Radius r und Mazimalgrad A hat héchstens
A
— (A =-1)"
DL )
Knoten.
Beweis. Sei z ein zentraler Knoten und D;(z) die Menge der Knoten mit Abstand
i von z. Dann gilt:
e Di(z)=@firj>r
o V =UDi(z)
Daraus ergibt sich:

V] < 1+4A+(A-DA+(A-1)?A+ .. +(A-1)"'A

r—1
= 1+A> (A-1)
=0

1—-(A-1)"
= 14alzO2
_ 1+A(A—1)7‘—A
A—2
< A(A-1)"
S T A9
weil 1 — 25 <0 O

4. ZUSAMMENHANG
Definition 4.1. Ein Graph G = (V, F) ist zusammenhingend, wenn es Yu,w € V
einen u — w—Pfad in G gibt.
Note. Hier wird die Existenz eines u—w—Pfades vorausgesetzt. Wie wir im nichsten
Lemma sehen, kénnten wir die Definition auch iiber einen u—w-Kantenzug machen.

Lemma 4.2. In einem beliebigen Graphen existiert ein u — w— Kantenzug genau
dann, wenn ein u — w— Pfad existiert.

Beweis. 7 <7 klar, jeder u — w— Pfad ist auch ein © — w—Kantenzug.
7 =7 Es sei der u —w—Kantenzug u = zg,1,...,Ti—1,T;, ... T, = W gegeben.
—_——

einfacher Kantenzug

u
w

ABBILDUNG 23. Ein u — w-Kantenzug auf Pfad verkiirzt.



GRAPHENTHEORIE 19

Wir verkiirzen diesen Kantenzug schrittweise, so dass die einfachen Anfangsab-
schnittte immer langer weden. Dabei ist ein einfacher Abschnitt ein Teilkantenzug,

der nur einmal auf dem ganzen Kantenzug vorkommt. Sei xg, ..., x;_1 der bisherige
langste einfache Anfangsabschnitt. Sei j maximal mit x; = ;. Dann ist der Ab-
schnitt xo,...,%i—1,2;,xj41 ein einfacher Anfangsabschnitt, und er ist linger als

der andere. Fiihrt man diese Prozedur weiter fort, erhélt man einen u—w—Pfad. O

Definition 4.3. Zusammenhangskomponente kann man auf zwei unterschiedliche
Weisen definieren. Sei G = (V, E) ein Graph.
(1) Definiere die Relation ~ durch u ~ v & Ju — w—Pfad. Die Relation ist
eine Aquivalenzrelation und sie induziert eine Partition Uy, ...,U, von V.
Die von U; induzierten Untergraphen von G sind die Zusammenhangskom-
ponenten von G.
(2) Ist U C V eine Teilmenge, die einen maximalen zusammenhingenden Un-
tergraphen G[U] = (U, EN (%) von G induziert. Dann ist G[U] eine Zusam-
menhangskomponente.

ABBILDUNG 24. Dieser Graph hat 4 Zusammenhangskomponenten.

Nun interessieren wir uns dafiir, wie man durch Léschen von Kanten oder Knoten
einen zusammenhingenden Graphen unzusammenhéngend machen kann.

4.1. Separator.

Definition 4.4. Ein Separator (trennende Knotenmenge) von G = (V, E) ist ein
S C V,sodass G[V —S] unzusammenhéngend (oder einelementig) ist. Der (Knoten-
) Zusammenhang k(G) ist die minimale Grofie eines Separators.

Example 4.5.
Graph G Zusammenhang
Pfade k=1
Kreise k=2
vollst. Graphen K, k=n—1

vollst. bipart. Graphen K, ,, & = min(m,n)

Corollary. Allgemein konnen wir iber k zwei Aussagen treffen:

(1) Die Nachbarschaft eines Knotens ist ein Separator.

(2) Wenn es k disjunkte u—w— Pfade gibt, die paarweise nur die Endknoten ge-
meinsam haben, dann hat jeder Separator, der u und w trennt Kardinalitdt
> k.
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Corollary 4.6. Fir den Hyperwirfel Q gilt
K(Qr) = k.

Beweis. 1. zeige: k(Qy) < k.

Der Grad eines jeden Knotens in @y ist k. Betrachtet man die Nachbarschaft
eines Knotens z als Separator, dann hat sie die Kardinalitdt k. Daraus folgt die
Behauptung.

2. zeige: k(Qr) > k.

Sei S ein minimaler Separator in @ und seien a,b getrennt durch S. 0.B.d.A
sei a = (0,...,0) und b = (1,..., \1/_/ ,0,...,0). Dann konnen wir k intern

j-te Stelle
disjunkte a — b—Wege konstruieren. Dazu gelten folgende Bildungsvorschriften:
Fir 1 <1 < j folge dem Weg a,x1,...,Z,,b

a = (0,0,...,0, 0 ,0,...,0, 0 ,0,...,0, 0)
~~ ~~~ ~~~
21 = (0,0,...,0, 1 ,0,...,0, 0 ,0,..., 0 )
~~ ~~~ ~~
) J k
22 = (0,0,...,1, 1 .,0,...,0, 0 ,0,..., 0)
~~ ~~~ ~~~
% J k
@ = (1,1,...,1, 1 ,0,...,0, 0 ,0,..., 0)
~~ ~~ ~~
) J k
i = (1,1,...,1, 1 1 .
Ti+1 (a ) s 4y 707 707, ,a07 ,‘0,)
) J k
Zie = (1,1,...,1,01 ,0,...,1, 1 ,0,..., 0 )
4 J k
b = (1,1,...,1, 1 .1,...,1, 1 ,0,..., 0)
~~~ ~~~ ~~~
) J k
Fiir £ > i > j bilden wir die Wege a,x1,...,z,,b:
a = (0,0,...,0, 0 ,0,...,0, 0 ,0,..., 0)
~~ ~~~ ~~~
J i k
21 = (0,0,...,0, 0 ,0,...,0, 1 ,0,..., 0)
~~ ~~ ~~
J i k
2 = (0,0,...,0, 1 ,0,...,0, 1 ,0,..., 0)
~~~ ~~~ ~~~
J i k
23 = (0,0,...,1, 1 ,0,...,0, 1 ,0,..., 0 )
~~ ~~ ~~~
J i k
b = (1717 a]-v 1 707 7070707 ’ 0)
~~ ~~~
J k

Alle Wege sind disjunkt. Nach dem vorherigen Korollar folgt die Behauptung und
somit insgesamt x(G) = k. O

4.2. Schnitt.

Definition 4.7. Ein Schnitt (trennende Kantenmenge) in G ist eine Teilmenge
F C E mit G\F = (V, E — F) unzusammenhingend. Der Kantenzusammenhang
k'(G) ist die minimale Griéfle eines Schnitts.
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Proposition 4.8. Fir alle Graphen G gilt
R(G) < K(G) < 3(G).

Beweis. 1. Zeige £'(G) < 6(G):
Sei v ein Knoten mit d(v) = §(G) die anliegenden §(G) Kanten sind ein Schnitt.

2. Zeige k(G) < K (Q):
Sei F' ein minimaler Schnitt. Ziel: Konstruiere einen Separator 1" mit

K(G) < |T| < |F| = K(G).

Sei H eine Komponente von G\ F, sei S die Menge der Knoten von H, die an einer
F—Kante liegen.

1. Fall: Falls V(H) # S, dann ist S trennend. Da jeder Knoten in S eine F-
Kante hat, gilt |S| < |F|. Setze T = S.

2. Fall: Wihle x € S. Die Menge (S\z) U N(z) ist trennend und es gilt |(S\z) U
N(@)| < |F).

= k(G) < |S\zUN(z)| <|F| =Fr(G) O

Example 4.9. Einige Beispiele zum Verhéltnis von " und .

(1) Wir verbinden zwei vollstédndige Graphen an einem Knoten. Dann gilt k = 1
aber k¥ =n —1 = 0. Der Wert x in einem Graphen kann also viel kleiner
sein als k'.

i1 -

K ,
R
. AT

ABBILDUNG 25. Zwei K,, an einem Knoten verbunden.

(2) Auch kann der Wert von ' beliebig kleiner sein als J. Starte mit einem
Graphen G und konstruiere G*, indem an jeden Knoten ein K,, angeklebt
wird. Dann gilt £'(G) = &'(G*) und §(G*) = 6(G) + (n — 1).

v VAR

Schnitt

ABBILDUNG 26. Konstruktion des Graphen G* aus G mit Hilfe
von K,.

(3) TIst ein Graph G 3-regular dann gilt £'(G) = &(G).
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(4) Bei 4-regulidren Graphen gilt diese Aussage nicht.

=eparator

\

~chnitt

ABBILDUNG 27. Der Graph ist 4-reguldr mit x(G) = 2 und
K(G) = 4.

Der Graph aus dem Beispiel ist 4-regulér, aber x(G) = 2 und £'(G) = 4.
Dazu miissen wir folgende Aussagen beweisen:
(a) K(G)=2.
(Das Bild zeigt x < 2.) Es gibt einen Kreis C, der alle Knoten enthilt.
Bei einem Kreis ist £ = 2. Also gilt auch x > 2.

. i L

ABBILDUNG 28. Hamilton-Kreise in G .

(b) K'(G) =4.
(Wieder ist “<” klar.) Das Kantenkomplement von C ist ein weite-
rer Kreis, der alle Knoten enthilt. Jeder Schnitt eines Kreises muss
mindestens aus 2 Kanten bestehen. Da wir in dem Beispiel 2 Kreise
zerschneiden miissen, gilt x'(G) > 4.

5. WALDER UND BAUME

5.1. Charakterisierungen von Biumen.

Definition 5.1. Ein Graph, der keinen Kreis besitzt, ist ein Wald. Ein zusammen-
hingender Wald ist ein Baum. Ein Knoten, der in einem Wald Grad 1 hat, ist ein
Blatt.

Lemma 5.2. Jeder endliche Baum auf > 2 Knoten besitzt mindestens 2 Knoten
vom Grad 1.

Beweis. Sei e eine Kante. Da es keinen Kreis gibt, kann man in beide Richtungen
Pfade konstruieren, bis man an Knoten mit Grad 1 kommt. O
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Lemma 5.3. Sei G zusammenhdngend. Dann ist G ein Baum genau dann, wenn
jede Kante ein Schnitt ist.

Beweis. 7 < 7 Annahme: G ist kein Baum. Dann gibt es einen Kreis C' in G.
Sei e € C eine Kante. Dann ist G\e zusammenhingend und somit e kein Schnitt.
Widerspruch.

7 = 7 Annahme: e ist kein Schnitt. Dann gibt es in G\e einen Weg, der die
Endknoten von e verbindet. Zusammen mit e bekommen wir also einen Kreis. Wi-
derspruch, G war ein Baum. O

Theorem 5.4. Sei G = (V, E) ein Graph. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) G ist zusammenhingend und azyklisch ( Def. Baum)
(2) G ist azyklisch und |[E| = |V]| -1
(3) G ist zusammenhingend und |E| =|V| -1

Beweis. Wir zeigen

(1) Aus azyklisch und zusammenhéngend folgt |E| = |V| — 1.

Per Induktion: Ein Baum hat ein Blatt. Nach dem L&schen eines Blattes
gilt Folgendes: |[V'| = |V| — 1 und |E’| = |E| — 1. Der Graph G' = (V', E’)
ist azyklisch und zusammenhingend. Nach Induktionsannahme gilt |E'| =
|[V’] — 1 und somit auch die Behauptung.

(2) Aus zusammenhéngend und |E| = |V| — 1 folgt azyklisch.

Konstruiere ein G’ durch Loschen von Kanten, die auf einem Kreis liegen,
aus G, so dass G’ azyklisch ist. Es gilt aus (1): |[E'| = |[V'|-1 = |V|-1 = |E].
Daraus folgt sofort, dass es in G keine Kreise gab.

(3) Aus azyklisch und |E| = |V| — 1 folgt zusammenhingend.

Seien Gy, . .., Gy die Zusammenhangskomponenten von G. Die einzelnen
Komponenten G; sind azyklisch und zusmmenhingned. Also gilt: |E;| =
|V;| — 1. Daraus ergibt sich

|E| = |E1UEyU...UEg|
= |Ei|+... 4+ |Ex|
= (Ml=D+ Vel =) +...+ (Ve = 1)
= [VI-k
= |V]-1

Da k die Anzahl der Zusammenhangskomponenten in G angegeben hat,
gibt es nur eine und somit ist G zusammenhéngend.

O

5.2. Aufspannende Biume.

Definition 5.5. Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Ein Baum T =
(V,F) mit F' C E wird aufspannender Baum von G genannt.

Proposition 5.6. Der Baum T = (V,F) ist genau dann aufspannender Baum
von G, wenn T mazimal azyklisch und dieses gilt genau dann, wenn T minimal
zusammenhdngend ist.

Beweis. Aus“maximal azyklisch” folgt azyklisch und zusammenh&ngend, also Baum,
und aus “minimal zusammenh&ngend” folgt azyklisch, also auch Baum. O

Note 5.7. Eine Teilmenge B C V eines Vektorraums V ist eine Basis < B maximal
linear unabhingig < B minimal aufspannend.
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Es stellt sich nun die Frage, wieviele aufspannende Biume ein K, hat. Wir
betrachten folgende Tabelle:
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n |

1 (4] 5[] »
Anzahl aufspannender Baume ‘ 1

16 [125 [ [ 2

213
113
5.3. Satz von Cayley.

Theorem 5.8. [Satz von Cayley] Die Anzahl der aufspannenden Baume von K,
ist n" 2,

Beweis. 1. Mit Wurzelwaldketten:
Sei E eine Kantenmenge, so dass (V, E) ein Wald ist und W C V, so dass W in
jeder Komponente von (V, E) eine Wurzel auszeichnet. Dies ist also ein Wurzelwald.

A

./.

ABBILDUNG 29. Wurzelwald

Eine Wurzelwaldkette ist eine Folge Fi,..., F, von Wurzelwildern. Ein Wur-
zelbaum ist ein Baum mit einem ausgezeichneten Knoten als Wurzel. Sei F; ein
aufspannender Wurzelbaum, F;, leer, und F; interpoliere dazwischen. Dabei bedeu-
tet “Interpolieren” Folgendes: F}1 entsteht aus Fj, durch Loschen einer Kante und
Auszeichnung des Endknotens dieser Kante, der sich in der neuen Zusammenhangs-
komponente befindet, als neue Wurzel.

V2 BV S NI

ABBILDUNG 30. Fj1 entsteht durch Interpolation von Fj.

Aus einem Wurzelbaum F; kann man (n — 1)! Wurzelbaumketten erstellen. Das
kommt daher: Fj hat n — k Kanten, also kann es n — k Verlangerungen Fi, ..., Fy11
zu jedem Anfang Fi, ..., F, geben.

Wir betrachten nun das Riickwértsinterpolieren: Fj entsteht aus Fjy; durch
Wahl eines Knoten x, und einer Wurzel, die nicht die der z- Komponente ist, und
das Hinzufiigen der Kante (w,z) und Loschen von w € W.

Zu einem Wurzelwald F,, (es gibt nur einen!) gibt es n(»=1 . (n — 1)! Wurzel-
waldketten, weil man in jedem Schritt k£ aus n Knoten einen beliebig wahlen kann,
Knoten z, und dann noch eine Wahlmdglichkeit von n — k fiir die Wurzel bleibt.
Daraus folgt, es gibt

n" 1. (n—1)!
(n—1)!
Wurzelbidume, also n"~2 Biume, weil es in jedem Baum n Moglichkeiten gibt die

Wurze_l_ auszusuchen.
IT. Uber Abbildungen ¢ : [n] — [n]:

=n""! (Doppeltes Abzihlen)
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Es gibt n™ Abbildungen ¢ : [n] — [n]. Wir stellen diese Abbildungen folgender-
maflen dar:

Eine solche Abbildung kénnen wir in ein Diagramm schreiben, indem wir die obere
Zeile als Knoten auffassen und der Knotenmenge Kanten hinzufiigen, die immer
von dem oberen Knoten einer Spalte in den unteren gehen.

[
ol
onoom
=1
[
=
S

L= B

o= |

ABBILDUNG 31. Aus der Abbildung ¢ bilden wir einen Graphen G.

Folgende Beobachtung kénnen wir bei diesem Graphen anstellen: Jede Kompo-
nente hat genau einen Kreis.

1. Jeder Knoten hat Ausgrad 1 und darum kénnen zwei Kreise nicht verbunden
sein.

ABBILDUNG 32. Wenn zwei Kreise miteinander verbunden wéren,
dann hitte ein Knoten einen Ausgrad von mindestens 2.

2. In jeder Zusammenhangskomponente gibt es mindestens einen Kreis, da jeder
Knoten den Ausgrad 1 hat und da unser Graph endlich ist, muss irgendwann eine
Kante zu einem schon belegten Knoten zuriick. Also erhalten wir einen Kreis.

Betrachten wir nun die Knoten, die an einem Kreis beteiligt sind, so induziert ¢
eine Permutation 7, auf diesen Kreisknoten. Die Permutation wird auch in Zwei-
zeilenform angegeben. In der unteren Zeile steht dann ein Pfad. Den Anfangsknoten
des Pfades farben wir griin, den Endknoten rot. An die Knoten des Pfades hingen
wir die nicht-Kreisknoten, wie im Digaramm.
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ABBILDUNG 33. Aus der Permutation 7, bilden wir einen Baum.

Zwischen der Abbildung ¢ : [n] — [n] und den Biumen auf n mit zwei aus-
gezeichneten Knoten (griin und rot) haben wir mit 7, eine Bijektion. Zu jedem
Baum im Graphen G gibt es n? Moglichkeiten die ausgezeichneten Knoten zu wih-
len. Daraus folgt:

Anzahl Abbildungen _n"
Anzahl ausgez. Knoten in Biumen je Abb.  n2

= n""2 = Anzahl Biume.

5.4. Bipartite und multipartite Graphen.

Definition 5.9. Ein Graph G = (V, E) ist r-partit (r € N), wenn es eine Partition
(Vi,...,V,) von V gibt, so dass jedes V; eine unabhéingige Menge ist, d.h. EN (%) =
oVi=1,....r

Proposition 5.10. Der Graph G ist genau dann bipartit, wenn er keinen Kreis
ungerader Linge enthdlt.

Beweis. 7 = 7 Sei (V1,V3) eine Bipartition. Dann wechselt jeder Weg (sogar je-
der Kantenzug) zwischen den beiden Klassen. Dies bedeutet, dass jeder Weg mit
gleichem Anfangs- und Endknoten gerade Linge hat.

7 <7 Behauptung: Sei vy € V beliebig. Fiir alle v € V' haben je zwei Wege, die
vg mit v verbinden, die gleiche Linge mod 2.

Beweis: Angenommen dies wire nicht der Fall. Dann gibt es zwei Wege W7 und
Wy, die vg mit v verbinden, wobei W7 eine gerade Anzahl von Kanten hat, und Wy
eine ungerade Anzal von Kanten. Der Kreis, der aus dem Zusammenschluss von W,
und Ws entsteht, ist von ungerader Linge. Widerspruch. [J

Sei Vy die Menge der Knoten v, fiir die gilt: es gibt einen geraden vy — v—Weg,
und V] fiir die es einen ungeraden vy — v-Weg gibt. Dann ist (15, V}) eine Bipar-
tition der Zusammenhangskomponenten von G, in der vy liegt. Bei den anderen
Zusammenhangskomponenten geht man genauso vor. O

6. MAXIMALE KANTENZAHLEN

Es stellt sich die Frage: wieviele Kanten kann ein bipartiter Graph auf n Knoten
hoéchstens haben?
Sei (V1, V) eine Bipartition mit [Vi| = a und |Vo| = n — a. Dann ist die Anzahl
der Kanten
|E| <a-(n-—a).

Dieser Ausdruck wird fiir « = Z am grosten, also |E| < (i)2 fiir n gerade oder

7
i 2 2
allgemein:

m<[3][3]< |5
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Proposition 6.1. Ein r-partiter Graph auf n Knoten mitn = i-r+j hat héchstens

i2<;>+j(r—1)i+<‘;>

Kanten. Das entsprichl der Anzahl der Kanten eines K; | 1oyid 1,4, .4

J

T

Beweis. Sei G ein maximierender Graph und Vi, ...V, r-Partition von G. An-
genommen eine Klasse hat mehr als ¢ + 1 Knoten (0.B.d.A: V). Dann hat jeder
Knoten z € V; den Grad n — |Vi| < n — (i +1). AuBerdem gibt es eine Klasse mit
< i—1 Knoten (0.B.d.A: V3). Tausche  von V; nach V5. Der neue Graph hat mehr
Kanten, denn der neue Grad von x ist

n—(Ve|+1)>n—-(i—1)—1=n—1i.

6.1. Dreiecksfreie Graphen.

Definition 6.2. Ein Graph G = (V| E) heifit dreiecksfrei, wenn es in dem Graphen
keinen Kreis der Lange 3 gibt.

Theorem 6.3. Sei G dreiecksfrei auf n Knoten. Dann ist die Anzahl der Kanten

beschrinkt durch n2 nirn
|E(G)| < LlJ = bJ bw

Der Graph KLHJ [2] ist der einzige mazimierende Graph.

Note 6.4. Dreiecksfreie Graphen sind eine echte Obermenge von bipartiten Gra-
phen. Z.B. ist der Petersen-Graph dreiecksfrei, aber nicht bipartit.

Beweis. Per Induktion. Sei G dreiecksfrei auf n Knoten, (u,v) € E.

ABBILDUNG 34. Der Graph G ist dreiecksfrei.

Dann gilt N(u) N N(v) = @, weil der Graph G sonst nicht dreiecksfrei wire.
Daraus folgt:
|Eptan] = d(u) —1+d(v) —1<n-—2.
Auflerdem wissen wir |Eorange| = 1 und |Epot| < | 252 | [252] nach Induktionsvor-
raussetzung. Also gilt

B < {”;2J {”;Qb(n—z)ﬂz MQJ
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Gleichheit impliziert Gleichheit in |E,|. Nach Induktion gilt: der rote Subgraph ist
ein K El=E Der Knoten u und der Knoten v muss mit ”T’2 Knoten verbunden
2

2
werden, wobei die Schnittmenge der Nachbarn von u und v leer war. Also kénnen
sie nur wie im Bild veranschaulicht, eingefiigt werden.

ABBILDUNG 35. In den KLHJ [n2] werden die Knoten u und v eingefiigt.
2 2

6.2. Der Satz von Turan.

Theorem 6.5. [Turdn] Sei G = (V, E) ein Graph auf n Knoten mit Cliquengrifle
w(G) < k+1, k> 2. Dann gilt

1. n?
<(1=2>)—.
Bl<-0)-2

Note. Ein spezieller Fall wire dreiecksfrei. Dann gilt w(G) < 3 und daraus folgt

|El

IN
—~
—_
|
I
~—

Beweis. 1.: Verschieben von Gewichten.
Betrachte w = (w1, ..., w,) Gewichte fiir die Knoten vy, ...,v, von G, so dass
S w; =1 und w; > 0 Vi. Unser Ziel ist es,

g(x) = Z wWw;.

(vi,v;)€EE

ZU maximieren.
Behauptung: falls zwei Knoten v; und v; in G sind mit (v;,v;) ¢ E und w; > 0
und w; > 0, dann existiert eine Knotengewichtung w’ mit g(w’) > g(w).
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ABBILDUNG 36. Die Knoten v; und v; haben Gewichte gréfier
Null, aber es existiert keine Kante zwischen ihnen.

Um die Behauptung zu verifizieren, betrachten wir s; := 3",y (,,) wr und s; :=
kaeN(vj) wy, und definieren uns daraus eine neue Knotengewichtung w’. Sei s; >
sj. Dann definieren wir w; = w; +wj, wj = 0 und wj, = wy, fiir alle k # 4,j. Fiir
dieses w’ gilt

g(w') = g(w)+wjsi —wjs;
= g(w) +w;(s; — ;)
> g(w),

also das Behauptete.

Wir kénnen als von einer Knotengewichtung w ausgehend die Gewichte verschie-
ben, ohne den Wert g(w) zu vermindern, bis nur noch Knoten einer einzigen Clique
in G positive Gewichte haben.

Sei w eine Gewichtung, so dass positive Gewichte nur auf einer ¢-Clique liegen.
Dazu kénnen wir eine weitere Beobachtung machen: Wenn gilt w; > w; > 0, dann
existiert eine Kantengewichtung w’ mit g(w’) > g(w). Dazu definieren wir uns

w = % = w; und wj, = wy, fiir alle k # ¢, j. Fiir die Funktion ¢ gilt dann
Wi + W; w; + wj
g(w’) = gw) —wi(l = w;) —w; (1 —wy) + (=) (1 = =)
a2
_ g<w>+w

> g(w).

Das erste Gleichheitszeichen gilt, weil

g(w) = Z(a,b)eE,a:i,b:j wrw; + wj - Ek:N(i)\j wy + wj - Zk:N(j)\i Wi+ Wiw;
Da wir in einer Clique sind, gilt N(j)\i = N(i)\j und somit

g(w) = Z WEW; + w; - Z wg + w; - Z Wg + W;W;
(a,b)EE,a=i,b=j N(i)#j N(G)#i

(w; +wj) Zwk + w;w;

d.h.

g(w') = g(w) + wiwj; — w;wy,

weil (w] +w}) = (w; +w;) ist.
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W

ABBILDUNG 37. nur zwei Knoten sind benachbart

Sei nun w; = 1 fiir alle Knoten der ¢-Clique. Dann ist

s =5 (5 ) =509

Dieser Ausdruck ist unter der Bedingung ¢t < w(G) < k maximal, wenn ¢ = k.
Betrachte die Gewichtung w* mit w} = % fiir alle 7. Dann gilt

Aus g(w*) < g(w) folgt

I1. Uber Zwillingsknoten.
Sei G ein Graphen mit w(G) < k und maximaler Kantenzahl.

Behauptung: G enthilt keine drei Knoten u, v, w mit (uv) € E und (u, w), (v, w) ¢
E.

Beweis: Wir beweisen diese Behauptung durch Widerspruch. Wir nehmen an, es
wiirden solche drei Knoten existieren und konstruieren dann einen anderen Gra-
phen, der auch nur Cliquen der GroBe hochstens k enthélt, der aber mehr Kanten
als G besitzt.

1. Fall: Falls gilt d(u) > d(w) (oder analog fiir d(v) > d(w)), losche w aus dem
Graphen und ersetze ihn durch einen Zwilling v’ von w.

ABBILDUNG 38. Wir 18schen den Knoten w und ersetzten ihn
durch einen Zwilling v und u.

Wir erhalten einen neuen Graphen G’ mit
|E'| = |E| — d(w) + d(u) > |E|.

Der Graph G’ enthilt keine k+1 Clique: Angenommen G’ enthilt eine k+ 1 Clique
C. Dann ist v’ € C, weil G keine Clique der Grofle k + 1 enthilt. u ¢ C, weil
(u,u') ¢ E'. Daraus folgt C'— u' +u ist eine k + 1-Clique in G, weil N(u) = N(u).
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2. Fall: Falls d(u) < d(w) und d(v) < d(w) 16sche die Knoten u und v aus
dem Graphen und ersetze sie durch zwei Zwillinge von w. Dann gilt fiir den neuen
Graphen G':

|E'| = |E| — (d(u) + d(v) — 1) + 2d(w) > | E|.

Der neue Graph G’ enthélt keine k + 1—Clique: Angenommen, G’ hitte eine, dann
wiirde diese Clique C' den Knoten w’ oder w” enthalten, da (w’,w”) ¢ E' . Weiter
wie gehabt... O

Aus der Behauptung folgt, dass u ~ v < uw ¢ E eine Aquivalenzrelation ist.
Daraus folgt G = K,,,. n, mit ¢ < k. Bleibt zu zeigen, dass der < k—partite
Graph G mit n Knoten und maximaler Kantenzahl der K, . ,, mit [n, —n;| <1
ist: Angenommen es gibt ein n; und n; mit n; < n; — 1. Dann konnen wir einen
Graphen G’ konstruieren, der eine groflere Kantenzahl besitzt. Sei d(z) =n —n; >
d(y) = n — n;. Losche den Knoten y und ersetze ihn durch einen Zwilling von z.
Wir erhalten eine héhere Kantenanzahl.

Jetzt gilt also
1.n
El=|(1
BI= o+ hy]

und dies wird maximiert durch ¢t = k. OJ
III. Wir verwenden die Ungleichung w(G) >3- o n%dv

Es gilt: w(G) > 3, oy 7= genau denn wenn

d—|—1

(Beweis kommt spéter), wobei w(G) die Cliquengréfie und o(G) die Grofie einer
maximalen unabhingige Menge bezeichnet. Es gilt w(G) = a(G), dg(v) = (n —
1) —dg(v) © n—dg(v) =da(v) + 1.
Nach Cauchy-Schwarz gilt:
(a,b)* < [lal[*[[b]|*.

und b = (by, ..., b,) der Vektor mit

Sei a = (aq, ..., a,) der Vektor mit a; =

b; = v/n —d; . Dann gilt

1
\/'I‘L*di

-y -

Es gilt auflerdem

lal[* = (a,a) =

und

n n n

B2 = (b,b) = > (Vn—di)? =Y n—di=n*-Y di =n*—2|E|.

i=1 i=1 i=1
Mit Cauchy-Schwarz folgt dann
n* <w(G)(n?-2|E|) < k(n®-2|E|)
& 2k|E| < kn? — n?

_ 1
& |E<SEe =10
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6.3. Eine Schranke fiir o(G).

Theorem 6.6. In jedem Graphen G haben wir folgende Schranke fir die Grifle
einer unabhdingigen Menge:
1
> .
HCEDYD dy 11

veV

Note 6.7. Die Ungleichung ist bestmdglich. Sei G z.B. eine disjunkte Vereinigung
von Cliquen der Groflen nq, ..., ng. Dann gilt

a(G) =k

und

>

vev Y

=X T

Beweis. Beweis: 1. Algorithmus M AX.
repeat
wéhle Knoten x maximalen Grades in G
G — G\z
until G hat keine Kanten mehr
I1—G
return /
Die Menge I ist nach Konstruktion unabhéngig.
Behauptung: Die von M AX gelieferte Menge I erfiillt

e ¥

veV’

Betrachte A(G) = 3, cv 77 +1 Sei d, maximal und G’ = G\z. Dann gilt A(G') >
A(G), weil

AG) - A©) 2 a2 d1,1+1_d:+1

vEN () \3./ vEN (x)
d+1

Z 1
N d +1) dy +1

1 B 1
do(dy + 1) dy+1

v

vEN ()

d, Summanden

1 1

dy+1 d;+1
= 0.

Wiederholte Anwendung der Ungleichung liefert
Al) = AG),

1 >
veV dv+1

Beweis II: Algorithmus MIN:
repeat
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wiahle Knoten x minimalen Grades

G «— G\(N(x)Ux)
I—1ITUx

until G = @
return 1

Behauptung: Die von MIN gelieferte unabhéngige Menge [ erfiillt

1
|I|sz +1
vev Y

Betrachte

A(G)

Sei d, minimal und G’ = G\(N(z) U

A(G") — AG)

v

>

1
:Zvarl'

x). Dann gilt A(G") > A(G) — 1, weil

_(Zl 1)

+
Sy ot L e 1

—_———

Sds g1

—1.

In jedem Algirthmusschritt verringert sich der Wert von A(G) héchstens um den
Wert 1. Auf der anderen Seite wichst in jeder Iteration der Schleife I um 1. Da am
Ende des Verfahrens gilt A(G) = 0, gibt es mindestens A(G) Iterationen.

Beweis III: Probabilistisch.

Der Algorithmus PROB hat die Form:

forallv e V do

c(v) = blau

repeat wihle x € G zufallig
G — G\z

if ¢(x) = rot do nothing
else

I —TUzund

for all v € N(z) do

c(v) = rot.

until G = @.

Sei 7w eine Permutation der Knoten von G, also eine der Mdglichkeiten, wie der

Algorithmus die Knoten auswéhlt.

2 Ty

m

@ E G—g g

ABBILDUNG 39. In dem Graphen G werden die Knoten in der
Reihenfolge 7 ausgewéhlt. Der Algorithmus PROB liefert dann

die griine Menge.

I(m) C

Sei I(m) die Menge der Knoten, die vor all ihren Nachbarn kommen. Es gilt
I, wobei Menge I aus dem Algorithmus PROB kommt. Aus der Definition
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folgt sofort I(m) ist unabhingig. Wir interessieren uns fiir den Erwartungswert
E[|I(m)|] von |I(n)|, wenn 7 zuféllig gewidhlt wird. Es gilt

[(m)] =) Xx(v)

wobei

1 I
Xo(v) = { v & In)

0 sonst

Fiir die Wahrscheinlichkeit P(X,(v) = 1), dass X, (v) =1 ist, gilt
1

dy+1’
da es fiir jeden Knoten aus N(v) Uwv gleich wahrscheinlich ist, in der Permutation,
die wrauf N (v) Uvinduziert wird, der erste Knoten zu sein. Fiir den Erwartungswert
bekommen wir dann

P(XW(U) = 1) =

E[[1(m)l]

E[Z Xz (v)]

veV

= Z E[Xr(v)]

veV

= > PX.(v)=1]

veV
- >
veV dv +1

(Erste —zweite Zeile gilt, da Erwartungswert linear; zweite —Zeile gilt fiir Zu-
fallsvariablen, die nur den Wert 0 oder 1 annehmen.) g

Note 6.8. Bemerkungen:

e Wenn MIN in jedem Schritt einen zufélligen Knoten wéhlt, dann ist die
erwartete Grofie der unabhéngigen Menge > > ﬁ

e das probabilistische Argument ist eine elegante Version des doppelten Ab-
zéhlens: Betrachte Paare (7, v) mit v € I(w). Es gilt: Vv ist die Anzahl der
7 mit v € I(7) genau d:” 7- Daraus folgt, dass die Gesamtanzahl der Paare

(> ey ﬁ) ist. Andererseits hat die Zahl der Paare ) _|I(7)| einen

Erwartungswert,

BlI(n)) = o S 1) = 3

veV

e Eg gibt mindestens eine Permutation, die eine unabhingige Menge mit
(m)| > > v ﬁ erzeugt. Beweisen kann man dieses mit der Proba-
bilistischen Existenz nach “Erdés Magic”. Wenn wir zéhlen, entspricht das
dem Schubfachprinzip.

7. ELEKTRISCHE NETZE

Ein elektrisches Netz ist ein Multigraph, in dem jede Kante e; einen Widerstand
(resistance) r; besitzt. In diesem Netzwerk sollen im Allgemeinen die Stromstérken,
die Potentiale und die Potentialdifferenzen bei gegebenen Quellen und Senken be-
rechnet werden. Wenn eine Spannung (Potentialdifferenz) p; an die Endknoten a;
und b; von e; angelegt wird, flieit ein Strom der Stirke w; von a; nach b; wobei

w; = bi (Ohmsches Gesetz)

i
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gilt. Hieraus folgt sofort p; = w;r; . Es ist {iblich, Kanten orientiert zu betrachten.
Wichtige Variablen in jedem Netzwerk sind:

w; Fluss in e;, Fluss vom Startknoten zum Zielknoten

i Potentialdifferenz in e;— Potential im Startknoten minus Potential im
Zielknoten.

Wap = —Wha » Pab = —Pba

7.1. Kirchhoffsche Gesetze.

Theorem 7.1. Kirchhoffsche Gesetze:

(1) Sei x1, 22, ..., xx ein Kreis in G. Dann gilt

pazlazg +p11321133 + +pka1 = O

(2) Sei x ein Knoten und vy, ...,yq die Nachbarn. Dann gilt
Way, + Way, + oo+ Way, + o =0,
wobei y, die Quellstarke von x darstellt. (Kurz: Zufluss=Abfluss)

Das 1. Potentialgesetz erlaubt es, den Knoten absolute Potentiale V,, zuzuordnen,
so dass die Potentialdifferenz

pab:Va_‘/b

erfiillt ist. Dabei werden die Potentiale V, {iber die Potentialdifferenz von Kanten
aus dem Netzwerk definiert, und die Potentialdifferenzen von Kanten, die nicht im
Netzwerk enthalten sind, iiber die Potentiale V,. Daraus erhalten wir folgenden
Ansatz, um die Potentiale V, in einem Graphen G mit gegebenen Potentialdifferen-
zen zu berechnen: Wihle einen aufspannenden Baum, und einen Knoten ag. Setze
Voo = 0, und berechne V, fiir die anderen Knoten entlang der Baumkanten. Die
Losung erfiillt p,, = V, —V}, auch fiir Nichtbaumkanten wegen des 1. Kirchhoffschen
Gesetzes.

7.2. Ein Beispiel mit Losungsstrategie.

Example 7.2. Wir betrachten das folgende elektrische Netzwerk mit den angege-
benen Widersténden.

ABBILDUNG 40. Netzwerk mit Widerstinden.

Mit Hilfe der Kirchhoffschen Gesetze ergeben sich die folgenden Gleichungen fiir
den Fluss auf den Kanten:
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ABBILDUNG 41. Beginnt man mit der Kante unten links und einem
Fluss e darauf, ergeben sich die anderen Gleichungen aus der Flus-
serhaltung.

Mit den so gegebenen Flussgleichungen ergibt sich fiir die Potentiale entlang des
griin aufgespannten Baumes mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes:

Sle+f1+e = Ge+5f,

2(1-8)

ABBILDUNG 42. Der griine spannende Baum ermdglicht es, die
Potentialdifferenzen zu berechnen.

Fiir die Nichtbaumkanten erhalten wir mit dem Ohmschen Gesetz:

3f = —2(1—-e€)+e
4l—e—f) = 6e+5f—2(1—¢)
Daraus ergibt sich dann f =e — % und schliefllich e = % = % und f = 722—1.

Definition 7.3. Eine Potentialdifferenz (= Spannung), die man bendétigt, um einen
Fluss 1 zwischen s und ¢ zu erzeugen, heifit effektiver Widerstand.

Example 7.4. In dem vorherigen Beispiel liegt der effektive Widerstand bei 6e +
5f = %. Auf dem griinen Weg von s nach ¢ fliefit der Fluss e+ f bzw. e. Auf diesen
Kanten liegt ein Widerstand von 5 und 1. Also haben wir im Startknoten S ein
Potential von 5(e + f) + e.

Eine heuristische Uberlegung: Sei G ein elektrisches Netzwerk mit m Kanten,
einer Quelle s, einer Senke ¢ und Widerstinden rq,...,7,,. Auf G soll ein Fluss 1
entstehen, d.h. g; = 1 und ¢, = —1. In dem Netzwerk gibt es m Flussvariablen und
n — 1 Flusserhaltungsgleichungen. Nach dem Eliminieren bleiben also m —n + 1
Flussvariablen.

Stelle die Potentiale durch Flussvariablen dar. Dazu verwende n—1 Baumkanten.
Jede Nichtbaumkante liefert eine zuséitzliche Gleichung: m — n + 1 Stiick, weil jede
Nichtbaumkante einen Kreis mit den Baumkanten bildet. Also gibt es gleich viele
Gleichungen und Variablen. Wie wir im Folgenden zeigen, existiert eine eindeutige
Losung, wenn das System gewissen Bedingungen geniigt.
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Fluss 1

ABBILDUNG 43. Ausgangssituation

40z

ABBILDUNG 44. Fin dquivalentes System

Uberlagerungsprinzip und Eindeutigkeit

Die Beziehungen zwischen wg, und V, sind linear, also homogene Gleichungen.
Summen (Uberlagerungen) von Losungspaaren (w,p, V) liefern neue Losungen. Je-
der Stromfluss mit mehreren Quellen und Senken kann in solche mit je einer Quelle
und Senke zerlegt werden, d.h. wir kénnen alle Probleme auf Probleme mit einer
Quelle und Senke vereinfachen.

Die Eindeutigkeit eines Flusses bei gegebenen Potentialen von Quelle und Senke
folgt aus Uberlagerung: Betrachte zwei Losungen des Problems. Die Differenz der
beiden ist ein System (wgp), (V) ohne Quelle und Senke. Wenn es in dem System
also einen echt positiven Fluss gibt, dann gibt es auch einen Kreis, auf dem Fluss
fliet. Entlang des Flusskreises sind Potentiale aber streng monoton fallend. [Flieft
ein Strom mit wg, von a nach b bei einem Widerstand r,, > 0, ergibt sich eine
Potentialdifferenz von wg, = 74ppap und fiir die Potentiale ergibt sich Vi, = V, —wg,
also V, < V,. | Widerspruch. Daraus folgt die Eindeutigkeit.

7.3. Serien-Parallele Netze (Problemreduzierung). Serielle Reduktion:
Ve, =r1+V, =7, da V, = 0. Also ergibt sich fiir den effektiven Widerstand

r=Vs=ro+V, =r1 +1rs.

Das System ist also dquivalent zu:
Ebenso kann man “Mehrfachkanten” zusammenfassen.
Parallele Reduktion:

w1 + wo = 1
Vo =rw +V; =mrw
Vo =mrowa+V; =ra(l—wn)

Daraus folgt wy, = = T_frz und r =V, = :11% Beobachtung: % = % + %

Leitfahigkeit als Reziprokes des Widerstandes.
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ABBILDUNG 45. Parallele Schaltung

Mit diesen beiden Regeln kann man die Lésung in serien-parallelen Netzwerken

A

. Tz P P TT
SN

T 5 = =
. AN }{I
P T TT T TT
/
=T TT
A,
TT

ABBILDUNG 46. Ein serienparalleles Netzwerk kann auch als De-
kompositionsbaum dargestellt werden.
P = parallel reduzierbar, S = seriell reduzierbar, T = trivial (nur eine Kante)

Example 7.5. Vereinfachung des Wiirfelnetzwerks:

b

*
g

ABBILDUNG 47. Das Wiirfelnetzwerk

Seien alle Widersténde gleich 1. Aus Symmetriegrinden gilt dann V,, = V4, und
V. = V. Dies folgt auch aus der Eindeutigkeit des Flusses: Uber die Kante (s,b)
flieBt wgp, und iiber die Kante (s, a) der Fluss ws,. Angenommen 0.B.d.A. wg, < wgq-
Dann kénnte eine Losung des Systems auch der Fluss wg, tiber die Kante (s,a)
und ws, iber die Kante (s,b) flieflen. Da ein Fluss aber eindeutig ist, haben wir
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einen Widerspruch. Also gilt wg, = ws, und somit koénnen die Potentiale auch
zusammengezogen werden. Es ergibt sich also ein neues serienparalleles Netz.

=

ABBILDUNG 48. Serienparalleles Netzwerk

Weitere Ersetzungsregel: A — Y
Hat ein Netzwerk an einem Knoten folgende Form,

A

ABBILDUNG 49. Y-Form

kann man ihn durch neue Kanten mit s = r,ry + rpre + rer, €rsetzen.

a
2 s
£ My
1] = c
;

ABBILDUNG 50. A-Form

Man zeigt, dass in beiden Systemen die Potentialdifferenzen pup, Poc, Pea gleich
sind. (siehe Ubung!)
Example 7.6. Mit Stern-Dreiecks-Transformationen kann man einen Wiirfel in ein
Dreieck iiberfithren.
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e

ABBILDUNG 51. Aufspannende Biume, die die Kante {s,a} auf
dem s-t-Pfad enthalten

7.4. Existenz von Lésungen.

Theorem 7.7. Sei G = (V, E) ein Netz mit augezeichneten Knoten s, t und Kan-
tenwiderstinden r; = 1. Dann ist ein Fluss der Stirke N wvon s nach t, der die
Kirchhoffschen Gesetze erfiillt, gegeben durch

wap = N(s,a,b,t) — N(s,b,a,t).

Dabei ist N die Anzahl der aufspannenden Biume von G und N (s,xz,y,t) die Anzahl
der aufspannenden Bdume T, bei denen x und y auf dem s-t-Pfad in T in dieser
Reihenfolge vorkommen und selber auch durch eine Kanten verbunden sind.

Example 7.8. Im Graphen G ist die Anzahl der aufspannenden Biume gleich 8.
Fir N(s,s,a,t) erhalten wir den Wert 4 (obige Zeichnungen), ebenso aus Sym-
metriegriinden fiir N(s,s,b,t). Weiter gilt N(s,a,b,t) = 1 = N(s,b,a,t). Fiir
N(s,a,t,t) = N(s,b,t,t) erhalten wir den Wert 4. Damit gilt, dass auf der Kante
Wsq €in Fluss von 4, auf wg, = 4 und auf w,: = 4 = wy flieit. Auf der Kante wg,
flieit kein Fluss.

Beweis. Fiir jeden Baum T sei

1  wenn(a,b) auf gerichtetem s — ¢ Pfad

wg) =4 —1 wenn (a,b) auf gerichtetem s — ¢ Pfad

0  sonst.

Schicken wir eine Flusseinheit auf dem s — t—Pfad aus 7', dann hat jede Kante

den Flusswert
Wab = ngg) = N(Svaabat) - N(S’b7a7t)7
T

wobei der erste Wert die Anzahl der Flusseinheiten angibt, die in Richtung ab flieflen
und der zweite Wert die Anzahl der Flusseinheiten, die wieder zuriickflieen.

z.7: die so definierten Werte auf den Kanten sind ein Fluss.

1. Die Flusserhaltung ist fiir jeden Pfad trival und wird von Summen erhalten.

2. Potentialgesetz: z.z. Fiir jeden Kreis z1,..., 2,21 in G soll gelten:
E TiTit1
Prizip = Z: ri = E Weizip1 = 0.
i=1 i=1 @ TiTit1 i=1

Dafiir brauchen wir den Begriff Dickicht. Ein Dickicht ist ein aufspannender Wald
(jeder Knoten liegt in genau einem Teilbaum des Waldes), der aus genau zwei
Komponenten Fj, F; besteht mit s € F; und t € F}.

Beobachtung: Fiir jede Kante (z,y) entspricht der Wert N (s, z,y,t) der Anzahl
der Dickichte mit € F; und y € F;, weil man durch Hinzufligen der Kante (z,y) in
ein solches Dickicht einen aufspannenden Baum erhilt, der von N (s, z,y,t) gezdhlt
wird. Umgekehrt gilt es genauso: Hat man einen aufspannenden Baum, der einen
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s —t-Weg mit der Kante (x,y) enthélt und entfernt die Kante (z,y), so erhdlt man
ein Dickicht mit x € F; und y € F} .

T t

X

ABBILDUNG 52. Ein Dickicht mit der Kante {x,y} wird ein auf-
spannender Baum

Idee: Fiir ein festes Dickicht F ist der Beitrag zum Fluss im Kreis 1, x2, .. ., Tk, T1
gerade: Anzahl der Kanten (x;,x;y1) mit x; € Fs und x;41 € F; minus Anzahl der
Kanten (x;, z;y1) mit x; € F; und z;41 € F;. Diese Differenz muss 0 sein.

+1

ABBILDUNG 53. Beitrag des Dickichts zum Kreisfluss

Der Fluss im Kreis ist Summe von Beitrdgen von Dickichten, also 0.
Formal: Fiir Dickicht F sei

(F) w @) falls F 4 (a,b) ein Baum
wyy =

0 sonst,

Dann gilt

dowy) =D wy,
T F
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wegen der Beobachtung zu N (s, z,y,t). Also gilt fiir den Kreis x1,...,zx, 21

k k
} : — § § (1)
wxixi+l - w!l,‘{,!l}{,+]
=1

=1 T

k
= Z Z wﬂ(ffdgwl

i=1 F

N
F =1
= Zo
F
-0
[l

Note 7.9. Der Beweis und somit auch der Satz kann so modifiziert werden, dass er
fiir allgemeine Widersténde funktioniert. Definiere dazu das Gewicht eines Baumes
T als w™) = cr +, und dann weiter wie gehabt mit

w™) wenn T € N(s,a,b,t)
U}((Lz:) — _w(T) wenn T € N(S, b7 a, t)

0 sonst

und wep = > 1 wg). Dass die Flusserhaltung gilt ist klar, und das Potentialgesetz
funktioniert auch: Baumgewichte sind so gewihlt, dass das gerade hinhaut...

Conclusion 7.10. Wenn die Widerstidnde in einem Netz mit s und ¢ alle rational
sind, folgt: Wenn eine Einheit Fluss durch das Netz geschickt wird, dann sind alle
Fliisse auf den Kanten und alle Potentiale auf den Knoten rational (bei V; = 0).

7.5. Squaring a square. Gegeben sei ein Rechteck und wir wollen es mit Qua-
draten pflastern, wobei die Quadrate jeweils unterschiedliche Groéflen haben und
ganzzahlig sind. 1925 hat Moron fiir ein 32 x 33 grofies Rechteck eine solche Zerle-
gung gefunden. (Das kleinste gefundene Quadrat, das in Quadrate aufgeteilt werden
kann, hat die Seitenldngen 112 und wird mit 21 kleineren Quadraten gefiillt.)

18 13

10 g

ABBILDUNG 54. Das Rechteck von Moron und seine Zerlegung

Im Jahr 1940 konnte ein Zusammenhang zwischen diesem Problem und elek-
tronischen Netzen hergestellt werden. Dazu betrachtet man folgende anschauliche
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Modellierung: Das ganze Rechteck besteht aus schwach leitenden Materialen. Oben
und unten wird eine Silberkante angebracht und zwischen den Kanten eine Span-
nung von “Hohe” Volt angelegt. Im Fall von Moron also 32 Volt. Definieren wir das
Potential der Unterkante als 0, dann ist das Potential in einem Punkt im Recht-
eck gerade die y-Koordinate. Weiter betrachten wir die folgende Konstruktion: an
die vertikalen Seiten der Quadrate legen wir einen diinnen Streifen nicht-leitendes
Material. Die Quadrate werden also isoliert und représentieren spiter die Kanten
unseres Netzwerks. An die horizontalen Seiten der Quadrate legen wir Silbersteifen,
die sehr gut leiten. Diese bilden die Knoten im Netzwerk. Jedes Quadrat ist Leiter
zwischen den Silberstreifen.

18 ]

1
14 '3_1::
10 g ¢
t d

ABBILDUNG 55. Moron-Rechteck als elektrisches Netzwerk

Example 7.11. Fiir das Moron-Rechteck ergeben sich dann die Potentiale: Vy =
32V, =17,V =14, V. =10, V3 =9 und V; = 0.

Zu dem elektrischen Netzwerk wollen wir noch Widerstédnde hinzufiigen. Dabei
stoflen wir auf folgende Regeln:

1. Haben wir zwei Quadrate, die nebeneinander liegen, so entspricht dies ei-
ner Parallelschaltung. Die Leitfihigkeit (= 1/Widerstand) ist also proportional zur
Breite.

2. Liegen zwei Quadrate iibereinander, so entspricht dies einer Serienschaltung
und wir erhalten, dass der Widerstand proportional zur Hohe ist.

Aus 1. und 2. folgt, dass alle Quadrate den Widerstand 1 haben.

Haben wir also ein ebenes Netz mit s,¢ und Widerstéinden 1 gegeben, bekom-
men wir ein Squaring aus den Potentialen. (Die Potentialdifferenzen der Kanten
sind Quadratlangen). Die Gestalt des Rechtecks ist duch den effektiven Widerstand
gegeben. Ist er 1, dann handelt es sich um ein Quadrat, ansonst stellt er ein Recht-
eck dar. Allerdings sind die beiden Bedingungen “Seitenldngen unterschiedlich” und
“ganzzahlig”, nur durch Zufall erfiillt...

Conclusion 7.12. [Dehn, 1903] Wenn ein Rechteck sich in endlich viele Quadrate
zerlegen ldsst, dann ist das Seitenverhéltnis rational.

Beweis. Das Seitenverhiltnis ist der effektive Widerstand des assoziierten Netzes.
Der ist, da alle Widerstinde der Quadrate 1 sind, rational. O

7.6. Pflasterungen (Tilings). Pflasterungen sind eine Verallgemeinerung des Squa-
rings. Gegeben ist ein Rechteck und man méchte es mit kleineren Rechtecken, {iber-
decken. Ein spezieller Fall sind Dominotilings:
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ABBILDUNG 56. Dominosteine iiberdecken ein 6x7-Rechteck

Eine Pflasterung eines a xb Rechtecks mit Dominosteinen ist genau dann moglich,
wenn a oder/und b gerade sind.

Ein weiterer Fall sind Tilings mit 1x8- Steinen: Ein Rechteck l&sst sich nur dann
mit 1x8 Steinen pflastern, wenn eine oder beide Seitenlingen durch 8 teilbar sind.
Dieses Problem ist ein Spezialfall des Folgenden:

Theorem 7.13. Wenn ein Rechteck T mit Teilen Ti,...,Ty gepflastert werden
kann, und alle T; eine Seite ganzzahliger Lange haben, dann hat T eine Seite ganz-
zahliger Linge.

Beweis. Es gibt mindestens 14 unterschiedliche Beweise fiir diesen Satz. Wir be-
trachten drei.

I. Beweis: Graphentheoretisch

Auf jedem T; definiere einen Graphen, wobei die Knoten die Ecken von T; sind
und die Kanten zwei ganzzahlige gegeniiberliegende Seiten von T;.

ABBILDUNG 57. Aus T; entsteht ein Graph

Sei T' gepflastert mit T; dann bildet die Konstruktion einen Multigraphen in T'.
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ABBILDUNG 58. Aus den von T; induzierten Graphen ergibt sich
ein Multigraph auf T'

Fiir jedes Rechteck in diesem Beispiel miissen wir uns zwei Seiten aussuchen, die
ganzzahlig sind. Dabei ist die Wahl beliebig. Dieser Multigraph auf 7" hat folgende
Eigenschaften: der Grad jedes inneren Knotens ist entweder zwei oder vier. Die
dusseren Ecken haben Grad 1. Daraus folgt: es gibt einen Weg W zwischen zwei
Ecken von T, da die inneren Knoten geraden Grad haben, d.h. wir kénnen nirgend-
wo stecken bleiben, und miissen also ausgehend von einer Ecke in einer anderen
Ecke landen. Der Weg W kann in horizontale und vertikale Stiicke zerteilt werden.
Summieren wir nur die horizontalen Stiicke, so erhalten wir die Seitenlénge von dem
Rechteck als Summe von ganzzahligen Kanten, also ist die Seitenlinge ganzzahlig.

Beweis II. Analytisch.

T habe die Ecken (0,0), (a,0), (0,b), (a,b). Wir wollen zeigen, dass a oder b aus
N ist.

Sei F(z,y) = sin 27wz sin 27y eine Funktion. Der Sinus hat die Periode 27, und
da wir x und y mit 27 multiplizieren, erhalten wir Periode 1. Wir werden sehen,

dass Vi gilt:
/ /F(amy)da?dy =0
T;

wegen der Periodizitiat 1. Wenn T; ganzzahlige x-Seite hat (mit den Ecken aq, a9
horizontal und b1bs vertikal), dann gilt:

as b2
/ /F(m,y)dwdy = / (/ sin2mydy)sin2rrdz
T; ay by

az
c/ sin 2rxdx = c[—c’ (cos 2mx)]3?
ai

Fiir ganzzahlige Werte x ist cos2mx immer 1, also ist das Integral gleich Null.

Daraus folgt
| [rewasty =Y [ [ sy =o
T —Jr;
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a b
/ / F(x,y)dxzdy
0 0

b
= (/ sin 27rxdx)(/ sin 27y dy)
0 0

1
_(%

= 0,

und

/T /F(x, y)dzdy

)2(1 — cos 2ma)(1 — cos 27b)

also muss a oder b ganzzahlig sein, damit einer der Faktoren 0 ist.
Beweis III. Diskretisierung des obigen Arguments
Idee: Betrachte Schachbrett mit Seitenlénge % Fiir jedes T; gilt: die Fliachenan-
teile in weifl und schwarz sind gleich, weil eine Seite ganzzahlig ist. Diese Eigenschaft
hat damit auch 7. Wie muss also ein Rechteck aussehen, damit es gleichviel schwarz-
und weiB-Anteil hat? Sei b = |b] + (b — [b]) . Wir betrachten als erstes den Teil
=

T
|b] x a. Hier gilt, dass der Anteil von schwarz und weif} gleich ist. Betrachte r; in
Abhangikeit vom WeiBliiberschuss. Wir erhalten eine periodische Funktion mit der
Periode 1. Bis 1/2 wichst der WeiBiiberschuss, ab dann sinkt er wieder auf 0. Be-
trachten wir nun a — |a], dann liefert uns diese Ecke einen echten Weiliiberschuss,
wenn a— |a] nicht Null ist, also a nicht ganzzahlig ist. Das ist aber ein Widerspruch
dazu, dass alle T;und damit auch T gleiche Schwarz- und Weiflanteile haben. [

8. KREISE, SCHNITTE, VEKTORRAUME

8.1. Knoten- und Kantenraum. Sei G = (V, E) ein Graph mit n Knoten und
m Kanten, Knotenmenge V = {vy,...,v,} und Kantenmenge E = {e1,...,emn}.
Betrachte nun Vektorrdume iiber Fy. Der Knotenraum ist ein Vektorraum der Di-
mension n im Fa, also F§ = 2. Ein Vektor x € F} wird aufgefasst als charakteri-
stischer Vektor einer Teilmenge X von V. Umgekehrt kénnen wir jeder Teilmenge
von V einen charakteristischen Vektor zuorden. Wir haben also eine Bijektion. Der
Kantenraum ist ein Vektorraum der Dimension m im Fy, also F§* = 2F und y € FJ
entspricht wieder einer Teilmenge Y von E. (Im Allgemeinen interessiert uns der
Kantenraum mehr als der Knotenraum.)

Es gilt: dim(2") = n . Standardbasis e; < v;, also der charakteristische Vektor
eines Knotens v;, ist ein Vektor der Standardbasis. Fiir den Kantenraum gilt das
gleiche: dim(2F) = m mit Standardbasis e; < ¢;. (Einheitsvektor «——Kante) Das
innere Produkt iber Fq ist definiert als

, , 1w und w’ haben gemeinsame 1 an ungerade vielen Stellen
(w,w")y = Zwth =

0 sonst

Wenn F ein Unterraum von F ist, dann ist F+ := {z € F4|(z,w) = 0,Vw € F} der
Orthogonalraum zu F. Es gilt: F* ist Unterraum und dim F + dim F+ = d. (siehe
Ubung!)

8.2. Zyklenraum. Der Zykelraum Z C 2F ist das Erzeugnis der charakteristischen
Vektoren von Kreisen in G, wobei ein Kreis ein geschlossener Kantenzug ohne Kan-
tenwiederholung ist. Ein einfacher Kreis ist ein Kreis ohne Knotenwiederholung.
Die Elemente von Z heifiten Zykeln. (Achtung hier ist nicht die Def. von Zyklen
aus den vorherigen Kapiteln gemeint...) Die Dimension von Z ist die zyklomatische
Zahl. Einfach induzierte Kreise sind Kreise, die durch eine Knotenmenge induziert
werden und einfache Kreise bilden.
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Proposition 8.1. Der Zykelraum Z wird von einfachen induzierten Kreisen er-
zeugt.

Beweis. Sei C ein nicht einfacher Kreis,

OO

ABBILDUNG 59. Darstellung eines Kreises durch einfache Kreise

dann kann man C' als die Summe von einfachen Kreisen C; darstellen. Also gilt
To =Y, e,

D

ABBILDUNG 60. Der Kreis C ist nicht induziert, kann aber mit
der Hilfe von zwei einfachen induzierten Kreisen dargestellt werden

Sei ein Kreis C nicht induziert. Dann gibt es eine Sehne in dem Kreis und C
zerfallt in zwei Kreise C'y und Cs, die diese Kante enthalten. Bei Addition fallt sie
also weg. (]

Proposition 8.2. FEine Teilmenge F' C E ist genau dann ein Zykel, d.h. xp € Z
wenn (V, F) ein eulerscher Graph ist.

Beweis. Ein Graph ist genau dann eulersch, wenn alle Knotengrade gerade sind.

7 = ”Betrachte einen Knoten v. Sei zp = ), z¢,. Fiir jedes C; gilt: es hat 0 oder
2 Kanten an dem Knoten v. Daraus folgt, das alle Knoten v im Zykel F' geraden
Grad haben. Also ist (V, F') eulersch.

7 <7 Finde einen Kreis C' in F' durch weitergehen, dann hat F\C nur gerade
Grade und kann als Summe von Kreisen geschrieben werden. (Induktion). Also ist
F als Summe von Kreisen darstellbar. Damit ist F' ein Zykel. O

8.3. Schnittraum. Sei X C V und X = V\X das Komplement. Dann ist der
Schnitt (X, X) die Kantenmenge, die X und X verbindet. Der Schnittraum S C

2F wird definiert als das Erzeugnis der charakteristischen Vektoren von Schnitten
(X,X) in G.
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Hy L.

ABBILDUNG 61. Ein Schnitt zwischen der griinen und blauen Menge.

Proposition 8.3. Der Schnittrawm S wird von den Schnitten (v, V\v) erzeugt.

Beweis. Sei (X, X) ein Schnitt. Fiir die charakteristischen Vektoren y gilt: Yxx) =
> wex Yz, v\z)- Kanten, die zwei Knoten in X verbinden, treten rechts zwei mal auf,

Kanten, die Knoten in X verbinden treten nicht auf, und (z,7)-Kanten treten genau
ein mal auf.

Hy My ¢
L L
L »

»
ki

= ¥, *

> L »
L ] »

ABBILDUNG 62. Jeder Schnitt kann durch (x, V\x)-Schnitte er-
zeugt werden

O

Proposition 8.4. Es gilt S = Z+ und Z = S*+. (Die beiden Aussagen sind dqui-
valent, da (U+)+= U).

Note. Diese Proposition beschreibt die Dualitit zwischen Schnitten und Kreisen.

Beweis. Sei C' ein Kreis und S ein Schnitt, dann folgt: |C' N S| ist gerade. Also
ist fiir alle € Z und y € S das innere Produkt (z,y) = 0, wegen der Linearitit
des inneren Produktes. Genauer: ¢ = > x¢c und y = > ys. Dann gilt (z,y) =
(>oxe, > ys) =2 ¢ > slxe,ys) = 0, wegen geradem Durchschnitt von C und S.
Also ist Z C S+ und S C Z+.
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Wir miissen noch die Gleichheit zeigen. Sei D Kantenmenge mit zp ¢ Z, und wir
zeigen xp ¢ S*: Es existiert ein Knoten v € V mit degp(v) ungerade. Betrachte
Y(w,v\v)- Dann gilt (zp, Y, v\v)) = |[D N E,| mod 2 = 1. Daraus folgt Z = S+. Da
Z+ = (§+)+ = S folgt auch die zweite Aussage. O

Theorem 8.5. [Kreis-Schnitt-Baum-Theorem] Sei G ein Graph mit k Komponen-
ten G1,...,Gg,dann ist
dmZ =m-n+k
und
dimS =n—k.

Beweis. Sei T ein aufspannender Wald, der in jeder Komponente ein Baum 7T; ist.
T hat dann n — k Kanten. Fiir jede Kante e € T definiere einen Schnitt: T;\e hat
zwei Zusammenhangskomponenten X; und X; in G; und (X;, X;) ist Schnitt. Da
jede der Kanten von T nur in genau einem der so definierten Schnitte vorkommt,
gilt: dim(S) > n — k.

ABBILDUNG 63. Jede Nichtbaumkante definiert einen Kreis

Fiir alle e # T definiere einen Kreis: Sei C' der eindeutige einfache Kreis in
T U{e}. Es gibt m — (n — k) Kanten, die nicht in T sind. Also dim(Z) > m —n+k,
weil die charakteristischen Vektoren von den Schnitten und Kreisen jeweils linear
unabhingig sind.

¥ E'T

ABBILDUNG 64. Darstellung einer Matrix aus den charakteristi-
schen Vektoren der Elementarkreise und Elementarschnitte

Aus dimZ > m—n+kund dimS > n—k und S = Z+ folgt Gleichheit in
beiden Ungleichungen. O



GRAPHENTHEORIE 51
Note 8.6. Es gilt im allgemeinen SN Z # @.

Example 8.7. Beispiel, dass ein Kantenzug sowohl Schnitt, als auch Kreis ist.

ABBILDUNG 65. Ein Kantenzug kann sowohl einen Schnitt als
auch einen Kreis darstellen.

9. MINIMAL AUFSPANNENDE BAUME

Wir betrachten MST-Probleme (die Abkiirzung MST steht fiir minimum span-
ning tree): Gegeben sei G = (V, E) ein zusammenhingender Graph. Auflerdem ist
eine Kostenfunktion w : £ — RT gegeben. Gesucht ist ein aufspannender Teil-
graph H = (V, F') minimalen Gewichtes, wobei das Gewicht von H definiert ist als:

w(H) =) oepw(e).

Note 9.1. Die (optimale) Losung ist kreisfrei, also ein Baum. H&tte man einen
Kreis, kénnte man natiirlich eine beliebige Kante des Kreises 16schen, behélt einen
aufspannenden Teilgraphen, der aber ein echt kleineres Gewicht hat.

In der Praxis gibt es viele Anwendungsbereiche des MST-Problems:

o Kostengiinstige Verbindungsnetze
e Information an Geheimagenten verteilen
e Cluster Analyse

Eine Greedy (gierig, wenn sie lokal das beste tut) Methode fiir MST

Férben von Kanten des Eingabegraphen G = (V, E') mit zwei Farben (rot/blau)
nach gegebenen Regeln, so dass:

Invariante: Es gibt einen MST von G, der alle blauen und keine roten Kanten
enthilt.

Wir miissen jetzt also paraktikable Regeln finden, die diese Invariante gew#hr-
leistet.

9.1. Farbungsregeln:

(1) Die blaue Regel: Wihle Schnitt (X, X), in dem noch keine Kante blau ist.
Férbe die leichteste ungefirbte Kante des Schnittes blau.

(2) Die rote Regel: Wahle Kreis C' in dem noch keine Kante rot ist. Farbe die
schwerste ungefirbte Kante des Kreises rot.

Example 9.2. Betrachte den folgenden Graphen.
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a

ABBILDUNG 66. An dem Graphen wurden rote und blaue Regel angewandt

Wir wollen im folgenden die rote und die blaue Regel anwenden. Wir beginnen
mit der blauen Regel fiir den Schnitt ¢ und firben die Kante (a,bd) blau. Wende
noch mal die blaue Regel auf Schnitt b an und firbe (¢, b) blau. Jetzt betrachten
wir die rote Regel fiir den Kreis (a, b, ¢,d) und firben die Kante (d, a) rot. Wende
wieder die rote Regel fiir (e, f, g, b, d) an, und firbe Kante (f, g) rot. Die blaue Regel
auf (g, f) ergibt (e, g) wird blau. Mit der roten Regel auf (b, f,c) wird die Kante
(f,c) rot. Mit blauer Regel fur f ergibt sich (b, f) blau und mit blauer Regel auf d
ergibt sich (¢, d) blau. Als letztes noch die blaue Regel auf e ergibt die letzte blaue
Kante (c,e).

Theorem 9.3. 1. Die Firbungsregeln erhalten die Invariante.
2. Solange nicht alle Kanten gefdrbt sind, ist eine Farbungsregel anwendbar.

Beweis. (2): Wir zeigen zunichst (2) unter Verwendung von (1).

Sei e ungefdrbt und 7" ein MST, der alle blauen und keine rote Kante enthilt.
Die Existenz dieses Baumes folgt aus Teil (1). Betrachte zwei Fille:

1. Fall: e € T: Dann folgt: das Loschen von e aus 1" definiert einen Schnitt ohne
Baumkante, also ohne blaue Kante. Der Schnitt enthilt eine ungefarbte Kante, also
kann die blaue Regel angewandt werden.

2. Fall: e ¢ T: Dann definiert T'U {e} einen Kreis, der nur blaue und ungefirbte
Kanten enthilt. Also ist die rote Regel anwendbar.

(1): 1. Teil: Die Invariante fiir die blaue Regel mit Induktion:

Sei T ein MST, der alle bisher blauen und keine roten Kanten enthilt. (Induk-
tionsvorraussetzung). Die Kante e wird wegen des Schnittes (X, X) blau gefirbt.
Wir wollen zeigen, dass diese Kante auch in T ist. Angenommen e ¢ T'. Betrachte
T Ue, sei C der Kreis in T Ue. Wegen e € C und e € (X, X) gibt es eine weitere
Kante f mit diesen Eigenschaften: Die Kante f ist eine Baumkante, weil f # e und
f € C wobei C bis auf e nur aus Baumkanten besteht. AuBlerdem ist w(f) > w(e)
wegen der Wahl von e durch die blaue Regel. Betrachte den Baum 7" =T 4+ e — f.
Dann gilt aber

w(I’) = w(T) + w(e) - w(f) < w(T),
Also gibt es einen MST, der nur aus den bisherigen blauen Kanten, der Kante e und
keinen roten Kanten besteht. Da T MST ist, gilt w(T") > w(T) also w(T") = w(T).
T’ ist ein MST, der zur Invariante passt, und w(e) = w(f). An dem Beweis sieht
man: im Fall, dass alle Gewichte verschieden sind, gibt es einen eindeutig leichtesten
Baum.

2. Teil: Die Invariante fiir die rote Regel ebenfalls mit Induktion:

Sei T ein MST, der alle blauen und keine bisher rot gefdrbte Kante enthélt. Die
Kante e wird wegen des Kreises C rot gefarbt. Angenommen: e € 7. Betrachte T'—e
und den durch T — e definierten Schnitt (X, X). Wegen e € C' und e € (X, X) gibt
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es eine weitere Kante f € C'N (X, X): Also ist f ¢ T und f ist ungefiirbt in dem
Augenblick, in dem wir e farben. Daraus folgt w(f) < w(e). Alsoist T/ =T —e+ f
ein Baum und w(T") = w(T) — w(e) + w(f) < w(T). Also ist T” ein MST, der alle
blauen und keine rote Kante enthélt. ]

9.2. Algorithmen. Als nichstes betrachten wir konkrete Algorithmen zur Lésung
des MST- Problems, die allerdings nur die blaue Regel verwenden.

(1)

Algorithmus von Boruvka.

Idee: Verwalte einen Wald. Am Anfang ist jeder Knoten fiir sich eine Kom-
ponente. In jeder Phase wihlt jede Komponente (X;, F;) die leichteste Kan-
te im Schnitt (X;, X;). Mit diesen zusiitzlichen Kanten werden neue Kom-
ponenten berechnet.

Korrektheit folgt aus der blauen Regel, weil im Schnitt (X;, X;) noch keine
blaue Kante existiert. Auflerdem bleiben sie kreisfrei in jeder Phase, weil
Gewichte entlang von Wegen, die verschiedene Komponenten verbinden,
abnehmen.

Beispiel:

1. Phaze

2. Phase

ABBILDUNG 67. Hier siecht man die Anwendung des Algorithmus
von Boruvka

Die Laufzeit des Algorithmus:
Die Anzahl der Phase: Jede neue Komponente K., enthilt mindestens
zwei alte Komponenten Kjp. Also ist §(Kpen) < W . Die Anzahl der
Phasen p lisst sich dann abschitzen mit p < log n. Jede Phase kann in O(m)
realisiert werden. Insgesamt erhalten wir eine Laufzeit von O(mlogn), mit
mehr Aufwand O(mlog(logn)), Randomisiert O(m-+n) erwartete Laufzeit.

Note 9.4. Die groBle Frage bei MST Algorithmen ist, ob es in O(m + n)
auch einen deterministischen Algorithmus gibt.

Algorithmus von Kruskal

Sortiert Kanten nach aufsteigendem Gewicht: E = eq, eq, ..., e, mit w(e;) <
w(e;) fiir ¢ < j.

To=o

fork=1tom

if Th,_1 + ey, kreisfrei then T), «— Th_1 + ey,

else Ty, «— Ty

return 7,,

Beispiel:
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ABBILDUNG 68. Anwendung des Algorithmus von Kruskal

Korrektheit: mit blauer Regel.

Die Laufzeit des Algorithmus:
Das Sortieren der Kanten kostet O(mlogm), also schon schlechter als beim
Algorithmus von Borurka. Wenn die Komponenten mit einer guten Da-
tenstruktur (Union Find) verwaltet werden, dann geht der Hauptteil in
O(mlogn) oder schneller.

(3) Algorithmus von Prim (Jarnik):
Wahle Startknoten s € V.
Wiihle in jedem Schritt die leichteste Kante in (X, X), wobei X die Menge
der schon mit s verbundenen Knoten ist und gib diese Kante zum wach-
senden Baum hinzu.
Beispiel:

ABBILDUNG 69. Anwendung des Algorithmus von Prim.

Die Laufzeit des Algorithmus: Wenn die aktuellen Schnittkanten in ei-
nem Heap verwalten. Wir brauchen also 3 deg(v) Heapoperationen, also
O(mlogn) Aufwand.

10. MATROIDE

10.1. Axiome fiir unabhingige Mengen.

Definition 10.1. Eine Mengenfamilie J C 2% = Pot(S) ist die Familie der unab-
héingigen Mengen eines Matroids, wenn gilt

(Io) gelJ

(h)IeJund LCIdann L € J

(I2) Sind I, L € J mit |I| = |L| + 1, dann 3z € I\L mit L+ € J
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10.2. Beispiele.

Example 10.2. Beispiele fiir Matroide

(1) Sei V' Vektorraum, S C V und I C S sei in J < die Vektoren in I sind

linear unabhéngig.

Behauptung: J ist ein Matroid.

Beweis: (Ip), (I1) klar, und (I2) mit Basiserginzungssatz. Dieses Matroid
gehort in die Klasse der “linearen Matroide”.

(2) Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Teilmenge I C E sei in J < die Kanten-
menge ist kreisfrei. Die unabhéngigen Mengen sind also Kantenmengen von
Wildern.

Behauptung: J ist ein Matroid.
Beweis: (Iy),(I1) sind klar.
(I2) : Beispiel:

I I 1 ]

l___i___l [ |
|

— SN
(L) 10

ABBILDUNG 70. Aus dem Wald (V,I) kann noch eine Kante in
den Wald (V, L) eingefiigt werden, ohne dass dieser die Kreisfreiheit
verliert

Der Wald (V, L) hat mehr Komponenten als der Wald (V,I). Daraus
folgt, es gibt eine Komponente K in (V,I), die nicht ganz in einer Kompo-
nente aus (V, L) enthalten ist. Sei M eine Komponente von (V, L), die K
schneidet, dann definiert M einen Schnitt, dessen Kanten mit (V) L) kreis-
frei sind. Eine dieser Kanten muss in [ liegen. O
Matroide dieser Art nennt man “graphische Matroide”.

(3) Sei S eine Menge Ay, ..., A,, Teilmengen von S. Eine Teilmenge I C S sei in
J < 3 eine injektive Funktion ¢y : I — {1,...,m} mit x € A, Vo € I.
Beispiel:

unakbhangig

ABBILDUNG 71. Beispiel einer injektiven Abbildung von Knoten
auf Mengen
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Behauptung: J ist ein Matroid.
Beweis: (Io), ([1) klar. (12)

ORI

ABBILDUNG 72. Beweisidee fur I».

Jein i € pr(I)\ps(J)... durch wiederholtes Austauschen gelangt man
ans Ziel.
Diese Art von Matroiden nennt man auch Transversal-Matroide.

10.3. Der Matroid-Greedy-Algorithmus. Sei M = (S, J) ein Matroid mit ei-
ner Gewichtsfunktion w : S — RT. Diese Gewichtfunktion wird fortgesetzt auf alle
Teilmengen T von S durch

zeT
Gesucht ist eine unabhingige Menge maximalen Gewichts. Es ist nicht sinnvoll alle
unabhéngigen Mengen zu betrachten und daraus die mit dem maximalen Gewicht
zu betrachten, weil dies sehr viele sein konnen. Auflerdem betrachten wir hier ein
Matroid mit einem Orakel, das uns bei jeder Menge sagt: ist unabhiingig oder ist
nicht unabhingig.

Note 10.3. Aquivalent dazu wire auch die Suche nach einer maximal unabhingigen
Menge minimalen Gewichts.

Der Greedy-Algorithmus leistet das gewiinschte.

Der Greedy-Algorithmus:

Sortiere S nach absteigendem Gewicht, w(s1) > w(s2) > ... > w(sm)-
Ip— @

for k=1tom

if (Iy—1 U {sk}) € J (Orakel) then I}, — I;;_1 U {sr}

else Iy, «— I

return I,

Definition 10.4. Eine Basis eines Matroid M ist eine maximale unabhingige
Menge.

Example 10.5. In linearen Matroiden sind die Basen linear unabhéngige Vektoren,
die das Matroid (Vektorraum) komplett aufspannen (Def. wie allgemein {iblich). In
graphischen Matroiden von zusammenhéngenden Graphen sind die Basen Baume.

Note 10.6. Je zwel maximal unabhingige Mengen in einem Matroid haben dieselbe
Kardinalitéit. Dies folgt unmittelbar aus Is.

Theorem 10.7. Die vom Greedyalgorithmus ausgegebene Menge I, ist eine Basis.

Beweis. Angenommen 3I,,, C I mit I € J. Sei ¢ minimal mit s; € I und s; ¢ I,.
Dann ist I;_; U s; ist abhingig, weil s; nicht von Greedy genommen wurde. Aber
I,_1 Us; C 1, alsoist I;_1 Us; unabhéngig nach (I;). Widerspruch. O

Theorem 10.8. Ist M = (S,J) ein Matroid, w : S — RT eine Gewichtsfunk-
tion, dann berechnet der Greedy-Algorithmus eine unabhdingige Menge mazimalen
Gewichts.
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Beweis. Sei I, = {s;,8i, - 8;, } mit (i1 < ia < ... < i,) die Ausgabe aus dem
Greedyalgorithmus. Sei I eine optimale Basis, die einen moglichst langen Anfangs-
abschnitt mit [,,, gemeinsam hat, also

I= {Sjl Sja """ S.j'r'}
mit (j1 < j2 < -+ < jr)-

Angenommen [ # I, , dann hat der gemeinsame Anfangsabschnitt eine Linge
k—1<r, dh. s; # sj. Weil i, minimal mit der Eigenschaft: {s;, ...s;, ,} U
{si, } ist unabhingig, folgt daraus j > ix, weil s;, das erste Element war, das
wir nach dem Algorithmus zu der Menge {s;, ...s;, ,} = {s;, ...sj,_, } hinzufiigen
konnten, so dass die Menge weiter unabhéngig bleibt. Nach unserer Sortierung gilt
nun w(s;, ) < w(s;, ). Zur Menge {s;, s, ... s;, } konnen wir so lange Elemente aus
I hinzufiigen, bis wir eine Basis I erhalten. Das folgt aus dem Erweiterungsaxiom
(I3). Die Basis I hat die Darstellung I=1+ s8i, —8j,, wobei [ > k ist, da die ersten
k — 1 Elemente von I,, und I identisch waren. Es gilt nach der Sortierung auch
hier w(s;,) < w(s;,) < w(sq, ), und es folgt w(I) = w(l) +w(s;, ) — w(sj) > w(l).
Also ist I ebenfalls eine optimale Basis, weil sie wie I maximales Gewicht besitzt.
Der Anfangsabschnitt, den I mit I, gemeinsam hat, ist linger als der von I. Wir
erhalten einen Widerspruch! Die Menge I,,, ist also selbst optimale Basis. O

Note 10.9. Ein Unabhéingigkeitssystem (.5, J), fiir das mit jeder Gewichtsfunktion w
vom Greedy-Algorithmus eine unabhingige Menge maximalen Gewichts berechnet
wird, ist ein Matroid.

10.4. Begriffe und Axiomensyssteme. Ein kurzer Uberblick {iber wichtige Be-
griffe und verschiedene Axiomensysteme im Zusammenhang mit Matroiden:

e Wir hatten ein Matroid M = (S, J) tber die unabhdngigen Mengen defi-
niert.

e Man kann ein Matroid dann natiirlich auch iiber abhdngige Mengen defi-
nieren.

o Weiter hatten wir Basen, also maximal unabhéngige Mengen, betrachtet.

e Kreise sind dann minimal abhingige Mengen. Die Kreisaxiome betrachten
wir unten.

e Wir kénnen Matroide auch iiber die Rangfunktion r» = 2° — N definieren.
r(A) ist die Kardinalitit einer maximal unabhéingigen Menge I C A. Auch
die Rangaxiome werden unten ndher erldutert.

e Das Erzeugnis einer Menge A C S: (A) ist die maximale Menge B, mit
A C Bund r(B) =r(A4).

e Eine abgeschlossene Menge ist eine Menge A mit A = (A), also eine Menge,
die schon maximal beziiglich ihres Ranges ist.

Die Kreis- und Rangaxiome wollen wir nun ndher betrachten:

Definition 10.10. Kreisaziome: C C 2° ist genau dann die Kreisfamilie eines
Matroids wenn gilt:

(Co) C # {2}

(C1) Seien C,C" € C und C # C’ dann gilt C ¢ C’

(Cy) Seien C,C" € C, C # C' und z € C' N C’, dann gibt es ein C' € C mit
ccouc)—{z}.

Example 10.11. Betrachte einen Kreis C' mit ZiEC a;v; = 0 und alle a; # 0 und
einen weiteren Kreis C’ mit Zz‘ec’ b;w; = 0. Es gelte v1 = wy, dann gilt

l( > aivi):ail( > bws).

b
b iec,i#t i€Ci#£1
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Also ist (Cs) fiir lineare Matroide erfiillt.

Definition 10.12. Rangaziome: Die Funktion r : 2° — N ist genau dann eine
Rangfunktion eines Matroids wenn gilt

(Ro) (@) =0

(R) Esgilt r(X) <r(X +2)<r(X)+1firalle XCS, z€S8.

(R2) Wenn gilt (X 4+ y) = (X + 2z) = r(X) dann gilt r(X + y + z) = r(X).

Man miisste jetzt zeigen, dass alle Axiomensysteme das gleiche leisten. Zum
Beispiel:

Definiere die Menge I C S als unabhéngig wenn r(I) = |I|. Zeige Iy, I1, I sind
erfiillt, wenn r die Rangaxiome erfiillt.

10.5. Dualitét. Sei M = (S, J) ein Matroid. Definiere eine Familie J* := {I* C
S : 3 Basis B von M mit I* C S\B}.

Theorem 10.13. Das Tupel M* = (S, J*) ist ein Matroid.

Beweis. Wir wollen die drei Eigenschaften (Iy),(I1) und (I3) iiberpriifen.

(Ip): die leere Menge ist in J* enthalten.

(I;) :Wenn I* € J* dann gibt es ein B mit I* C B. Wenn L* C I* | so ist es
auch in E, also I* C J*.

(I3) :Seien I*,L* € J* und |I*| = k und |L*| = k — 1. Zu zeigen: es existiert
ein x € I*\L* mit L* + x € J*. Seien B; und By, Basen von M, dem primalen
Matroid, mit I* C By und L* C By. Sei By, so gewihlt, dass |Br N B | maximal.

1. Fall: I* g L* U By, : Dann konnen wir x € I* — (L* U By,) wahlen. Es gilt
L*+x C Br.

2. Fall: I* C L* U By: Wir zeigen, dass dieser Fall nicht auftreten kann, indem
wir nochmal zwei Fallunterscheidungen machen.

Fall 2a: Sei By C L* U By,. Dann ist I* U By C L* U By. Dies geht aufgrund der
Kardinalitdten nicht: [I*| = k, By = r und B, =r. Also wire k +r <k —1+4r.
Widerspruch!

Fall 2b: Sei By ,@ L*UBy, . Wihle x € By—(L*UBp). Es gilt: By, +x ist abhéngig.
By, + x enthélt eine eindeutige minimal abh#éngige Menge, einen eindeutigen Kreis
C. Wihle y € C\B;. Dann folgt, By, +x —y ist eine Basis und diese Basis hat mehr
Elemente mit B; gemeinsam als By,. Widerspruch zur Wahl von By,. [l

Definition 10.14. Sei M = (5, J) ein Matroid. Das Matroid M* = (S, J*) mit
J*:={I* C S:3Basis B von M mit I* C S\B} heifit duales Matroid.

Note 10.15. Es gilt (M*)* = M.

10.5.1. Lineare Matroide und ihre Duale. Wir betrachten endliche lineare Matroide.
Ein Matroid M = (S, J) ist F-linear wenn m Vektoren (vy)scs, vs € F™ existieren,
so dass I € J genau dann, wenn (vs)ses linear unabhingig.

Lemma 10.16. Sei M F—linear und rang(M) = r, dann kann m = r gewdhlt wer-
den. (rang(M) ist definiert als mazimale Kardinalitit einer unabhdingigen Menge)

Beweis. 7 = 7 Sel (vs)ses eine Darstellung in F™, m > r. Wir stellen die Vektoren
als Spalten in einer m x n- Matrix A dar, n = |S|. Die Matrix A ist Abbildung von
F™ — F™. Fiir die Dimension vom Bild gilt:

dim Im(A) = rang(A) = rang(M) = r.

Sei B eine r x m-Matrix, die F™ — F” abbildet, so dass B|rma : Im(A) — F” ein
Isomorphismus ist.
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Behauptung: Die Matrix A’ = B- A ist eine Darstellung von M. A’ ist eine r X n
Matrix.

Beweis: Sei D C S abhéingig in M. Dann gibt es einen Vektor z mit Ax = 0 und
Triger(z) C D. Mit Tréger(z) = {i € {1, ...,n}|z; # 0}.

Deswegen ist A’z = B(Ax) = 0. Also beschreibt D eine abhéingige Spaltenmenge
von A’

7 < ” Wenn A’z = 0, dann muss schon Az = 0 gewesen sein, weil B ein
Isomorphismus ist. Also haben A und A’ die gleichen abhingigen Spaltenmengen.
Damit haben sie auch die gleichen unabhingigen Spaltenmengen, also haben wir
eine Darstellung von M wie gewiinscht. (]

Theorem 10.17. Wenn M F-linear ist, dann ist auch M* F-linear.

Beweis. Sei rang(M) = r und M sei dargestellt durch eine n x r Matrix A, die wir
wieder als lineare Abbildung von A : F* — F" auffassen wollen.

n
A, §
B Mn-r

ABBILDUNG 73. Folgende Situation der Matrix A liegt vor

Ergénze die linear unabhéingigen Zeilen von A zu einer Basis von F” mit Vektoren
aus ker A, und stelle diese zusétzlichen Vektoren als Zeilen in eine Matrix B. B ist
eine n x (n — r)- Matrix. Es gilt:

Ar=0 & xz€kerd
& JyeF ", z=Bly.

Behauptung: B ist eine Darstellung von M*.

Wir zeigen: I € (?) ist linear abhingige Spaltenmenge in A< S\I ist linear
abhingig in B.

Umordnen der Spalten erlaubt uns anzunehmen, dass I = {1,...,r}. Wenn I
eine abhingige Menge ist, dann existert ein z mit Az = 0 und Triger(z) C I. Also
existiert ein y € F"~" mit z = BTy. Zerlege z = (z1|z2) und B = (B1|Bz2) in jeweils
r+ (n—1) Koordinaten. Also existiert ein y mit 1 = By und 2o = 0 = By. Aus
dem zweiten Teil folgt, dass die Spalten von Bs linear abhingig sind, und dies sind
die S\I Spalten von B. O

Proposition 10.18. Nicht alle Matroide sind linear.

Beweis. Betrachte ein Matroid M vom Rang 3, dessen abhingige 3-Mengen durch
die nichtgriinen Geraden der Pappus Konfiguration gegeben sind: Es sind auf zwei
Geraden jeweils drei Punke (A4, B, C) und (a, b, ¢) gegeben. Diese Punkte verbindet
man durch 6 Geraden (A mit ¢ und b, B mit ¢ und ¢ und C mit ¢ und b). Eine weitere
Gerade 1duft nun durch die Schnittpunkte «, 3,~. Diese Konstruktion bildet einen
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ABBILDUNG 74. Eine Pappuskonfiguration

Matroid, wobei alle 1- und 2-elementigen Mengen sowie die 3-elementigen Mengen
bis auf die 8 nichtgriinen Geraden der Zeichung unabhéngige Mengen sind. Wir
miissen zeigen, dass alle Axiome erfiillt sind. Betrachte insbesondere I . I, L € J
mit |I| = |L| — 1 = 3z € L\I so dass I + x unabhingig.

Wenn M F-linear ist, dann existiert eine Darstellung in 3. Wir diirfen annehmen,
dass A = (1,0,0)T und @ = (0,1,0)7 und o = (0,0, 1)Tist. Fiir lineare Abhéingigkeit
benutzen wir das Determinantenkriterium: wenn die Determinante gleich Null ist,
sind drei Punkte linear abhéngig.

Die Geraden liefern Gleichungen in den Koeflizienten der Punkte

ByCy = B3Ch.

Dies erhalten wir duch: det(A, B, C) < 0 und det(1,0,0; By, Bs, Bs; C1,C5,C3) 2 0.
Auflerdem gilt

Bacs = B3ca
und
v3ba = y2b3
Ebenso erhalten wir
mBs = 1B
B3C1 = [(Cs
bscy = bics
und Punkt agibt uns
Blc2 = BQCl
b1Cy = byCh.

Bilde Produkte aller linken Seiten und aller rechten Seiten. Nach dem Kiirzen bleibt
dann nur noch:

MpB2 = bim-
Das ist genau die Bedingung, dass det(a/3y) = 0. O

Theorem 10.19. Alle graphischen Matroide sind linear iiber jedem Kdérper F.
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Beweis. Ein Graph G = (V, E) mit V = {vy,...,v,} beschreibe eine Darstellung in

F™. Seien vy, . .., v, linear unabhéngige Vektoren in F". (Wir identifizieren Knoten
— —

v; <>Vektor v;). Sei E eine Orientierung von E mit e = (v;,v;) € E. Assoziiere

den Vektor w, = v; — v; .

Behauptung: (we), 3 ist Darstellung von Mc.

1. Richtung: Sei A C E , so dass es Koeffizienten a. # 0 fiir e € A gibt mit
Y eca GewWe = 0. Daraus sieht man, dass der Graph (V, A) keinen Knoten vom
Grad 1 hat. (Denn sonst bekiimen wir v; = ., ¢;v; ,Widerspruch zur linearen
Unabhéngigkeit der v;). Also ist (V, A) entweder leer oder enthilt einen Kreis, da
Grad dann mindestens 2. Also ist A abhingig in Mg.
Die andere Richtung: Wenn (V, A) einen Kreis C' enthélt, dannist ) | .~ d.we = 0
fiir 6, € {+1,—1}(vgl. Ubung 41). Also ist A abhiingig im linearen Matroid {w,}.
O

10.6. Minoren. Sei M = (S,J) ein Matroid und e € S. Wir betrachten folgende
zwei Operationen:

1. Loschen: M \ e = (S\e, J\e), wobei J\e={I € J:e ¢ I}

2. Kontrahieren: M/e = (S\e,J/e) mit J/e = {I € J:e ¢ ITundI +e¢ €
J} Minoren entstehen durch eine Folge von Losch- und Kontraktionsoperationen.
Minoren sind selbst Matroide. Minoren kénnen hiufig benutzt werden, um Klassen
von Matroiden zu charakterisieren.

Theorem 10.20. Das Matroid M ist Fy linear & M enthdlt keinen Uz 4 Minor.

Der Uy 4 ist Uniform vom Rang 2 auf 4 Elementen. (|S| = 4 und die Menge der
s

Basen B = (3).)

10.7. Schnitt-Matroide. Sei G = (V, E) ein Graph mit Zusammenhangskompo-

nenten Vi, ..., Vi. Die Menge M* = (E, J.) sei definiert duch I € J,, genau dann
wenn (V, E\I) die gleichen Zusammenhangskomponenten wie G hat.

Definition 10.21. Die Menge M* = M*(G) heifit Schnitt-Matroid von G.

Note 10.22. Die minimal abhiingigen Mengen (Kreise von M*) von M* sind mini-
mal trennende Kantenmengen (Schnitte von G). Das Matroid M (G), dessen unab-
héngigen Mengen die Wélder sind, heifit auch Kreis-Matroid.

Proposition 10.23. Das Schnitt-Matroid von G ist das Duale des Kreis-Matroids:
M*(G) = M(G)".

Beweis. I € J.< I nicht trennend < E\I enthilt einen maximal aufspannenden
Wald von G < E\I enthilt Basis B von M(G) < I C B fiir eine Basis B von
MG & IeJ* O

Proposition 10.24. Die Menge M*(G) ist tatsdchlich ein Matroid.

11. PLANARE (GRAPHEN
11.1. Definitionen und Jordanscher Kurvensatz.

Definition 11.1. Ein Graph G = (V, E) heif}t planar, wenn es eine kreuzungsfreie
Zeichnung von G in der euklidischen Ebene gibt.

Was bedeutet “Zeichnung” in R??

Sei ¢ : V — R? injektiv. Fiir jedes (u,v) € E gibt es eine einfache (injektive)
Kurve a : [0,1] — R? mit «(0) = ¢(u) und a(1) = p(v). Fiir zwei Kanten e und €’
gilt:

afe) Na(e) = p(ene),
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D b DB

ABBILDUNG 75. Die dritte Zeichnung entspricht der ersten, wenn
wir Innen und Auflen vertauschen

ABBILDUNG 76. Strahlschieflen ergibt Innen oder Auflen

wobei (@) = @.
Eine Zeichung eines planaren Graphen hat Zusammenhangskomponenten von
R?\ Uee g a(e). Dies sind die Flichen der Zeichung.

Note 11.2. Die Flachen und die Anzahl der Grenzkanten hingen von der jeweiligen
Zeichnung des Graphen ab:

Definition. Ein Graph G heilit planar (plattbar), wenn er eine kreuzungsfreie Ein-
bettung hat. Ein Graph G heiit plane (geplittet), wenn er kreuzungsfrei eingebettet
18t.

Theorem 11.3. [Jordanscher Kurvensatz] Fine einfach geschlossene Kurve im
R? teilt die Ebene in zwei Zusammenhangskomponenten (“innen” und “auflen”).
Ein Punkt liegt “innen”, wenn eine nichldegenerierte Gerade (d.h. nur Schnilt-,
keine Berihrpunkte) von diesemn Punkt ins Unendliche eine ungerade Anzahl von
Schnitten mit der Kurve hat; er liegt “auflen”, wenn die Anzahl gerade ist.

Proposition 11.4. Die Graphen Ks und K33 sind nicht planar.

Beweis. Widerspruchsbeweis: Angenommen, es gibt eine kreuzungsfreie Zeichnung.
Sei C' ein aufspannender Kreis. Fiir e, ¢/ aus E\C sagen wir: e und €’ sind im
Konflikt, wenn die Endpunkte entlang C' alternieren.

Diese beiden Graphen sind nicht bipartit, also enthilt jede Verteilung der Kanten
aus E \ C bezliglich C auf “innen” und “auflen” ein Konfliktpaar. =Kreuzung.
Widerspruch! O

Theorem 11.5. Satz von Kuratowski
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1
/13\
5 2 25\ 2
14 ——33
4 3
ABBILDUNG 77. K5 und sein Konfliktgraph
1
2
[ 14
3
3/ ———25
5 4

ABBILDUNG 78. K33 und sein Konfliktgraph

@m

ABBILDUNG 79. Ein Graph und K3 3-Unterteilung

=

G planar < G enthdlt keine Unterteilung von Ksund K3 sals Subgraph.
Beweis kommt spiter.
Example 11.6.

11.2. Duale Graphen. Sei G planar gezeichnet. Den dualen Graphen G*enthilt
man durch folgende Konstruktion:
e setze in jede Fliche von G einen dualen Knoten
o fiir jede Kante {x, y} von G fiige eine duale Kante ein, die die dualen Knoten
in den beiden von {x,y} getrennten Flichen verbindet.
Dies kann so durchgefiihrt werden, dass G* kreuzungsfrei gezeichnet ist.
Beobachtung:
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ABBILDUNG 80. Graph und sein Dual mit Schleifen und Mehrfachkanten

ABBILDUNG 81. Links haben wir einen griinen Knoten vom Grad
6, rechts nicht

gt

ABBILDUNG 82. Das Dual vom Dual ist zusammenhéngend, ob-
wohl der urspriingliche Graph es nicht war

e Briicke von G < Schleife von G*

e Flichen mit gemeinsamen Kanten < Mehrfachkanten
Aber: verschiedene Zeichnungen kénnen verschiedene Duale haben:
Wenn G nicht zusammenhéngend ist, muss nicht gelten (G*)* = G.

11.3. Schnitte und Kreise in G und G*.

Theorem 11.7. Sei G = (V, E) planar gezeichnet.
S C E enthilt einen Kreis

<~
S*, die duale Kantenmenge ist trennend in G*

Beweis. “=” S enthilt einen Kreis C, der “Innen” und “Auflen” hat. In beiden
Teilen hat G* Knoten. Seien diese v*, w*.

=jede v* — w*—Kurve schneidet C

=-jeder duale Weg von v*nach w* schneidet S, d.h. der Weg enthilt eine duale

Kante in S*
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ABBILDUNG 83. Trennende Gerade g definiert trennenden Kreis

=5* trennt v* und w*. S* ist trennend!
“<” S kreisfrei =R?\ |, @(e) ist zusammenhangend. = E*\ S* ist zusamen-
héngend, also ist S* nicht trennend. (]

Corollary 11.8. Kreismatroid von G= Schnittmatroid von G*.
M(G) = M*(G*)

Ziel ist folgender Satz, der weiter unten bewiesen wird.

Theorem 11.9. Satz von Whitney
G planar & Schnittmatroid von G ist Kreismatroid.

Proposition 11.10. Seien v # w zwei Knoten eines planaren Graphen G, die in
derselben Zusammenhangskomponente liegen. Dann liegen v und w in verschiedenen
Fldchen des Dualgraphen G*.

Beweis. Betrachte eine Gerade ¢, die v und w in der Zeichnung trennt. g schneitet
Kanten aus E. Sei ey, ..., e, die Folge dieser Kanten. = eJ,...,e; enthalten einen
Kreis, der v und w trennt. O

Example 11.11. Betrachte den folgenden Graphen und eine Gerade g, die v und
w trennt:

Die Gerade g entspricht im Dual dem Kantenzug 042324420. Trennender Kreis
fiir v, w in G* ist 0420.

Theorem 11.12. Sei G planar und zusammenhdngend mit n > 2. Dann folgt

(G*)*=@G.
Beweis. Sei G zusammenhingend. Daraus folgt, dass in jeder Fliche von G* genau
ein Knoten liegt. = G ist dualer Graph von G*. (Konstruktion des Duals!) O

Conclusion 11.13. Fiir einem planaren zusammenhé&ngenden Graphen G gibt es
eine Bijektion zwischen

V <« F*
F < V*
FE < FE*

11.4. Minoren von Graphen. Sei G ein Graph (nicht notwendig planar) und e
eine Kante in G. Wir betrachten die beiden folgenden Operationen:

(1) Loschen von e aus G:
G\e=(V,E\e)
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ABBILDUNG 84. Loschen einer Kante

G~

ABBILDUNG 85. Kontrahieren einer Kante

(2) Kontrahieren von e in G:
Gle=(V/e,E/e)
Hierbei kénnen Mehrfachkanten entstehen, die wir dann 16schen.

Definition 11.14. Ein Minor von G ist ein Graph, der durch eine Folge von L&-
schungen und Kontraktionen aus G entsteht.

Proposition 11.15. Jeder Minor eines planaren Graphen ist planar.

Beweis. Wir konnen bei der Kontraktion einen Schlauch um die Kante e legen.
Beim Zeichnen lassen wir also die einen Kanten bis zum urspriinglichen Knoten
laufen und zeichnen sie dann mit einem Knick, so dass sie alle parallel in diesem
Schlauch verlaufen zu dem neuen Knoten a*. O

11.5. Sidtze von Wagner und Robertson&Seymour.
Theorem 11.16 (Wagner). G planar < G enthilt keinen Ks— oder K3 3-Minor.

Beweis. 7 = 7 Wir wissen, dass jeder Minor eines planaren Graphen planar ist. Der
Ks und der K33 sind nicht planar, also kénnen sie keine Minoren eines planaren
Graphen sein.

7« 7: Folgt aus dem Satz von Kuratowski: Subgraphen sind Minoren und
Unterteilung von H hat H als Minor. O

Note 11.17 (Robertson und Seymour). Sei G eine Familie von Graphen, die unter
Minoren abgeschlossen ist, d.h. wenn G € G und H Minor von G ist, dann folgt
H € G. Dann ist G durch eine endliche Menge K7, ..., K, von verbotenen Minoren
charakterisiert, d.h. G € G | genau dann, wenn kein K; Minor von G ist.

11.6. Charakterisierung planarer Graphen iiber Matroide. Fiir G planar
ilt
: (G\e)" =G"/e,
und umgekehrt gilt
(G/e)" = G*\e.
Fir Matroide M gilt ebenfalls
(M\e)" = M"/e
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und
(M/e)* = M*\e.
Ausserdem gilt fiir das Kreismatroid
M(G\e) = M(G)\e

sowie
M(G/e) = M(G)/e.

Corollary. Daraus folgt fiir das Schnittmatroid
M*(G\e) = M*(G)/e

und
M*(G/e) = M*(G)\e

Beweis. M*(G\e) = [M(G\e)]* = [M(G) \ e]* = [M(G)]*/e = M*(G)/e. Analog

beweist man die zweite Aussage. (]
Nun koénnen wir den oben bereits erwidhnten Satz von Whitney beweisen.

Theorem 11.18 (Whitney). Der Graph G ist genau dann planar, wenn das Schnitt-
matroid von G ein Kreismatroid ist.

Beweis. 7 =7 : Wir diirfen annehmen, dass G zusammenhéngend ist. (Hitten wir
verschiedene Komponenten, kénnten wir zwei Randknoten verkleben. Dies dndert
das Schnittmatroid nicht.

Allgemein gilt fiir G planar: M(G) = M*(G*). Da G zusammenhéngend ist,
folgt

M(G*) = M*((G*)*) = M*(G).

Also ist das Schnittmatroid von G gerade das Kreismatroid von G*.

7 <7 Wir sagen H ist ein abstraktes Dual von G, wenn

M*(G) = M(H).
Claim. Wenn G ein abstraktes Dual besitzt, dann auch G\e und G/e fiir jedes e.

Beweis der Behauptung: Betrachte
M*(G\e) = M*(G)/e=M(H)/e = M(H/e).
ebenso
M*(G/e) = M*(G)\e = M(H)\e = M(H\e).
Wir benutzen Kuratowski/Wagner: Wenn G nicht planar ist, dann hat G einen
K5 oder einen K3 3 Minor.

Claim. Die Schnittmatroide von K5 und K3 3 sind keine Kreismatroide. Beziehungs-
weise: K5 und K3 3 besitzen kein abstraktes Dual.

Voriiberlegung: M*(G) = M(H) = [M(G)]* = M(H) = M(G) = [M(H)]* =
M(G) = M*(H) In Worten: wenn H ein abstraktes Duale von G ist, dann ist G
ein abstraktes Dual von H.

K3 3: Jeder Kreis im K33 hat die Lidnge 4 oder 6. = dg > 4, da fiir alle
v € H, (v,0) ein Schnitt ist. =4ny < > . duy(v) = 2|E] = 2-9 = 18, d.h.
ng < L%J = 4. H muss einfach sein, weil es keinen 2- Schnitt im K3 3 gibt. Dies
ist ein Widerspruch, weil es keinen einfachen Graphen auf < 4 Knoten mit 9 Kanten,
bzw. mit Minimalgrad >4 gibt.

o K(5: Jeder Kreis in K5 hat > 3 Kanten. Also ist dy > 3. Daraus folgt 3ngy <
> vev du(v) = 2|E| = 20. Also ist ng < [%] = 6. Alle Schnitte vom K5 haben 4
oder 6 Kanten. Das heifit, H ist bipartit und einfach. Widerspruch, denn einfach
und bipartit auf <6 Knoten, impliziert <9 Kanten. Wir briuchten aber 10 Kanten.

O
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ABBILDUNG 86. Aufspannende Biume, die sich nicht schneiden

11.7. Die Euler-Formel.

Theorem 11.19. Sei der Graph G = (V, E) planar. Dann gilt
V= I|E|+[F|=1+K,

wobei K die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G angibt. Fir G zusam-
menhdngend gilt also
VI—IE|+|F| =2.

Beweis. Es gibt sehr viele Beweise zu diesem Satz. In David Eppsteins “Geometry
Junkyard” sind 17 Beweise aufgefiihrt. Hier sind einige davon:

1. Beweis: Duale Basen (fiir zusammenhiingende Graphen)

Betrachte einen planaren Graphen G. Zu diesem planaren Graphen betrachten
wir den Dualgraphen G*. Sei T} eine Basis im planaren Graphen, also ein aufspan-
nender Baum. Dann wurden einige Kanten im dualen Graphen durch die Kanten
von 77 gestrichen. Betrachten wir die nicht gestrichenen Kanten. Damit erhélt man
eine Basis des dualen Graphen, den Baum T5. Der Baum 77 hat

|Er | =[V[-1
Kanten. Entsprechend hat Ts
|Eny| =V =1=|F-1
Kanten. Wir erhalten also
|E| = |En | + |En| = [V|+ [F] + 2.

2. Beweis: Noahs Arche

Nach der grofien Flut haben wir zunéchst n Knoten (Inseln), 0 Kanten und 1
Fliache (Meer) sowie k = n Komponenten. Es gilt also n —0+1 = 1+ n. Wenn das
Wasser nun wieder langsam sinkt, entstehen immer wieder Landbriicken zwischen
zwei Inseln: eine Kante kommt hinzu:

Fall 1: Sie verbindet Komponenten: m — m + 1 und & — k — 1. Die Gleichung
bleibt erhalten.

Fall 2: Sie verbindet innerhalb einer Komponente m — m + 1 und f — f + 1.
Auch dies &ndert nichts an der Gleichung.

3. Beweis: Verrechnen von Ladungen

Wir nehmen an, dass G z-monoton gezeichnet ist, d.h. jede Kante und jede
Flache wird von jeder vertikalen Gerade in einem zusammenhingenden Stiick ge-
schnitten. Wir verteilen Ladungen auf dem Graphen: “+” fiir jeden Knoten und
jede Flache und “—” fiir jede Kante.

Jede Kante und jede beschrinkte Fliche legt ihre Ladung zum rechtesten Kno-
ten. Die Ladungen an den Knoten gleichen sich aus.
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ABBILDUNG 87. KEin Knoten hat folgende Form: Kanten, die in den
Knoten reingehen und welche, die weggehen. Der Knoten selber hat
ein Plus und zwischen je zwei Kanten ist der Knoten der rechteste
einer Fliache. Genauso haben die Kanten negative Ladung und es
ergibt sich ein plus-minus-plus-minus..., also in der Summe 0.

Dies gilt fiir alle Knoten bis auf die Knoten ganz links und die duflere Fliche.
Also haben wir einen Uberschuss von zwei.

Schwierig bei dem Beweis ist, dass er z-monoton gezeichnet vorraussetzt...

4. Beweis: Winkelsummen

Sei G mit gradlinigen Kanten gezeichnet (keine 0.B.d.A. Vorraussetztung).

Lemma 11.20. FEine Fliche, die von K Kanten berandet wird, hat (innere) Win-
kelsumme (K — 2)7.

Beweis. Betrachte ein solches K-gon. Ein K-gon kann in Dreiecke zerlegt werden,
deren Ecken alle Ecken des K-gons sind. Die Anzahl der Dreiecke in jeder solchen
Zerlegung ist K — 2. [Beweisidee (fiir Existenz der Zerlegung und die Anzahl der
Dreiecke): Induktion: Finde eine Sehne. Schneide die Fliche in zwei Teile. Auf der
einen Seiten haben wir S und auf der anderen 7" Kanten. In beiden Teilen wird die
Sehne mitgezahlt. Also gilt S+ T = K 4 2. In S haben wir eine Zerlegung von
S —2und in T eine von T — 2 Dreiecken, also zusammen K — 2. Das Entscheidende
ist also: wie finde ich eine Sehne? Wenn das K-gon streng konvex ist, dann ist jede
Verbindung eine brauchbare Sehne. Schwierig ist es, wenn wir konkave Ecken haben.
Diese machen gewisse Sehnen “kaputt”. Man muss also von einem Spitz ausgehen
und eine Verbindung 7zu einer anderen Ecke finden, die man sehen kann.]

Die Winkelsumme erhalte ich als Summe der Einzelwinkel der Dreiecke. Die
Summe der Winkel in einem Dreieck ist 7. Da das K-gon in K — 2 Dreiecke zerteilt
werden kann, erhalten wir einen Innenwinkel von (K — 2)x O

Die &dussere Flache (mit K Randkanten) hat eine Winkelsumme von
2rK — (K —2)m = (K — 2)7 + 4.

Vollkreis je Ecke  gymme der Innenwinkel

Jede Kante tragt zur Randlinge von zwei Flachen bei. Daraus folgt
> Winkelsumme(F) O _(UF) —2)m) + 4n
F F
(2|E| = 2|F|)7 + 4~
wobei [(F') die Linge der Fliche bezeichnet. Andererseits bekommen wir die Ge-

samtwinkelsumme auch durch die Beitrige der Knoten 27|V|. Zusammen erhalten
wir

(2|E| = 2|F|)w + 47 = 27| V|
und damit
VI —I|E|+|F|=2.

Conclusion 11.21. Aus der Euler-Formel folgt:

e Kj nicht planar: |[V| = 5, |E| = 10. Dann folgt mit Euler |F| = 7. Jede
Fliche hat Randlinge > 3. Also gilt

> UF) =21
F

——
=2|E|=20
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Widerspruch.

o K3 3 ist nicht planar: |V| =6, |E| = 9. Dann folgt mit Euler |F| = 5. Der
K3 3 ist bipartit. Daraus folgt, er enthélt keine ungeraden Kreise. Die Rén-
der von Fléchen sind Kreise, also muss jede Flache mindestens die Rand-

ldnge 4 haben.
> U(F) > 20.
F

——
=2|E|=18

Widerspruch.
Proposition 11.22. Sei der Graph G planar, zusammenhdngend, sowie n > 3.
Dann gilt:
(1) G hat hochstens 3n — 6 Kanten

(2) G hat hochstens 2n — 4 Flichen
(3) G hat einen Knoten vom Grad < 5.

Beweis. Betrachte die Summe iiber die Flachenldngen:
BIF| <D UF) =2E| ()
F

zu (1): Nach Euler gilt: |V| — 2 = |E| — |F|. Multipliziert mit 3 erhalten wir

3)lVI—6 = 3|E|-3|F|
> (B[ +3[F]) = 3|F|
~~
Q)
= ||
zu (2): Wir multiplizieren die Euler Formel mit 2 und erhalten dann
2lVi—4 = 2|E|-2|F|
> 3|F| =2|F|
~~
)
= |F]

zu (3): Wir wissen
> d, =2|E| < 6]V]-12.
veV
Also kénnen nicht alle Knoten vom Grad 6 oder grofler sein. O

Conclusion. Gleichheit in Teilen (1) und (2) der Proposition gilt genau, wenn jede
Flache von G ein Dreieck ist.

11.8. Satz von Kuratowski.

Theorem 11.23. FEin Graph ist genau dann planar, wenn er keine Unterteilung
von K33 oder K5 hat. (“K-Unterteilung”)

Lemma 11.24. Fir ein minimales Gegenbeispiel H miisste gelten:

(1) H ist zusammenhdangend
(2) H ist 2-zusammenhingend
(3) H ist 3-zusammenhingend

Beweis. Zu (1): H ist ein Gegebenbeispiel, d.h. H ist nicht planar und hat keinen
Kuratowski-Untergraphen (keinen K3 5 oder K5). Angenommen, H ist nicht zusam-
menhingend, d.h. H = H;UH>. Die H; haben keinen Kuratowski-Untergraphen
und sind kleiner als H. Also sind sie planar. Damit muss aber auch H planar sein.
Widerspruch zu “H ist ein Gegenbeispiel”.
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ABBILDUNG 88. Die griinen Kante kénnen kontrahiert werden, die
anderen machen ihn 2-zusammenhingend

Zu (2): H ist nicht 2-zusammenhéngend. Dann gibt es einen Separator v der
Grofle 1. Die so entstehenden Komponenten H; miissen planar sein.

Dann muss es eine Zeichnung fiir jedes H; geben, so dass v auflen liegt. Damit
ist aber H planar, weil die H; zyklisch um v angelegt werden koénnen und somit H
bilden. Widerspruch.

Zu (3): Angenommen H ist nicht 3-zusammenhéngend. Dann gibt es zwei Knoten
z und y, so dass der Graph in mehrere Komponenten zerfillt, wenn man diese
Knoten entfernt.

Betrachte H; mit x,y und der Kante {z, y}, auch wenn die Kante eigentlich nicht
in dem Graphen ist. Den so entstehenden Graphen nennen wir H;. Behauptung: die-
se H; enthalten keine Kuratowski-Untergraphen. Wenn H; einen K-Untergraphen
enthilt, dann enthilt auch H einen. (Ersetze die Kante {z,y} durch einen z — y
Weg in einer Komponente H; mit j # 4. ) Die H, sind kleiner als H, also ist H; ist
planar. Es gibt eine Zeichnung mit {x, y} aussen. Wir kénnen also die Zeichnungen
H; an der Kante {z,y} zusammenkleben.

Damit bilden sie eine planare Zeichnung von H. (Eventuell muss die Kante {z, y}
noch aus der Zeichnung geldscht werden.) O

Wir miissen also nur 3-fach zusammenhingende Graphen betrachten, wenn wir
ein Gegenbeispiel finden wollen.

Lemma 11.25 (Thomassen). Sei G 3-zusammenhdngend und n > 5. Dann gibt es
eine Kante e, so dass G/e 3-zusammenhdngend ist.

Example 11.26.

Beweis. Wenn e = {z,y} die gewiinschte Eigenschaft nicht hat, dann gibt es in G/e
eine trennende 2-Menge. Diese besteht aus dem Kontraktionsknoten v, und einem
weiteren Knoten z.

In G ist die Menge {z,y, z} trennend und jeder der drei Knoten hat einen Nach-
barn in jeder Komponente.

Angenommen G enthilt keine geeignete Kante. Wihle e = {x,y} so, dass eine
der Komponenten von G\{z, y, z} maximale Knotenzahl hat. Sei diese Komponente
H. Sei u ein Nachbar von z in einer Komponente # H. Die Kante {z,u} ist nicht
geeigent (wegen Annahme), d.h. es existiert ein v, so dass G\{z, u, v} unzusammen-
hingend ist. Weil G 3-zusammenhéingend ist, muss der auf Vg U {z,y} induzierte
Graph 2-zusammenhingend sein. (Sonst gibe es 2-elementige trennende Menge fiir
G.) Also liegt (Vg U {z,y}) — {v} in einer Komponente von G\{z,u,v} und hat
mehr Knoten als H. Widerspruch zu “H knotenmaximale Menge”. (]
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ABBILDUNG 89. Situation in G

G
o ﬁ @
‘H G.
ABBILDUNG 90. So oder so kann G/e entstanden sein

Conclusion 11.27. Daraus folgern wir:

e Jeder 3-zusammenhingende Graph G erlaubt eine Kontraktionsfolge, die
bei einem 3-zusammenhingenden Graphen mit n = 4 endet. Dies ist immer
der K4.

e Jeder 3-zusammenhéngende Graph hat K4 als Minor.

e Jeder 3-zusammenhingende Graph entsteht aus K4 durch eine Folge von
Knotensplits.

Lemma 11.28. Wenn G keine K-Unterteilung enthdlt, dann enthdlt auch G/e
keine.

Beweis. Wir zeigen: Wenn G/e eine K-Unterteilung enthélt, muss auch G eine
K-Unterteilung enthalten.

Sei H ein K-Unterteilung von G/e .

1. Fall: Wenn v, ¢ H, dann ist H eine K-Unterteilung von G.

2. Fall a): Sei v, € H ein Unterteilungsknoten. Dann finden wir eine K-Unterteilung
in G.

2. Fall b): Sei v, ein Verzweigungsknoten. Falls = oder y nur fiir einen Nachbarn
der K-Unterteilung “zustidndig” sind, sind wir fertig, siehe oben.

Wenn sowohl z als auch y fiir mindestens zwei Nachbarn nétig sind, dann handelt
es sich um eine Unterteilung des K5. (K33 kann nicht sein, da dort jeder Knoten
Grad 3 hat.)

d

Dieses Lemma gilt nur fiir die Kombination von K5 und K3 3. Man kann den
Satz nicht auf “enthédlt K5’ einschranken.

11.9. Konvexe Zeichnungen.
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ABBILDUNG 91. So kann G/e entstanden sein
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ABBILDUNG 92. Der rechte Graph enthilt eine K3 3-Unterteilung

Theorem 11.29. Wenn G 3-zusammenhdngend und ohne Unterteilung von Ks
oder K3 3 ist, dann besitzt G eine streng konveze Zeichung.

Note 11.30. Eine streng konvexe Zeichung ist planar, d.h. dieser Satz impliziert den
Satz von Kuratowski. Damit ist aber schon der allgemeine Satz bewiesen, weil wir
gezeigt haben, dass ein minimales Gegenbeispiel zu Kuratowski 3-zusammenhéngend
sein miisste.

Definition 11.31. Ein konveze Zeichung ist kreuzungsfrei und jede Fliche ist
konvex. Streng konvex enthélt zusitzlich die Eigenschaft, dass jede Fléache bei jedem
Knoten einen Winkel kleiner als 180° hat.

Note 11.32. Zwei kurze Bemerkungen:
(1) Konvexe Zeichungen sind notwendig gradlinige Zeichungen.
(2) Jeder maximal planare Graph (d.h. jede weitere Kante macht den Graphen
nicht-planar —Triangulierung) ist 3-zusammenhingend.

Conclusion 11.33. Jeder planare Graph besitzt eine gradlinige Zeichnung.

Lemma 11.34. Wenn G nicht 3-zusammenhdngend aber planar ist, ist G nicht
mazimal planar.

Beweis. Nun konnen wir den Satz iiber die Existenz streng konvexer Zeichnungen
beweisen.

Induktion:

n = 4, G = K4.

Sei G mit n Knoten gegeben. Dann gibt es eine Kante e, so dass G/e 3-zusammenh#ngend
(erstes Lemma) und ohne K-Unterteilung ist (zweites Lemma). Induktionsannah-
me: G/e besizt eine streng konvexe Zeichung. Betrachte v, in der Zeichung. Sei C
der Rand der Fliche, in der v, liegt, in G/e — v..
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ABBILDUNG 93. 2-zusammenhéngend wiirde noch eine Kante erlauben

‘g.'

ABBILDUNG 94. Kreis um v,

ABBILDUNG 95. Kj5-Unterteilung

Behauptung: C ist ein einfacher Kreis. (Dies gilt, da G/e 3-zusammenhéngend.)
Sei e = {x,y}. Alle Nachbarn von x und y liegen auf C. Sei 1, ..., z) die zyklische
Folge der Nachbarn von .

1. Fall: Alle Nachbarn von y liegen in einem Intervall [x;,z;11]. In diesem Fall
kénnen wir v, expandieren, so dass eine streng konvexe Zeichnung von G entsteht.

2. Fall a): Es gilt [N(z) N N(y)| > 3. Dann bekommen wir eine Unterteilung des
K.

Widerspruch.

2. Fall b): Wir finden zwei Nachbarn von x und zwei von y, die alternierend auf
C liegen. Dann bekommen wir eine Unterteilung des K3 3.

Widerspruch.

Also kann nur Fall 1 eintreten. = Behauptung O

11.10. Outerplanare Graphen.
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ABBILDUNG 96. K3 3-Unterteilung

Definition 11.35. Ein Graph G ist outerplanar genau dann, wenn G planar ist
und es eine Zeichnung von G gibt, bei der alle Knoten an der dufleren Fléche liegen.

Example 11.36. Ein paar Beispiele:

Béume sind outerplanar.

Kreise mit nicht kreuzenden Sehnen sind outerplanar.
K, ist nicht outerplanar.

K 3 ist nicht outerplanar.

Proposition 11.37. Fin Graph G ist genau dann outerplanar, wenn der “Kegel”
G* dber G planar ist, d.h. G* entsteht, indem man einen neuen Knoten x* zu G
hinzufigt, der mit allen Knoten von G verbunden ist.

Auflerdem gilt:

Proposition 11.38. G enthdilt genau dann eine K4-Unterteilung wenn G* eine
K5-Unterteillung enthdlt.

G enthilt genau dann eine K 3-Unterteilung, wenn G* eine K33 Unterteilung
enthdlt.

Bewels: klar

Conclusion 11.39. G ist genau dann outerplanar, wenn G keine K4- und keine
K> 3-Unterteilung enthélt.

12. GRAPHENFARBUNGEN

12.1. Definitionen und einfache Beobachtungen.

Definition 12.1. Betrachte eine Graphen G. Die chromatische Zahl x(G) ist die
kleinste Zahl k, fiir die eine Abbildung ¢: V — {1,...,k} existiert mit ¢(z) # c(y)
fiir alle Kanten {x,y} € E.

Alternativ: ¢~1(i) ist unabhiingig fiir alle i.

Zerlege den Graphen in seine Farbklassen. Daraus ergibt sich
X(G) = k & G ist ein k — partiter Graph.

Daraus ergeben sich folgende Aussagen:

e (G ist 2-farbbar < G ist bipartit < G hat keine Kreise ungerader Lange.
hd X(Kn) =n
e Ist H ein Untergraph von G, dann gilt

x(H) < x(G).
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ABBILDUNG 97. Die Schranke ist sehr schlecht...

e Sei w(@G) die Cliquenzahl, d.h. die maximale Knotenzahl eines vollstindigen
Untergraphen von G. Dann folgt

w(G) < x(G).

o Sei a(G) die Unabhéngigkeitszahl, d.h. die maximale Gr&fie einer unabhéin-
gigen Menge in G [a(G) = w(G)], dann ergibt sich
n

X(G) > (@)

Wie gut ist die Schranke x(G) > —=7
Ziemlich schlecht!

Example 12.2. Betrachte G = K, U K,,. Dann gilt n(G) = 2n, o(G) = n und
X(G) = n.

Wie gut ist die Schranke x > w?

Example 12.3.

Beobachtung: G ist nicht 3-farbbar.

Beweis: Angenommen G ist 3-farbbar. Dann gibt es Knoten vy, v, v3 auf dem
duBeren 5-Kreis, so dass Farbe von v; = i und v; hat j und k gefarbte Nachbarn. In
einer 3-Farbung von G hat v, die gleiche Farbe wie v;, weil die dufleren Nachbarn
von v; auch Nachbarn von v} sind. Also kann x nicht mit 1, 2 oder 3 gefirbt werden.

Es gibt dreiecksfreie Graphen mit beliebig grofler chromatischen Zahl.

12.2. Greedy-Farbungen. Eine obere Schranke erhalten wir durch die Greedy-
Farbung: Sei vy, ..., v, eine Ordnung der Knoten von G. Definiere ¢(v) von links
nach rechts mit

¢(vj) = min(N\{Farben, die schon bei Nachbarn von v; verwendet wurden})

Example 12.4. Die Greedy-Farbung hingt von der Nummerierung der Knoten ab
und kann damit unterschiedliche obere Schranken produzieren.

Proposition 12.5. Es gilt
A(G) < AG) +1

Beweis. Die Greedy-Farbung benutzt fiir jeden Knoten die kleinste Farbe, die nicht
schon ein Nachbar hat. Jeder hat aber hochstens A(G) Nachbarn. c(v) < d, + 1,
also x(G) < A(G) + 1. O
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ABBILDUNG 98. Mit der ersten Nummerierung ist der Graph 3-
farbbar, mit der zweiten nicht

12.3. Degeneriertheit.

Definition 12.6. Ein Graph heifit k-degenieriert, wenn es eine Ordnung der Kno-
ten gibt, in der jeder Knoten hinter hochstens k seiner Nachbarn liegt.

Proposition 12.7. Ist ein Graph G k- degeneriert, dann gilt
X(G) <k+1.

Beweis. Betrachte die Greedy-Farbung mit der Ordnung, die beweist, dass G k-
degeneriert ist. = Vo ist ¢(v) < k + 1. O

Conclusion 12.8. Daraus folgern wir:

e Biume und Wilder sind 2-farbbar, weil sie 1-degeneriert sind.
e Quterplanare Graphen sind 2-farbbar, weil sie 2-degeneriert sind.
e Es gilt sogar:
Jeder outerplanare Graph mit mehr als 4 Knoten besitzt zwei Knoten
mit Grad <2, die nicht benachbart sind.
Die Aussage ldsst sich leicht durch Induktion beweisen.

12.4. Art Gallery Theorem. Betrachte ein Museum ist (Polygon). Ziel ist es,
moglichst wenig Wachter so zu platzieren, dass jeder Punkt des Museums iiberwacht
ist.

Dabei interessieren wir uns fiir eine Schranke in Abhéngigkeit von n, der Anzahl
der Ecken des Polygons. Um die Spitze eines Zackens zu iiberwachen, bendtigt
man einen Wichter im Zackendreieck. Diese sind disjunkt, also ist die Anzahl der
Wichter mindestens so grofl wie die Anzahl der Zacken. n = 3-Anzahl Zacken.
Damit erhalten wir, dass die Anzahl der Wichter mindestens 7 ist.

Theorem 12.9. Fir jedes Museum gentigen L%J Wichter.

Beweis. Wir betrachten eine Triangulierung des Polygons. Dies ist ein outerplanarer
Graph mit n Knoten. Dieser Graph kann 3-gefarbt werden.

Behauptung: Jede Farbklasse ist eine giiltige Wiachtermenge.

Beweis: Jedes Dreieck der Triangulierung enthilt einen Knoten in jeder Farb-
klasse. Die kleinste Farbklasse enthélt héchstens LﬂJ Knoten.

3
(]
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ABBILDUNG 99. Hier geniigen 3 Wichter

ABBILDUNG 100. Zacken eines Museums

ABBILDUNG 101. Trianguliertes Museum

78



GRAPHENTHEORIE 79

12.5. Farbung planarer Graphen.
Proposition 12.10. Planare Graphen sind 5-degeneriert.

Beweis. Jeder planare Graph besitzt einen Knoten vom Grad <5...
Daraus folgt
X(G) <6
fiir alle planaren Graphen G. (Wir wissen allerdings, dass auch 4 Farben gentigen!)
O

Theorem 12.11 (Heawood). Fir jeden planaren Graphen G gilt
X(G) <5.

Beweis. Induktion: Fiir n <5 ist die Behauptung klar.

Sei ein Graph G mit n + 1 Knoten gegeben. G besitzt Knoten v mit deg(v) <
5 und G\v besitzt eine 5-Firbung. Falls in der Menge N(v) nicht alle 5 Farben
vorkommen, sind wir fertig.

Seien x; die Nachbarn von v.

Betrachte nun H (%, j), den von Knoten der Farben ¢ und j induzierten Untergra-
phen von G\v. Wenn z; und z; in verschiedenen Komponenten von H (i, j) liegen,
kénnen die Farben ¢ und j in der Komponente, die z; enthilt getauscht werden.
Damit wird Farbe ¢ frei fiir v.

Wenn H (1, 3) keinen Tausch erlaubt, existiert ein 1,3-gefirbter Pfad von z; nach
r3. Zusammen mit v ist das ein Kreis C.

Der Kreis C hat innen und auflen (Jordan). Betrachtung von v: zo und x4 sind
von C' getrennt. Daraus folgt zo und x4 sind in verschiedenen Komponenten von
H(2,4). O

12.6. Kempes falscher 4-Farben-Beweis. Auf dhnliche Art meinte Kempe, einen
Beweis fiir den 4-Farben-Satz gefunden zu haben. (Eigentlich ist Heawoods Beweis

auf diesen zuriickzufithren, denn als er feststellte, dass Kempes Beweis falsch ist,

bemerkte er auch, dass man damit aber zumindest den 5-Farben-Satz beweisen

kann.)
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ABBILDUNG 102. Wenn 2,4 und 2,3 umgefiarbt werden, hat die
rote Kante zwei Enden mit 2.

Kempes “Beweis”

Sei v ein Knoten mit deg(v) = 5, sei G \ v mit 4 Farben farbbar. (Wir wollen
zeigen, dass es kein minimales Gegenbeispiel gibt.) Enthélt N(v) nicht alle vier
Farben, bleibt natiirlich eine fiir v {ibrig. Enthalte N(v) also alle vier Farben.

Wenn z1, z3 in verschiedenen Komponenten H(1, 3) liegen, sind wir fertig. Wenn
21 und x4 in verschiedenen H(1,4) Komponenten liegen, sind wir ebenfalls fertig.

Wir nehmen also an, es gibt Ketten von x; nach z3 und von z; nach z4. Al-
so miissen x3 und x5 in verschiedenen H(2,3) Komponenten liegen und x5, x4 in
verschiedenen H(2,4) Komponenten. Wir fithren zwei Farbtausche durch, so dass
¢(xs) = 3 und ¢(z2) = 4. Damit erhalten wir eine freie Farbe fiir v...

Stimmt aber nicht!

12.7. Plan fiir einen richtigen Beweis. Beweisidee fiir den 4 Farben Satz:

e Urspriinglicher Beweis von Appel und Haken 1976 (haben 1478 unvermeid-
bare Konfigurationen betrachtet).

e Robertson, Sanders, Seymour, Thomas 1994 (haben 633 unvermeidbare
Konfigurationen betrachtet). Kiirzerer Beweis und nachvollziehbarere Pro-
gramme...

Es geniigt, planare Triangulierungen zu betrachten (maximal planare Graphen, alle
Flachen sind Dreiecke, m = 3n — 6, f = 2n — 4).
Jede planare Triangulierung enthilt einen Knoten vom Grad 3, 4 oder 5.
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ABBILDUNG 103. unvermeidbare Menge von Konfigurationen

Eine Konfiguration ist reduzibel, wenn sie in keinem minimalen Gegenbeispiel
enthalten ist. Man sucht also simtliche unvermeidbare Konfigurationen und zeigt,
dass sie reduzibel sind.

Example 12.12. Der Knoten vom Grad 3 ist reduzibel: Férbe G\v mit 4 Farben
und erweitere diese Farbung auf G.

Example 12.13. Der Knoten vom Grad 4 ist reduzibel: Farbe G\v mit 4 Far-
ben. Wenn in der Nachbarschaft von v alle vier Farben auftreten (wenn nicht,
sowieso kein Problem), dann firben wir wie folgt um: wenn x; und x3 in verschie-
denen Komponenten von H(1,3) liegen, dann kann man einen Farbtausch in einer
der Komponenten vornehmen. Andernfalls beweist die 1-3-Kette, dass o und x4
in verschiedenen Komponenten von H(2,4) liegen. Wir kénnen umférben, und es
bleibt eine Farbe fiir v.

12.7.1. Unvermeidbare Konfigurationen und Entladung.

Proposition 12.14. Jede planare Triangulierung enthdlt einen Knoten vom Grad
drei, einen vom Grad vier, zwei benachbarte Knoten vom Grad fiinf, oder einen
Knoten vom Grad finf mit einem Nachbarn vom Grad sechs.

Beweis. Sei G eine planare Triangulierung mit d, > 5V v, (denn wenn wir einen
Knoten vom Grad 3 oder 4 haben, sind wir schon fertig, s.0.). Gib jedem Knoten
eine Ladung von 6 — d,,, d.h. wir erhalten auch negative Ladungen fiir d,, > 7. Die
Gesamtladung im Graphen ist

D (6-d) = D 6- d

veV veV veV
= 6n—2m
= 6n—2(3n—06)
= 12.

Verschieben von Ladungen (Entladung):
e Jeder Knoten vom Grad 5 gibt % Ladung an jeden Nachbarn ab.

Wo sitzt die positive Ladung jetzt?

1. Fall: Es gibt einen Knoten v vom Grad 5 mit positiver Ladung. Dann hat v
Nachbarn w vom Grad 5. (3. Fall oben)

2. Fall: Es gibt einen Knoten w vom Grad 6 mit positiver Ladung. Dann hat w
einen Nachbarn vom Grad 5. (4. Fall oben)

3. Fall: Es gibt einen Knoten v vom Grad 7 mit positiver Ladung. Der Knoten
hatte urspriinglich eine Ladung von -1, muss also mindestens 6 Nachbarn vom Grad
5 haben. Von diesen sind mindestens zwei benachbart. (3. Fall oben)

4. Fall: Knoten vom Grad 8 und mehr kénnen nicht positiv werden, weil
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ABBILDUNG 104. Eine weitere Menge von unvermeidbaren Konfigurationen

6-d, +% <o fird, >7,5. O
N——
Anfangsladung

Proposition 12.15. Die folgende Menge von Knotengraden ist unvermeidbar: {3,
4, 5-5-5, 5-5-6, 6-5-6}. (“k-1” heiftt, ein Knoten vom Grad k ist mit einem vom
Grad | benachbart.)

Beweis. Anfang wie gehabt. Entladungregel:

Knoten vom Grad 5 schieben i auf ihre Nachbarn v mit d, > 7.

Sei v ein Knoten mit positiver Ladung.

Fall 1: d, = 5: Dann hat v h6chstens 3 Nachbarn vom Grad > 7. Dann gibt es
mindestens zweil Nachbarn vom Grad < 6. Also ist v Mittelknoten von einer der
obigen Konfigurationen.

Fall 2: d,, = 6: Dies kann nicht sein. Der Knoten v hat eine Anfangsladung von
0 und bekommt nichts!

Fall 3: d, = 7: Der Knoten v hat mindestens fiinf Nachbarn vom Grad 5. Er
hat also hochstens zwei Nachbarn, die nicht vom Grad 5 sind. Man bekommt also
immer eine Kette 5-5-5.

Andere Fille gibt es nicht! (6 — d,) + % <0 fiir d, > 8. O

Note 12.16.
Beweisidee: Entlade Knoten vom Grad 5 mit % auf Nachbarn mit Grad > 7.
12.7.2. Reduzierbarkeit.

Definition 12.17. Eine Konfiguartion ist reduzierbar, wenn sie in keinem minima-
len Gegenbeispiel fiir den 4-Farben-Satz auftreten kann.

Example 12.18. Wir haben schon gesehen, dass Knoten vom Grad 3 bzw. 4 re-
duzierbar sind.

Proposition 12.19. Jedes minimale Gegenbeispiel ist 4-zusammenhdangend. (Sogar
5-zusammenhdngend, siehe unten.)

Triangulierung ist nicht 4-zusammenhéngend, wenn es ein trennendes Dreieck
gibt.

Zu zeigen: trennende Dreiecke konnen in minimalem Gegenbeispiel nicht auftau-
chen.

Beweisidee:

Farbe G ohne das Innere des Dreiecks. Farbe das Dreieck mit seinem Inneren.
Verklebe die Farbungen. (Tausche die Farbklassen des inneren Dreiecks dann so
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2@2 oder 2@3
1
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ABBILDUNG 105. Mdogliche Farbungen auf dem Ring

0.B.d.A.
1
A B
2 2 2 3
1 1

ABBILDUNG 106. Farbungen von A und B

ABBILDUNG 107. Die Farbe fiir « ist noch frei

aus, dass die Ecken des Dreiecks der inneren Farbung mit den Farben des dufleren
ibereinstimmen)

Proposition 12.20. Der /-Ring (einfacher 4-Kreis mit nichtleerem Inneren) ist
reduzierbar.

Beweis. Bezeichne die Ringknoten mit x1, zo, x324. A bezeichne den Ring mit sei-
nem Inneren und B den Ring mit seinem AuBeren. In A und B identifizieren wir
1 und z3. Es gibt je eine 4-Farbung, da diese Graphen kleinere Knotenzahl haben.
Farbung auf dem Ring:

Wenn die Farbungen von A und B auf dem Ring gleich sind, sind wir fertig.

Wenn x5 und x4 in A oder in B in verschiedenen H(2,3) Komponenten liegen,
kénnen wir die Farbungen von 2, 3 in einer Komponente umtauschen und sind damit
fertig.

Ansonsten gibt es in A und B 2-3-Ketten von x5 nach 4.

Betrachte die Farbung von B’, die man bekommt, wenn man x5 und x4 identi-
fiziert.

Wenn a = 1, dann sind wir fertig.

Wenn « = 4: Betrachte H(1,4) in A und B’. Wenn z; und z3 in einen von beiden
in verschiedenen Komponenten sind: Farben tauschen, fertig. sind
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1-4-Hette

2-3-Hette

ABBILDUNG 108. 1-4- und 2-3 Ketten konnen sich nicht schneiden...

ABBILDUNG 109. Kantendrbung nach Tait

Ansonsten gibt es 1-4-Ketten von x1 nach z3 in A und B’. Widerspruch, weil wir
in A eine 2-3-Kette gefunden haben, die x5 und x4 verbindet und eine 1-4-Kette,

die z1mit x3 verbindet. Diese miissen sich aber schneiden.
O

Conclusion 12.21. Jedes minimale Gegenbeispiel ist 5-zusammenhingend!
12.8. Kantenfirbung nach Tait.

Theorem 12.22 (Satz von Tait). Eine planare Triangulierung T kann mit vier
Farben gefirbt werden < die Kanten von T kinnen mit drei Farben so gefdrbt
werden, dass jedes Dreieck alle drei Farben enthdlt.

Beweis. 7 = 7 Farbe die Knoten von T mit den Elementen der Kleinschen Vierer-
gruppe. Diese Férbung sei f: V — {0,a1,a2,a3}.

Die Kleinsche Vierergruppe besteht aus den vier Elementen {0, a1, as, a3} und
ist eine additive Gruppe. Auflerdem ist sie selbstinvers, also a; + a; = 0 und das
neutrale Element ist 0.

Definiere Kantenféirbung:

g:E—{a1,a2,a3}

wobei g({z,y}) = f(z) + f(y)-
Behauptung: g hat die gewiinschten Figenschaften:

e g({z,y}) #0 fiir alle {z,y} € E . (Da f legal, also f(x) # f(y) ist.)
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ABBILDUNG 110. Kleinsche Vierergruppe

L)

N

a; a

ABBILDUNG 111. Homotopie-Argument: Umweg hat gleiche “Far-
be” wie vorheriger Weg, iiber Dreiecke kann man zum anderen Weg
kommen.

e In jedem Dreieck kommen alle drei Farben vor: Angenommen nicht: Dann
hitten wir ein Dreieck x,y, z mit g({x,y}) = g({z, z}) = a;. Also ist f(y) =
a; + f(z) und f(z) = a; + f(x) und damit ist f(y) = f(z). Widerspruch!
7 <=7 Sel g: E — {a1,a2,a3} gegeben. Wir definieren f : V — {0,a1,a2,a3}. Sei
vg € V, wir definieren f(vg) = 0. Fiir v # vy betrachte eine Weg

Wy = v, 01,2, ..., Uk

mit vy, = v. Setze f(v) = Y10 g({vi,vip1}) = R(W,).

Behauptung: Die Farbe von v héngt nicht von der Wahl des Weges W, ab.

Die Funktion h: Wege in T— {0, a1, as, a3} hat die Eigenschaft:

Unterscheiden sich zwei Wege W und W’ nur in einem Dreieck, dann folgt
h(W) = h(W’). Aus der ITteration dieses Argumentes folgt: fiir je zwei Wege W
und W’ mit denselben Endpunkten gilt A(W) = h(W’). O

Behauptung: Die Farbung f ist legal.

Beweis: Sei {z,y}Kante. Zu zeigen: f(z) # f(y).

f(x) = h(Ws) und f(y) = h(Wz) + g({z, y}).

———

a; 750

fy) = f@) +a; # f(z)

Also gilt

O

Ubertriigt man die Taitsche Kantenfirbung von 7" auf den dualen Graphen, dann
bekommt man eine Kantenfarbung, so dass je zwei Kanten, die einen gemeinsamen



GRAPHENTHEORIE 86

B

ABBILDUNG 112. Es ist unmoglich diesen Teilgraphen bei b zu
betreten (muss man aber einmal, siche Mitte), alle Knoten zu be-
suchen und bei ¢ zu enden.

Knoten besitzen, verschieden gefarbt sind. So eine Farbung heifit legale Kantenfir-
bung.

X'(G) =minimale Anzahl von Farben in einer legalen Kantenfirbung

Die Kantenférbungszahl von G bezeichnet man auch als chromatischen Indez.

Theorem 12.23 (Satz von Tait 2). Sei T eine planare Triangulierung dann gilt

X(T) <4 X(T7) < 3.
Note 12.24. T* ist planar und 3-regulér.
Proposition 12.25. Sei G planar, 3-regulir und hamiltonsch (d.h. es existiert ein
Kreis, der jeden Knoten genau einmal besucht). Dann ist

X' (G) < 3.

Beweis. Sei C' der Hamiltionkreis. E\C ist ein Matching (Kantenmenge, die jeden
Knoten hochstens einmal trifft). Sei E\C' eine Farbklasse. Der Kreis C' hat gerade
Linge, wobei Linge(C)=Anzahl Knoten von G = n. Wir wissen 3n = 2|E|. Also ist

n gerade. Der Kreis kann jetzt also durch Alternieren der Farben in zwei Farbklassen
aufgeteilt werden. O

Tait hat in einer Arbeit von 1878 behauptet, dass jeder planare 3-regulire Graph
hamiltonisch ist. Dies hat sich allerdings als falsch herausgestellt.

Example 12.26. Gegenbeispiel von Tutte (1946).

Note 12.27. Bemerkungen zu x'(G)
e X'(G) =2 A(G)
e Nichttrivial aber wahr: Fiir G bipartit gilt:
xX(G) = A(G).
(folgt aus der Theorie der Matchings fiir bipartite Graphen)
e (@) kann grofer sein als A(G), betrachte zum Beispiel den Petersen-
Graphen.
Theorem 12.28 (Vizing 1964). Fir jeden Graphen G gilt

(@) < AG) + 1.
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ABBILDUNG 113. Beim Petersen-Graphen ist x' =4

Schrijver. Wir zeigen folgende Aussage mit Induktion nach k:

Sei v ein Knoten in G mit deg(v) < k und hochstens ein Knoten v € N(v) hat
deg(u) = k und deg(w) < k — 1 fiir alle w € N(v)\{u}. Wenn G\v k-kantenférbbar
ist, dann auch G.

Hieraus folgt der Satz, wie folgt: Sei G gegeben, v Knoten mit deg(v) = A = k—1.
Der Graph G ensteht aus G in dem v eine Extrakante bekommt. Der Knoten v
erfiillt in G die Bedingungen. Der Graph G‘\v hat Maximalgrad k& — 1 und weniger

Knoten. = X' (G\v) < k. Daraus folgt mit obiger Behauptung \'(G) < k. Also ist
X(G)<k=A+1.

Bleibt, obige Behauptung mit Induktion zu beweisen.

TA: k=1 Kklar

IS: Seien G, v so, dass die Bedingungen erfiillt sind. Ergénze Kanten mit Grad-
1-Enden, so dass gilt: deg(v)=*k, deg(u)=Fk, deg(w)=k — 1 fur alle w € N(v) \ .

Sei G* der neue Graph. G*\v ist k-Kantenfirbbar, da G\v es ist. Unter allen
k-Kantenfarbungen von G*\v wihle eine, die

k
>oxl?
i=1

minimiert, wobei X; die Menge der Nachbarn von v ist, die keine i gefirbte Kante
haben.

Falls 3i mit | X;| = 1: Sei X; = {u*}. Betrachte G** = G*\(E; U {v, u*},wobei
E; die i gefirbten Kanten in der Farbung von G*\v bezeichne. In G** ist der Grad
jedes Nachbarn von v und der von v um eins kleiner als in G. Der Graph G**\v
ist (k — 1)-kantenférbbar (verwende Kantenfirbung von G*\v). Also ist G** ist
(k — 1)-kantenfarbbar nach Induktionsvoraussetzung. Also ist G k-kantenférbbar.

Andernfalls: kein X; hat |X;| = 1. Betrachte

k
S| = 2IN@) -1
=1

= 2k—1.

Also existiert ein X; mit |X;| = 0, und es gibt ein X; mit |X;| ungerade. Da wir
|X;| = 1 ausgeschlossen hatten, gilt also |X;| > 3. Betrachte den Graphen der i
und j gefirbten Kanten in G*\v. Dieser Graph ist Vereinigung von Kreisen und
Pfaden. In der Nachbarschaft von v gibt es | X;| viele Endpunkte von Pfaden. Es
existiert also ein Pfad mit genau einem Endpunkt in N(v). Tausche die Farben i
und j in diesem Pfad. Daraus erhalten wir wieder ein legale Farbung, die die Werte
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ABBILDUNG 114. Torus und Doppeltorus

DI

ABBILDUNG 115. Auf zwei Locher wird ein Henkel gesetzt.

S

ABBILDUNG 116. Kreuzungen werden mit Henkeln vermieden
| X7eu| = | X'+ 1] = 1 und | X7 = | X ¢ — 1| hat. Aber

k k k
ST = 32X < 37X
i=1 i=1 i=1

Widerspruch, da wir minimieren wollten. Wir sind also immer im ersten Fall.
=DBehauptung (]

12.9. Graphen auf Flichen. Wir betrachten im folgenden Flichen ohne Rand,
z.B. Sphére, Torus Doppeltorus etc.
An eine (randlose) Fliche kann man Henkel ankleben.

Note 12.29. Jeder Graph kann kreuzungsfrei in eine Fléche mit Henkeln eingebettet
werden.
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ABBILDUNG 117. Die roten Punkte werden identifiziert

aufzchneiden

- i

ABBILDUNG 118. Der Torus ist keine 2-Zelle

Dabei ist die Anzahl der Henkel die dafiir nétig sind, hochstens so grofl wie die
Anzahl der Kanten, die man entfernen muss, um den Graphen planar zu machen.

12.9.1. Klassifikation und 2-Zell-Einbettung. Jede randlose Fléche ist hom&omorph
zu einer Sphére Sp mit h Henkeln, h > 0 oder einer projektiven Ebene P, mit h
Henkeln, h > 0. Dabei bezeichnet h das “Geschliacht” der Fliche. Die Spahre S, ist
orientierbar, die projektive Ebene P nicht.

Example 12.30. Bei der Zeichnung einer projektiven Ebene, werden Randpunkte
miteinander identifiziert. Beim M&biusband sihe das folgendermaflen aus:

Definition 12.31. Eine 2-Zelle ist ein Gebiet auf einer Fliche, in dem jede einfach
geschlossene Kurve stetig zu einem Punkt kontrahiert werden kann.

Example 12.32.

Definition 12.33. Eine 2-Zell-Einbettung eines Graphen G ist eine kreuzungsfreie
Einbettung in eine Fliche, so dass alle Gebiete des Graphen 2-Zellen sind.

12.9.2. Euler-Formel auf Sp,.
Proposition 12.34. Sei G zusammenhdngend und 2-Zell-eingebettet in Sy, dann
gilt
VI = |E|+|F| =2—2h,
wobei 2 — 2h die Euler-Charakteristik von S}, ist.

Beweis. Idee: Kontrahiere Kante, wobei Multikanten nicht geloscht werden. Dies
16scht also genau eine Kante und einen Knoten. Schlielich hat man einen Knoten
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ABBILDUNG 119. K, auf Torus eingebettet (beachte: die “4” Eck-
knoten sind nur einer)

und viele Schlaufen. Entferene die Schlaufen, wenn die 2-Zell-Eigenschaft dadurch
nicht verloren geht. Dies 16scht je eine Kante und eine Flache. Es bleibt eine Men-
ge von Schlaufen, die alle Henkel plétten, also eine Fliche darstellen. Je Henkel
erfordert das zwei Schlaufen. Also braucht der Torus zwei Schnitte um 2-zellig zu
werden. ]

Conclusion 12.35. Eine 2-Zell-Einbettung eines zusammenhingenden Graphen auf
Sh, hat hochstens 3(n — 2 4+ 2h) Kanten.

Beweis. Es gilt
3|F| <2|E|
und
3|V| = 3|E| + 3|F| = 3(2 — 2h)

Daraus erhalten wir

3[VI—[E] = 3(2—2h)
und das ist dquivalent zu

|E| < 3|V]|—3(2—2h).

Example 12.36. Der K7 hat 21 Kanten. Es gilt

|E| < 3|V,
wir kénnen ihn also auf einem Torus einbetten.
12.9.3. Satz von Heawood.

Theorem 12.37 (Heawood, 1890). Wenn der Graph G auf der Sphare Sy, 2-Zell-
ewnbettbar mit h > 0 ist, dann gilt

(G < {7+\/12+48hJ .
Example 12.38. Fiir h = 0 gébe uns die Formel x < 4. Dies stimmt natiirlich
ebenfalls, dafiir ist aber dieser Beweis nicht geeignet. (Setzt h > 0 voraus.)

Fiir h = 1 erhalten wir x < 7. Die Abbildung von K7 auf einem Torus haben
wir oben schon betrachtet.

Fir h = 2 ist x < 8,4 und fiir h = 3 gilt x < 9,5. Von da an wichst x pro
Schritt weniger als 1.
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Beweis. Sei ¢, = TAH80 Wir behaupten, dass G einen Knoten vom Grad kleiner
gleich ¢j, —1 besitzt. Das heifit, G ist | ¢, — 1]|-degeneriert und daraus folgt x < |¢,,].
Sei also n > ¢y, wobei wir im folgenden ¢;, = ¢ setzen. Dann gilt

> —Tc+ (12 —12h) = 0.

Multiplizieren wir die Gleichung mit % erhalten wir

12 — 12h
c—1=6-— g
C
und kdnnen damit folgende Rechnung aufstellen:
2|E]| 6(n — 2+ 2h)
n B n
6(2h — 2
= 6 + M
n
6(2h — 2
< 6+ 6(2h=2)
c
3 (12 — 12h)
&
= c—1

Wenn der mittlere Grad (%) kleiner gleich ¢ — 1 ist, gibt es einen Knoten vom
Grad kleiner gleich ¢ — 1. O

12.10. Satz von Brooks. Es stellt sich die Frage, wie man Graphen konstruieren
kann, die auf allen Flichen genau diese chromatische Zahl haben. (Ringel, Young:
1968). Durch die Greedy-Farbung hatten wir y < A + 1 erhalten.

Theorem 12.39 (Brooks, 1941). Sei G zusammenhdngend und weder vollstindig
noch ein Kreis ungerader Linge. Dann gilt

X(G) < A(G).

Beweis. Sei k = A(G). Fir k = 0,1,2 kann man die Aussage direkt nachpriifen.
Sei k also > 3.

1. Fall: G hat einen Knoten v mit d(v) < k. Sei T aufspannender Baum und
T die Orientierung von 7' mit Senke v. Sei weiter vy, ..., v, eine Ordnung, die alle
Kanten von 7' von links nach rechts auslegt (d.h. v = v, ). Fiir alle v; mit ¢ < n
gibt es einen Nachbarn rechts von v;, d.h. v; bekommt eine Farbe < d(v;) < k. Der
Knoten v, bekommt eine Farbe < d(v) +1 < k.

2. Fall: Der Graph ist k-regulér.

(1) Behauptung: wir diirfen annehmen, dass G keine trennenden Mengen der
Grofle 1 oder 2 besitzt, d.h. G ist mindestens 3-zusammenh&ngend.

Beweis:

Fall a): Der Graph G hat einen trennenden Knoten: Jedes G; U {v} erfiillt die
Bedingungen von Fall 1. Dann kénnen wir die Farbungen verkleben (gegebenenfalls
vorher Permutieren).

Fall b): G hat trennende Menge x und y der Grofle 2. Wir diirfen annehmen,
dass d(z) + d(y) in jeder Komponente hochstens den Wert 2k — 3 annimmt.

Betrachte G; mit der Kante {z,y}. Da der Grad von z oder y in G; U {z,y}
kleiner als k ist, existiert nach Fall 1 eine k-Farbung. Diese k-Farbungen kénnen
wieder miteinander verklebt werden.

(2) G zusammenhingend, k-reguldr und nicht vollstindig. Dann folgt, dass es
drei Knoten z,y,z gibt, die einen 3-Pfad induzieren. Sei G' = G\{z,y}, T ein
aufspannender Baum von G, T eine Orientierung von 7" mit Senke z und vs, ..., v,
eine zugehdrige Ordnung der Knoten. Betrachte: z,y,vs, ..., v,_1, 2. Greedy gibt:
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ABBILDUNG 120. Gegenbeispiel zu Hajos Vermutung

Farbe(z) =Farbe(y) = 1. Fiir vy, ..., v,_1 erhalten wir je eine Farbe kleiner gleich k,
weil eine Kante nach rechts zeigt. Fiir 2 bekommen wir Farbe < k, weil 2 Vorgénger
dieselbe Farbe haben. d

12.11. Vermutungen von Hadwiger und Hajos. Betrachten wir die untere
Schranke von x(G). Wir hatten schon gesehen, dass

X(G) > w(G)

gilt. Aber aus x(G) = k folgt nicht, dass G eine k- Clique enthilt. (Beispiel: Cs:
enthélt kein Dreieck, braucht aber 3 Farben). Es wurden zwei weitere Vermutungen
aufgestellt:

Die Hadwiger Vermutung sagt: x(G) > k impliziert, dass G einen K als Minor
enthilt. Diese Vermutung ist offenbar richtig fur £ = 1,2, 3.

Proposition 12.40. Die Hadwiger Vermutung gilt auch fir k = 4.

Beweis. Idee: Jeder 3-zusammenhingende Graph enthilt K4 als Minor. Betrachte
also nur noch Graphen, die nicht 3-zusammenhingend sind, aber 4 Farben brauchen.
Sei G 2-zusammenhéngend. Dann ist x(G) = 4 nur, wenn eines der Teile vier Farben
benstigt... (]

Hadwiger-5 impliziert den vier Farben Satz, weil Graphen, die 5 Farben brau-
chen, den Ksenthalten und somit nicht planar sind. Es gilt sogar die umgekehrte
Richtung. Hadwiger-6 wurde 1997 von Robertson, Seymour, Thomas bewiesen. Fiir
alle weiteren k ist die Vermutung offen.

Die Hajos Vermutung sagt: x(G) > k impliziert G enthélt eine Kj-Unterteilung.
Diese Vermutung ist falsch fiir k£ > 7.

Der Graph enthélt 13 Knoten und die Unabhéngigkeitszahl « ist 2. Daraus folgt,
dass [2] = 7, also x(G) > 7. Man iiberlegt sich, dass G keine K7-Unterteilung
enthélt. Auf dhnliche Weise erhélt man auch fiir groflere & Gegenbeispiele. Offen
ist die Hajos-Vermutung fiir k£ = 5 und 6.

13. ZAHLEN VON FARBUNGEN

Sei G ein Graph. Dann definieren wir zu diesem Graphen eine Zihlfunktion
pa N — N, wobei pg (k) = #zuléssige k£ Farbungen von G.

Example 13.1. Definiere n := |V(G)].

(1) Sei G = (V,@), d.h. G = K,,, dann gilt: pg(k) = k™.
(2) Sei G ein Weg. Dann gilt: pg(k) = k(k — 1)"~!. (Fiir den ersten Knoten k
Méglichkeiten, fiir alle weiteren k — 1.)
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(3) Betrachte einen Stern. Dann gilt: pg (k) = k(k—1)"~1. (Fiir den “zentralen”
Knoten k Moglichkeiten, fiir alle “4ufferen” k — 1.)
(4) Auch fiir Biume gilt: pg(k) = k(k — 1)~ ! . Lege den Baum so hin, dass
jeder Knoten genau einen Vorgénger hat.
(5) Sei G = K, der vollstdndige Graph. Dann ergibt sich als Z&hlfunktion
pelk)=k(k—1)(k=2)-...-(k—=n—1):= (k)
Theorem 13.2. Die Zihlfunktion pg(k) hat eine Darstellung als Polynom vom
Grad < n. Konkret lisst sich pc(k) darstellen als
pak)= > @(G): (k).
r=x(G)
Dabei ist q-(G) ist die Anzahl der Partitionen von V(G) in r unabhdngige Mengen.

Beweis. Sei f : V — [k] eine Farbung. Und sei R C [k] die Menge der tatséchlich
genutzten Farben, R = {c1,...,¢,}. Dann ist {f~1(c1),..., f~'(c,)} eine Partition
von V in unabhéngige Mengen. Wieviele k- Fiarbungen induzieren eine feste Par-
tition {I1,...,I.} von V in r unabhingige Mengen? Die Antwort lautet: Fiir I
haben wir k& Farben zur Auswahl, fiir Is nur noch k£ — 1 ... und somit erhalten wir
k(k—1)-... - (k—r+ 1) Moglichkeiten die Farben festzulegen.

Da jede k-Firbung von einer Partition kommt, ist pe(k) = Y o ¢-(G)(k),. Da
die Partitionen in unabhéngige Mengen mindestens x(G) und héchstens n Blocke
enthalten, ist die Summe endlich:

pak) =Y a:(G)(k)r
r=x(G)
Dann ist pg(k) aber eine endliche Summe von Polynomen vom Grad kleiner gleich
n. O

Definition 13.3. Die Funktion pg(x) heifit das chromatische Polynom von G.

Example 13.4. Sei G = (. Es gilt ¢; = 0, weil x = 2. Fiir g2 ergibt sich nur eine
Moglichkeit. In drei unabhingige Mengen kann der 4-Kreis durch 2 Moglichkeiten
geteilt werden, d.h. g3 = 2. Und g4ist natiirlich 1.
Also ergibt sich:
pe,(z) = lz(zx—1)+2z(z —1)(z —2) + lz(z — 1)(z — 2)(x — 3)
= 2(x—1)(2* — 3z +3).
Alternative Berechnungsidee: Evaluiere vier Werte, z.B. p¢, (0), pc, (1), pc, (2) und
pe, (3). Berechne pe, als interpolierendes Polynom dieser vier Stiitzstellen. Fiir die
Werte erhalten wir: pc, (0) = pc, (1) =0, pc,(2) = 2 und
_ 9. : —18.
P, (3) 3-2-2 + 3-2 8
Farbungen, die alle 3 Farben benutzen nur 2 Farben werden benutzt
Sei wieder fiir G und e € E:
G\e Loschen von e aus G
Gle Kontrahieren von e aus G.
Proposition 13.5. Fs gilt:
pa(k) = pene(k) — paye(k).

Beweis. Wandle die Formel um in

pave(k) = pa (k) + paye(k).
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ABBILDUNG 121. Bei den einzelnen Knoten angefangen, kann so
von unten nach oben das chromatische Polynom berechnet werden
(Ubung: der 4-Kreis hat das chromatische Polynom x* — 423 + 622 — 3z )

pa\e(k) stellt alle k& Férbungen von G \ e dar. Sei f ein zuldssige Férbung von

pa\e(k) - Falls f(x) # f(y), ist f eine Farbung von G. Falls f(z) = f(y), ist f eine
Farbung von G/e. Wir erhalten also eine Bijektion. O

Dies liefert eine weitere Methode zur Berechung von pg(x):

Example 13.6. Betrachte wieder das chromatische Polynom vom C;. Wihle ei-
ne Kante und bilde zwei neue Graphen: 1. durch 16schen, 2. durch kontrahieren.
Wiederhole dieses mit jedem neuen Graphen, bis keine Kanten mehr iibrig bleiben.

Note 13.7. Das chromatische Polynom von G zu berechnen ist schwer (# P-vollstindig).
Die Berechnung von x(G) ist ebenfalls schwer, und da man aus pg(x) durch Aus-
wertung x(G) bestimmen kann, muss pg(z) zu berechnen mindestens so schwer
sein, wie x(G) zu berechnen.

Theorem 13.8. Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt:

pa(x) =Y (—1)/IzHC)

SCE
mit k(Gs)= # Komponenten von Gg = (V,.5)

(Beweis folgt nach Beispiel und Lemma.)
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Example 13.9. Betrachte die Menge S *®  des 4-Kreises. Die Kanten aus S
sind Kontrahierkanten und Kanten in F\S sind Loschkanten. Dann bekommen wir
einen Weg im Auswertungsbaum von pg(x) beziiglich der Rekursion zu einem Blatt.

Lemma 13.10. Die Rekursion pa(z) = pa\e(®) — paye(x) gilt auch fir Graphen
mit Multikanten und Schleifen.

Beweis. Wenn G eine Schlaufe e enthalt, dann gilt G\e = G//e und somit pg(z) = 0.
Tatsdchlich hat G in diesem Fall keine zulassige Farbung.
Wenn G eine Doppelkante e und ¢’ enthilt, dann gilt

pa(k) = pene(k) V.
Also erhdlt man mit
pc(7) = pare(T) — Paye(®),
dass pg/. = 0. Dies ist tatséchlich so, da G//e eine Schlaufe enthalt. (]

Mit diesem Lemma konnen wir die Kontraktion in der Rekursion im Sinne von
Multigraphen machen.

Beweis. (Beweis des Satzes oben)

Bléitter im vollsténdigen Rekursionsbaum entsprechen gerade Partitionen (A, S)
von E, wobei A die geléschten Kanten und S die kontrahierten Kanten darstellen.
Das Blatt zur Partition (A, .S) genau dann ein Graph mit & isolierten Knoten, wenn
Gs = (V,S) k Komponenten hat. Das chromatische Polynom des Blattes ist ¥,
sein Beitrag in der Wurzel ist (—1)!5z*. O

13.1. Azyklische Orientierungen. Sei G = (V, F) ein ungerichteter Graph. Eine
Orientierung weist jeder Kante {z, y} von G eine Richtung, z.B. (z,y) zu. Dies sym-
bolisieren wir in der Zeichnung durch einen Pfeil von = nach y. Eine Orientierung
ist azyklisch, wenn sie keine gerichteten Kreise besitzt.

Im folgenden interessiert uns das Z&hlen von azyklischen Orientierungen.

Example 13.11. Sei G = Cjy. Insgesammt haben wir 16 Orientierungen, wovon 14
azyklisch sind.

Theorem 13.12 (Standley). Sei A(G) die Anzahl der azyklischen Orientierungen
von G. Es gilt:

A(G) = (=1)"pa(=1).
Beweis. Induktion nach der Kantenzahl:

IA: |E| = 0, also E = @. Dann gibt es nur eine azyklische Orientierung, also
A(G) = 1. Fir pg(x) erhalten wir pg(x) = 2™ und an der Stelle —1 ausgewertet
erhalten wir (—1)"pg(—1) = (-1)"(-1)" = 1.

|E| = 1. Dann erhalten wir A(G) = 2, weil wir die Kante beliebig orientieren kon-
nen. Fiir pg(z) erhalten wir pg(x) = 2"~ !(z — 1) und an der Stelle —1 ausgewertet
erhalten wir (—1)"pg(—1) = (=1)"(=1)""}(-2) = 2.

Fiir den Induktionsschritt benutzen wir

A(G) = A(G\ e) + A(G/e).
Damit folgt
AG) = (-1)"pere(=1) + (-1)"'pgre(=1)
= (71)n[pG\e(71) *pG/e(fl)]
= (=D"pa(=1).
Es bleibt noch, obige Rekursion zu zeigen.
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ABBILDUNG 122. G hat 6 azyklische Orientierungen. Betrache
Kontrahieren und Loschen der Kante e.

21 [ @2 [ @23 [ 84 | 45
f
fa s | =
fa s s
f4 R
fo | = b

ABBILDUNG 123. Zugehorigkeitstabelle

— —
Ist E eine azyklische Orientierung von G, dann ist E\e ist eine azyklische Ori-
entierung von G \ e .

Wenn die Endpunkte z,y von e in ﬁ\e durch einen gerichteten Weg verbunden
sind, dann ist die Orientierung von e in E durch E)\e eindeutig festgelegt.

Wenn die Endpunkte von z,y von e in E)\e durch keinen gerichteten Weg ver-
bunden sind, dann gibt es zwei Urbilder E und E’ von E')\e. Genau in diesem Fall
ist £ /e azyklisch. O

Example 13.13.

13.2. Fraktionale Farbungen. Motivation: Wir haben 5 Funktionire, 5 Aus-
schiisse und eine Zugehdrigkeitstabelle, die angibt, welcher Funktiondr in welchem
Ausschuss ist.

Vorgabe: Vor der Plenarsitzung miissen alle Ausschiisse eine Stunde tagen. Wie
viel Zeit ist dafiir n6tig?
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ABBILDUNG 124. Zugehorigkeit im Graphen dargestellt

14:00

E|-1 5
14:30 3
1500 #5
15:30 da
16:00| &

43
16:30

ABBILDUNG 125. Ein Plan mit x¢(C5) = 2,5

Ausschiisse die gleichzeitig tagen kénnen, sind unabhingige Mengen. Wir brau-
chen also eine Farbung der unabhingigen Mengen. Wenn jeder Ausschuss eine zu-
sammenhingende Stunde tagt, sind drei Stunden nétig

x(G) =3.

Effizienter konnen wir den Plan gestalten, wenn Sitzungen unterbrochen werden
diirfen. Dann brauchen wir nur 2,5 Stunden.

Definition 13.14. Eine zuléissige b-Férbung von G = (V, E) mit Farben aus einer

Menge A ist eine Abbildung ¢ : V — (%) und V{z,y} € E gilt c(z) Nc(y) = @. Die
b-chromatische Zahl von G ist

X5(G) = min{a | 3b-Farbung mit Farben aus A und |A| = a}.
Note 13.15. Folgendes ergibt sich sofort:

e X(G) = i(C)

® Xb,+5(G) < xb, (G) + Xp, (G) (Subadditivitit). Seien ¢; : V — (‘2) fiir ¢ =
1,2 zuléissig mit Ay N As. Dannist ¢: V — (éiifj) mit ¢(z) = ¢1(z)Uca ()

eine (by + bo)-Féarbung mit |A;| + |Az| Farben.

Definition 13.16. Die fraktionale chromatische Zahl ist definiert als

. G
N bll>rgo ng) )
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Man kann zeigen, dass die Subadditivitit die Existenz des Limes impliziert.
Auflerdem gilt r € N : Xz < y;. Dann ist

T

Xr oxatxat-tx1_mxa _
o T T
Es gilt also x5 < x.

Example 13.17. Der ungerade Kreis Cs,+1 hat Unabhéngigkeitszahl k. Sei V =
{0,1,...,2k} und Iy = {0,2,...,2k — 2}. Fiir I, definieren wir

Li=Iy+i={ii+2,i+4,...,i+ 2k —2}mod(2k + 1).

Die Familie I, ..., Is; besteht aus 2k 4+ 1 unabhingigen Mengen. Jedes © € V
kommt in £ dieser Mengen vor. Jeder unabhingigen Menge ordnen wir eine Farbe
zu. Wir erhalten also eine k-Farbung mit 2k 4+ 1 Farben. Es gilt also:
Xk 2k +1 1
<=L =2+ —.
XSS TR T
13.3. Untere Schranken. Fiir die chromatische Zahl yx hatten wir als untere
Schranke x > = bzw. x > w. Was gilt nun fiir x 7

® Xxp-a>n-b, also X > 2 und damit x; > 2.

Conclusion 13.18. Fiir ungerade Kreise Coy1 erhalten wir

241 _, 1
kT E

Zusammen mit der oberen Schranke gilt dann sofort

X7 (Cogt1) >

1
Xf(Copg1) =2+ T

® xp > b-w,also gilt & > w und somit x; > w.

Note 13.19. Fiir perfekte Graphen gilt x = w. Da immer gilt x > x5 > w, ist fiir
perfekte Graphen also xy = x.

Definition 13.20. Eine b-Clique ist eine Abbildung w : V' — N (Multimenge), so
dass fiir jede unabhéngige Menge I gilt:

Z w(zx) <b.

Mit wp bezeichnen wir
wp = max(z w(z)|lw : V — Nist b — Clique)
zeV
Note 13.21. Wie bei y erhalten wir leicht die ersten Folgerungen:
o w=uw

® Wy 4b, = Wp, + wp,. Daraus folgt ws(G) := limp .o ¢, die fraktionale

Cliquenzahl, existiert.

Proposition 13.22. Fir alle b gilt w, < xp. Daraus folgt

. Wy . Xb
=1 — < 1 o2 = .
T b — b Xs
Beweis. Sei x, = a und Iy, ..., I, die Farbklassen einer optimalen b-Farbung. Sei

w eine maximale b-Clique, dann folgt

w(lj) := Z w(x) <b

x€l;
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fir j =1,...,a. Also gilt
Xo-b = a-b

und damit xp > wp. O

Wir haben also

wlwp = Xf <X

wobei * aus der LP-Dualitét folgt.

Example 13.23. Betrachten wir die fraktionale Cliquenzahl von ungeraden Krei-
sen Cogy1. Sel w: V — N mit w(xz) =1 Vz. Dann gilt

Zw(m)ga:k

xzel
d.h. wir haben eine k-Clique vom Gewicht 2k + 1. Somit haben wir

Wi 2k +1 1
— > =24 —-.
E— k + k
Allgemein gilt
no_ Wwu
Z < <y
a”T o«

13.4. LP-Formulierung. Sei G ein Graph, M eine Matrix, deren Zeilen durch
Knoten von G und deren Spalten durch unabhingige Mengen induziert werden. Es

gilt also:
1, fall I
M, = , falls v €
0 , sonst

Das Problem, eine chromatische Zahl zu ermitteln, kann man jetzt in ein ganzzahli-
ges 0-1-Optimierungsproblem umwandeln. Dabei erhalten wir folgendes Programm:

X = min{x, I )
M-z > 1,
z € {01}

Das dazugehoérige duale Programm, das uns die maximale Cliquengréfe liefert, lau-
tet:

w = max(y, [,)
MYy < I
y € {01}
Die LP-Relaxierung des 0-1-Programms hat dann die primale Form

min(x,[;) =: x

%

=
m v
=

8 8
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ABBILDUNG 126. Bezifferter Cy

Und das Dual sieht folgerndermaflen aus:
max(y, I,) =: w}

M7y
Y

M IA
= =
Pl

Es gilt
X2 Xf=wf=w.

Kurze Begriindung: Sind x,y zuldssige Losungen, dann gilt

(y, L) = yT]I
y" (Ma)
= (y'M)z
= (MTy)Tz
I;x
(x,1,).

U

IA

IA

Also auch w;’i < X?-
Theorem 13.24. FEs gqilt

X7 =Xy und wy = wy.
Beweis. Wir zeigen, wy = limp o, 9 = w7.

Sei w optimale b—Clique. Dann ist der Vektor y = ¢ eine zuldssige Losung im
Cliquen-LP. Der Zielfunktionswert ist <2, also ist w} > < fiir alle b und somit
w;i > wy.

Sei umgekehrt y eine optimale Losung des LP. Dann ist y rational, weil das LP

nur rationale Koeffizienten besitzt. Also existiert ein m, so das m -y ganzzahlig ist.

Dieses m - y ist eine m-Clique vom Gewicht m - w}i und daraus folgt wy > “;’,’L" >

*

13.5. Farbungen und Homomophismen. Seien G = (V, E) und H = (W, F)
zwei Graphen. Eine Abbildung ® : V' — W ist ein Homomorphismus, wenn fiir alle
Kanten {z,y} € E gilt, dass (®(x), ®(y)) € F, d.h. die Kanten von G werden auf
die Kanten von H abgebildet.

Proposition 13.25. Sei G ein Graph. Dann ist x(G) genau dann kleiner als t,
wenn es einen Homomorphismus von G nach K; gibt.

13.6. Verallgemeinerung von Firbungen. Sei H ein fester Graph. Wir sagen
G ist H-firbbar, wenn ein Homomorphismus von G nach H existiert.

Example 13.26.

(1) Betrachte den Graphen H = Cj.
Dann kénnen wir folgende Relationskette aufstellen: Es gibt einen Ho-
momorphismus G — H < es gibt eine Férbung von G mit 1,2,3,4 ohne 2-4-

und 1-3-Kanten < G ist bipartit.
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ABBILDUNG 127. Bezifferter Cx

Sei ¢ : G — H ein Homomorphisums und ¢ : H — K3 der Homomor-
phismus, der C5 auf K3 abbildet. Dann ist ¢ 09 : G — K3 ein Homomor-
phismus, der G auf K3 abbildet. Der Graph ist also 3-firbbar. Allerdings
gibt es keinen Homorophismus, der K3 auf Cy abbildet.

Allgemein stellt sich die Frage, ob es einen Kneser-Graphen K| gibt, so dass x,(G) <
t < 3 ein Homomorphismus von G auf den Kj.
14. KNESER-GRAPHEN

Der Graph K} hat (1) als Knoten und eine Kante (B, B') existiert, wenn BN
B =a.

Proposition 14.1. FEs gilt
xb(G) <t < 3 Hom. G — Kj.
Example 14.2. Zum Kneser-Graphen:

K1 — K

K2 Matching auf (%) Knoten, also ungeféihr 2%/{2%
K3 Petersen-Graph

Kft_l keine Kanten

Beim Kneser-Graphen gilt x¢ < x. Diese Eigenschaft haben nur sehr wenige
Graphen.

Theorem 14.3 (Lovasz). Sei K} ein Kneser-Graph. Dann gilt
X(Kf) =t —2b+2.

Beweis. Zunichst zeigen wir nur x(K}) <t —2b+ 2.

Wenn zwei Mengen B, B’ ein Element x gemeinsam haben, dann ist z eine
geeignete Farbe fiir B und B’ in einer [t|—Farbung T = {1,2,...,t} und A =
{1,2,...,2b — 1}. Wir firben K} mit T\A U {1}. Sei B € (!!l). Wenn B C A dann
ist Farbe(B) = 1. Wenn B ¢ A, dann gibt es ein z € BN (T\A). Wihle so ein z
und setze Farbe(B) = z. Dann gilt

ITNAU{1} =¢t—(2b—1)+1=1t—2b+ 2.
Die Riickrichtung wird spéter bewiesen. O
14.1. Die fraktionale chromatische Zahl von K{;.

Definition 14.4. Sei Z; der Graph mit den Knoten 0,1,...,¢ — 1. Die Nachbarn
von i sind {i+b,i+b+1,...,i+t—b}mod t. Der Knoten i hat t —2b+ 1 Nachbarn.

Example 14.5. Fiir t = 5 und b = 2 erhalten wir
und fiir ¢t =7 und b= 2
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ABBILDUNG 128. K5 ohne “4ufleren” 5-Kreis

ABBILDUNG 129. K7 ohne “Gufleren” 7-Kreis

Proposition 14.6. Fir Z} gilt x,(Z}) =t und wy(Z}) = t. Also gilt

_t
=3
Beweis. Betrachte Uy = {0,1,...,b — 1}. Diese Kunoten sind sicher unabhingig
voneinander, da der Abstand benachbarter Knoten mindestens b ist. Sei U; := Uy-+i.

Die Menge Uy, ..., U;_1 liefert b-Farbungen mit ¢ Farben. Also ist x;, < ¢. Die Menge
Uy ist eine maximal unabhéngige Menge (o = b). Deshalb gilt

xs(Z4)

t t Xb Wp t
- = - = == = > —_— > —-.
a b b TNTH =G =
Die Abbildung w(xz) = 1 fiir alle z ist eine a-Clique. In unserem Fall also eine
b-Clique mit Gewicht ¢. O
Theorem 14.7. Es gilt
t
Xf(Kzg) 0y

Beweis. Die Ungleichung xr(Kf) < % wird durch die triviale b-Férbung von K}
gezeigt. Damit ist x,(K}) < t.

Betrachte jetzt die andere Richtung. Der Graph Z} besitzt eine b-Fiarbung mit ¢
Farben. Also gibt es einen Homomorphismus ¢ : Z} — K}. Fiir jeden Homomorphis-
mus ¢ : K} — KZ ist auch ¢o¢ : Z} — K? ein Homomorphismus. D.h. x,(Z}) < s.

Daraus folgt + = x7(Zf) < XalZh) < 2. Damit erhalten wir xs(K}) = f, denn

a

X(Kf) > s> %“ fiir alle @ und somit

Xa o T
=

S

Eine Folgerung daraus ist der Satz von Erdos Ko Rado.
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ABBILDUNG 130. Mit halboffenen Intervallen funktioniert es nicht

Theorem 14.8 (Erdds Ko Rado). Fir b, t mit t > 2b gilt: jede intersecting family
von b-Teilmengen von [t] hat Kardinalitit < (Z:i) Also:

(Kl = (2_ D

Beweis. Wir zeigen, als erstes: aus EKR folgt x ¢(K}) = % Wir hatten x5 < % iiber
die triviale Farbung erhalten. Es gilt: = < w; = xy. Nach ERK gilt a < (ij) und
somit erhalten wir

t

() t

=~ < vy
G Y
Fiir die Riickrichtung sei F' = (B1,...,B,) mit B; C [t] und |B;| = b eine intersec-
ting family. Betrachte F'™ fiir alle ¢! Permutationen. Dies ergibt eine Multifarbung
von K} mit ¢! Farben.

Es stellt sich die Frage, wie viele Farben B bekommt. Wahle eini € 1,...,,eine
bijektive Abbildung p : B; — B und eine bijektive Abbildung 7 : T\B; — T\B.
Das liefert ein 7 mit Bf = B, d.h. B wird p = yb!(t — b)!-fach iiberdeckt. Es gilt
also

t

t! Xp(K})
> b ZXf(Ktb):g

Alt—0)! — p
und somit vy < ?(Z) = (f}j) (|

14.2. Die chromatische Zahl von Kneser-Graphen. Der Kneser-Graph K|
hat die Knoten ([Z]) und die Kante B, B’, wenn BN B’ = @. Das Standardbeispiel
ist der Petersen-Graph als K35. Wir haben gesehen, dass y(K}) < ¢t — 2b + 2 ist.
Weiter hatten wir, dass x7(K}) = £ ist.

Theorem 14.9 (Lovaz). Eine untere Schranke fiir die chromatische Zahl des Kneser-
Graphen K} ist
X(K}) >t —2b+2.

Wir benutzen einen topologischen Satz aus der Borsuk-Ulam Familie.

Theorem 14.10 (Lyusternik Shnivel’'man). Wenn die d-dimensionale Sphire S?
von d+ 1 Mengen Ay, ..., Agy1 dberdeckt ist und jedes A; ist entweder offen oder
abgeschlossen, dann gibt es ein i, so dass A; ein Paar antipodaler Punkte enthdlt.

Betrachten wir einige Beispiele zu diesem Satz.

Example 14.11. Betrachte als erstes S;. Wenn wir die Bedingung an die A; (ent-
weder geschlossen oder offen), dann ist die Aussage falsch.

Auch wenn wir die Anzahl der Mengen erhohen, gilt die Aussage des Satzes nicht
mehr.
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ABBILDUNG 131. Drei sind hier zuviel...

Satz von Lovdsz. Sei d =t —2b+ 1 und X eine Menge von ¢ Punkten auf S?, so
dass keine Hyperebene durch 0 (Aquator) mehr als d Punkte enthilt. Wir kénnen
uns vorstellen, dass S? im Raum R%*?! lebt. Eine Hyperebene dort wird durch d+ 1
Punkte bestimmt. Also konnen wir nicht vermeiden, dass eine Hyperebene durch
den Aquator d Punkte enthilt, aber wir konnen dafiir sorgen, dass sie nicht mehr
enthélt. Wir betrachten die Knoten von K} als b—Teilmengen von X.

Angenommen es existiert eine Farbung farb von K} mit d Farben. (Ziel: Wider-
spruch!) Wir definieren Teilmengen A, ..., A4 von S%durch

A :={peSiaF e (f

d.h. p € A; & die Hemisphére mit Zentrum p enhilt alle Punkte einer i— gefirbten
Menge F'. Wir kénnen auch sagen

) mit farb(F) =i und Vz € F gilt (p,x) > 0}

Ai = Upitarb(F)=i(Nzer Hy ).
Wichtig ist, dass jedes A; offen ist. Da wir nur d Farben haben, definieren wir uns
noch ein Agy 1 durch

Ad+1 = Sd\(ULAL)
Die Menge A4y1 besteht also aus den restlichen Punkten auf S und ist abge-
schlossen. Nach Satz 14.10 gibt es ein j, so dass A; ein Paar anitpodaler Punkte
enthélt.

1. Fall: j§ < d und p,—p € A;. Dann gibt es ein F' mit farb(F) = ¢ und (p,z) >0
fiir alle z € F und es gibt ein F/ mit farb(F’) =4 und (—p,y) > 0 bzw. (p,z) <0
fiir alle y € F’. Also sind F und F’ disjunkt. Das ist ein Widerspruch zur Zuléssig-
keit der Farbung. (Disjunkte Mengen sind Mengen, die in einem Kneser-Graphen
verbunden sind. Also kénnen wir den beiden Mengen nicht die gleiche Farbe geben).
Also miissen in A441 die antipodalen Punkte enthalten sein.

2. Fall: i = d+ 1 und p,—p € Agy1. Dann ist p in keinem A; mit ¢ < d nach
Definition und daraus folgt, in der Menge {z|(p,x) > 0} gibt es keine b Elemente
aus X: Angenommen H, = [{z|[(p,z) > 0}| > b. Sei B C H, N X mit |B| = b.
Die Menge B ist ein Knoten von K} und hat die Farbe j mit j < d. Daraus
folgt p € NgepH,, also p € A; ist. Aber das ist ein Widerspruch dazu, dass p €
A4 ist. Das gleiche Ergebnis erhélt man fiir —p. Also enthalt auch H_, weniger
als b Elemente aus X. Daraus folgt, dass der Aquator {z|(z,p) = 0} mindestens
|X| —2(b—1) =t —2b+ 2 = d+ 1 Punkte enthélt. Dies ist ein Widerspruch zur
Wahl von X, weil die Hyperebene (p, x) = 0 zu viele Punkte enthélt. O

15. PERFEKTE (GRAPHEN

Als wichtige Parameter fiir Graphen haben wir:

X minimale Uberdeckung mit unabhingigen Mengen
w maximale Cliquengréfie
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K minimale Uberdeckung mit Cliquen
e maximale Gréfle einer unabhingige Menge

Es gelten die folgenden Relationen:

X > w

und
K > Q.

Definition 15.1. Ein Graph ist perfekt (w-perfekt), wenn x(H) = w(H) fiir jeden
induzierten Subgraphen H von G.

Analog ergibt sich die Definition von «a- pefekt.

Der franzdsische Mathematiker Berge hatte Anfang der 60er Jahre zwei Vermu-
tungen

1. Vermutung: Ein Graph ist genau dann perfekt, wenn sein Komplement
perfekt ist.

Wenn wir einen Graphen haben, der w-perfekt ist, dann ist sein Komplement a-
perfekt. Also ist die Aussage dquivalent zu: Ein Graph G ist genau dann w-perfekt,
wenn er a- perfekt ist.

Diese Vermutung wurde 1972 von Lovéisz bewiesen und lauft jetzt unter dem
Namen Perfect Graph Theorem (PGT).

2. Vermutung: Ein Graph G ist genau dann perfekt, wenn sowohl G als auch
G keinen induzierten ungeraden Kreis enthalten. Hiufig wird dies als “G enthilt
kein odd hole und kein odd antihole” formuliert.

Die zweite Vermutung ist stirker als die erste. Sie wurde von Robertson, Seymour
und Thomas 2002 bewiesen.

15.1. Klassen perfekter Graphen. Ein ungerader Kreis der Linge gréfler gleich
fiinf kann niemals perfekt sein, denn es gilt: x = 3 und w = 2. Fiir die Komplemente
ungerader Kreise gilt a(Ca,41) = n und x(Cay,+1) = n+ 1. Wenn wir auf ungerade
Kreise verzichten miissen, wiren bipartite Graphen vielleicht ein guter Kandidat:

(1) Bipartite Graphen: Wenn G bipartit ist, dann ist x(G) = 2 und die
Cliquengrofie w(G) = 2. Auch die induzierten Untergraphen sind wieder
bipartit, also ist diese Graphenklasse perfekt.

(2) Komplemente von bipartiten Graphen: Die erste Berge-Vermutung
besagt, dass auch diese Graphen perfekt sind. Aber wir kénnen es auch
direkt zeigen: Sei G bipartit. Es gilt x(G) = x(G). Wir suchen also eine
minimale Uberdeckung von G mit Kanten und Singeltons. Es gilt

R(G) = V| - M| -

wobei M ein maximales Matsching ist. Betrachten wir nun w(G) = a(G).
Wir betrachten also eine maximal unabhéngige Menge von G. Dafiir muss
gelten

a(G) = V|- |U],
wobel U eine minimale Knoteniiberdeckung ist.

Theorem 15.2 (Konig-Egervary). Wenn G ist bipartit genau dann, wenn
max(|M|: M Matching = min(|U| : U Knoteniberdeckunyg).

Dies folgt mit PGT aus (1.)

(3) Vergleichbarkeitsgraphen: Sei P eine Ordnung. (Eine Ordnung ist eine
Menge X ist mit <-Relation, die transitiv und irreflexiv ist.) Eine solche
Ordnung kann durch einen Diagramm dargestellt werden. Jede Kante hat
“oben” und “unten”, und es gilt a < b, wenn es einen Weg von a nach b gibt,
der alle Kanten von unten nach oben benutzt. Der Vergleichbarkeitsgraph
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max. unakbh. Menge
max. Matching

min. Knotendberdeckung

ABBILDUNG 132. Wie man sich hier leicht iiberzeugt, stimmt die Gleichung

ABBILDUNG 133. Kette wird zu Clique

hat Knoten X und eine Kante {a, b}, wenn gilt a < b oder b > a.

Sei G, ein Vergleichbarkeitsgraph zur Ordnung P. Dann ist w(G)p) = max{|C| :
C Kette in P}, wobei eine Kette von paarweise vergleichbaren Elementen
gebildet wird. x(G,) entspricht einer minimalen Zerlegung von P in Anti-
ketten.

Proposition 15.3. Fiir jede Ordnung P gilt:
max{|C|,C Kette in P} = min fAntiketten in Antikettenzerlegung vonP

Beweis. “<” ist offensichtlich: jede Antikette kann nur ein Element aus
einer Kette enthalten. “>” zeigt man, indem man eine optimale Antiket-
tenzerlegung angibt. Sei A; = min P und P; = P\A;. Verfahre mit dem
Restgraphen ebenso: A; = min P;_; und P; = P;,_1\A; . Diese Zerlegung
ist optimal: betrachte ein Element aus der letzten Menge A,,. Es muss ein
Element aus A,,_; geben, das vor dem ausgewéihlten Element aus A,, liegt...
Damit erhilt man eine Kette, deren Linge der Anzahl von Antiketten in
der Antikettenzerlegung entspricht. (]

(4) Unvergleichbarkeitsgraphen: Sei P eine Ordnung. Der Unvergleichbar-
keitsgraph von P ist das Komplement des Vergleichbarkeitsgraphen und
wird mit G, bezeichnet. G, ist nach dem PGT natiirlich auch perfekt und
man erhilt mit der vorherigen Proposition zu Vergleichbarkeitsgraphen den
Satz von Dilworth:

Theorem 15.4 (Dilworth). Die minimale Anzahl von Ketten in einer Ket-
tenzerlegung ist gleich der mazimalen Anzahl von Elementen in einer An-
tikette.

(5) Line-Graphen bipartiter Graphen:
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ABBILDUNG 134. Konstruktion der Antiketten

ABBILDUNG 135. Ein Graph und der dazugehorige Line-Graph

Definition 15.5. Sei G = (V,E) ein Graph. Der Line-Graph L(G) =
(E,A) ist der Graph, dessen Knoten den Kanten von G entsprechen und
der eine Kante zwischen zwei Knoten e und e’ hat, wenn e Ne’ # @& .

Example 15.6.

Ist G bipartit, dann ist eine Clique in £(G) ein Stern in G. (Ein Dreieck
in £(G) entsprache zwar einem Dreieck in G, aber dies taucht in biparti-
ten Graphen nicht auf.) Eine Unabhéinige Menge in £(G) entspricht einem
Matching in G. Eine Cliquenzerlegung in £(G) entspricht einer Knoten-
iiberdeckung (vertex cover) in G, und ein Farbung in £(G) entspricht einer
Uberdeckung von F(G) mit Matchings. Diese Uberlegungen implizieren fol-
gendes:

1. K(L(G)) = a(L(G)) < min vertex cover = max Matching in G (Satz
von Konig-Egervary)
2. X(L(Q)) = w(£L(G)) ©A(G) =min Uberdeckung von E¢ mit Matchings.
Dies kann man auch formulieren als: x'(G) = A(G) (Satz von Konig)
Da das PGT an vielen Stellen eine wichtige Rolle spielt, wollen wir diesen Satz nun
auch beweisen.

15.2. Das Perfekt-Graph-Theorem.

Definition 15.7. Der Graph G ist produkt-perfekt, wenn fiir alle induzierten Sub-
graphen H gilt: o(H) - w(H) > |V(H)]| ist.
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ABBILDUNG 136. C; und eine Darstellung, die das Behauptete
offensichtlicher macht

Theorem 15.8. Fiir einen Graphen G sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) G ist w-perfekt
(2) G ist produkt-perfekt
(3) G ist a-perfekt.

Beweis. Wir zeigen (1) < (2). Die Aquivalenz von (3) und (2) ist dual.

(1) = (2): Sei G w-perfekt und H ein induzierter Subgraph. Insbesondere ist
auch H w-perfekt, weswegen wir H mit w(H ) Farben firben kénnen. Sei Sy, ..., S,
also eine Partition in w unabhingige Mengen. Fiir jedes S; gilt |.S;| < a(H). Daraus
folgt |V (H)| = 37, [Si] < 3, a(H) = w(H) - a(H).

(2) = (1): (die schwierigere Richtung): Sei G produkt-perfekt. Angenommen
G ist nicht w- perfekt. Dann enthilt G einen induzierten minimal imperfekten
Subgraphen H. (D.h. H ist ein Subgraph, der nicht w-perfekt ist, fiir den aber alle
Subgraphen w-perfekt sind.)

Wir werden gleich zeigen: wenn ein Subgraph H minimal imperfekt ist, impliziert
das, dass |V(H)| = a(H)w(H) + 1. Also ist G nicht produkt-perfekt. Widerspruch.

O

Example 15.9. Nach obiger Gleichung ist C5 also ein minimal imperfekter Graph,
denn a = 2, w = 2, n = 5. Ebenso ist C; minimal imperfekt: w =3, a =2, n=7.

Bleibt also noch, zu zeigen:
Lemma 15.10. Sei G minimal imperfekt. Dann gilt
[V(G)| =a(G) - w(G) + 1.

Gaspavian. Wenn wir einen beliebigen Graphen G und eine unabhinige Menge [
betrachten, dann gilt fir G~ = G\I:

X(G) > x(G7) > x(G) -1
und
w(G) > w(G™) > w(G) - 1.

Wenn G minimal imperfekt ist, dann gilt x(G) > w(G) und fiir alle induzierten
Subgraphen H gilt x(H) = w(H).
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Wir kénnen also beide Aussagen kombinieren und erhalten: wenn G minimal
imperfekt und I eine unabhéngige Menge ist, gilt fiir G~

X(G) > w(G)
> >
X(G7) = w(G)

>
xX(G) -1

Aus dem Diagramm erhalten wir also

X(G7) =x(G) -1
und
w(G™) = w(G)

Sei G minimal imperfekt und v beliebig (v ist natiirlich eine unabhéngige Menge).
Sei X1,...,X, eine Farbung von G\v und Y eine w-Clique von G.

Falls v ¢ Y, dann ist Y N X; # & fiir alle 4.

Falls v € Y, dann gibt es ein eindeutiges ¢ mit Y N X; = @.

Betrachte die folgende Konstruktion: Sei S maximal unabhingig in G, also
|S| = a(G). Fiir alle v € S sei SY,...,SY ein Farbung von G\v. Mit S sind das

a(G) - w(G) + 1 unabhiingige Mengen. Wegen der Schlussfolgerungen aus obigem
Diagramm gilt w(G\S?¥) = w(G) ist. Sei Q7 eine w-Clique in G\S?. Wir erhalten

QFNSFI=1

fiir alle j # 1.

Also ist z € Q7 N S7 das einzige Element, das in beiden Mengen vorkommt.
Es gilt fiir alle y # zin S: |[SN Q¥ = 1 und y ¢ QF. Betrachten wir nun die
w + 1-Férbung S7, ..., 8%,y von G. Wegen y ¢ Q¥ gilt

|S;-’ NQ7| =1Vj.
Auch zu S finden wir eine w-Clique @ in G\S mit
QNSF|=1Vze S, i=1,...,w.

Insgesamt ist das eine Menge von aw +1 Cliquen, denn zu jeder Menge S¥ erhalten

wir eine unabhénigige Menge ¥ und zu S erhalten wir die unabhéngige Menge ().
Betrachten wir jetzt die folgenden Matrizen:

I (aw + 1) X (aw + 1) Identitét

J (aw + 1) x (aw + 1) alles 1-Eintrige

A (aw + 1) x n, Zeilen = Inzidenzvektoren der unabhingigen Mengen S7

und S
B n X (aw + 1), Spalten = Inzidenzvektoren der Cliquen Q¥ und Q.

Wir erhalten dann die Gleichung

A-B=J-1.
Es gilt:
rang(J —I) = aw+1
<

rang(A) < n,
d.h. n > aw + 1. Andererseits ist G\v perfekt, d.h. n — 1 < aw. O
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ABBILDUNG 137. Ein Intervallgraph und die entsprechende “iibli-
che” Darstellung

ABBILDUNG 138. a-b trennende Menge mit Kreis

15.3. Triangulierte Graphen. (Nicht zu verwechseln mit planaren Triangulie-
rungen - maximal planaren Graphen!)

Definition 15.11. Ein Graph heifit trianguliert, wenn er keinen induzierten Kreis
C}), mit k > 4 enthilt.

Example 15.12. Es gilt z.B.

e Biume sind triangulierte Graphen, weil sie iberhaupt keine Kreise enthal-
ten.

e Cliquen, also ein K, sind trianguliert (induzieren hochstens Dreiecke)

e Intervallgraphen sind trianguliert. In einem Intervallgraphen entsprechen
Knoten einem Intervall. Wenn sich zwei Intervalle iiberschneiden, dann sind
die Knoten benachbart, d.h. es existiert eine Kante.

Sei a,b,c ein induzierter Pfad der Lénge drei in der Intervalldarstellung. Also
muss das Intervall b von den Intervallen a und ¢ geschnitten werden. Auflerdem
sind a und c disjunkt. Dann folgt, dass a ganz links von c liegt, oder umgekehrt.

Betrachtet man einen lingeren induzierten Pfad, z.B. vyvovzv4vs, dann kann man
v1 nicht mit vs verbinden, ohne die anderen Intervalle auch zu schneiden. Also hat
jeder Kreis der Lange k > 4 eine Sehne. Man kann auf diese Weise keinen grofleren
Kreis als C3 bekommen.

Lemma 15.13. Sei G ein triangulierter Graph. Dann ist jede a — b trennende
Menge eine Clique.

Beweis. Wir haben folgende Situation gegeben:

Betrachte einen Knoten z aus der minimal trennenden Menge S. Dann gilt:
Vz € S hat x einen Nachbarn in der a— und in der b— Komponente. Wenn z,y € S,
dann existiert ein Kreis, der x,y und Knoten aus beiden Komponenten enthilt.
Dieser Kreis der Lange k > 4 hat eine Sehne. Diese kann nicht zwischen Knoten auf
beiden Seiten liegen, weil S trennend ist. Also gibt es entweder einen kiirzeren Kreis,
oder die Sehne liegt zwischen (x,y). Wir kénnen also den Kreis so lange verkiirzen,
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bis die Sehne wirklich zwischen (z,y) liegt. Dies gilt fiir alle Knotenpaare aus S.
Damit ist S aber eine Clique. O

Definition 15.14. Ein Knoten v € G heilit simplizial, wenn N (v) eine Clique in
G induziert.

Note 15.15. Das Wort simplizial leitet sich aus dem Wort Simplex ab. Betrachtet
man das Skelett eines Simplex, dann induziert jeder Eckpunkt einen vollstindigen
Graphen. Der n-Simplex ist dabei definiert als die konvexe Hiille von eq, ..., e, € R™

Proposition 15.16. Wenn ein Graph trianguliert ist, besitzt er einen simplizialen
Knoten.

Example 15.17. Bei Bdumen sind es die Blétter, bei Cliquen induziert jede Nach-
barmenge eines Knotens einen vollstindigen Graphen. Betrachte bei Intervallgra-
phen den am weitesten rechts liegenden linken Endpunkt bzw. den am weitesten
links liegenden rechten Endpunkt. Diese beiden Knoten sind simplizial, weil alle In-
tervalle, die diesen hier “endenden” Knoten schneiden, sich auch paarweise schneiden
miissen, weil ihre Endpunkte weiter rechts bzw. links liegen.

Beweis. Wir zeigen: entweder ist G Clique, oder G enthilt zwei nicht benachbarte
simpliziale Knoten.

Induktion: n = 2 klar

Induktionsschritt von n — 1 auf n: Entweder ist G eine Clique (dann sind wir
fertig) oder es existieren a und b, die nicht benachbart sind. Sei S eine minimal
a — b trennende Menge, V,, und V;, die Komponenten von G\S, die a und b enthal-
ten. Definiere G, := G[V, U S] und G, := G|V, U S]. Diese beiden Graphen sind
trianguliert, weil induzierte Subgraphen triangulierter Graphen trianguliert sind.
Auf G, und G, konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden. Wenn G, eine
Clique ist, wihle v, = a. Andernfalls gibt es zwei simpliziale Knoten in G,. Wihle
ve ¢ S. Das ist moglich, weil S eine Clique ist, und die beiden simplizialen Knoten
nicht benachbart sind. Wihle v, analog. Dann folgt: v,, v, sind simplizial und nicht
benachbart. (]

Definition 15.18. Eine perfekte Eliminationsreihenfolge (PER) eines Graphen
G = (V,E) ist eine Ordnung A = (v1,...,v,) von V, so dass v; simplizial in
G[Ui+1, Vi42y - ,’Un] ist.

Corollary 15.19. Triangulierte Graphen besitzen eine PER.

Beweis. Der Graph G hat einen simplizialen Knoten v; und G\v; ist trianguliert.
Also finden wir wieder einen simplizialen Knoten vy in G\vy ... . Auf diese Art
erzeugen wir eine PER von vy, ..., v, fir G. O

Example 15.20. In obigem Beispiel des Intervallgraphen erhalten wir die folgende
Reihenfolge: a,d, ¢, b, e, g, f. (Betrachte der Reihe nach die rechten Endpunkte.)

Theorem 15.21. Fiir einen Graphen G ist dquivalent:

(1) G ist trianguliert
(2) Jede minimale a — b trennende Menge ist eine Clique
(3) G besitzt eine PER.

Beweis. (1) = (2) und (1) = (3) haben wir bereits gezeigt.

(2) = (1): Angenommen es exisitert ein induzierter Kreis C' der Lénge grofer
gleich 4. Sei S minimal a — b trennend. Dann enthélt S auf beiden a — b Pfaden von
C mindestens einen Knoten. Da S eine Clique ist, muss C' eine Sehne enthalten.
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ABBILDUNG 139. v; und seine Nachbarn

ABBILDUNG 140. G und der Hilfsgraph Hg mit zusitzlichen Knoten

(3) = (1): Sei A = vy, ..., v, eine PER. Angenommen es exisitert ein induzierter
Kreis C der Linge grofler gleich 4. Betrachte diese Reihenfolge und den Kreis C'
darauf.

Sei v; der linkeste Knoten von C'in A. Die Nachbarn von v; in C sind durch eine
Kante verbunden, weil die Nachbarn von v; eine Clique induzieren. Das ist eine
Sehne im Kreis C. O

Note 15.22. Eine PER kann in polynomialer Zeit gefunden werden (sogar in linearer
Zeit). Das heifit, triangulierte Graphen lassen sich effektiv erkennen.

15.4. Durchschnittsgraphen. Sei F = {My,..., M,} eine Familie von Mengen.
Sie erzeugt einen Durchschnittsgraphen G#([n], E), i,j € E, wenn M; N M; # @.

Example 15.23.

e Intervallgraphen
e Jeder Graph ist auch ein Durchschnittsgraph. Die Konstruktion der Familie
F ist einfach:
Betrachte den Graphen G und einen Hilfsgraphen Hg, der auf jeder
Kante einen Schnittknoten enth&lt. Jeder Stern, der von einem Knoten
v € G induziert wird, ist nun eine Menge der Familie.

o Intervallgraphen sind Durchschnittsgraphen von Pfaden in einem Pfad.
e Jeder Graph ist Durchschnittsgraph von Sternen in einem Graphen.

15.4.1. Baumgraphen. Baumgraphen sind definiert als Durchschnittsgraphen von
Baumen in einem Baum.

Example 15.24.

Theorem 15.25. Fin Graph ist genaw dann trianguliert, wenn er ein Baumgraph
1st.
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ABBILDUNG 141. Ein Baum und der aus den sich schneidenden
Teilbdumen entstehende Baumgraph

Lemma 15.26. TeilbGume eines Baumes haben die 1-Helly Eigenschaft. D.h. Ty, ... T}
Teilbiume von T mit T; N T; # & fir alle i,j, dann gilt N, T; # @.

Note 15.27. Helly-Eigenschaft: wenn fiir konvexe Mengen C1,...,C) in R gilt:

Nic; Ci # @ fiir alle I € (d[_’:}l) , dann gilt (), C; # @.

Beweis. Mit Induktion:

Der interessante Fall ist £ = 3. Betrachte zwei Teilbdume T} und T5. Dann
gilt T\(Th N T») ist unzusammenhéngend. AuBlerdem hat jede Komponente einen
nichtleeren Schnitt mit hochstens einem von 77 und T5. Betrachte nun den Baum
T3. Dieser schneidet 77 und T5, kann also nicht in einer Komponente liegen. Also
enthilt er Teile des Schnittes.

Fiir den Induktionsschritt ersetze T und 75 durch T7 N T5. [l

Das Lemma sagt uns in Bezug auf den Satz, wie Cliquen in einem Baumgraphen
aussehen.

Beweis. Beweisidee zum Satz:

1. Wenn G ein Baumgraph ist, dann zeigen wir, dass jede minimale a—b trennen-
de Menge eine Clique ist. Dabei ist die Idee: Wir haben disjunkte Teilbdume von
a und b. Dann gibt es irgendeine Verbindung zwischen a und b. Ein Pfad ist dann
eine Menge von Teilbdumen, deren Durchschnitte tiber den Pfad lappen. Haben wir
dies gezeigt, dann impliziert es die Trianguliertheit von G.

2. Konstruiere induktiv eine Baumdarstellung. Wenn G eine Clique ist, dann
sind wir fertig. Andernfalls betrachte a,b mit (a,b) ¢ E und eine a — b trennende
Clique S. Wir bauen eine Darstellung fir G, und fiir G, . Die Clique S ist in der
Darstellung von G, und Gj durch einen Knoten reprisentiert (nach dem Lemma).

O

Ein weiterer Beweis zum Helly-Satz fiir Baume:

Proposition 15.28. Seien T, ..., T}, Teilbdume eines Baumes T und gilt T;NT; #
< fiir olle 1,7, dann gilt

k

7T # 2.

i=1
Beweis. Indirekter Beweis: angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es
fiir alle Knoten v € T ein i € {i,...,k}, so dass v ¢ T;. Betrachte eine Zuordnung
v — T; = T(v) mit v ¢ T(v). Zeichne dann fiir alle Knoten v die Kante an v aus,
die in Richtung T'(v) weist.
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ABBILDUNG 142. Kante von v zu T'(v)

W b Tiw

Tlee)

ABBILDUNG 143. Doppelt ausgezeichnete Kante

In einem Baum ist diese Kante eindeutig. Der Baum 7" hat n Knoten und n — 1
Kanten. Es gibt also eine Kante, die von beiden Endknoten ausgezeichet wurde.

Also sind die beiden Teilbdume disjunkt. Damit erhalten wir einen Widerspruch
zur Annahme. O

Theorem 15.29. Triangulierte Graphen sind perfekt.

Beweis. Sei G trianguliert und A = (vy,...,v,) eine PER von G, d.h. fiir alle ¢
ist v; simplizial in Gu, ..., v,]. Betrachte die Greedy-Farbung mit der Reihenfolge
A = (vn,...,v1). Nachdem in A die Nachbarn von v;, die vor v; kommen zusammen
mit v; eine Clique bilden, benutzt Greedy nur w viele Farben. Also gilt

X(G> < XGreedy X — w(G)
Induzierte Subgraphen sind trianguliert, also folgt die Behauptung. O

Definition 15.30. Ein Graph G ist ein PO-Graph, wenn es eine Reihung 7 der
Knoten gibt, so dass fiir jeden induzierten Subgraphen H von G gilt:
Greedy(H, 7|g) bendtigt nur w(H) viele Farben.

Note 15.31. Aus der Definition folgt sofort, dass PO-Graphen perfekt sind. Aufler-
dem sehen wir etwa genauso schnell, dass triangulierte Graphen PO-Graphen sind,
indem wir die umgekehrte PER nehmen. Eine PER eingeschrinkt auf induzierte
Subgraphen ist eine PER des Subgraphen.

Eine weitere Klasse der PO-Graphen ist die der Vergleichbarkeitsgraphen: Sei G
ein Vergleichbarkeitsgraph von P = (X, <). Wéhle fiir 7 eine lineare Erweiterung
von P, d.h. falls  <p y dann kommt z in 7 vor y.

Example 15.32. Vergleichbarkeitsgraphen und lineare Erweiterungen.
Greedy(G, ) gibt « die Farbe ¢, wenn x die Hohe 4 hat. D.h. es existiert eine
Kette 1 < 9 < ... < x; = x. Eine solche Kette wird zu einer i-Clique.

Theorem 15.33. Es gilt, dass m genau dann eine POReithung von G ist, wenn
fiir jeden induzierten Py (4-Pfad) gilt, dass m den Pfad nichi als ¢ — o — o — o
orientiert, wobei u — v bedeutet, dass in ™ u vor v steht.
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ABBILDUNG 144. Die Greedy-Farbung in Reihenfolge der linearen
Erweiterung angewandt

ABBILDUNG 145. Greedy braucht drei Farben, obwohl eigentlich
zwel reichen
Beweis. 7 = 7 ist einfach: Angenommen es existiert so ein Py. Dann schrinke
auf die vier Knoten ein. Damit erhalten wir:

und die Greedy-Farbung ist nicht optimal!

7«7 ist sehr technisch. Also sparen wir sie uns... O



