5. Ubung zur Vorlesung: Felsner/ Heldt
Algorithmische Geometrie (KG II) 20. November
Abgabe: 27. November

(1) Seien n disjunkte Segmente s; in der Ebene R? gegeben. Gesucht ist nun eine Partitionierung
des R? in moglichst wenige Teilmengen Ry, ..., Ry, so dass fiir jedes i € {1,...,k} maximal
ein Segment s; mit R; einen nicht—leeren Schnitt erzeugt. Also liegt in jeder Region héchstens
ein Teil eines Segmentes (respektive ein ganzes Segment).

Um £k klein zu halten, muss also vermieden werden Segmente zu zerschneiden.

(a) Zeige, dass es fiir manche Segmentmengen unvermeidbar ist, Segmente zu zerschneiden.

(b) Wir berechnen eine Zerlegung iterativ, indem wir in jede Region R;, die noch mehr als
ein Element beinhaltet, in zwei Regionen aufteilen. Dazu wéahlen wir zufillig eines der
Segmente s; in R; und teilen R; anhand der durch s; induzierten Geraden. Zeige, dass
wir erwarten konnen, dadurch O(nlogn) Regionen R; zu erhalten, die jeweils nur ein
Segment (—Stiick) enthalten.

(2) Wiéhle n € N zufiillig und gleichverteilt. Zeige, dass fiir a € {2,...,n — 1}, die zufillig und
gleichverteilt gew&hlt werden,
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Pr(ged(a,n) =1 | n ist nicht Primzahl) < 3
gilt. Zeige weiterhin, dass fiir n = p - ¢ mit p,q € N\ {0,1}

Pr(ged(a,n) =1 | n ist nicht Primzahl) <
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a,n) # 1 gilt.

(3) Seip € N eine Primzahl. Unser Ereignisraum Q := P(F,) = P(Z(y)) ist die Potenzmenge
von [F,,. Weiterhin ist Pr: 2 — R definiert als

gilt, das heifit, dass wenn n keine Primzahl ist, wahrscheinlich gcd

1

n2

Pr(M) =

A € F,"" | det(A) € M}|.

(a) Zeige, dass Pr ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist (also Pr(A U B) = Pr(A) + Pr(B) fiir
ANB =0, Pr(@) =0, und Pr({0,...,p—1}\ A) =1 —Pr(4)).

(b) Wie verhélt sich Pr({0}) fur p — oo?

(c) Beweise fiir n > 1 und alle a € F,, \ {0} die Ungleichung

Pr({a}) < Pr({0}).

(d) Bestimme mit
p—1

E,p:= Zz -Pr(i + pZ)
=0

den durchschnittlichen Wert der Determinanten der Matrizen.



