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1 Einfiihrung

In dieser Arbeit wollen wir die gegenseitige Abhingigkeit von chromatischer Zahl
und Cliquenzahl fiir bestimmte Klassen von Graphen betrachten. Fiir alle Graphen
gilt, da8 die chromatische Zahl (x(G)) mindestens so grof ist wie die Cliquenzahl
(w(@)). Was uns nun interessiert ist, ob und wie man die chromatische Zahl in
Abhéngigkeit der Cliquenzahl fiir bestimmte Klassen von Graphen nach oben be-
schranken kann.

Definition 1.1. Fir eine Klasse G von Graphen sei x*(G,w) die kleinste Zahl so
daf gilt:
fa.Geg: (w(@) <w=x(G) <x*(G,w))

Fiir das duale Problem, also die Cliqueniiberdeckungszahl (#(G)) in Abhin-
gigkeit der Unabhéngigkeitszahl (a(G)) fiir Graphen aus einer Graphenklasse G
einzuschrinken, sei 8*(G, a) analog definiert.

Fiir die Klasse der perfekten Graphen (PER) sind die gesuchten Schranken schon
durch die Definition dieser Klasse gegeben. Es gilt:

X*(PER,w) = w und 6*(PER,a) = a.

Da man dreiecksfreie Graphen mit beliebiger chromatischer Zahl konstruieren kann,
besteht fiir eine gegebene Graphenklasse G die erste Aufgabe darin, zu priifen, ob
die Schranken x*(G,w) bzw. 6*(G,«) iberhaupt existieren. Ist das der Fall, sa-
gen wir G ist x- bzw. #-beschriankt. Ziel ist natiirlich immer, optimale Schranken
fiir G anzugeben, also eine Funktion f : N — N so dal x*(G,w) = f(w) bzw.
0*(G,a) = f(a). Falls uns dies nicht gelingt, wollen wir uns zumindest bemiihen,
eine moglichst kleine Funktion f : N — N zu finden, fiir die wir zeigen kénnen
Y(G,0) < f(w) baw. 8°(G,a) < f(a).

Neben dem rein theoretischen Interesse hat die Suche nach einer Grenze des Verhilt-
nisses x(G)/w(G) bzw. §(G)/a(G) einen hohen praktischen Nutzen, da oftmals ein
Beweis von x*(G,w) < f(w) eine Anleitung fiir einen approximativen Farbungsalgo-
rithmus mit akzeptablem Laufzeitverhalten liefert, der maximal f(w) Farben be-
nutzt und somit ein maximal um Faktor f(w)/w schlechteres Ergebnis liefert, als
ein optimaler.

In dieser Arbeit befassen wir uns mit Graphenklassen, die eine gewisse 'Verwandt-
schaft’ mit Intervallgraphen haben und so definiert sind, dafl sie genau die Gra-
phen enthalten, die eine bestimmte geometrische Reprisentation besitzen. Eine
geometrische Reprisentation eines Graphen G = (V| E) ist ein Tripel (R, F, ¢),
wobei R den Grundraum (zB eine reelle Achse) bezeichnet, F eine Familie (f,)vev
von Teilmengen aus R und ¢ eine Formel in zwei freien Variablen ist, so daf} gilt:



f.a.u,v € V(uv € E < ¢(u,v) ist wahr). Bezeichnet ¢(u,v) zB die Formel
fu N fu # 0, spricht man von Durchschnittsgraphen. Es ist klar, daf} jedes Tripel
dieser Art genau einen Graphen induziert, so dafl man Grapheneigenschaften wie zB
Cliquenzahl und chromatische Zahl auf so definierte Reprisentationen iibertragen
kann.

2 Methoden und Werkzeuge

Da wir Graphenklassen betrachten, die iiber spezielle Reprisentationsmdoglichkei-
ten definiert sind, liegt es auf der Hand, die durch eine Reprisentation gegebene
Struktur auszunutzen. Man erinnere sich zum Beispiel an den gingigen Beweis
fiir die Perfektheit von Intervallgraphen. In diesem wird die Représentation eines
Intervallgraphen G genutzt, um zu zeigen, daf der First Fit Farbungsalgorithmus
bei geeigneter Eingabereihenfolge (welche wiederum aus der Repriisentation her-
vorgeht) nicht mehr als w(G) Farben, und somit wegen x(G) > w(G) genau w(G)
Farben benutzt. Die Rolle, die der First Fit Algorithmus in diesem Beweis spielt,
148t sich wie folgt zusammenfassen:

Lemma 2.1. §(G) bezeichne den Minimalgrad des Graphen G. Es gilt:
faHCG:0(H)<é = x(G)<di+1

Beweis: Sei G = (V, E) gegeben. Wir indizieren die Knotenmenge wie folgt:
v, sei ein Knoten mit minimalem Grad in G
v; sei ein Knoten mit minimalem Grad in G; := G[V \ {vit1,... ,0n}]
Nun Wihlen wir (vy,...,v,) als Eingabeordnung fiir den First Fit Fiarbungsalgo-
rithmus. Dieser firbt den Knoten v; mit der kleinstméglichen Farbe, die er noch
nicht an einen Nachbarn von v; vergeben hat, also mit einer Farbe < dg, (v;) +1 <
0+1 O

In dieser Arbeit betrachten wir Graphenklassen, die abgeschlossen sind gegen

induzierte Subgraphen (was zwar nicht zwingend notwendig, aber fiir iiber 'natiirli-
che’ Reprisentationen definierte Graphenklassen typisch ist). Da also die indu-
zierten Subgraphen eines Graphen G durch die gleiche Reprisentationsform wie G
dargestellt werden konnen, und die Cliquenzahl eines induzierten Subgraphen klei-
nergleich der des urspriinglichen ist, haben wir, falls wir feststellen, daf} jede Re-
prisentation der gerade betrachteten Art ein geometrisches Objekt enthiilt, dessen
Grad sich in Abhingigkeit der Cliquenzahl einschranken 148t, mit obigem Lemma
schon eine y-Schranke fiir diese Graphenklasse gefunden. Am Beispiel der Intervall-
graphen liefert das Intervall, dessen rechter Endpunkt am weitesten links liegt die
gewiinschte Beschrinkung: Alle mit ihm ’benachbarten’ Intervalle enthalten seinen
rechten Endpunkt und bilden somit eine Clique, weshalb der Grad dieses Intervalls
die Cliquenzahl nicht erreichen kann.
Es kommt vor, daf} eine Reprisentationsform zwar nicht unmittelbar eine Schranke
fiir den Grad eines geometrischen Objektes erkennen 148t, es aber moglich ist, tiber
die Struktur der Représentation eine Orientierung des zugrundeliegenden Graphen
anzugeben, so dafl der maximale Ausgangsgrad in Abhéngigkeit von der Cliquen-
zahl eingeschriankt ist. Mit dem folgenden Lemma kénnen wir mittels einer solchen
Schranke eine Schranke fiir den Minimalgrad, also eine x-Schranke angeben. Zuvor
noch einige Bezeichnungen:

Definition 2.2. Fir einen gerichteten Graphen G = (v, E)) und einen Knoten
v € V bezeichne
d%(v) den Ausgangsgrad von v in ﬁ, also d%(v) =H{w| (v,w) € ﬁ}|



d(v) den Eingangsgrad von v in G, also dg(v) = {w | (w,v) € ﬁ}|
5+(ﬁ) den minimalen Ausgangsgrad in @, also 5+(ﬁ) = minvevd%(v), und
A"‘(a) den maximalen Ausgangsgrad in ?, also A"‘(ﬁ) = mamvevd‘%(v).

Lemma 2.3. Sei G = (V, E) ein Graph, G = (v, ﬁ) eine Orientierung von G.
Es gilt:

i. fa.HCG : §(H)<2AH(@)
ii. faBHCG 0" (H)<ANG) = faHCG: 6H)<2A7(F)

Beweis: Sei G = (V, E) ein Graph, G eine beliebige Orientierung von G. Wir
wollen zeigen, daf} in jedem induzierten Subgraphen von G ein Knoten mit einem
Grad kleinergleich 2A1(G) (i) bzw. kleiner als 2AT(G) (i7) existiert. Sei V! C V

mit |V'| = n'. Betrachte nun den Knoten v, der in G[V'| den minimalen Fingangs-

grad hat.
i.. Wegen n'AT(G[V']) > ¥ ,cv dg[vl (u) = D ev d;:[v’ (u) gilt aufgrund der

Wahl von v als Knoten mit minimalem Eingangsgrad in G[V']:
- N :
A (0) < AF(GT))

, also

Aoy (v) = dE 0 (0) + da () < 207 (GVT) < 28%(T)

ii.: Mit der zusétzlichen Voraussetzung haben wir:
nATGIVT) > Y dE _(w) = > d;,[v, (u)
ueV’

ueV’ v’

und kénnen auf d;Wi (v)<AT(G[V']) schlieBen, also gilt
dG{V’] (U)<2A+(ﬁ)

O

Ist nun jeder Graph einer Graphenklasse G so orientierbar, da wir den maxi-
malen Ausgangsgrad durch eine Funktion f : N — N in Abhéngigkeit von w be-
schriinken konnen, gilt also mit den obigen Lemmata x*(G,w) < 2f(w)+1. Sind wir
auflerdem in der Lage festzustellen, dafl der minimale Ausgangsgrad jedes induzier-
ten Subgraphen echt kleiner als f(w) ist, konnen wir schlielen: x*(G,w) < 2f(w).

Betrachten wir Graphenklassen, die durch Vereinigungs oder Schnittoperationen
aus anderen Graphenklassen hervorgehen, stehen uns weitere elementare Werkzeuge
zur Verfligung. Zunéichst wollen wir definieren, was wir unter Schnitt, Vereinigung
und Komplement von Graphenklassen verstehen:

Definition 2.4. Fiir Graphenklassen G; ist

k k k k
Ugiiz{UGi|Gi€gi}, ﬂgi3:{ﬂGi|Gi€gi}
i=1

i=1 i=1 i=1

G:={G|Geg}



L&Bt sich nun eine Graphenklasse G als Vereinigung von Graphenklassen G; (1 <
i < k) darstellen, so folgt aus den wohlbekannten Tatsachen, dafl die chromatische
Zahl der Vereinigung von Graphen kleinergleich dem Produkt der Farbungszahlen
der urspriinglichen Graphen ist, und daf} die Cliquenzahl der Vereinigung nicht
kleiner als die Cliquenzahlen der an der Vereinigung beteiligten Graphen sein kann
das folgende

Lemma 2.5. Fir Graphenklassen Gy, ... ,Gy gilt:
k
i) x*(UGiw) < T, x*(Gi,w)
1=

k
i) 0*(N G, ) < 1%, 07 (Gi, )
=1

Punkt zwei des Lemmas folgt mit analoger Argumentation wie oben, nicht aber
aus der Dualitdt von x und 6 bzw. w und «, denn mangels einer gemeinsamen
Grundmenge, auf der die Komplementoperation arbeitet, kann man die de Morgan-
schen Regeln nicht ohne weiteres auf Schnitte bzw. Vereinigungen von Graphen
anwenden. Sie gelten i.a. nur fiir Graphen, die iiber eine gemeinsame Knotenmenge
verfiigen. Fiir Graphenklassen ergibt sich daraus folgendes

Lemma 2.6. i) sind Gy, ... ,G. abgeschlossen gegen induzierte Subgraphen gilt:

N, gcU, G

ii) sind Gi,...,Gy abgeschlossen gegen disjunkte Vereinigung mit unabhdngigen
Mengen gilt:

Uf:l gi g ﬂf:l g_l

Beweis: i) sei G € N\, Gi, also @ = N, G; mit G; € G;. Aufgrund der
Abgeschlossenheit der Graphenklassen G; gegen induzierte Subgraphen, kénnen wir
davon ausgehen, daf3 die Graphen G; auf derselben Knotenmenge basieren wie G

und die de Morganschen Regeln anwenden. Es gilt also: G = \\_, G; = I, G; €

PR
Ui:l gi

ii) analog O
So kann man also z.B. unter der Voraussetzung der Abgeschlossenheit von Gy, ..., G

gegen induzierte Subgraphen eine y- bzw. #-Schranke fiir Ule G; als - bzw. x-
Schranke fiir (%, G; verwenden.

Nur in den seltensten Fillen kann man mit den vorgestellten elementaren Werk-
zeugen direkt eine (gute) Schranke angeben. Die grundlegende Methode, die fast
allen Beweisen dieser Arbeit zugrundeliegt, besteht darin, fiir eine Graphenklasse
G ein geeignetes Partitionierungsschema zu finden. Unter einem geeigneten Par-
titionierungsschema fiir G verstehen wir eine Anleitung, die Knotenmenge eines
Graphen G € G so zu partitionieren, dafl die dadurch induzierten Subgraphen H;
in Graphenklassen G; liegen, deren Schranken schon bekannt oder aber mit Hilfe
unserer elementaren Werkzeuge angegeben werden konnen.

Da Cliquen- und Unabhingigkeitszahl von knoteninduzierten Subgraphen nicht
grofler sind als die des urspriinglichen, kdnnen wir Farbungs- und Cliqueniiber-
deckungszahl der induzierten Subgraphen einschrinken, haben also x (H;) < x*(G;, w(G))
bzw §(H;) < 0*(G;,a(G)). Im Idealfall sind wir sogar in der Lage, mit Hilfe des Par-
titionierungsschemas Schranken fiir die Cliquen bzw. Unabh#ngigkeitszahl der Sub-
graphen H; nachzuweisen, die kleiner sind als die triviale Schranke w(G) bzw. a(G),



also Funktionen f; mit w(H;) < f;(w(G)) < w(Q) bzw. a(H;) < fi(a(G)) < a(G).
Féarben wir nun die Subgraphen H; mit paarweise disjunkten Farbmengen, ist klar,
daf} die Vereinigung dieser Farbmengen ausreicht, um G zu firben, und iiberdecken
wir die Subgraphen H; mit Cliquen, so stellt die Vereinigung dieser Cliqueniiber-
deckungen eine Cliqueniiberdeckung fiir G dar. Da wir zum Ziel haben, eine -
bzw. 6-Schranke fiir G allein in Abhingigkeit von «a bzw. w anzugeben, muf}
das Partitionierungsschema auflerdem noch gewihrleisten, dafl die Anzahl der Sub-
graphen, in die G zerlegt wird, durch eine Funktion f in «(G) bzw. w(G) be-
schrankt ist. Haben wir ein Partitionierungsschema gefunden, das all diesen An-
spriichen geniigt, konnen wir somit schliefen: x*(G,w) < Zf(“{ x*(Gi, fi(w)), bzw.
6*(G.0) < L 6° (G file)).

Als einfaches Beispiel betrachten wir die Klasse KB der Kreisbogengraphen, die
genau aus den Graphen besteht, die sich als Durchschnittsgraphen von Kreislinien-
segmenten repréisentieren lassen. Um eine geeignete Partitionierung eines Kreisbo-
gengraphens G vorzunehmen, wihlen wir einen Punkt p der Kreislinie und betrach-
ten den induzierten Subgraphen C, der auf den Knoten basiert, deren Bogen den
Punkt p enthalten, und den Subgraphen I, basierend auf den Knoten, deren Bogen
p nicht enthalten. Da alle Bogen der Knoten aus V' (C') den Punkt p enthalten sind
sie paarweise benachbart, C ist also ein vollstindiger und somit perfekter Graph.
Desweiteren sieht man leicht, daf3 I zur Klasse der Intervallgraphen gehért: Man
zerschneide einfach die Kreislinie am Punkt p und biege sie zu einer Geraden. Die
so entstandene Intervallreprisentation ist offensichtlich eine Reprisentation fiir I.
Wir haben also einen Kreisbogengraphen in zwei perfekte Graphen partitioniert.
Betrachten wir nun die Unabhéngigkeitszahl dieser induzierten Subgraphen. «(I)
kénnen wir lediglich durch «(G) beschréinken. Fiir C' dagegen haben wir a(C) =1,
da C eine Clique ist, und erhalten: 8*(KB,a) < 0*(PER,1) +6*(PER, ) = a+ 1.
Auch fiir die Cliquenzahl von C kénnen wir die Schranke w(G) noch verbessern. Da-
zu miissen wir unser Partitionierungsschema allerdings noch ein wenig verfeinern:
Es ist immer moglich, den Punkt der Kreislinie so zu wihlen, dafl maximal w(G)—1
Bogen diesen Punkt enthalten: wiihle den Punkt p beliebig, sollte er in w(G) Bogen
enthalten sein, wihle einen neuen Punkt zwischen dem ersten Endpunkt dieser
Bogen und dem Anfangspunkt des ersten nachfolgenden Bogens. Somit haben wir

w(C) = |V(C)] < w(@)-1,also x*(KB,w) < x*(PER,w)+x*(PER,w—1) = 2w—1.

3 Boxgraphen

Als erstes wollen wir uns den Klassen von Graphen widmen, die, fiir gegebenes d
durch d-dimensionale Boxen im d-dimensionalen Euklidischen Raum (mit Seiten
parallel zu den Koordinatenachsen) reprisentierbar sind, so daf zwei Knoten genau
dann adjazent sind, wenn sich ihre Boxen schneiden. Diese Klasse von Graphen be-
zeichnen wir mit dBOX. Eine Box B kann durch die Angabe eines d-Intervalltupels
(I1,...,I;) vollstéindig wie folgt beschrieben werden: B = {z € R? | min(I;) <
x; < maaz(I ), i =1,...,d}. Also gibt es fiir einen Graphen G = (V, E) € dBOX
neben der auf Boxen basierenden Reprisentation Rpox = (R?, (Boa:v)vev, dBOX)
(mit ¢pox (u,v) = (Box, N Box, # 0)) auch eine auf Intervalltupeln basierende
Reprisentation, ndmlich Ry = (R, (Iy)yev, rnr) mit I, = (If, .. ,[:1)) und
érint(u,v) = (foai e {1,...,d} : I* NI} #0). Die Intervalltupelreprésentation
macht deutlich, dafl es sich bei den Graphen aus dBOX um genau die Graphen
handelt, die durch den Schnitt von d Intervallgraphen darstellbar sind, also gilt:
dBOX = N*INT. Ob die Intervalle bzw. Boxen geschlossen oder offen sind ist fiir
die Beschreibung der Graphenklasse irrelevant. Wir gehen in dieser Arbeit immer
von einer Darstellung durch abgeschlossene Intervalle / Boxen aus. Desweiteren ge-
hen wir ohne Einschréinkung der Allgemeinheit davon aus, da} die Endpunkte der



Intervalle in jeder Koordinate paarweise disjunkt sind. Wir werden nach belieben
zwischen den beiden Reprisentationsformen wechseln, je nachdem, welche gerade
eine einfachere Darstellung des Sachverhalts verspricht.

3.1 0*(dBOX,q)

Beziiglich der Cliqueniiberdeckungszahl liefert die Darstellung als Schnitt von In-
tervallgraphen mit Lemma 2.5 unmittelbar §*(dBOX,a) < af, was auch schon
(mit Ausnahme fiir 0*(2BOX,2)) die bisher beste bekannte Schranke fiir die Cli-
queniiberdeckungszahl war. Das folgende Lemma wird uns erméglichen, die Grofien-
ordnung der Schranke zu reduzieren. Desweiteren wird uns der Beweis als Anleitung
fiir einen approximativen Algorithmus mit effizienter Laufzeit dienen.

Lemma 3.1. Sei G 0-beschrinkt, abgeschlossen gegen induzierte Subgraphen und
gegen disjunkte Vereinigung. Fiir G = Gy NGy mit G € INT,Gs € G gilt:

0(G) < (llogz(a(G))] +1) 07(9, (@)

Beweis: Wir werden die in Kapitel 2 vorgestellte Methode, die Knotenmenge des
Graphen so zu partitionieren, dafl die dadurch Induzierten Subgraphen in einer -
beschrénkten Graphenklasse liegen benutzen. Als Hilfsmittel fiir die Partitionierung
der Knotenmenge betrachten wir zunichst folgende Teilmengen von N\{0}:

Fiir i € Nsei N;:={n| ex.k € N:n = 2¢ + k2iT1},

N4 [ ]

N3 ° °

No . e e e e
M ° ' ° ' ° ° °

M ® 06 . 06 © 06 ¢ ¢ © 0 © o 0 o o o
N0}

Abbildung 1: Partitionierung von N\0}

Fiir (N})ien gilt:
o (Ni)ien ist Partitionierung von N\{0}:

— frane NV ex.i:neN;:

Wihle i := maz{m | n = 0 mod 2™}, ko := n/2". Also ko ungerade

und n = ko2’ = 2' + (ko — 1)27 = 27 4 Fo-Loitl,
_-/V'ior\l'/\[h#w:}i.o:il:. . .

Sei iy = g + 1. 200 + kg2io+! = i+l | gioi+L

i 1 oi I+1_ 52
= ko = 20Tk ZOT00 gl g ol 12
=[=0dakg,k €N

o (1) fran,n' €eN;:n<n' = ex.j>i, ex.nj € Nj:n<n; <n'
Sein =2+ k2. n<n' = n < (k+1)217 <n/.
j :==maz{m | (k+1)2"71 =0 mod 2™}.
Es gilt: j > i+ 1 und (k +1)2T! € N} (s.0.).

Seien G = (V,E), G = G1NGy mit Gy € INT, Gy € G (G wie gefordert), und eine
Intervallreprésentation Ry von G basierend auf der Familie (I,),cv () gegeben.

Wir kénnen V(G;1) = V annehmen.

Da Intervallgraphen perfekt sind, besitzt G eine Cliqueniiberdeckung der Grofle



a(G1). Sei P={p1,... ,Pa(cy)} C R mit i < j = p; < p; eine Punktmenge, die in
R1 eine Cliqueniiberdeckung induziert. (Intervallgraphen haben die Helly Eigenschaft,
also gibt es fiir jede Clique C einen Punkt p so daB f.a.v € C : p € I” (nimm z.B
min{maz(l,) | v € C}))

Mittels P und (Nj);en partitionieren wir V' wie folgt:

Firi=0,...,|log2(a(G1)] sei

P;:={p; € P|j€eN;},und
Vii={v| expeP:pell & faj>ifapeP:p¢lI}

Vi
Vs
Va
i
Vo

N e N N SN

pL P2 ... pa(G1)
Abbildung 2:

Llog2(a(Gh))]
Die V; sind paarweise disjunkt, und U V; = V gilt, da fiir j > |loga2(a)]
=0
alle n aus Nj groer als a(G1) sind.
Vi wiederum partitionieren wir in (V;")pep, mit V' :={v € V; | p e I{}.
Da die Intervalle aller Knoten aus V} den Punkt p enthalten, ist G [V/”] eine Clique,
also gilt

GV = Ga[VY]-
Wegen (1) gilt, daB fiir p < p' € P; ein j > i und ein p; € P; existieren, so daf
p < pj < p' gilt. Das bedeutet fiir Knoten v € V¥, w € V¥, daf} ihre Intervalle durch
dieses p; voneinander getrennt sind, da sie p; nach Konstruktion nicht enthalten

diirfen. Daraus folgt, daf sie in G';, und somit in G nicht benachbart sind. Schreiben
wir die Disjunkte Vereinigung von Graphen als Summe, koénnen wir feststellen:

GIVil = Y GV = > Go[VF].

peEP; peEP;

Da G abgeschlossen ist gegen disjunkte Vereinigung und induzierte Subgraphen, gilt
also
GlVi] € 6.
Mit a(G) > a(G[V;]) haben wir: (G[V;]) < 6*(G, a(@Q)), also
Lloga(a(G1))]
G < Y GV

=0

< (llogz(a(G1)] +1)87(G,a(G)).

Satz 3.2.
0" (ABOX, ) < a ((loga(a)] + 1)4!



Beweis: Induktion iiber d.
Fiir d = 1 liegen Intervallgraphen vor und die Behauptung stimmt.
Sei alsod > 1, G € dBOX. Esgilt: G = G1 NG mit G; € ZNT und G, €
(d—-1)BOX.
Wir kénnen Annehmen, daf V(G) = V(G,), also a(G) > a(G1).
(d — 1)BOX ist abgeschlossen gegen induzierte Subgraphen und disjunkte Ver-
einigung und nach Induktionshypothese 6-beschrinkt mit 6*((d — 1)BOX,a) <
a(|loga(a)] +1)?2.
Mit Lemma 3.1 folgt: 6(G) < ([log2(a(@))]| + 1) a(|logz(a)] + 1)¢72 O

Der Beweis von Lemma 3.1 kann in einen Algorithmus zum finden einer Cli-
queniiberdeckung (bestehend aus maximal (|logs(a)|+1)4~! a Cliquen) eines dBox-
graphen umgesetzt werden.

Die Procedure Partitioniere ist die Umsetzung der im Beweis von Lemma, 3.1 vorge-
nommenen Partitionierung der Knotenmenge anhand der Lage der Intervalle relativ
zu einer {iberdeckenden Punktmenge. Sie erhilt als Eingabe eine Menge von d-
Intervallen (R) und die Information, nach welcher Komponente die Partitionierung
vorgenommen werden soll (¢). Zuniichst wird R nach den rechten Endpunkten der
Intervalle der Komponente ¢ sortiert. Diese sortierte Liste wird dann von links nach
rechts abgearbeitet, wobei im Greedyverfahren eine iiberdeckende Punktmenge er-
zeugt wird (p[l,...,n], n Arrayfelder sind wegen o < n ausreichen). Gleichzeitig
wird die Partitionierung der Intervalltupel vorgenommen, und zwar in die Mengen,
die wir im Beweis von Lemma 3.1 mit V” bezeichnet haben (Zeilen 10, 16). last[j]
ist der Index des zuletzt konstruierten Punktes, dessen Index in N liegt. In Zeile 15
wird mit dieser Information ermittelt, welches das grofitindizierte P; ist, das einen
Punkt aus dem betrachteten Intervall enthilt. (Bezeichnung siche Beweis Lemma
3.1). Dieses P; enthilt (wegen (f)) genau einen Punkt des betrachteten Intervalls,

néimlich p[last[j]]. V[last[j]] entspricht also der Menge Vjp[laSt[j“ des Beweises, bzw.
V'[i] der Menge V* wobei j eindeutig durch i € Nj bestimmt ist.

1 procedure Partitioniere (R,t, Partitionierung)

2 sortiere R nach rechten Endpunkten der Intervalle aus Komponente ¢
3 1:=0

4 p[0] := —o0;

5 while R # 0 do

6 Tupel:=min{R};

7 if linkerEndpunkt(T'upel, t)> p[i] then

8 =1+ 1;

9 p[i] := rechterEndpunkt(Tupel, t);

10 V[i] := {Tupel}

11 j 4 jmiti€N;

12 last[j] ==

14 else

15 Jj < maz{j | p[last]j]] € Intervall(Tupel,d)}
16 Vllast[j]] :== V{last[j]] U {Tupel}

17 endif

18 R := R\ {Tupel}

19 endwhile

20 Partitionierung := {V[1],...,V[i]}

procedure Cliqueniiberdeckung(R, Cliquecover);
Partitionierung := {R}



for i:=1tod do
C:=0
forall M € Partitionierung do
Partitioniere(M, i, D);
C:=CUD,;
endforall
Partitionterung := C
endfor
Cliquecover := Partitionierung

Satz 3.3. ’'Cliqueniiberdeckung’ liuft in O(dnlog(n)) Zeit und liefert eine Cli-
queniiberdeckung einer d-dimensionalen Boxreprdsentation R der Grife kleiner-
gleich ([loga(a(R))| + 1)4ta

Beweis: Dafl der Algorithmus eine Cliqueniiberdeckung der Grofie < (|logs () |+
1)4~Lq liefert ist mit dem Beweis von Lemma 3.1 klar. Zeigen miissen wir also noch
das Laufzeitverhalten. Betrachten wir zundchst die Procedure Partitioniere mit
Eingabegrofie n. Das Sortieren in Zeile 2 benétigt O(nlog(n)) Zeit. Die while
Schleife wird n mal durchlaufen. In dieser Schleife sind alle Zeilen bis auf die Zeilen
11 und 15 in konstanter Zeit ausfilhrbar. Betrachten wir Zeile 11. Diese kann so
realisiert werden, daf sie O(log(«)) Zeit benotigt:
ji= llog(a)]
while ¢ mod 2 #0do j:=j—1
DaB diese Zeilen das gewiinschte Ergebnis liefern, haben wir schon im Beweis von
Lemma 3.1 gezeigt.

Zeile 15 kann wie folgt realisiert werden:

J = [log(e)];

while p[last[j]] < linkerEndpunkt(T'upel,t) do j :=j — 1;

benotigt also auch nur O(log(a)) Zeit. « ist iA nicht bekannt, wir kénnen es aber
durch n ersetzen. Partitioniere benotigt somit insgesamt O(nlog(n)) Zeit.

In Cliqueniiberdeckung wird die &uflere Schleife d mal durchlaufen. Betrachten wir
einen solchen Durchlauf. Partitionierung enthalte die Mengen M, ... , My, also
wird die forall Schleife ¢ mal durchlaufen, und ¢ mal wird ’Partitioniere’ aufge-
rufen. Mit n; := |M;| wird also 't + 22:1 cnilog(n;) Zeit in der forall Schleife
verbracht. Da die M; eine Partitionierung der Menge R sind, gilt: 22:1 n; = n,
also 2221 cnilog(ng) < cnmazi<i<ilog(n;) < cnlog(n) O

Fiir den Fall o = 2 liefert Satz 3.2 keine Verbesserung der alten Schranke a¢.
In [9] zeigen Gyarfas und Lehel, da8 6*(2BOX,2) = 3 gilt und stellen die Frage
nach dem Wachstum einer Schranke fiir den Fall @« = 2 in Abhéngigkeit von der
Dimension. Wir zeigen nun:

Satz 3.4.
0" (dBOX,2) <d+1

Beweis: Induktion iiber d:
Fiir d = 1 liegen Intervallgraphen vor und die Behauptung gilt.
d>1:SeiG=(V,E) € dBOX mit a(G) = 2, und R eine auf der Intervalltupelfa-
milie ((17,... ,I}i’))vev basierende Représentation von G.
Seien GG1, G2 die durch die Reprisentationen

Ri1:= (]R, (If)veVa (bl) und
Ry = (Rd_l ) (IIU)UGV: ¢2) mit IIU = ([g’ T ’[g)

induzierten Graphen. Es gilt: a(G1), a(G2) < a(@). Falls die Unabhéngigkeitszahl
von G oder G2 gleich eins ist, ist nichts weiter zu zeigen, sei also a(G1) = a(Gs) =



2.

Seien P; = {p},p3} C Rund P» = {p},... ,pg(gz)} C R?—! Cliqueniiberdeckungen
von (G; bzw. G2 induzierende Punktmengen (auch Boxreprisentationen haben die
Helly-Eigenschaft). Es gelte pt < p3, und p! sei so grofl wie moglich gewiihlt. Dann
existiert ein v € V so daBl p! = maz(I}).

Ra

pi Ph

Abbildung 3: Boxen, die keinen der Punkte (p},p?) enthalten bilden eine Clique
und kénnen durch einen Punkt iiberdeckt werden

Mit P! := {(p1,-..,pa) | pr = pi,(D2,.-. ,pa) € Po}(i = 1,2) ist klar, dal P :=
P U P? C R? eine Cliqueniiberdeckung fiir G induziert.

Betrachten wir nun einen Knoten w, dessen Box keinen Punkt aus P! enthélt. Box,,
enthalte den Punkt (pi,ps,... ,ps) € P?. Da Box,, nicht den Punkt (p}, pa,... ,pa)
enthilt, gilt pt < min(IP).

Daraus folgt, dal das v mit maz(I') = pt zu keinem Knoten, der keinen Punkt
aus P! enthilt benachbart sein kann, woraus wiederum folgt, daf8 diese eine Clique
bilden, da sonst eine unabhingige Menge grofler als zwei existierte. Wir kénnen
also P? durch einen einzigen Punkt p ersetzen und erhalten mit P! U {p} eine
Punktmenge, die eine Cliqueniiberdeckung der Grofle |P|+1 = 6(G2)+1 < 6*((d—
1)BOX,2) +1 < d + 1 induziert. O

3.2 x*(dBOX,w)

Eine Schranke fiir die Chromatische Zahl in Abhéngigkeit der Cliquenzahl 148t sich
dagegen fiir d > 3 nicht angeben: J.P.Burling stellte in [3] eine Konstruktionsanlei-
tung dreiecksfreier dreidimensionaler Boxgraphen fiir beliebige Chromatische Zahl
vor, also gilt:

Satz 3.5. Fiir d > 3 ist dBOX nicht x-beschrinkt

Damit hat er auch gezeigt, daf} eine denkbare Analogie des Perfect Graph Theo-
rem (G x-beschrinkt < G f#-beschrinkt) nicht gilt. Auflerdem folgt mit Lemma
2.6:

Corollar 3.6. f.a.G DINT UINT UZINT : G ist nicht §-beschrinkt.

Insbesondere ist also die Klasse der Vereinigungen von drei Vergleichbarkeits-
graphen nicht 8-beschréinkt.
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Bei eindimensionalen Boxgraphen handelt es sich um die Klasse der (perfekten)
Intervallgraphen. Widmen wir uns also der Untersuchung der zweidimensionalen
Boxgraphen (auch Rechteckgraphen genannt). Fiir diese ist folgendes Lemma (eine
Verallgemeinerung eines Lemmas aus [2]) von besonderer Bedeutung

Lemma 3.7. Sei G = (V,E) € dBOX, R eine Boxreprisentation von G. Dann
lapt sich G in 24(w(G) — 1) Graphen G; zerlegen, die die Eigenschaft haben, daf8
die Adjazenzrelation in der durch G; induzierten Reprisentationen R; ausschlieflich
durch Kreuzungen von Boxen dargestellt wird,

wobei wir unter einer Kreuzung einen Schnitt von Boxen verstehen, ohne daf
eine Box eine Ecke der anderen Box enthilt. Die ’besondere Bedeutung’ dieses
Lemmas fiir 2BOX Graphen liegt darin, dal durch Kreuzungen reprisentierbare
Rechteckgraphen perfekt sind. Um das zu sehen orientiere man den Kreuzungsgra-
phen so, daf gilt: (u,v) € E = I C I (und somit I C I¥). Diese Orientierung
ist transitiv, also handelt es sich um einen (perfekten) Vergleichbarkeitsgraphen.

Beweis: Zunéchst wollen wir ein paar einfache Beobachtungen tiber nicht ecken-
freie Boxenschnitte zusammentragen: Die zu v gehorende Box hat folgende Ecken-
menge: C(v) := {(a1,...,aq) : a; € {min(I}'),maz(I?)}, i =1,...,d}. Box,, enthilt
eine Ecke von Boz,, also C(v) N Boz, # 0 gdw ex.(aj,...,aq) € C(v) f.a.j =
1,...,d :a; € I}. Daraus folgt unmittelbar, daf} sich fiir u,v die Anzahl der Ecken
von Bozx, in Boz, wie folgt darstellen l483t:

d
|C(v) N Boxy| = [[ {maz(I}), min(I})} N I¥]
j=1

, also gleich null oder eine Zweierpotenz ist. Enthilt Box, genau eine Ecke von
Bowx, so muf gelten: f.a.j = 1,...d : [{min(I}),max(])} N I}’| = 1, woraus
folgt: f.a.j = 1,...d : {min(I}"),maz(I})} N I}| = 1, also [C(v) N Box,| =
1 & |C(w) N Bozx,| = 1. Enthilt Bozx,, mehr als eine Ecke von Boz,, muf ein
j €{1,...,d} existieren mit I} C I}’, woraus C(w)N Bozx, = () folgt. Fiir j =0, ...,d
bezeichne U;(v) die Menge aller Nachbarn von v, deren Boxen 2! Ecken von v
enthalten.

Angenommen das Lemma gilt nicht. Sei G ein minimales Gegenbeispiel, R eine
Reprisentation von G, die die gewiinschte Zerlegbarkeit nicht zuldfit. Wir werden
jetzt die Kanten genauer betrachten, die in R durch einen nicht eckenfreien Schnitt
repriisentiert werden. Diese seien mit E' bezeichnet. Unsere bisherigen Erkenntnisse
liefern: [E'| < 3,cy () (31U0(v)] + X4—; [U;(v)]). Da die Boxen, die einen Punkt
p des Euklidischen Raumes enthalten in G eine Clique bilden, kann jede Ecke einer
Box in héchstens w(G)—1 anderen Boxen liegen. Es gilt also: [Up(v)| < 2¢(w(G)—1).
Diese Michtigkeit kann Uy(v) aber nur erreichen, wenn f.a.j =1,...,d: U;j(v) =0
gilt. Fiir jedes w € Ug(v) reduziert sich die mégliche Michtigkeit von Up(v) um
2k Es gilt also: |Up(v)| < 2¢(w(@) — 1) — 2?21 27|U;(v)]. Betrachten wir nun
zB den Knoten v, fiir den min(I{) minimal ist, konnen die Ecken von Bogz, der
Gestalt (min(Iy), az, ... ,aq4) in keiner anderen Box enthalten sein. Also gilt fiir die
v € V(Q), die "am Rand’ der Boxreprisentation liegen: |Up(v)| < 2¢ 1 (w(G) —1) —
2?21 27|U;(v)|. Das bedeutet fiir E':

d
1S Y (Gl + 3100

veV(Q)

d d

< Y @M@ -1 =Y 2 U )] + > U ()
veEV(Q) j=1 j=1

<n(G) 27 (w(@) - 1)
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Mit N'(v) := {w € N(v) | vw € E'} gilt andererseits aufgrund der Minimalitit
von G : f.a.v € V1 |[N'(v)] > 2%(w(G) — 1). (Wire das fiir ein v nicht der Fall,
gibe es ein G; in der Aufteilung von G \ v, in dem auch durch das Einbeziehen von
Boz, in R; nur eckenfreie Boxenschnitte vorhanden wiren, also wire die gewiinsch-
te Zerlegung schon fiir G moglich.) Daraus folgt: |E'| = 1/2) .y IN'(v)] >
n(@) 2?1 (w(G@) — 1) —Widerspruch. O

Wir kénnen also einen Rechteckgraphen in 4(w — 1) perfekte Subgraphen par-
titionieren und somit eine erste Schranke fiir die Chromatische Zahl von Rechteck-
graphen angeben: x*(2BOX,w) < 4(w — 1)w, was dem Ergebnis von Asplund und
Griinbaum in [2] entspricht. Angesichts der Dinge die noch kommen werden wollen
wir unser Zwischenergebnis aber prizieser formulieren:

Definition 3.8. k(G) bezeichne das Minimum der Kreuzungstiefen dber alle Box-
reprasentationen eines Rechteckgraphen G, wobei wir unter Kreuzungstiefe die ma-
ximale Anzahl sich paarweise eckenfrei schneidender Boxen verstehen.

Lemma 3.9. Fiir G € 2BOX gilt:
X(G) < 4(w(G) — 1) k(G)

Bemerkung: Burling stellte in [3] einen vermeintlichen Beweis vor, der mit dhnli-
cher Vorgehensweise wie im Beweis von Lemma 3.7 zeigen sollte daf} fiir G € 2BOX
gilt: x(G) < (2w(G) — 1)w(G). Leider stellt sich bei genauerem Hinsehen her-
aus, daf} seine Argumentation einen logischen Fehler enthilt und der Beweis nicht
haltbar ist.

Versuchen wir uns nun, dem Problem des Fiarbens von Rechteckgraphen {iber
den Greedy First-Fit Algorithmus zu nihern, bzw. eine Anwendungsmdoglichkeit fiir
Lemma 2.1 zu finden (Lemma 2.1 besagt, dal wir die Féarbungszahl eines Graphen
mittels einer den minimalen Grad aller induzierten Subgraphen beschrinkenden
Funktion einschrinken kénnen). Der Knoten v des Graphen, fiir den die rechte Sei-
te seiner Box am weitesten links liegt ist fiir die Untersuchung des minimalen Grades
ein natiirlicher Kandidat, da alle Nachbarn seine rechte Seite schneiden. Finden wir
eine Funktion, die den Grad eines solchen Knotens (aufgrund seiner speziellen Lage
in der Reprisentation) beschréinkt, so stellt diese Funktion nicht nur eine Schranke
fiir den minimalen Grad des untersuchten Graphen dar, sondern auch eine Schranke
fiir den minimalen Grad aller induzierten Subgraphen, da natiirlich jede durch einen
induzierten Subgraphen induzierte Reprisentation eine Box in entsprechender Lage
enthilt.

Betrachten wir ein v mit maz(I{) minimal, kénnen wir leider im Allgemeinen nur-
Aussagen iiber die Anzahl der Boxen machen, die einen der beiden Endpunkte der
Rechten Seite enthalten, da in Abh#ngigkeit von w allein beliebig viele 'niedrige’
Boxen die rechte Seite schneiden kénnen. Abhilfe schafft nur, die Klasse der zu
betrachtenden Graphen einzuschrinken, so da eben nicht beliebig viele niedrige
Boxen die rechte Seite schneiden konnen. Beschridnken wir uns zB auf die Recht-
eckgraphen, die eine Reprisentation besitzen, in der keine Box die rechte Seite einer
anderen Box schneidet, ohne einen Endpunkt derselben zu beinhalten, erhalten wir
unmittelbar: §(G) < 2(w(G) — 1), also mit Lemma 2.1: x(G) < 2w(G) — 1. Boxre-
prisentationen dieser Art werden horizontal einfach, Reprisentationen, in der keine
Box die obere Seite einer anderen Box schneidet, ohne auch einen Endpunkt dieser
Seite zu beinhalten vertikal einfach genannt. Die Klassen von Graphen, die iiber
horizontal bzw. vertikal einfache Repriisentationen definiert sind, sind identisch,
und enthalten zB die Klasse der normierten Quadratgraphen. Wir zeigen nun, dafl
es moglich ist, von einer Rechteckreprisentation R eine horizontal einfache und ei-
ne vertikal einfache Boxenmenge so abzuspalten, daf3 die maximale Kreuzungstiefe
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des Rests w(G) — 2 nicht {ibersteigt, so dafl wir mit Lemma 3.9 schlieffen kénnen:
X*(2BOX,w) <2(2w —1) + 4(w — 1)(w — 2), also

Satz 3.10.
X*(2BOX,w) < 4w — 8w + 6

Beweis: Sei G = (V,E) € 2BOX, w = w(G), R eine Repriisentation von G.
Die Knoten von G seien mit vy, ..., v, so bezeichnet, daf§ gilt: i < j = min(I}*) <
min(I}?).

V1 :={v1}, und fiir i < n sei

ViU{vipr} fallsR[V; U {v;41}] vertikal einfach

Vi sonst.

R[V,] ist eine vertikal einfache Représentation des induzierten Subgraphen G[V,,] C
G.

V= VA Vy = {0, 0!, } mit i < j = min(I2) < min(LL?)

Vigr ==

Hy:={v}
Hooo e H; U {vj,,} falls R[H;U {vj,,}] horizontal einfach
el H; sonst

Betrachten wir nun den Graphen, der nach Abspalten der Knoten aus V,, und H,
iibrig bleibt, also auf der Knotenmenge V"' := V' \ (V,, U Hy/) basiert.

Angenommen, in V" existieren Knoten uy, ..., u, 1, so daB gilt: i < j = L C I,
und I, C I}*, also eine Kreuzung mit Tiefe w — 1 (siche Abb. 4). Da u, 1 ¢ H,
existiert ein h € H, mit I C I? und maz(I}) € I;". Somit gilt f.a.i €
{1,.,w—1}: I} C I} und I}¥ NI} # ), woraus folgt, dal uy, ..., u,_1, h eine w-
Clique bilden. Analog finden wir (ausgehend von 1) ein v € V;, so dafl w1, ...tuy—1,v
eine w-Clique bilden. Allerdings sind auch v und h benachbart: Wegen I3 NIJ* # ()
und IJ* C I% folgt I¥ NIF # 0, und aus IPNI* # @ und ;" C IV folgt IV NIF £ 0
— Widerspruch. O

Uy—1

Uy —2

U2

U1

w—+1

Abbildung 4: eine Kreuzung mit Tiefe w — 1 in G[V"'] hitte wegen der Boxen v und
h eine w + 1 Clique in G zur folge
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So weit entfernt vom Optimum die gefundene Schranke auch sein mag, fiir drei-
ecksfreie Graphen ist sie scharf:

Satz 3.11.
x*(2BOX,2) =6

Beweis: (Asplund & Griinbaum in [2]) Wir werden einen Graphen mit Cliquen-
zahl 2 konstruieren, fiir dessen Férbung 6 Farben benotigt werden. Als Grundbau-
stein wird der Graph in Abb. 5 dienen. Die in der Abbildung durch gepunktete

V11
V10 V12
| v | || v |
b Vs Vg
v Lo | lve || s
Filterl Filter2 Filter3 Filter8

Abbildung 5:

Rechtecke markierten Bereiche wollen wir Filter nennen. Es gilt: Fiir alle Farbun-
gen des Graphen enthilt mindestens ein Filter mindestens drei Farben: Wir kénnen
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit Annehmen, dafl die oberen beiden Boxen in
Filter 1 unterschiedlich gefdrbt sind (ansonsten beginnen wir unsere Betrachtun-
gen mit Filter 8). Seien v1p und vy; also mit Farben 1 und 2 gefirbt. Enthilt
Filter 1 keine drei Farben, ist v; OE mit 1 gefirbt. Um in Filter 2 mit zwei Far-
ben auszukommen, miissen v und vs beide mit 2 gefiirbt sein, was uns in Filter 3
zwingt, vy die Farbe 1 zuzuweisen, was wiederum dazu fiihrt, dal wir spétestens
in Filter 4 eine dritte Farbe hinzuziehen miissen. Nun zur Konstruktion des Gra-
phen: Zunichst zeichnen wir 8 identische Kopien der Boxreprisentation aus Abb.
5 vertikal tibereinander. In den Schacht, der durch die jeweils ersten Filter dieser
iibereinandergestapelten horizontal ausgerichteten Grundgraphen entsteht, zeich-
nen wir eine um 90° gedrehte Kopie des Grundgraphen, und zwar so, daf} in jedem
Filter dieser vertikal ausgerichteten Kopie genau 87 der horizontalen Grundgra-
phen vertreten sind. In den Schacht, der durch die zweiten Filter der horizontalen
Graphen gebildet wird, zeichnen wir 8 vertikal {ibereinandergestapelte Kopien des
vertikalen Grundgraphen so, daf in jedem Filter dieser 8 Kopien genau 8% horizon-
tale Grundgraphen vertreten sind. Auf diese Weise fahren wir mit der Konstruktion
fort (in den i-ten Filterschacht 8! iibereinandergestapelte vertikale Kopien mit je-
weils 8%~% horizontalen Grundgraphen pro Filter). Der so konstruierte Graph hat
Cliquenzahl 2, denn neue Schnitte von Boxen sind nur zwischen Boxen aus horizon-
tal und vertikal ausgerichteten Kopien im Schnittbereich der Filter entstanden, und
die Filterbereiche des Grundgraphen zeichnen sich dadurch aus, daf} sie keine Bo-
xenschnitte enthalten. (siehe Abb. 6). Desweiteren stellen wir fest, daf die Boxen,
die an einem Schnitt zwischen einem horizontal und einem vertikal ausgerichteten
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Grundgraphen beteiligt sind, einen vollstéindigen bipartiten Graphen induzieren.
Nun zeigen wir, dafl 6 Farben fiir eine gute Farbung des konstruierten Graphen

Abbildung 6: neue Boxenschnitte entstehen nur im Schnittbereich zweier Filter und
konnen nicht zu einer 3-Clique fiithren

notig sind: Nehmen wir an es existiert eine 5-Férbung. Der vertikale Graph im
ersten Filterschacht hat ein Filter, in dem mindestens drei Farben vorkommen. Fiir
die 8" horizontalen Graphen, die in diesem Filter vertreten sind, hat dies zur Fol-
ge, da} die Boxen in ihrem ersten Filter mit nur zwei Farben gefarbt sein diirfen.
Betrachten wir nun die zweiten Filter dieser 87 horizontalen Graphen. Diese sind
wieder auf die 8 Filter eines vertikalen Graphen im zweiten Filterschacht verteilt,
einer der Filter des vertikalen Graphen muf3 mit drei Farben geférbt sein, also wird
durch unsere Annahme, mit fiinf Farben auszukommen erzwungen, dafl 8% der ho-
rizontalen Graphen in den ersten beiden Filtern mit nur zwei Farben auskommen.
Fiihrt man diese Argumentation in analoger Art fort, so endet man schliellich mit 8
horizontal ausgerichteten Graphen, die in Filtern 1 bis 7 mit jeweils nur zwei Farben
auskommen, und deren 8. Filter sich je mit einem der acht Filter eines vertikal aus-
gerichteten Graphen kreuzen, woraus wir wieder schlieflen, daf fiir einen dieser acht
horizontalen Graphen auch das 8. Filter mit nur zwei Farben auskommen mufl—
Widerspruch. O

Nun wollen wir uns verschiedenen Subklassen von Boxgraphen zuwenden. Wie
schon angedeutet, werden wir Einschrinkungen suchen, die uns ermoglichen, den
minimalen Grad eines Graphen zu begrenzen, indem wir verhindern, daf3 beliebig
viele niedrige Boxen die Seite einer Box schneiden diirfen. Mit diesem Ziel haben
wir schon die Klasse der horizontal /vertikal einfachen Graphen definiert. Doch auch
nicht so extreme Restriktionen wie das grundsétzliche Verbot eines Boxenschnittes
der Form, daf} eine Box die rechte Seite einer anderen Box schneidet, ohne einen
Endpunkt dieser Seite zu beinhalten, erlauben die gewiinschte Beschrankung. Wir
werden Graphenklassen betrachten, in denen das Seitenliingenverhiltnis der Boxen
beschrinkt ist, und Graphenklassen, in denen die Unabhéngigkeitszahl der Graphen
beschrénkt ist. Wir werden sehen, dafl jede dieser Einschrénkungen bei beliebiger
Dimension zu (in w) linearen oberen Schranken fiir die chromatische Zahl fiihrt. Es
ist erwdhnenswert, dafl eine Beschrinkung der chromatischen Zahl in Abhéngigkeit
der Cliquenzahl und der Unabhéngigkeitszahl fiir alle Graphen gegeben ist, denn fiir
den maximalen Grad eines Graphen G (bezeichnet mit A(G)) gilt, dafl er kleiner
als die Ramseyzahl von a(G) + 1 und w(G) (R(a(G) + 1,w(G))) ist: R(a,b) ist
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die kleinste Zahl n, so dafl jeder Graph auf n Knoten eine unabhingige Menge der
Grofle a oder eine Clique der Gréfie b enthalten mufl. Héitte nun ein Knoten v von G
mehr als R(a(G)+1,w(G)) Nachbarn, enthielte die Nachbarschaft von v, und somit
auch G eine unabhingige Menge der Groflie a(G) + 1, was unmdoglich ist, oder die
Nachbarschaft von v enthielte eine w(G) Clique, was eine w(G) + 1 Clique in G zur
Folge hitte und somit ebenfalls unmoglich ist. Wir kénnen also den Maximalgrad
von G durch R(a(G)+1,w(G)), und somit wegen x(G) < A(G)+1 die chromatische
Zahl von G durch R(a(G)+1,w(G)) + 1 beschriinken. Wie bei Ergebnissen aus der
Ramseytheorie iiblich ist diese Schranke wegen des unbekannten aber nachweislich
groflen Wachstumsverhaltens (R(p,p) € ©(2P)) nur von geringem praktischen In-
teresse. Wir zeigen nun, daf fiir die Klasse der d-dimensionalen Boxgraphen, deren
Unabhingigkeitszahl « nicht iibersteigt (bezeichnet mit dBOX ) gilt:

Satz 3.12.
d—2

X*(dBOX 4,w) < o Hw - (d—1)) + > o

i=0

Beweis: durch Induktion iiber d

Fiir d = 1 liegen Intervallgraphen vor und die Behauptung stimmt. Sei also d > 1,
G € dBOX, und eine Représentation R gegeben. Betrachten wir den Knoten v,
dessen rechter Endpunkt seines ersten Intervalls (maz(I})) minimal ist. Aufgrund
dieser Eigenschaft muf} fiir alle Nachbarn von v gelten, dafl ihre ersten Intervalle
den Punkt max(I}) enthalten. Da also fiir alle Nachbarn von v gilt, daf ihre ersten
Intervalle einen nichtleeren Schnitt haben, kann man die Adjazenz von Knoten
aus N(v) schon durch einen nichtleeren Schnitt der Intervallkomponenten 2,... ,d
beschreiben. Das wiederum bedeutet, daf gilt: G[N(v)] € (d—1)BOX,. Auflerdem
wissen wir, dafl w(G[N(v)]) < w(G) — 1 und kénnen mit der Induktionshypothese
fir G[N(v)] schlieen:

d-3
X(GIN(®)]) < x*((d = )BOX 4,w(G) 1) <a’ *(W(G) =1~ (d=2)) + Y _ a

=0
Mit der allgemeingiiltigen Ungleichung x(G) > n(G)/a(G) koénnen wir nun den
Grad von v in G beschrinken. Es gilt:

n(GIN (v)]) _ n(G[N(v)])
XEIN @) 2 2 > M,
also
d—2
da(v) = n(GIN()]) < ax(G[N(v)]) < a®Hw(@) - (d-1)) + Z a'

Da wir auch in jedem induzierten Subgraphen von G einen Knoten mit einem so
eingeschriankten Grad finden, folgt mit Lemma 2.1 die Behauptung. O

Bemerkung: Beim Anwenden der Induktionshypothese ist nicht nur d, sondern
auch w um eins reduziert ist. Das fiihrt dazu, dal im Fall w < d der nicht mehr
reduzierbare Fall (w = 1) in den einem induktiven Beweis zugrundeliegenden Fol-
gerungssequenzen schon eintritt, bevor wir die Dimensionen ’abgearbeitet’ haben.
Daher kénnen wir fiir w < d die Farbungszahl durch ZZ’:_Ol o' beschrinken, wobei
sich der Beweis lediglich dadurch vom obigen Beweis unterscheidet, dafl wir die In-

duktion nicht tiber d, sondern iiber w fiihren.
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Nun betrachten wir die Klassen der d-dimensionalen Boxgraphen G, die Re-
prisentationen besitzen, so daf} fiir gegebene Konstanten rs, ...,7rq € N gilt:

maﬂ?veV(G)|If| )

fa.i=2..d: - — <7y
mingey (a1}

)

also die Klasse der d-Boxgraphen mit Reprisentationen, in denen das Seitenverhlt-
nis aller Knoten in mindestens allen bis auf die erste Dimension beschrénkt ist. Diese
Klasse bezeichnen wir mit dBOX ;2. rq)-

Lemma 3.13. fir G € dBOX ;5. ... ,q) gilt:

d
X(G) < W@ -1 [[ra+ 1) +1
=2

Beweis: Seien G = (V,E) € dBOX (3, rq) mit w(G) = w und eine entspre-
chende Représentation gegeben. Max; bezeichne die Lange der ldngsten Seite in
Dimension ¢ (mazyev|I¥]), Min; die Linge der kiirzesten.
Auf der Suche nach einem Knoten mit durch eine Funktion in w begrenzbarem Grad
wihlen wir wieder das v mit minimalem maz(I}), wodurch gewihrleistet ist, daf
fiir alle Nachbarn w von v gilt: maz(I7) € I{’. Installieren wir nun in dem d —1 di-
mensionalen Teilraum 7 := maz (1) x R?~! ein Punktgitter, bei dem der Abstand
der Punkte in Dimension ¢ der minimal vorkommenden Seitenlénge aller Boxen in
Dimension i (also Min;) entspricht, miissen alle Boxen der mit v benachbarten
Knoten mindestens einen Punkt des Gitters enthalten. Um dieses zu gewéhrleisten,
muf sich das Gitter nicht iiber den ganzen Teilraum T erstrecken, sondern lediglich
den Schnitt von 7" mit Boz, umfassen. Da wir eine Représentation betrachten, in
der das Verhéltnis von maximaler zu minimaler Seitenldnge in Dimension ¢ durch r;
beschriinkt ist, gilt fiir die Seitenldngen von Boxz, : |I¥| < r; Min; (i =2,...,d).
Also sind die Seitenldngen von Boz, in Dimension i hochstens r; mal so grofl wie
die Abstinde im Punktgitter in Dimension i, das heifit, daB das Gitter, um den
Schnitt von T' und Boz, zu umfassen, nicht mehr als H?:z(ri + 1) Punkte benétigt.
Betrachte z.B das Gitter, das aus dem direkten Produkt der folgenden Punktmen-
gen entsteht:
Pl = {maz(I})}
i=2,..,d: P :={pt | pl =min(I})+ kMin;, k=0,...,1;}.

Da die Boxen, die einen Punkt p enthalten eine Clique bilden, gilt, dafl maximal w
Boxen einen Punkt enthalten kénnen, womit schon mal klar ist, dal die Nachbar-
schaft von v auf w H?:2(r,- + 1) Knoten beschrénkt ist. Da Box, selbst schon fast
alle relevanten Punkte enthélt, ist noch eine Verbesserung moglich. Bozx, enthilt
nur fast alle relevanten Punkte, da die Punkte, die nicht in Box, liegen und zwischen
ihnen und dem Rand von Boz, kein weiterer Punkt des Gitters liegt benttigt wer-
den, um zu garantieren, dafl alle Nachbarn von v einen Punkt des Gitters enthalten.
Dieses Problem konnen wir aber leicht beseitigen, indem wir in den Punktmengen
Pt den Punkt min(IY) + r; Min; durch maz(I}?) ersetzen (sieche Abb. 8).

Nun gilt, dal Boz, alle relevanten Punkte enthiilt (soll heifen: alle Nachbarboxen
von Bozx, enthalten einen Punkt des Gitters, der in Boz, liegt), also kann jeder
dieser Punkte nur noch in maximal w — 1 Nachbarboxen enthalten sein, woraus
dg(v) < (w-1) H?ﬂ(ri + 1) folgt. Da wir fiir alle Induzierten Subgraphen von G
auf analoge Art einen Knoten mit so beschrinktem Grad finden, folgt mit Lemma
2.1: X(G) < (W(G) = 1) [TE,(ri + 1) + 1. O

Nun ist dieses Ergebnis nur fiir kleine r; eine Verbesserung des Ergebnisses von
Ewa Malesinska, die diese Klasse von Boxgraphen (zumindest fiir d = 2) in [16]
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Abbildung 7: Eine mit v benachbarte Box muf einen Punkt des Gitters enthalten

maz(IY) x R?
o o o o o ©
e e+ e Xe e O
maz(I3) > > XX o
e e+ Xe e« O
e e+ Xe e« O
e oKX e Jo O
e o+« XKe + O
e « 0O
Amam(]ﬁ’)

Abbildung 8: Eine mit v benachbarte Box enthilt einen Punkt des modifizierten
Gitters, der in Bozx, liegt
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eingefiihrt hat. In Threm Ansatz wird ein Rechteckgraph in Subgraphen zerlegt,
die ein Seitenldngenverhéltnis kleiner gleich zwei haben, um diese dann in Streifen
aufzuteilen, die je einen Intervallgraphen induzieren. Aufgrund dieser Vorgehens-
weise gibt sie fiir Rechteckgraphen eine Schranke von 3(log2(r) + 1)w an. Auch wir
partitionieren nun die Knotenmenge, so dal das Seitenldngenverhiltnis der Boxen
der Knoten in jeder Teilmenge durch zwei begrenzt ist. Mit obigem Lemma, welches
ja gerade fiir kleine Seitenléingenverhéltnisse gute Werte liefert, erhalten wir (neben
der Verallgemeinerung auf d-dimensionale Boxgraphen) folgende Verbesserung;:

Lemma 3.14. Fir G € dBOX ;.. rq) gilt:

d
X(G) < (T maz{1, [loga(ri)1}) (3% (w(G) = 1) +1)
=2

Beweis: Sei G = (V, E) € dBOX (2, rq), R eine Reprisentation von G. Max;
bezeichne die grofite Seitenléinge in Dimension 4. Die Partitionierung des Graphen
in Subgraphen, deren maximales Seitenverhiltnis kleiner gleich 2 ist, nehmen wir
(kanonisch) wie folgt vor:
fir j; € {1,...,maz{1, [log2(r;)]}} (i = 2,...,d), sei
Max; Max; .
2 S|[lv|<2]1—71, 7/:2,...,d},
wobei im Fall j; = 1 das Kleinerzeichen durch < zu ersetzen ist. G ist nun
vollstéindig in maximal H?:z max{1, [log2(r;)]} Subgraphen aufgeteilt, wobei je-
der dieser Subgraphen zur Klasse dBOX .. ) gehort, also gilt mit Lemma 3.13:

V(jz,...,jd) = {’U ev |

d
X(G) < (H maz{1, [loga(ri)1}) x* (dBOX 2. 2),w(@)),

also
d

x(@) < (H maz{1, [log(ri)1}) (3 H(w(G) = 1) +1).

O

Eine weitere Optimierung der Methode ist noch fiir den Spezialfall méglich, dafl
die Werte r; in einigen Dimensionen gleich eins sind, sich also die Seitenléngen der
Boxen in diesen Richtungen nicht unterscheiden. Dieser Fall wird in Lemma 3.14
nur soweit beriicksichtigt, dal keine Aufteilung des Graphen in diesen Dimensionen
vorgenommen wird. Die Optimierungsmoglichkeit besteht nun darin, die gefunde-
nen Subgraphen nicht pauschal dBOX ;. o) zuzuordnen, sondern dBOX(rzZ,“,T&)
mit r; = min{2,r;}, so da} wir insgesamt haben:

Satz 3.15. Mitdy == |{r; |ri =1, i=2,....d}| gilt:

(TIL, maz{1, [loga(r:)]}) (243414 (w — 1) +1)
(s (ri + 1)) (w —1) +1

Wie oben schon erwéhnt, hatte Ewa Malesinska eine Moglichkeit gefunden,
Rechteckgraphen aus 280X ;) in Intervallgraphen aufzusplitten. Wir werden nun
in einem analogen Verfahren zeigen, dafl es moglich ist, dBoxgraphen, deren Sei-
tenverhéltnisse in mindestens allen bis auf zwei Dimensionen eingeschriankt sind
(dBOX (r,.... ry)), in Rechteckgraphen aufzuteilen und auf diesem Weg eine obere
Schranke fiir die chromatische Zahl dieser Graphen in Abh#ngigkeit von w anzuge-
ben:

X*(dBOX(rZ...md):w) < min {
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Satz 3.16.

d
X (dBOX 1y, oy w) < 372 X*(2BOX, w) Hmam{l, [log2(ri)]}
i=3

Beweis: Sei G = (V, E) € dBOX,, .. ,,) und eine entsprechende Représentation
R fest gewdhlt, Maz; := mazyev|I?|. Wie im Beweis von Lemma 3.14 partitio-
nieren wir zunéchst G in Subgraphen G[V(j,, .. j,)|, deren Seitenléngenverhéltnis in
Richtung 3, ... ,d durch zwei begrenzt ist. Es sei also fiir
Ji € {1, ...,max{1, [log2(r;)1}}, 3 <i <d)

Max; "
2 S TEIRS

Max;
2ji—1 7

Vigssnia) *= fveV: i=3,..,d},

wobei wieder fiir j; = 1 das Kleinerzeichen durch < zu ersetzen ist.

Betrachten wir ein R[V(jgymyj d)] mit Seitenldngenverhiltnis kleinergleich 2 in den
Dimensionen 3, ...,d. Wir partitionieren den Euklidischen Raum in Teilrdume, deren
Breite in Richtung i (3 < i < d) Maz;/2% betrigt, also kleinergleich der minimal
in R[V(js,....ju)| vorkommenden Seitenlénge in Richtung i ist: Fiir [; € Z sei

Max;

<x <(l;+1) R 123,,d}

Max;
Ji

Tg,.opa) == (1, -, ) € R? | 1; 5

Fiir jeden dieser Teilrdume T{;,, . ;,) betrachten wir nun den Graphen, der durch
die Boxen, deren Ecke 'unten links’ in Ty, . ;,) liegt, also durch die Knotenmenge

(I3,---5la)

ooy =10 € Vg, joy | (min(Iy), ..., min(Ig)) € Ty, 10}

induziert wird. Da die Breite des Teilraumes in Richtung i (3 < i < d) kleinergleich
der minimalen Lénge der Intervalle I? fiir v € V, . ;,) ist, gilt:

f. a.v,w € V(l37m7ld) fia.i= 37"'7d : [lv m[lw 75 @7

(435---2da)’

so dafl die Adjazenzrelation in G[V((Jl;;;))] vollstéindig durch einen nichtleeren
Schnitt der Intervalle in Dimension 1 und 2 beschrieben wird. Das heifit, es liegt
ein Rechteckgraph vor.
Da die maximale Intervalllinge in Dimension ¢ héchstens die doppelte Teilraum-
breite in Richtung i betriigt (3 < i < d), kann jede Box nur bis in den {ibernéchsten
Teilraum hineinragen, weshalb Schnitte zwischen Boxen, die zu Teilrdumen gehoren,
die in einer Richtung mindestens zwei Teilrdume zwischen sich haben, unmoglich
sind. Priiz%?e: ) ol
fa.v e V(j3377...77j;1) f.a.v' € Vi

Box, NBoxy 0= f.a.i(3<i<d) : |l; =1} <2

Vereinigen wir nun die Knotenmengen, die Teilrdumen zugeordnet sind, die je einen
Abstand von mindestens 3 in einer Richtung haben, so ist der durch diese Menge
induzierte Subgraph eine disjunkte Vereinigung von Rechteckgraphen, und somit
selbst ein Rechteckgraph. Wir kénnen also G[Vj, . j,] in 3972 Rechteckgraphen

¢l U ylhatdeskatsea) © g ko€ {0,1,2)

(d35--->dd)
€3,... ,€d€EZL

partitionieren. Somit gilt:

X(GVijs.... jn]) < 372X (2BOX,w(G[Vi,....in]))
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Aufsummieren iiber alle G[V(;, . ;] liefert die Behauptung. O

Abschlieflend ist noch Anzumerken, dafl dBOX-Graphen mit eingeschrinktem
Seitenverhéltnis fiir alle bis auf 3 Dimensionen eine Oberklasse von 380X bilden,
also keine Beschriankung des Verhéltnisses von chromatischer Zahl zur Cliquenzahl
gegeben ist.

Eine weitere Moglichkeit, die zu betrachtende Klasse von Boxgraphen einzu-
schrénken, indem man dem Verhéltnis von Seitenléingen eine Schranke zuweist, be-
steht darin, die Seitenlédngen in den d Richtungen jeder einzelnen Box ins Verhiltnis
zu setzen, und dieses Seitenverhéltnis zu begrenzen. Wir betrachten also fiir Kon-
stanten ¢}, c3, ..., cy, ¢4 Klassen von Graphen G, fiir die eine d-Boxrepriisentation
existiert, so daB gilt: f.a.v € V(G), f.a.i =2,...,d: ¢ < |IY|/|I}| < cl. Esist
klar, dafl man durch Strecken bzw. Stauchen der Représentation in Dimension 4 mit
Faktor 1/¢? erreichen kann, daf die untere Schranke immer 1 betréigt. Wir bezeich-
nen mit dBOX (2¢4) also die Klasse von Graphen, fiir die eine dBoxreprisentation
existiert, so daB fiir alle Knoten v gilt: 1 < |[I?|/|I7| < ¢ (i =2,...,d). Sei nun
G = (V,E) € dBOX* D R eine Reprisentation, und begeben wir uns wie-
der auf die Suche nach einem Knoten, dessen Grad wir (in Abhéngigkeit von w)
moglichst klein begrenzen kénnen. Wihlen wir v, so daf |I}¥| minimal ist, konnen
wir folgendes feststellen:

e Alle Nachbarn von v miissen in ihrem ersten Intervall einen Endpunkt des
Intervalls I7 enthalten.

o Esgilt: fLa.w eV |I¥| > |} > |I7| > |I7]/ ¢, also [I7] < ¢; |IP].
Das heifit, daBl die Seitenléinge von Box, in Richtung ¢ hochstens das ¢;-fache
der minimal vorkommenden Seitenléinge in Richtung i (=: Min;) betrigt.

Dadurch ist es uns moglich, ein analoges Verfahren wie im Beweis von Lemma
3.13 anzuwenden. Dieses mal miissen wir lediglich das Punktgitter nicht nur in
dem Teilraum maz(IY) x R¥~! sondern auch in dem Teilraum min(I}) x RI~1
installieren. Es sei also
P1 := {min(I}), max(I})}, und fiir i = 2,...,d sei

= {pl | pi = min(I?) + kMin;, k=0,..,[c;] =1} U {maz(I})}.
Wleder gilt, daf} alle Nachbarboxen von Box, einen Punkt aus szl P? enthalten,
der auch in Bozx, enthalten ist, woraus wir wieder schlieflen kénnen:

d
da(v) < (w =12 ]]([e;1+1)
Mit Lemma 2.1 haben wir also:
d
X(G) <14+ (w—-1)2 H [c;1+1)

Auch dieses Ergebnis konnen wir fiir grofle ¢; wieder verbessern, indem wir den Gra-
phen in Subgraphen partitionieren, in denen die Varianz der Seitenldngenverhilt-
nisse durch 2 beschrinkt ist:

Satz 3.17. Mitd, :=|{c; | ¢; =1, j =2,...,d}] gilt:

. (ennea) oy < mmin J 1T 2@ = DI (e +1)
X (dBOX W) < {(2d13d 1= d12(w—1)+1)H _s,maz{l, [log:(c;)]}
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Beweis Seien G = (V, E) € dBOX(°2»¢4) und eine entsprechende Reprisenta-
tion gegeben.
Wir partitionieren G in Subgraphen, bei denen die Verhiltnisse von Seitenlénge i
zu Seitenléinge 1 in einem Wertebereich liegen, die uns erméglichen, durch Strecken
oder Stauchen der entsprechenden Subreprisentationen zu erreichen, dafy die Sei-
tenldngenverhéltnisse in den gestreckten Subreprisentationen gréflier als eins und
kleiner als zwei sind: Fiir
Ji € {1, ...,max{1, [log2(c))|}} (i =2,...,d) sei

|27

z| Ci

gy G o
Vigaseoia) = {v Y < 17| < o1 i=2,..d}

Ersetzen wir wieder das Kleinerzeichen fiir ¢; = 1 durch <, so stellt dies eine
vollstdndige Partitionierung von V' dar. Strecken wir nun die Représentationen
R[Vijs.... joy] in Richtung ¢ mit Faktor 2/ /¢; gilt fiir diese modifizierten Représen-
tationen R[Vj,,.. j»] @ f.a.v € Vi, . j, fai=2,...,d:1 < |[f|/|I}] < 2.
G[Vijs,....ja)] liegt also in dBOX 22, Beriicksichtigen wir wieder die Fille, dafl
schon in der urspriinglichen Représentation in einigen Dimensionen keine Seitenlén-
genunterschiede im Vergleich zur ersten Dimension bestanden (also ¢; = 1), haben
wir G[Vij,,..jo] € dBOX (20 it ¢ = min{[c;],2}. Mit der schon gefundenen

Schranke fiir dBOX (24 Graphen gilt also
fird, :=={ci |l =1,i=2,...,d}|:

X(GVijs,..jol) <2137 1712(w(G) — 1) + 1

Aufsummieren iiber alle G[V(j,, . ;] liefert:

d
X(G) < 243 42(w(@) — 1) + 1) [] maz{1, [logs(c)])

=2

O

Fiir d dimensionale Quadratgraphen (also Graphen aus dB(’)X(l""’l)) gilt, dafl
sich zwei Boxen nicht eckenfrei schneiden kénnen. Lemma 3.7 besagt somit, daf3
sich diese Graphen in 2¢(w — 1) unabhiingige Mengen zerlegen lassen, also ist fiir
diesen Fall eine Verbesserung um 1 moglich: x*(dBOX 1Y ) < 24(w — 1)

4 Vereinigungen von Intervallgraphen

In diesem Kapitel wollen wir 2 Klassen von Graphen betrachten: Zum einen die
Klasse von Graphen, die durch die Vereinigung von maximal t Intervallgraphen
beschrieben werden konnen, also W!ZNT. Eine natiirliche Reprisentation der Gra-
phen dieser Klasse ist gegeben durch ¢ reelle Achsen Ry, ..., R; und eine V repriisen-
tierende Familie von ¢-Intervalltupeln ((I7, ..., I}))yev, mit I} C R;, wobei die Adja-
zenzrelation in dieser Reprisentation durch die Formel ¢(u,v) = ex.i: I*NIY #(
gegeben ist. Die zweite Klasse von Graphen, die sogenannten Mehrfachintervall-
graphen sind auch das Ergebnis einer Vereinigungsoperation, allerdings nicht im
herkémmlichen Sinn: tMZNT bezeichne die Klasse von Graphen G = (V, E), die
durch Schnittreprisentationen (R, (M, )yev, @) reprisentierbar sind, wobei M, (be-
zeichnet als Mehrfachintervall) aus der Vereinigung von maximal t Intervallen be-
steht, und ¢(u,v) = M,NM, # 0 ist. Aquivalent dazu, und meist besser zu handha-
ben sind die Reprisentationen, die auf ¢-Intervalltupeln (I,),ev beruhen, wobei die
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’Adjazenzformel” dann wie folgt lautet: ¢(u,v) = ex.iex.j: I#NIY # (. Wir wer-
den wieder nach belieben zwischen der Intervalltupel und Teilmengenreprisentation
wechseln, je nachdem, welche gerade fiir unsere Formulierungen am dienlichsten ist.
Die Klasse W!ZNT ist eine Subklasse von tMZNT: wir kénnen eine Repriisentation
eines Graphen aus W'ZN'T in eine Reprisentation fiir tMZNT iiberfiihren, ohne
den zugrundeliegenden Graphen zu verdndern, indem wir die benutzten Bereiche
der Achsen Ry, ..., R; nebeneinander auf einer reellen Achse plazieren. Schnitte von
Intervallen mit unterschiedlichem Index sind somit ausgeschlossen, und die zu die-
ser tMZN'T Darstellung gehorende Adjazenzformel liefert dieselben Kanten wie die
urspriingliche W'ZN'T Darstellung.

v 13 v 172
115 71 Ill 71
V4 Ry

1 14 172

vs s WINT SR
]RQ L) )
® I3

U1 U2

IUS (D) v1 Va U2
e 1 L LD 15

2M —INT :

s s
IZ IZ

Abbildung 9:

4.1 Y (WINT,a), x* EMINT,«)

Mit Lemma, 2.5 1it sich unmittelbar die Schranke w? fiir die chromatische Zahl von
W!ZN'T Graphen angeben. Es lohnt aber die Miihe, etwas genauer hinzuschauen:

Satz 4.1. [6]
X (WINT,w) <X (EMINT,w) < 2t(w — 1)

Beweis: Sei G = (V,E) € tMZN'T. Die bisher hiufig angewandte Methode, die
Existenz eines Knotens mit einem aufgrund seiner Lage in der Reprisentation durch
w ausdriickbaren Grad zu garantieren, scheint hier nicht zu greifen - die Konstella-
tionen, die zu einer Nachbarschaft fiihren sind zu vielfiltig. Anders verhilt es sich,
wenn wir versuchen, eine Orientierung des Graphen zu finden, die einen in Termen
von w begrenzten maximalen Ausgangsgrad liefert: Wir orientieren den Graphen
so, daB gilt: (u,v) € £ = ex.i,j: maz(l}') € I]. Da die Mehrfachintervalle, die
einen Punkt p € R enthalten, eine Clique bilden, kann es fiir das Maximum eines
Intervalls eines Knotens hochstens (w(G)—1) andere Knoten geben, deren Mehrfach-
intervalle dieses Maximum enthalten. Somit gilt fiir den maximalen Ausgangsgrad
des orientierten Graphen: A" (G) < t(w(G) —1). Nicht alle Knoten kommen fiir
einen so hohen Ausgangsgrad in Frage: Betrachten wir den Knoten v, dessen Mehr-
fachintervall M, den maximalen Punkt p aller in der Repriisentation verwendeten
Intervalle enthélt. Das Intervall I, dessen Maximum p ist, kann keinen Beitrag
zum Ausgangsgrad liefern, also gilt: d' (v) < (t — 1)(w(G) — 1) < t(w(G) — 1). Mit
Lemma 2.3 folgt die Behauptung. o

4.2 0 (WINT,w), 0*(tMINT,w)

Nun zur Cliqueniiberdeckungszahl. Zuniichst betrachten wir die Klasse W!ZNT. Da,
das Komplement eines Intervallgraphen in der Klasse der Vergleichbarkeitsgraphen
(VER) liegt, kénnen wir mit Lemma 2.6 x-Schranken von der Klasse der Graphen,
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die als Schnitt von ¢ Vergleichbarkeitsgraphen darstellbar sind als #-Schranken fiir
WIZN'T iibernehmen. Es gilt:

Satz 4.2. [7]
X (MVER,w) < X*(EUQFIVSR, w) < W

Beweis: Sei G = (V, E) = ﬂ:zl G; mit G; € VER. E: sei transitive Orientierung
der Kanten von G;, und E sei eine an ?t angelehnte Orientierung der Kanten aus
G (also E - E:)

Nun Partitionieren wir E in Mengen Ee
mit a € A:={(z1,...,2-1) | & € {0,1}}, wie folgt:

Fiir (u,v) € E sei (u,v) € E* &

v)
w)

)

(ai =1= (U,
v

(a; =0 = (v,

s

. S
fraie{l,... t 1}{ c
Fiir jeden {0,1}-Vektor a ist G[ﬁ“] ein transitiv orientierter Graph, denn fiir
(u,v), (v,w) € E° sind die Kanten uv und vw in jedem der orientierten Gra-
phen G; (i = 1,...,t) entweder als (u,v) und (v,w), oder als (w,v) und (v,u)
vertreten. Da die 61 transitiv orientiert sind, ist in jedem G; auch die gerichtete
Kante (u,w) bzw. (w,u) vertreten. E* ist so konstruiert, dafl es nun auch die
gerichtete Kante (u,w) enthalten muf.

G ist also als Vereinigung von 2!=! Vergleichbarkeitsgraphen darstellbar: G =
Uaea GIE?]. Da die Cliquenzahl eines kanteninduzierten Subgraphen nicht grofier
sein kann, als die des urspriinglichen, folgt mit Lemma 2.5: x(G) < [],c4 X(G[E?]) <
w(@)* O

G 51) G2 G3

. “ .

GECY]  GETY]  GEeD] o)
Abbildung 10: G = G, NGy NGs = GEGD U GELD) U GIEOD U GIE(©0)]

Lemma 2.6 liefert

Corollar 4.3.

1

0*(W'INT,a) <o

Die Suche nach einer Schranke fiir die Cliqueniiberdeckungszahl fiir tMZNT
erweist sich als wesentlich komplizierter, aber immerhin ist es moglich eine solche
Schranke in Abhiingigkeit von der Unabhiingigkeitszahl anzugeben.
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Bei der Untersuchung von geometrischen Repréisentationen von Graphen stofit man
auf Groflen, die sich nur auf eine Repréisentation, nicht aber auf den reprisentierten
Graphen beziehen. Im Kapitel iiber Boxgraphen hatten wir zB die Objekte E’ und
N'(v) betrachtet, die auf speziellen Schnitten von Boxen beruhten, und somit von
einer gegebenen Repréisentation abhingig waren, nicht aber vom zugrundeliegen-
den Graphen. Ein weiteres Beispiel ist die Kreuzungstiefe. Hier ist es moglich, den
Begriff Kreuzungstiefe von der Menge der Représentationen auf die Menge der Gra-
phen zu shiften, indem man die Kreuzungstiefe eines Graphen G als das Minimum
der Kreuzungstiefen aller dBoxeprisentationen von G definiert. Nun wollen wir eine
weitere solche Grofle betrachten, die Transversalzahl:

Definition 4.4. Die Transversalzahl einer Reprisentation R (bezeichnet mit 7(R))
ist die kleinste Zahl n, so dafi eine Menge P von n Punkten des R zugrundelie-
genden Raumes mit der Eigenschaft existiert, daff alle geometrischen Objekte der
Reprisentation einen Punkt aus P enthalten.

Bei Intervall und Boxreprisentationen gilt, daf3 die Transversalzahl gleich der
Cliqueniiberdeckungszahl ist, da jeder Punkt eine Clique induziert, und jede Clique,
also jede Menge sich paarweise schneidender Intervalle bzw. Boxen einen gemein-
samen Punkt enthilt. Bei W!ZN'T und tMZINT Reprisentationen ist das aber
nicht der Fall. Zwar induziert jeder Punkt eine Clique, aber nicht alle an einer Cli-
que beteiligten Intervalltupel enthalten einen gemeinsamen Punkt (betrachte zB die
Clique {v3,v4,v5} in Abb 9). Immerhin kénnen wir feststellen, daf§ die Cliqueniiber-
deckungszahl eines Graphen kleinergleich dem Minimum der Transversalzahlen aller
seiner Repriisentationen ist. Das wollen wir ausnutzen, um eine obere Grenze der
Cliqueniiberdeckungszahl fiir tMZNT Graphen in Abhingigkeit von a anzugeben.
Gesucht ist also eine Schranke fiir die Transversalzahl aller tMZNT Reprisenta-
tionen in Abhi#ingigkeit von a (bezeichnet mit 7*(tMZN T, a)). Grundlegende Idee
unseres Vorgehens ist, eine t M ZN'T Repriisentation im wesentlichen in eine Anzahl
von W!ZN'T Repriisentationen zu zerlegen, indem wir gewissen Partitionierungen
der Reelen Achse die Intervalltupel zuordnen, deren ite Intervallkomponenten im
Abschnitt i der Partitionierung liegen, so dafl in den durch diese Intervalltupel
induzierten Subreprésentationen Schnitte von Intervallen unterschiedlichen Index
unmoglich sind. Das hilft uns natiirlich nur weiter, wenn wir 7*(W!ZN'T, ) ken-
nen. Es gilt:

Satz 4.5. [8]
T WIINT, ) € O(at)

Beweis: siehe Anhang.

Satz 4.6. Fir die Transversalzahl von Mehrfachintervallreprdsentationen gilt:
T*(tMINT,a) <

7 ((t = DYMINT,a) ' 7 (W INT,a) + (t — 1)7*((t = YMINT, )

Beweis: Sei t > 1. Betrachten wir eine tMZNT Reprisentation R, basie-
rend auf der Intervalltupelfamilie ((If, e Iy ))v eV wobei V' eine beliebige Index-
menge ist. Wir kénnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit davon ausgehen,
daf I} links von I}, liegt. (Ausgehend von einer Représentation basierend auf Mehr-
fachintervallen (M, )yev erhalten wir die gewiinschte Intervalltupelreprisentation, indem
wir die Intervalle, aus denen M, besteht von links nach rechts mit I7, ..., Iy bezeichnen.
Besteht M, nur aus t' < t Intervallen, weisen wir den Intervallen I}, 115 If die lee-
re Menge zu.) Betrachten wir nun die (¢t — 1)MZNT Reprisentation, die auf den
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Intervalltupeln basiert, die durch Ersetzen der ersten beiden Intervallkomponen-
ten jedes Tupels (I7,..,I}) durch ihre konvexe Hiille entstehen, also die auf den
(t — 1)-Interhaltupeln (C(I7,I%), 1Y, ..., I¥) =: (I¢,...,I"_,) (v € V) basierende Re-
prisentation. Fir die Unabhingigkeitszahl dieser Reprisentation ist klar, daf} sie
kleinergleich der Unabhéngigkeitszahl der urspriinglichen Représentation ist. Die
Induktionshypothese besagt, dafl es fiir sie eine {iberdeckende Punktmenge P; mit
|Pi| < 7*((t = 1)MZINT,a) gibt. Nun ist diese gefundene Punktmenge natiirlich
noch nicht ausreichend fiir unsere urspriingliche t M ZNT Reprisentation, da der in
M, enthaltene Punkt ja zwischen den Intervallen I7 und I3 liegen kann. Das aber
heiflt wiederum, dafl wir feststellen kénnen, dafl wir die noch nicht durch P, iiber-
deckten Mehrfachintervalle M, in (nicht notwendig disjunkte) Mengen V, (p € P)
aufteilen konnen, so daf fiir u,v € V}, ein Schnitt zwischen den Intervallen I7 und
I¥ unmoglich ist, ndmlich V, :={v e V | M, NP =0, maz(Iy) <p < min(I3)}.

[
p

Abbildung 11: fiir u,v € V,, sind die Intervalle I} und I3 durch p voneinander
getrennt.

Bilden wir nun fiir ¢ = 2,...,t — 1 Mengen P; auf analoge Weise, also als iiber-
deckende Punktmenge der (t — 1)MZNT Représentation, die durch Ersetzen der
Intervallkomponenten ¢ und ¢ + 1 durch ihre konvexen Hiille entsteht, so kénnen
wir V wie folgt aufteilen: zunéchst kénnen wir die Menge aller v abspalten, deren
Intervalltupel schon von Uf;i P; iiberdeckt werden. Fiir den Rest V' gilt:

flaveV' fai=1,.,t—1ex.p€ P :max(ly) <p < min(I{,)

(man beachte daf§ die v, in deren Intervalltupel ein leeres Intervall vertreten ist, zu der
Menge der durch Uf;ll P; iiberdeckten gehoren, so daf diese Fille in vorangehender For-
mulierung nicht beriicksichtigt werden miissen).

Somit 148t sich V' fiir p € X!_| P; in die (nicht notwendig disjunkten) Mengen

Ve={veV'| faie{l,. ., t—1}:max(I}) < p; < min(I} )}

aufteilen, wobei jede durch diese Mengen induzierte Subrepriisentation von R einer
WIZN'T Reprisentation entspricht, da Schnitte zwischen Intervallen unterschiedli-
chen Index unmoglich sind.

Fassen wir unser Ergebnis zusammen: Fiir die durch Uf;i P; tiberdeckten Intervall-
tupel sind maximal (¢ — 1)7*((t — 1) MZN'T, o) Punkte erforderlich. Wir haben die

restlichen Intervalltupel 7* ((t — 1)MINT, c»z)ti1 Mengen zugewiesen, die jeweils
durch 7 (W ZN'T, o) Punkte iiberdeckt werden kdnnen, womit die Behauptung ge-
zeigt ist. o

Neben der trivialen Feststellung 8*(tMZNT,«) < 7*(tMZIN'T, ) haben wir:

Satz 4.7.
O*(tMINT,a) <

7 ((t = YMINT,a) 0" (W INT, ) + (t — 1) 7 ((t — )MINT, q)

Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 4.6 zu fiilhren: Mit demselben Ver-
fahren wie oben erzeugen wir wieder Punktmengen Py, ..., P;_;. Diese Punktmen-
gen nutzen wir wieder zum einen, um schon mal eine Cliqueniiberdeckung fiir die
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Mehrfachintervalle zu generieren, die einen dieser Punkte enthalten (also hochstens
(t—1)7*((t —1)MZINT,a) Cliquen, und zu anderen, um die restlichen Mehrfach-

intervalle so in 7* ((t — 1)MZIN'T, a)til Mengen aufzuteilen, daf die auf ihnen be-
ruhenden Subgraphen in WY ZA'T liegen. Im Gegensatz zum obigen Beweis sind wir
nicht an einer {iberdeckenden Punktmenge, sondern an einer Cliqueniiberdeckung
interessiert, konnen also diese W!ZAT Graphen gleich mit je maximal 8* (WZN'T, «)
Cliquen iiberdecken und erhalten so die Behauptung. O

5 Kreisbogengraphen

Eine weitere Verallgemeinerung von Intervallgraphen sind die Kreisbogengraphen.
Der Unterschied zu den Intervallgraphen besteht darin, daf die Intervalle nicht auf
der reellen Achse, sondern auf einer Kreislinie aufgetragen werden. Die

Klasse der Kreisbogengraphen (XB) besteht also aus genau den Graphen, deren
Knoten sich so durch Kreisbogen reprisentieren lassen, dafl zwei Knoten adjazent
sind genau dann wenn sich ihre entsprechenden Bogen schneiden. Wir gehen in die-
sem Kapitel ohne Einschrinkung der Allgemeinheit davon aus, dafl die Kreisbogen
der Représentation abgeschlossen sind, keine zwei Bogen einen gleichen Endpunkt
haben und kein Bogen die gesamte Kreislinie enthélt. Den (vom Kreismittelpunkt
aus betrachtet) rechten Endpunkt eines Bogens f bezeichnen wir mit re(f), den lin-
ken entsprechend mit li(f). In Kapitel 2 haben wir schon ausgefiihrt, da8 fiir einen
Kreisbogengraphen G die Cliqueniiberdeckungszahl a(G) + 1 nicht iiberschreiten
kann. Da Kreise (C;) eine kanonische Kreisbogenrepriisentation besitzen, ist diese
Grenze schon optimal und wir haben:

Satz 5.1.
0" (KB,a) =a+1

Auch fiir die Chromatische Zahl hatten wir schon die obere Schranke 2w — 1
angeben. Es sei vorweggenommen, daf diese noch nicht optimal ist. Zunichst
wollen wir eine untere Schranke angeben:

Lemma 5.2.
X" (KB,w) > [3/2 w]

Beweis: Wir konstruieren fiir gegebenes w € Neinen |3/2 |-chromatischen Kreis-
bogengraphen wie folgt:
Plaziere 3w — 1 Punkte po, ..., p3,—2 auf der Kreislinie (so daf} die Indizes im Uhr-
zeigersinn ansteigen). Jeder dieser Punkte p; sei nun linker Endpunkt eines Bo-
gens b;, dessen rechter Endpunkt zwischen den Punkten p;i,_1 und p;4., liegt
(Indizes seien modulo 3w — 1). Die Cliquenzahl der so konstruierten Kreisbogenre-
présentation betrigt w: je w aufeinanderfolgende Bogen b;, ..., b1, —1 enthalten den
Punkt p;4,—1 und bilden somit eine Clique, wihrend fiir Bogen b;, b; mit Abstand
i,j >w—1 b;Nb; =0 gilt. Die Unabhingigkeitszahl dieses Kreisbogengraphen
betréagt zwei: die zu b; nicht adjazenten Bogen sind die Bogen b,y ..., bj—,,, wobei
diese wegen ¢ —w =i + 2w — 1 mod 3w — 1 eine Clique bilden. Fiir die Chroma-
tische Zahl des durch diese Kreisbogendarstellung reprisentierten Graphen G gilt
nun: x(G) 2 [n(G)/a(G)] = [(Bw(G) = 1)/2] = [3w(G)/2]. 0

Der im Beweis konstruierte Graphen macht desweiteren deutlich, dafl es unmog-
lich ist, die schon gefundene x-Schranke 2w — 1 mit Lemma 2.1 (also auch nicht mit
Lemma 2.3) zu verbessern: der konstruierte Graph ist (2w — 2)-regulir, also konnen
wir fiir die Klasse der Kreisbogengraphen keine den minimalen Grad beschrankende
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Abbildung 12: (2w — 2)-regulidrer Kreisbogengraph mit x(G) = |3w(G)/2]

Funktion finden, die kleiner als 2w — 2 wire, also auf eine chromatische Zahl kleiner
als 2w — 1 schlieflen lassen konnte.

Schon 1980 hat Karapetian in [11] gezeigt, daf} die untere Schranke [3/2 w] auch eine
obere Schranke fiir die Chromatische Zahl der Kreisbogengraphen darstellt. Aller-
dings ist seine Arbeit nie aus dem russischen iibersetzt worden, so daf sein Ergebnis
in der 'westlichen Wissenschaft’ bis zum heutigen Tage weitestgehend unbemerkt
blieb. So wird Karapetians Ergebnis z.B. in [9] und [10] als unbewiesene Vermu-
tung vorgestellt, es wurden Arbeiten geschrieben, die schlechtere obere Schranken
bewiesen und selbst der erst 1996 erschienene Aufsatz [17] bezieht sich lediglich auf
die aus dem Jahre 1975 stammende Arbeit [19]. In dieser beweist Tucker die obere
Schranke |3/2 w] fiir eine Teilklasse der Kreisbogengraphen, ndmlich fiir die Klasse
von Graphen, die eine Kreisbogenreprisentation besitzen, in der die gesamte Kreis-
linie nicht durch weniger als vier Bogen iiberdeckt wird. (Auch fiir diese Subklasse
der Kreisbogengraphen ist die Schranke [3/2 w| scharf: die im Beweis von Lemma
5.2 konstruierten Graphen besitzen die gewiinschte Eigenschaft). Gyérfds hat in
[7] Karapetians Ergebnis zitiert und festgestellt, daf sein Beweis eine Anleitung fiir
einen approximativen Firbungsalgorithmus mit quadratischem Laufzeitverhalten
liefert. Das dem im folgenden vorgestellten Beweis zugrundeliegende Fiarbungsver-
fahren wurde in seinem wesentlichen Punkt (der Aufsplittung des Verfahrens in eine
w und eine w/2 Firbung) durch Formelfragmente aus Karapetians Arbeit inspiriert,
und wird uns als Anleitung fiir einen O(n log(n)) Algorithmus dienen.

Satz 5.3.
\*(KB,w) = 3/2 w]

Beweis Seien G = (V, E) € KB mit w(G) = w und eine KB-Reprisentation R
mit zugrundeliegender Bogenfamilie (f,),ev gegeben. Mit d(R) bezeichnen wir die
maximale Anzahl von Bégen, die einen gemeinsamen Punkt der Kreislinie enthalten.
Da Bogen, die einen gemeinsamen Punkt enthalten, eine Clique bilden gilt: d(R) <
w. Zunéchst wéhlen wir einen beliebigen Punkt p der Kreislinie. Wenn wir im
folgenden sagen Punkt x liegt rechts von Punkt y bzw. x ist gréfler als y, so meinen
wir damit stets, dal, wenn wir die Kreislinie beginnend bei p im Uhrzeigersinn
entlangwandern, wir zuerst auf y, anschlieend auf z treffen werden.

Es sei d, die Anzahl von Bogen, die p enthalten, und C' = {ci,...,cq, } die Menge
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der Knoten, deren Bégen p enthalten, wobei fiir ¢ < j gelte: re(f.,) liegt rechts von
re(f.,).

Das Farben des Graphen geschieht nun in zwei Schritten: Zunéchst firben wir
den Graphen G[V \ C] durch den First Fit Algorithmus mit Farben aus N\CF,
Als Eingabeordnung wéhlen wir (vy,...,v,,), wobei die Indizes so gewihlt sind,
daB [p,li(fv,)] minimal ist und fiir ¢ < j gilt: li(f,,) liegt links von li(f,;) (wir
starten also bei p, wandern im Uhrzeigersinn die Kreislinie entlang und firben in
der Reihenfolge, in der wir auf die Bogen stoflen). A bezeichne die Menge der
mit einer Farbe < |d(R)/2] gefarbten Knoten. Alle anderen Knoten betrachten
wir wieder als ungefiirbt - ihnen wird ihre endgiiltige Farbe erst im zweiten Schritt
des Farbungsverfahrens zugewiesen. Fiir die Knoten, denen im ersten Schritt eine
Farbe grofer als |d(R)/2] zugewiesen worden ist (also den momentan als ungefiirbt
betrachteten Knoten, die nicht in C' liegen), gilt, da# der linke Endpunkt ihres
Bogens in [d(R)/2] Bogen von Knoten aus A liegt (sonst wéren sie mit einer Farbe
< [d(R)/2] gefarbt worden. Die Menge der Knoten aus A, deren Bogen den linken
Endpunkt des Bogens eines Knotens v aus V' \ (A U C) enthalten, bezeichnen wir
mit A(v).

Im zweiten Schritt des Firbungsverfahrens firben wir den Graphen G[V \ A] und
benutzen dafiir wieder den First Fit Algorithmus mit Farben aus N>L4(R)/2] " Als
Eingabeordnung der Knoten wéhlen wir (c1,...,¢q,, w1, ... ,w;), wobei [re(fw,),p]
minimal ist und fiir ¢ < j gilt: re(fy,) liegt rechts von re(fy;) (wir starten also
mit ¢y, ..., ¢q,, anschlieflend wandern wir die Kreislinie beginnend bei p gegen den
Uhrzeigersinn entlang).

Wir werden nun zeigen, dafl der zweite Schritt des Farbungsverfahrens mit w Farben
auskommt, woraus wir dann wegen d(R) < w auf die |3/2 w| Farbbarkeit von G
schlieflen kénnen. Zuvor fithren wir noch ein Bezeichnungsschema ein:

B, bezeichne die Menge der Knoten aus V'\ A, deren Bégen den Punkt ¢ enthalten,
B! die Knoten aus V' \ A, die mit Farben aus I gefirbt worden sind, und B/ sei
B,NnB!

Sei m die Anzahl der im zweiten Firbungsschritt verwendeten Farben, und nehmen
wir an, m sei grofer als w. vy sei der Knoten mit maximalem rechten Endpunkt
unter allen mit m + |d(R)/2] (also mit maximaler Farbe) gefdrbten Knoten.

Die Lage der Endpunkte des Bogens f,, l&8t sich nun ziemlich genau prézisieren.
Da die Lage des linken Endpunkts aber fiir den weiteren Beweis keine Rolle spielt,
widmen wir uns dem rechten. Es gilt, dafl kein Bogen eines Knotens, der nicht in
A oder C liegt, rechts vom Bogen von vy liegen kann, also:

() : fa.0 e VA (CUA): li(fy) € [p,re(fu,)]

Beweis (1): Nehmen wir wiederum an, dies sei nicht der Fall und wihlen wqy aus
V\ (AUC) so daB [re(fuv,), li( fw,)] minimal ist.

Die Menge By;(s,,) kann maximal [d(R)/2] Knoten umfassen, da auch die Bégen
der |d(R)/2] Knoten aus A(wg) den Punkt li(f,,) enthalten. Es gibt also minde-
stens m — [d(R)/2] > [d(R)/2] Farben aus dem zweiten Farbungsschritt, so daf§
kein Bogen der mit diesen Farben gefiirbten Knoten den Punkt li(f,,) enthélt. Be-
zeichne nun I die Menge dieser Farben. Zusétzlich enthalte I auch die Farbe von
wo, also I := {i € {1+ |d(R)/2],...,m + |d(R)/2]} | B,{;(}}wo) = 0} U {col(wo)},
11> [d(R)/2] +1.

Nicht fiir alle Farben ¢ € I existiert ein mit i gefirbter Knoten, dessen Bogen re( fy,)
enthalt:

Sei v der Knoten aus Bfe( fop) \ € mit maximalem linken Endpunkt. Die Exi-

stenz eines solchen Knotens ist gesichert, da v selbst in Bfe( o) \ C enthalten ist
vo

(col(vo) = m + |d(R)/2] € I aufgrund der Wahl von v als Bogen aus Bim+Ld(R)/21}
mit maximalem rechten Endpunkt, und vo ¢ C, da die Knoten aus C mit Farben <
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dp+[d(R)/2] < m+ |d(R)/2] gefirbt worden sind). Aufgrund der Wahl von v miissen
alle Bogen von Knoten aus Bfe( foo) \C' den linken Endpunkt von f, enthalten. Auch

die Bogen der Knoten aus B{,e(f ) N C' enthalten diesen Punkt, da sie den ganzen
vo

Bereich [p,re(fy,)] iiberdecken (ansonsten miifiten sie, um re(fy,) zu enthalten auch
li(fw,) enthalten). Also ist li(f,) in mindestens |B{,e(f )| + |A(v)| Bogen enthalten,
vo

: F :
oo Fuweo |
p p

Abbildung 13: li(f,) ist in allen Bogen der Knoten aus Ba{e(fvo) enthalten

WOraus |B£8(fv0)| < [d(R)/2] folgt. Da |I| > [d(R)/2] + 1 gilt also, daf nicht fiir
alle Farben ¢ aus I ein mit ¢ gefirbter Knoten existiert, dessen Bogen den rechten
Endpunkt von f,, enthélt.

Sei i € I maximal so gewihlt, I>" := {j € I | j > i}. Fiir die Knoten aus
B{ e(Fug) gilt (aufgrund der Wahl von I), daf die rechten Endpunkte ihrer Bogen in

[re(fuo)s1i(fuw,)) liegen. Dieser Bereich wird von keinem Bogen eines mit i gefirbten
Knotens geschnitten (Bogen von mit i gefirbten Knoten enthalten weder re(f.,) noch
li(fwo), und aufgrund der Wahl von wo kénnen sie auch nicht zwischen diesen Punkten
liegen). Die Bogen der Knoten aus BZ:(}W) miissen also mit ihrem linken Ende in

[p,re(fe;)] liegen (und somit in f, fiir j <), da sie sonst nicht mit einer Farbe > i
geférbt worden wéren. Das aber ist unmdoglich:

Sei v der Knoten aus B{:(vao) \ C, mit maximalem linken Endpunkt. Mit analoger
Argumentation wie oben existiert dieser, und der linke Endpunkt seines Bogens
liegt in allen Bogen der Knoten aus B{,:(lfuo) U A(v) U{cy,...,ci}. Da |Bf,e>(lfuo) U
{c1, .., ¢} > [I| > [d(R)/2] + 1, ist li(v) in mindestens d(R) + 1 Bogen enthalten,
was der Definition von d(R) widerspricht, womit (T) gezeigt ist.

Nun betrachten wir die wie folgt konstruierte Mengenfamilie (C;)ieq1,... ,m}:

Cpm :={vo}, und fiir i € {1,...,m — 1} sei

o - Cit1 U{c} falls i < d, und Cjy1 U {¢;} eine Clique ist,
) Ciga UBiz?}E}‘z()R)/ZJ} sonst.

Wir zeigen durch Induktion iiber ¢, daf fiir i = 1,... ,m C; eine (m —i+1)-Clique
ist: Fiir ¢ = m ist nichts zu zeigen, sei also i < m.

Wir betrachten die Menge C; und unterscheiden die Moglichkeiten ihrer Konstruk-
tion:

1. C; = Cix1 U{¢;}: Aufgrund der Konstruktion miissen wir nur noch ausschlie-
Ben, daB, wenn C;11 U{¢;} keine Clique ist, Bf;?ftd()m/ 2} aus c¢; besteht. Das
vo
ist aber klar, denn wenn ¢; re(fy,) enthilt, kann es keinen Knoten in Cjyq
geben, mit dem ¢; nicht benachbart wire.

_ {i+[d(R)/2]},

2. C; = CiJrl U Bre(fuo) :
(a) @ > dp: Da Cjy; keinen Knoten aus C enthalten kann, enthalten alle
Bogen der Knoten aus Cjq den Punkt re(f,,). Wir miissen also nur
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zeigen, daf Bié?ftvi()m/ 21} nicht leer ist. Das gilt, da vy nicht mit ¢ +

|d(R)/2] gefirbt wurde und daher ein mit i+ |d(R)/2] gefarbter Knoten
existieren muf, dessen Bogen re(f,,) enthilt.

(b) i < dp: Da zwar Cjyq eine Clique ist (IH), nicht aber Ci11 U {¢;}, muf}
ein v € Cy41 \ C existieren mit f, N f., = . Sei v so gewéhlt.
f» hat mit allen Bogen der Knoten aus C;+1NC' einen nichtleeren Schnitt.
Wir kénnen sogar feststellen, dafl re(f,, ) in allen diesen Bogen liegen mufl:
gibe es ein ¢ € C;11 NC mit re(fy,) ¢ feo und li(f,) € f., wiirde (aufgrund
der gewihlten Indizierung der Knoten aus C) li(f,) € f., folgen.
Da v nicht mit 7 + [d(R)/2] gefirbt wurde, muf} re(f,) in dem Bogen
eines mit i+ |d(R)/2] gefdrbten Knoten liegen, und dieser mufl wegen (})

auch re(fy,) enthalten. Sei v; so gewihlt, also () # sz?‘flvﬂfl)()R)/ﬂ} = {v;}.

re(f,) liegt also in f,, und in den Bogen aller Knoten aus Cjiq N C.
Daraus folgt, da8 auch f,, einen nichtleeren Schnitt mit den Bogen aller
Knoten aus C;11 N C hat. Da die Bogen der restlichen Knoten aus C;41
genauso wie f,, den Punkt re(fy,,) enthalten folgt mit der Induktionshy-
pothese, dafl C; eine (m — i + 1)-Clique ist.

fci ‘ fvi : fCi 3

o 3 ye

p p

Abbildung 14: re(f,) mufl in f,, und allen Bogen der Knoten aus C;+; N C' liegen

Fiir C7 bedeutet dies aber, dafl C; eine m-Clique ist, was mit unserer Annahme
m > w im Widerspruch zu w = w(G) steht. O

Betrachten wir nun eine algorithmische Umsetzung des im Beweis von Satz
5.3 beschriebenen Farbungsverfahrens. Die beiden Férbungsschritte der Procedure
"KBfirbung’ sind angelehnt an die tibliche Umsetzung des First Fit Farbungsalgo-
rithmus fiir Intervallreprisentationen. Da im ersten Schritt nur die Bogen, die
den Punkt p nicht enthalten gefirbt werden sollen, mufl der Algorithmus diese von
Bogen unterscheiden kénnen, die p enthalten. Das wird realisiert, indem gepriift
wird, bei welchem Endpunkt der Algorithmus zuerst auf den Bogen stofit: Ist es
der rechte Endpunkt des Bogens, mufl der Bogen p enthalten, ist es der linke, kann
er p nicht enthalten. Parallel zur Firbung wird in der ersten repeat-Schleife

e eine nach rechten Endpunkten sortierte Liste der p enthaltenden Bogen erstellt
(C-Liste)

e bei den p nicht enthaltenden B6gen notiert, in wievielen p enthaltenden Bégen
ihr linker Endpunkt nicht liegt (C-iiberlagerung(bogen)). Dazu wird in Ccount
mitgezihlt, wieviele rechte Endpunkte p enthaltender Bégen passiert werden.
(Mit dieser Information kann im zweiten Farbungsschritt in konstanter Zeit
ermittelt werden, mit welchen 'C’-Bogen der zu firbende Bogen durch die
Lage seines linken Endpunkts benachbart ist)

e die maximale Anzahl von Bégen ermittelt, die einen gemeinsamen Punkt ent-
halten (maxdick). Dazu wird die Variable dicke bei erreichen eines linken
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Endpunkts um eins erhoht, bei erreichen eines rechten Endpunkts um eins
erniedrigt. Es ist klar, daf} dicke, wenn es mit der Anzahl p enthaltender
Bogen initialisiert wird, immer die Anzahl der Bégen angibt, die den Bereich
zwischen dem aktuellen und dem rechts nachfolgenden Punkt enthalten. Da
aber die Anzahl p enthaltender B6gen noch nicht bekannt ist, wird dicke mit
0 initialisiert. Um nun den gesuchten Wert zu ermitteln, muf3 nur noch nach
Beendigung der ersten repeat-Schleife die Anzahl der p enthaltenden Bogen
(Ccount enthélt nun diesen Wert) zum maximal angenommenen Wert von
dicke addiert werden.

Nachdem im zweiten Schritt die p enthaltenden Bogen gefirbt worden sind (Zeile
38), unterscheidet er sich vom Féarbungsalgorithmus fiir Intervallgraphen nur darin,
dal darauf geachtet werden muf}, dal auch der linke Endpunkt eines Bogens in
einem schon gefirbten (p enthaltenden) Bogen liegen kann. Da wir in der ersten
repeat-Schleife notiert haben, in wievielen p enthaltenden Bégen der linke Endpunkt
nicht liegt, kénnen wir nun, da wir die Anzahl der p enthaltenden Bégen kennen
(Ccount), berechnen, in wievielen der linke Endpunkt liegt (Cblock). Da die p ent-
haltenden B6gen nach absteigenden rechten Endpunkten gefirbt wurden, kénnen
wir aus dieser Information die durch die Lage des linken Endpunkts 'blockierten’
Farben ermitteln: es sind die Farben < |maxdick/2] + Cblock.

Die Laufzeitanalyse liefert eine Laufzeit in O(nlog(n)): die Erstellung einer sortier-
ten Endpunktliste (Zeile 2) benotigt O(nlog(n)) Zeit. Die beiden repeat-Schleifen
werden 2n mal durchlaufen, wobei alle darin enthaltenen Anweisungen bis auf das
finden der kleinstmdoglichen Farbe (O(log( Anzahl benutzter Farben))C O(log(n)))
in konstanter Zeit realisierbar sind. Zeilen 4, 36 und 38 bendtigen O(n), der Rest
konstante Zeit.

1 procedure KBfirbung(R);

2 L « sortierte Ringliste von Endpunkten der Bégen aus R;
3  p:=Punkt aus L;

4 while p ist linker Endpunkt do p :=nextright(p) endwhile;
5 rem l.Farbungsschritt

6 colours:= N\{O};

7  C-Liste :=leere Liste;

8  Ccount :=0;

9  dicke := 0;

10  maxdick := 0;

11 punkt := p;

12 repeat

13 bogen :=bogen(punkt);

14 if punkt ist linker Endpunkt von bogen then

15 dicke := dicke + 1;

16 mazdick :=max(mazdick, dicke);

17 if bogen noch nicht besucht then (p ¢ bogen)
18 markiere bogen als besucht;

19 farbe(bogen):=min(colours);

20 colours := colours \ {farbe(bogen)};

21 C-iiberlagerung(bogen):=Ccount

22 endif

23 else

24 dicke := dicke — 1;

25 if bogen noch nicht besucht then (p € bogen)
26 markiere bogen als besucht;

27 Ccount := Ccount + 1;

28 fiige bogen vorne in C-Liste ein

29 else

30 colours := colours U {farbe(bogen)};
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31 endif

32 endif;

33 punkt :=nextright(punkt)

34 until punkt = p;

35  maxdick := maxdick + Ccount;

36 losche Farbungen > |mazdick/2];

37 rem 2.Farbungsschritt

38 fiarbe C-Liste in gegebener Reihenfolge mit Farben |maxzdick/2] +1,...
., lmazdick/2| + Ccount;

39 colours := N~ lmazdick/2] +Ccount;

40 punkt :=p;

41 repeat

42 bogen :=bogen(punkt);

43 if punkt ist rechter Endpunkt then

44 if bogen ist ungefirbt then

45 Cblock := Ccount—C-iiberlagerung(bogen);
46 farbe(bogen):=min(colours™ Lmaezdick/2]+Cblocky.
47 colours := colours \ {farbe(bogen)}

48 endif

49 else

50 if farbe(bogen) > |mazdick/2| then

51 colours := colours U {farbe(bogen)}

52 endif

53 endif;

54 punkt :=nextleft(punkt)

55 until punkt = p;

Satz 5.4. Die Procedure KBfirbung firbt eine Kreisbogenreprasentation R in O(nlog(n))
Zeit mit mazimal [1/2 d(R)| + w(R) < [3/2w(R)]| Farben.
(d(R) bezeichnet die mazimale Anzahl von Bégen aus R mit nichtleerem Schnitt.)

Abschlieflend sei noch ein typisches Anwendungsgebiet von Kreisbogenfirbungen
erwdhnt: Sceduling-Probleme von sich zyklisch wiederholenden Prozessen. Man be-
trachte zB die Speicherplatzzuweisung fiir Computerprogramme. Mithilfe der Pro-
cedure KBfirbung ist es nun moglich, Compiler zu bauen, die in akzeptabler Lauf-
zeit den Variablen aus zyklisch ablaufenden Programmkomponenten Speicherplatz
so zuweisen, daf} der insgesamt fiir die zyklische Programmkomponente reservierte
Speicherplatz hochstens 1,5 mal so grof) ist, wie der minimal benétigte.

6 Anhang

6.1 weitere Schranken

Einheits-Kreisscheiben-Graphen

EKS bezeichne die Klasse der Graphen, die durch Kreisscheiben in der Ebene mit
einheitlichem Durchmesser so représentierbar sind, dafl zwei Knoten genau dann
adjazent sind, wenn sich ihre Kreisscheiben schneiden. Es gilt:

3
S0 < XT(EKS,w) <3w—2  [1§
Schnitt-Kreisscheiben-Graphen
SKS bezeichne die Klasse der Graphen, die durch Kreisscheiben in der Ebene mit

beliebigem Durchmesser so reprisentierbar sind, daf§ zwei Knoten genau dann ad-
jazent sind, wenn sich ihre Kreisscheiben schneiden. Es gilt:

|20 SX'(SKS,w) <60 —6 3]
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Containment-Kreisscheiben-Graphen

CKS bezeichne die Klasse der Graphen, die durch Kreisscheiben in der Ebene mit
beliebigem Durchmesser so reprisentierbar sind, daf§ zwei Knoten genau dann ad-
jazent sind, wenn die Kreisscheibe mindestens eines Knotens den Mittelpunkt des
anderen Knotens enthélt. (Fiir Einheitskreisscheiben besteht kein Unterschied zwi-
schen den Graphenklassen, die durch die Schnittformel bzw. durch diese ’Contain-
ment’-formel beschrieben werden. Fiir variable Durchmesser gilt: CKXS ¢ SKS).
Es gilt:

ngj < x"(CKS,w) < 6w —6 [16]

Doppel-Kreisscheiben-Graphen

DICS bezeichne die Klasse der Graphen, deren Knoten so durch je zwei Kreisschei-
ben mit identischem Mittelpunkt représentierbar sind, dafl zwei Knoten genau dann
adjazent sind, wenn mindestens die gréfere Kreisscheibe eines Knotens die kleinere
Kreisscheibe des anderen Knotens schneidet. (R = (]RZ, (mv,dv,Dv)vev,QS) mit
m, € R?, d, < D, € R und ¢(v,w) = |my,my| < %mam{dv + Dy, dy + D, }
(Jmy, my| ist der euklidische Abstand der beiden Punkte)). Es gilt:

ngJ < X" (DKS,w) <33w—-1)—2  [16]

Convexe-Polytop-Graphen

CP(nmxk)y (m > k) bezeichne die Graphen, die durch Schnittreprésentationen von
convexen Polytopen im n-dimensionalen Euklidischen Raum mit Kanten parallel
zu maximal k£ von m vorgegebenen Richtungen repriisentiert werden kénnen. (zB
dBOX g C,P(d’d@)). Es gllt

n,k>3:  CP(nm,k)ist nicht x-beschrénkt [3]

* m 2k
X (CP(Z:m7k)vw) < 4<k>kw( 3)t1 [3]

Kreis-Graphen

K bezeichne die Klasse der Graphen, die durch Schnittreprisentationen von Sehnen
eines Kreises représentiert werden kénnen (alternativ: durch Intervallrepriisenta-
tionen mit ¢(u,v) = I, NI, ¢ {0, I,,, [,} ). Es gilt:

0" (K,a) € O(alog(a)) [14]
x*(K,w) € 0(2%)  [19]
X"(K,2)=5  >:[1], <:[14]

Polygon-Kreis-Graphen

PK bezeichne die Klasse der Graphen, die durch Schnittrepriisentationen von con-
vexen Polygonen reprisentiert werden kénnen, wobei die Kanten der Polygone aus
Sehnen eines Kreises bestehen. Es gilt:

0" (PK,a) € O(alog(a)) [15]
X (PK,w) € O(2¥) [15]

Definition 6.1. Fiir eine Menge M von Graphen bezeichne G(M) die Klasse der
Graphen, die keinen der Graphen aus M als induzierten Subgraphen enthalten.
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R(p, q) bezeichne die Ramseyzahl von p und ¢, S, den ’Sterngraphen’ auf n
Knoten (S, = ({v1,...,0n},{ v1v; | 1 <i < n})). P, den 'Pfadgraphen’ auf n
Knoten, mK,, die disjunkte vereinigung von m vollstindigen Graphen auf n Knoten,
und G & H den Graphen (V(G)UV(H), E(G)UEH) U {vw | v e V(G), w €
V(H)}). Es gilt:

Rn—-1Lw+1)-1
n—2

<X(G({Sn})w) SR(n—1Lw)  [7]

R(|n/2],w+1)—1
[n/2] -1
X*(G({mKs}),w) € O™ 1) [20]

<X(G{UPD),w) S (n =170 (7]

R(4, w;—l) 1 G ) < R(4,w+1)-;2R(3,w+1) o1
R(3, w2+1)—1 <GP+ K, w) < R(3,w+;)+w—2 7
w <X (GUP +2K1}),w) < <“’;1> tw-1 7]

X (9({8s,Sa}),w) = [3/2w]  [7]

{3 fiir w =2

fir € {Ps + K1, K> + 2K} gilt: X" (G{F, F),w) = w  sonst

[7]

X (K13, K5 —e}),w) <w+1 [12]
X*(g({K1,3;(K2+K1)@K2});w) <w+1 4]
fiir jeden Baum 7" mit Radius 2 ist G({T'})x-beschrinkt [13]

6.2 Beweis von Satz 4.5

Satz 4.5 lautet;:

™ (WINT, ) € Oal)

Beweis ([8]): wir zeigen: 7 (W!IZNT,a) < (a+ 1) (W LINT, (@ + 1)t —1) +
Induktion iiber ¢

Fiir ¢t = 1 ist W' ZN'T die Klasse der Intervallgraphen, also 7* (W!ZN'T, a) = a.

t > 1: Um die Induktionshypothese zur Anwendung zu bringen, miissen wir W:ZNT
Repriisentationen mit W' ZN T Reprisentationen in Verbindung bringen. Sei R ei-

ne W'ZN'T Reprisentation mit zugrundeliegender Intervalltupelfamilie ((I R )) vV

(V bel. Indexmenge), und a(R) = a. Es bezeichne R % die W' !ZN'T Repriisen-
tation, die durch die (¢ — 1)Intervalltupelfamilie ((I7, ..., Iy, I% 1, .., Itv))veV’ also
durch Weglassen der i-ten Intervallkomponenten aus R induziert wird. Man be-
achte, daf R~% im allgemeinen keine induzierte Subrepriisentation von R ist (sie
unterscheidet sich von R dadurch, daff ihr einige ’Kanten’ fehlen). Zwar stellt
eine iiberdeckende Punktmenge einer Reprisentation R~ auch eine iiberdecken-
de Punktmenge fiir R dar, da aber das Verhiltnis von a(R) zu a(R!) keinen
Schranken unterworfen ist (man betrachte zB die Vereinigung von K,, und K,,
mit Unabhéngigkeitszahl 1, aus der nach Streichen der ersten Komponente wieder
K, wird), ist eine kanonische Anwendung der Induktionshypothese ausgeschlossen.
Wir werden zeigen, daf} es eine Moglichkeit gibt, R in eine von a abhéingige Anzahl
von Subreprisentationen H; zu zerlegen, die die Eigenschaft haben, daf§ die Un-
abhéngigkeitszahlen der Représentationen H; ! durch einen Term in a beschrinkt
sind. Letzteres (a(H; ') < f(a)) wird in der unten vorgenommenen Aufteilung von

35



R per Konstruktion gelten, so dafl der Schliissel des Beweises darin liegt, zu zeigen,
daf3 die Anzahl der Subreprisentationen, in die wir R zerlegen werden, durch «
ausdriickbar ist. Dazu benotigen wir folgendes

Lemma 6.2. Fira, t € NseienRy,... ,Rq WINT Reprisentationen mit a(R;) >
af. Es gilt: Man kann aus jedem R; ein tIntervalltupel I! so wihlen, daf der durch
die Intervalltupel I', . .. | I% reprisentierte W.INT Graph isomorph ist zu K, (d.h.,
diese Intervalltupel sind in jeder Komponente paarweise disjunkt)

Beweis: Ohne Einschrinkung der Allgemein.heit basiere (fir j = 1,...,a) R;
auf einer unabhdingigen t-Intervalltupelfamilie (Ii)kzl,... .ot, wobei die Intervalltupel
so indiziert seien, daf} fiir ky < k; die erste Intervallkomponente des Tupels Ifgo (be-

zeichnet mit (Iio)l) links von der ersten Intervallkomponente des Tupels Iil liegt.
Induktion iiber ¢:

t = 1: Es liegen Intervallgraphen vor, also miissen wir nicht zwischen den Kompo-
nenten der Intervalltupel unterscheiden und schreiben einfach Ij statt (I});. Die
gewiinschte Menge unabhingiger, also paarweise disjunkter Intervalle konstruieren
wir, indem wir eine geeignete Indizierung ji, ... ,j» der Représentationen angeben
und ausR;j, das Intervall I}* wihlen.

Es sei j; der Index der Représentation, deren Intervall [{1 den minimalen rechten
Endpunkt unter den Intervallen If j=1,...,a hat.

Fiir k = 2,... ,a betrachten wir die Intervallmengen {I7 | j € {1,...,a}\{j1, .-, jr—1}}
und weisen ji den Wert zu, so dal max ([ ,Z") minimal ist. Die Intervalle der so kon-
struierten Intervallmenge {I,{’c | Kk =1,...,a} sind paarweise disjunkt: wiirden sich
Intervalle Ig’“ und Ilj’ (OE k < 1) schneiden, miifite, da Ig’ nach Ubereinkunft links
von Ilj’ liegt gelten: max(Ii’) < maaz(],{,"“), was der Wahl von j; widerspréche.

t > 1: Die Induktionshypothese trifft eine Aussage iiber W*~'ZNT Reprisentatio-
nen. Wir sind durch sie in der Lage festzustellen, dafl wir aus den Représenta-
tionen Ry',... ,R;! je ein (¢ — 1)Intervalltupel entnehmen konnen, so daf diese
Tupel einen unabhingigen W' "1ZN'T Graphen induzieren. Diese Unabhiingigkeit
des Graphen geht natiirlich im allgemeinen verloren, wenn wir die ausgewihlten
(t — 1)Tupel wieder mit ihren ersten Komponenten versehen, es sei denn, wir
schrinken uns bei der Wahl der unabhiingigen (¢ — 1)Tupel so ein, dafi wir ga-
rantieren kénnen, dafl die zugehorigen Intervalle der ersten Komponente paar-
weise disjunkt sind. Das ist moglich: Fir 7 = 1,...,« bilden wir von jeweils
o' ! aufeinanderfolgenden Intervallen der ersten Komponente ihre convexe Hiille:
Y] = [min((I(]k_l)at,1+1)1),mam(([iat,l)l)] (k =1,...,a) (es sei daran erinnert,
daB wir davon ausgehen, dafl (If )1 links von (Iz-j_‘_l)l liegt). Die Intervallmengen
Y/ = {Yk] | k =1,...,a} induzieren unabhiingige Intervallgraphen der Miichtig-
keit «, so daB wir mit der Induktionshypothese fiir t = 1 aus jeder dieser Mengen

ein Intervall Yli so wihlen konnen, dafl die gewihlten Intervalle paarweise disjunkt

sind. Wenden wir nun die Induktionshypothese nicht auf Rj_l (j=1,...,a), son-
dern auf die Teilreprisentationen, die nur auf den (¢ — 1)Intervalltupeln basieren,
bei denen die erste Komponente des entsprechenden tIntervalltupels in Yli liegt
an (die Voraussetzungen sind erfiillt da jeweils a!~! Intervalltupel mit ihrer ersten
Komponente in YZZ liegen), sind auch die ersten Komponenten der (durch die IH
erhaltenen (¢ — 1)Tupel entsprechenden) tTupel paarweise disjunkt. O

Fortsetzung Beweis Satz 4.5
Nun zur Zerlegung von R in Subreprisentationen #;. Wie angekiindigt, flieit
die Forderung a(?—[;l) < f(a) als Kriterium in die Konstruktion mit ein, wobei wir
f(a) :== (a+1)!=1 —1 withlen. Ein weiteres Kriterium fiir die Partitionierung ist die
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Lage der ersten Intervallkomponenten, und zwar werden wir parallel zur Konstrukti-
on der Subreprésentationen H; eine R; partitionierende Punktmenge konstruieren,
so daf} die ersten Intervalle von Tupeln aus verschiedenen Subrepréisentationen #;
in verschiedenen Abschnitten von R; liegen. (p,q) bezeichne ein offenes Intervall.
Po = —0OQ.

Hy :=R[{v ] I? C (po,p1)}], wobei p; € Ry U {+00} maximal so gewéhlt ist, daf
(i) < (a+ 1)1 - L.

Hiv1 = R[{v | I} C (pi,pi+1)}], wobei wiederum p;1y € Ry U {+00} maximal so
gewiihlt ist, daB a(H;)5) < (a+ 1)t - 1.

Sei m maximal so daf} p,, < +oco. Wir zeigen nun mit Lemma 6.2, dafl m < « gilt:
Betrachten wir die Subrepriisentationen 7:1,-, die neben den Intervalltupeln von H;
auch das Tupel enthalten, dessen rechter Endpunkt der ersten Intervallkomponente
gleich p; ist (also #; := R[{v: IY C (pi—1,pi) }] (i = 1,...,m)). ( (p,q] bezeichnet
das halboffene Intervall.) Nach Wahl von p; gilt: a(H;') = (a + 1)""L. Wire

~

m > « + 1 konnten wir nach Lemma 6.2 aus jedem 7-[;1 (1 <i<a+1l)en
(t — 1)Intervalltupel wihlen, so daf diese (¢ — 1)Intervalltupel unabhingig sind. Da
die ersten Intervallkomponenten der zu den ausgewihlten (¢t — 1)Tupeln gehdrenden
tTupel durch die p; voneinander getrennt sind, wiren auch die ¢Tupeln unabhéngig,
was a(R) > « + 1 zur Folge hitte.

Jede der H;' (i = 1,...,m+ 1) LBt sich mit maximal 7* (U 1ZN'T, (a+1)71 — 1)
Punkten iiberdecken. Eine ;' iiberdeckende Punktmenge iiberdeckt auch #;.
Fiir die Intervalltupel aus R, die in keiner Subreprisentation H; vertreten sind,
gilt, daf ihre erste Intervallkomponente mindestens ein p; enthilt, so dafl diese
durch o Punkte tiberdeckt werden konnen. Insgesamt haben wir:

T*(WINT, ) < (a+1)7* (WTINT, (a+1)!7! —1) + «, was zu beweisen war. O

6.3 Post Scriptum

Beziiglich der y-Schranke fiir Rechteckgraphen ist es noch gelungen, die Konstante
der O(w?) Schranke aus Satz 3.10 von 4 auf 3 zu reduzieren, wobei die neue Schranke
fiir w > 5 bessere Werte liefert als die alte:

Satz 6.3.
X" (2BOX,w) < 3w? — 2w —1

Beweis: Sei G = (V, E) ein Rechteckgraph, w = w(G) und R eine Représenta-
tion von . Zunéchst partitionieren wir V' in Mengen Vi,... ,V,,, die je in R eine
kreuzungsfreie Subreprisentation induzieren: Wir starten mit einer Familie (V;);>1
leerer Mengen, betrachten die Knoten in der durch die linken Endpunkte der ho-
rizontalen Intervallkomponente festgelegten Reihenfolge und fiigen Knoten v dem
minimal indizierten V; zu, so da§ R[V; Uv] kreuzungsfrei ist. Dieses Vorgehen liefert
eine Partitionierung in maximal w Mengen, denn es gilt:

(t): In der Box eines Knotens v aus V; gibt es einen horizontalen Streifen (I x I’
mit I' C I3), der in den Boxen von Knoten vq,...,v;—1 mit v; € V; enthalten ist.

(Induktion iiber 4: fiir 4 = 1 ist nichts zu zeigen, sei also ¢ > 1, v € V;. Dawv ¢ Vi3
muf} ein w in V;_; existieren, dessen Box die Box von v kreuzt. Da w schon in V;_;
enthalten sein mufite, bevor wir v V; zugewiesen haben, mufl boz,, den horizontalen, und
box, den vertikalen Balken der Kreuzung darstellen. Mit der Induktionshypothese folgt
die Behauptung.)

Wire also V41 nicht leer, wiirde in R eine w + 1 Clique vorliegen.

Nun werden wir (f) ausnutzen, um die Cliquenzahl der Représentationen R[V;] ein-
zuschréanken. Betrachten wir einen Punkt p und die Menge V? der Knoten aus V;,
deren Boxen p enthalten. Da jede der Boxen aus V), einen horizontalen Streifen
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Vi

Vi—1

V2

U1

Abbildung 15: Fiir v € V; ist box, die schmalste Box einer i-Kreuzung

enthilt, der in R in ¢ — 1 Boxen liegt, die nicht aus V; sind, muf} fiir die vertika-
len Intervallkomponenten jeder Box aus V7 gelten, daf} sie ein Teilintervall enthilt,
dessen Punkte in maximal w — ¢ der vertikalen Intervallkomponenten der anderen
Boxen aus V? liegen. Dadurch wird die Grofle von VP auf maximal 2(w — i + 1)

beschrinkt (Angenommen nicht. Sei m := (w — i+ 1), I, ..., Iom1 seien die vertikalen
Intervallkpomponenten der Boxen aus Vp, mit k < [ = min(I;) < min(l;). Fir j > m
liegt der linke Intervallabschnitt [min(I;), p] vollstindig in den Intervallen I,... ,In. Al-

so muf} der durch (}) geforderte Abschnitt fiir j > m im Bereich [p, maxz(I;)] liegen. Aber
fiir das Intervall, dessen rechter Endpunkt minimal ist unter den Intervallen (I;);j>m ist
auch die gesamte rechte "Hilfte’ des Intervalls in m anderen Intervallen enthalten.)

Wir kénnen also feststellen:

W(G[VA]) < min {2(“’ -t

Mit Lemma 3.9 gilt, dafl ein kreuzungsfrei représentierbarer Rechteckgraph H
4(w(H) — 1) farbbar ist, also haben wir:

w w/2]+1 w
NG <SS NE@VD S S Aw-D+ Y ARw—it1) 1) < 3w - 2w
i=1 i=1 i=|w/2|+2

Wegen (1) gilt auBerdem, dafl R[V,,] horizontal einfach, also 2w(G[V,]) — 1 firbbar
ist, was (fiir w(G) > 1) noch eine Verbesserung der Schranke um eins liefert.

Abbildung 16: ein solcher Boxenschnitt ist in R[V,] nicht moglich, da der (f)-
Streifen der rechten Box eine w + 1 Clique in R zur folge hétte

O

Es ist noch anzumerken, dafl dieser Beweis konstruktiv ist. Der einzige offene
Punkt ist die durch 4(w(G[V;]) — 1) beschrinkte Fiarbung der durch die V; indu-
zierten Subgraphen, da wir Lemma 3.9 bemiihen, welches auf dem nichtkonstruktiv
bewiesenen Lemma 3.7 beruht. Allerdings haben wir im Beweis des letzteren ge-
zeigt, daf in einem kreuzungsfrei reprisentierbaren Rechteckgraphen ein Knoten
mit Grad kleiner als 4(w — 1) existieren muf}, was sich in Form einer Eingabereihen-
folge fiir den Greedy Algorithmus konstruktiv umsetzen 148t.
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