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1 Einf

�

uhrung

In dieser Arbeit wollen wir die gegenseitige Abh

�

angigkeit von 
hromatis
her Zahl

und Cliquenzahl f

�

ur bestimmte Klassen von Graphen betra
hten. F

�

ur alle Graphen

gilt, da� die 
hromatis
he Zahl (�(G)) mindestens so gro� ist wie die Cliquenzahl

(!(G)). Was uns nun interessiert ist, ob und wie man die 
hromatis
he Zahl in

Abh

�

angigkeit der Cliquenzahl f

�

ur bestimmte Klassen von Graphen na
h oben be-

s
hr

�

anken kann.

De�nition 1.1. F

�

ur eine Klasse G von Graphen sei �

�

(G; !) die kleinste Zahl so

da� gilt:

f: a: G 2 G :

�

!(G) � ! ) �(G) � �

�

(G; !)

�

F

�

ur das duale Problem, also die Cliquen

�

uberde
kungszahl (�(G)) in Abh

�

an-

gigkeit der Unabh

�

angigkeitszahl (�(G)) f

�

ur Graphen aus einer Graphenklasse G

einzus
hr

�

anken, sei �

�

(G; �) analog de�niert.

F

�

ur die Klasse der perfekten Graphen (PER) sind die gesu
hten S
hranken s
hon

dur
h die De�nition dieser Klasse gegeben. Es gilt:

�

�

(PER; !) = ! und �

�

(PER; �) = �.

Da man dreie
ksfreie Graphen mit beliebiger 
hromatis
her Zahl konstruieren kann,

besteht f

�

ur eine gegebene Graphenklasse G die erste Aufgabe darin, zu pr

�

ufen, ob

die S
hranken �

�

(G; !) bzw. �

�

(G; �)

�

uberhaupt existieren. Ist das der Fall, sa-

gen wir G ist �- bzw. �-bes
hr

�

ankt. Ziel ist nat

�

urli
h immer, optimale S
hranken

f

�

ur G anzugeben, also eine Funktion f : N ! N so da� �

�

(G; !) = f(!) bzw.

�

�

(G; �) = f(�). Falls uns dies ni
ht gelingt, wollen wir uns zumindest bem

�

uhen,

eine m

�

ogli
hst kleine Funktion f : N ! N zu �nden, f

�

ur die wir zeigen k

�

onnen

�

�

(G; !) � f(!) bzw. �

�

(G; �) � f(�).

Neben dem rein theoretis
hen Interesse hat die Su
he na
h einer Grenze des Verh

�

alt-

nisses �(G)=!(G) bzw. �(G)=�(G) einen hohen praktis
hen Nutzen, da oftmals ein

Beweis von �

�

(G; !) � f(!) eine Anleitung f

�

ur einen approximativen F

�

arbungsalgo-

rithmus mit akzeptablem Laufzeitverhalten liefert, der maximal f(!) Farben be-

nutzt und somit ein maximal um Faktor f(!)=! s
hle
hteres Ergebnis liefert, als

ein optimaler.

In dieser Arbeit befassen wir uns mit Graphenklassen, die eine gewisse 'Verwandt-

s
haft' mit Intervallgraphen haben und so de�niert sind, da� sie genau die Gra-

phen enthalten, die eine bestimmte geometris
he Repr

�

asentation besitzen. Eine

geometris
he Repr

�

asentation eines Graphen G = (V;E) ist ein Tripel (R;F ; �),

wobei R den Grundraum (zB eine reelle A
hse) bezei
hnet, F eine Familie (f

v

)

v2V

von Teilmengen aus R und � eine Formel in zwei freien Variablen ist, so da� gilt:
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f: a: u; v 2 V (uv 2 E , �(u; v) ist wahr). Bezei
hnet �(u; v) zB die Formel

f

u

\ f

v

6= ;, spri
ht man von Dur
hs
hnittsgraphen. Es ist klar, da� jedes Tripel

dieser Art genau einen Graphen induziert, so da� man Grapheneigens
haften wie zB

Cliquenzahl und 
hromatis
he Zahl auf so de�nierte Repr

�

asentationen

�

ubertragen

kann.

2 Methoden und Werkzeuge

Da wir Graphenklassen betra
hten, die

�

uber spezielle Repr

�

asentationsm

�

ogli
hkei-

ten de�niert sind, liegt es auf der Hand, die dur
h eine Repr

�

asentation gegebene

Struktur auszunutzen. Man erinnere si
h zum Beispiel an den g

�

angigen Beweis

f

�

ur die Perfektheit von Intervallgraphen. In diesem wird die Repr

�

asentation eines

Intervallgraphen G genutzt, um zu zeigen, da� der First Fit F

�

arbungsalgorithmus

bei geeigneter Eingabereihenfolge (wel
he wiederum aus der Repr

�

asentation her-

vorgeht) ni
ht mehr als !(G) Farben, und somit wegen �(G) � !(G) genau !(G)

Farben benutzt. Die Rolle, die der First Fit Algorithmus in diesem Beweis spielt,

l

�

a�t si
h wie folgt zusammenfassen:

Lemma 2.1. Æ(G) bezei
hne den Minimalgrad des Graphen G. Es gilt:

f: a: H � G : Æ(H) � Æ ) �(G) � Æ + 1

Beweis: Sei G = (V;E) gegeben. Wir indizieren die Knotenmenge wie folgt:

v

n

sei ein Knoten mit minimalem Grad in G

v

i

sei ein Knoten mit minimalem Grad in G

i

:= G[V n fv

i+1

; : : : ; v

n

g℄

Nun W

�

ahlen wir (v

1

; : : : ; v

n

) als Eingabeordnung f

�

ur den First Fit F

�

arbungsalgo-

rithmus. Dieser f

�

arbt den Knoten v

i

mit der kleinstm

�

ogli
hen Farbe, die er no
h

ni
ht an einen Na
hbarn von v

i

vergeben hat, also mit einer Farbe � d

G

i

(v

i

) + 1 �

Æ + 1

In dieser Arbeit betra
hten wir Graphenklassen, die abges
hlossen sind gegen

induzierte Subgraphen (was zwar ni
ht zwingend notwendig, aber f

�

ur

�

uber 'nat

�

urli-


he' Repr

�

asentationen de�nierte Graphenklassen typis
h ist). Da also die indu-

zierten Subgraphen eines Graphen G dur
h die glei
he Repr

�

asentationsform wie G

dargestellt werden k

�

onnen, und die Cliquenzahl eines induzierten Subgraphen klei-

nerglei
h der des urspr

�

ungli
hen ist, haben wir, falls wir feststellen, da� jede Re-

pr

�

asentation der gerade betra
hteten Art ein geometris
hes Objekt enth

�

alt, dessen

Grad si
h in Abh

�

angigkeit der Cliquenzahl eins
hr

�

anken l

�

a�t, mit obigem Lemma

s
hon eine �-S
hranke f

�

ur diese Graphenklasse gefunden. Am Beispiel der Intervall-

graphen liefert das Intervall, dessen re
hter Endpunkt am weitesten links liegt die

gew

�

uns
hte Bes
hr

�

ankung: Alle mit ihm 'bena
hbarten' Intervalle enthalten seinen

re
hten Endpunkt und bilden somit eine Clique, weshalb der Grad dieses Intervalls

die Cliquenzahl ni
ht errei
hen kann.

Es kommt vor, da� eine Repr

�

asentationsform zwar ni
ht unmittelbar eine S
hranke

f

�

ur den Grad eines geometris
hen Objektes erkennen l

�

a�t, es aber m

�

ogli
h ist,

�

uber

die Struktur der Repr

�

asentation eine Orientierung des zugrundeliegenden Graphen

anzugeben, so da� der maximale Ausgangsgrad in Abh

�

angigkeit von der Cliquen-

zahl einges
hr

�

ankt ist. Mit dem folgenden Lemma k

�

onnen wir mittels einer sol
hen

S
hranke eine S
hranke f

�

ur den Minimalgrad, also eine �-S
hranke angeben. Zuvor

no
h einige Bezei
hnungen:

De�nition 2.2. F

�

ur einen geri
hteten Graphen

�!

G = (V;

�!

E ) und einen Knoten

v 2 V bezei
hne

d

+

�!

G

(v) den Ausgangsgrad von v in

�!

G , also d

+

�!

G

(v) = jfw j (v; w) 2

�!

E gj
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d

�

�!

G

(v) den Eingangsgrad von v in

�!

G , also d

�

�!

G

(v) = jfw j (w; v) 2

�!

E gj

Æ

+

(

�!

G ) den minimalen Ausgangsgrad in

�!

G , also Æ

+

(

�!

G ) = min

v2V

d

+

�!

G

(v), und

�

+

(

�!

G ) den maximalen Ausgangsgrad in

�!

G , also �

+

(

�!

G ) = max

v2V

d

+

�!

G

(v).

Lemma 2.3. Sei G = (V;E) ein Graph,

�!

G = (V;

�!

E ) eine Orientierung von G.

Es gilt:

i: f: a: H � G : Æ(H) � 2�

+

(

�!

G )

ii: f: a:

�!

H �

�!

G : Æ

+

(

�!

H ) < �

+

(

�!

G ) ) f: a: H � G : Æ(H) < 2�

+

(

�!

G )

Beweis: Sei G = (V;E) ein Graph,

�!

G eine beliebige Orientierung von G. Wir

wollen zeigen, da� in jedem induzierten Subgraphen von G ein Knoten mit einem

Grad kleinerglei
h 2�

+

(G) (i) bzw. kleiner als 2�

+

(G) (ii) existiert. Sei V

0

� V

mit jV

0

j = n

0

. Betra
hte nun den Knoten v, der in

���!

G[V

0

℄ den minimalen Eingangs-

grad hat.

i.: Wegen n

0

�

+

(

���!

G[V

0

℄) �

P

u2V

0

d

+

���!

G[V

0

℄

(u) =

P

u2V

0

d

�

���!

G[V

0

℄

(u) gilt aufgrund der

Wahl von v als Knoten mit minimalem Eingangsgrad in

���!

G[V

0

℄:

d

�

���!

G[V

0

℄

(v) � �

+

(

���!

G[V

0

℄)

, also

d

G[V

0

℄

(v) = d

+

���!

G[V

0

℄

(v) + d

�

���!

G[V

0

℄

(v) � 2�

+

(

���!

G[V

0

℄) � 2�

+

(

�!

G )

ii.: Mit der zus

�

atzli
hen Voraussetzung haben wir:

n

0

�

+

(

���!

G[V

0

℄) >

X

u2V

0

d

+

���!

G[V

0

℄

(u) =

X

u2V

0

d

�

���!

G[V

0

℄

(u)

und k

�

onnen auf d

�

���!

G[V

0

℄

(v)<�

+

(

���!

G[V

0

℄) s
hlie�en, also gilt

d

G[V

0

℄

(v)<2�

+

(

�!

G )

Ist nun jeder Graph einer Graphenklasse G so orientierbar, da� wir den maxi-

malen Ausgangsgrad dur
h eine Funktion f : N ! N in Abh

�

angigkeit von ! be-

s
hr

�

anken k

�

onnen, gilt also mit den obigen Lemmata �

�

(G; !) � 2f(!)+1. Sind wir

au�erdem in der Lage festzustellen, da� der minimale Ausgangsgrad jedes induzier-

ten Subgraphen e
ht kleiner als f(!) ist, k

�

onnen wir s
hlie�en: �

�

(G; !) � 2f(!).

Betra
hten wir Graphenklassen, die dur
h Vereinigungs oder S
hnittoperationen

aus anderen Graphenklassen hervorgehen, stehen uns weitere elementare Werkzeuge

zur Verf

�

ugung. Zun

�

a
hst wollen wir de�nieren, was wir unter S
hnitt, Vereinigung

und Komplement von Graphenklassen verstehen:

De�nition 2.4. F

�

ur Graphenklassen G

i

ist

k

[

i=1

G

i

:= f

k

[

i=1

G

i

j G

i

2 G

i

g;

k

\

i=1

G

i

:= f

k

\

i=1

G

i

j G

i

2 G

i

g

G := fG j G 2 Gg
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L

�

a�t si
h nun eine Graphenklasse G als Vereinigung von Graphenklassen G

i

(1 �

i � k) darstellen, so folgt aus den wohlbekannten Tatsa
hen, da� die 
hromatis
he

Zahl der Vereinigung von Graphen kleinerglei
h dem Produkt der F

�

arbungszahlen

der urspr

�

ungli
hen Graphen ist, und da� die Cliquenzahl der Vereinigung ni
ht

kleiner als die Cliquenzahlen der an der Vereinigung beteiligten Graphen sein kann

das folgende

Lemma 2.5. F

�

ur Graphenklassen G

1

; : : : ;G

k

gilt:

i) �

�

(

k

S

i=1

G

i

; !) �

Q

k

i=1

�

�

(G

i

; !)

ii) �

�

(

k

T

i=1

G

i

; �) �

Q

k

i=1

�

�

(G

i

; �)

Punkt zwei des Lemmas folgt mit analoger Argumentation wie oben, ni
ht aber

aus der Dualit

�

at von � und � bzw. ! und �, denn mangels einer gemeinsamen

Grundmenge, auf der die Komplementoperation arbeitet, kann man die de Morgan-

s
hen Regeln ni
ht ohne weiteres auf S
hnitte bzw. Vereinigungen von Graphen

anwenden. Sie gelten i.a. nur f

�

ur Graphen, die

�

uber eine gemeinsame Knotenmenge

verf

�

ugen. F

�

ur Graphenklassen ergibt si
h daraus folgendes

Lemma 2.6. i) sind G

1

; : : : ;G

k

abges
hlossen gegen induzierte Subgraphen gilt:

T

k

i=1

G

i

�

S

k

i=1

G

i

ii) sind G

1

; : : : ;G

k

abges
hlossen gegen disjunkte Vereinigung mit unabh

�

angigen

Mengen gilt:

S

k

i=1

G

i

�

T

k

i=1

G

i

Beweis: i) sei G 2

T

k

i=1

G

i

, also G =

T

k

i=1

G

i

mit G

i

2 G

i

. Aufgrund der

Abges
hlossenheit der Graphenklassen G

i

gegen induzierte Subgraphen, k

�

onnen wir

davon ausgehen, da� die Graphen G

i

auf derselben Knotenmenge basieren wie G

und die de Morgans
hen Regeln anwenden. Es gilt also: G =

T

k

i=1

G

i

=

S

k

i=1

G

i

2

S

k

i=1

G

i

ii) analog

So kann man also z.B. unter der Voraussetzung der Abges
hlossenheit von G

1

; : : : ;G

k

gegen induzierte Subgraphen eine �- bzw. �-S
hranke f

�

ur

S

k

i=1

G

i

als �- bzw. �-

S
hranke f

�

ur

T

k

i=1

G

i

verwenden.

Nur in den seltensten F

�

allen kann man mit den vorgestellten elementaren Werk-

zeugen direkt eine (gute) S
hranke angeben. Die grundlegende Methode, die fast

allen Beweisen dieser Arbeit zugrundeliegt, besteht darin, f

�

ur eine Graphenklasse

G ein geeignetes Partitionierungss
hema zu �nden. Unter einem geeigneten Par-

titionierungss
hema f

�

ur G verstehen wir eine Anleitung, die Knotenmenge eines

Graphen G 2 G so zu partitionieren, da� die dadur
h induzierten Subgraphen H

i

in Graphenklassen G

i

liegen, deren S
hranken s
hon bekannt oder aber mit Hilfe

unserer elementaren Werkzeuge angegeben werden k

�

onnen.

Da Cliquen- und Unabh

�

angigkeitszahl von knoteninduzierten Subgraphen ni
ht

gr

�

o�er sind als die des urspr

�

ungli
hen, k

�

onnen wir F

�

arbungs- und Cliquen

�

uber-

de
kungszahl der induzierten Subgraphen eins
hr

�

anken, haben also �(H

i

) � �

�

(G

i

; !(G))

bzw �(H

i

) � �

�

(G

i

; �(G)). Im Idealfall sind wir sogar in der Lage, mit Hilfe des Par-

titionierungss
hemas S
hranken f

�

ur die Cliquen bzw. Unabh

�

angigkeitszahl der Sub-

graphenH

i

na
hzuweisen, die kleiner sind als die triviale S
hranke !(G) bzw. �(G),
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also Funktionen f

i

mit !(H

i

) � f

i

(!(G)) � !(G) bzw. �(H

i

) � f

i

(�(G)) � �(G).

F

�

arben wir nun die Subgraphen H

i

mit paarweise disjunkten Farbmengen, ist klar,

da� die Vereinigung dieser Farbmengen ausrei
ht, um G zu f

�

arben, und

�

uberde
ken

wir die Subgraphen H

i

mit Cliquen, so stellt die Vereinigung dieser Cliquen

�

uber-

de
kungen eine Cliquen

�

uberde
kung f

�

ur G dar. Da wir zum Ziel haben, eine �-

bzw. �-S
hranke f

�

ur G allein in Abh

�

angigkeit von � bzw. ! anzugeben, mu�

das Partitionierungss
hema au�erdem no
h gew

�

ahrleisten, da� die Anzahl der Sub-

graphen, in die G zerlegt wird, dur
h eine Funktion f in �(G) bzw. !(G) be-

s
hr

�

ankt ist. Haben wir ein Partitionierungss
hema gefunden, das all diesen An-

spr

�

u
hen gen

�

ugt, k

�

onnen wir somit s
hlie�en: �

�

(G; !) �

P

f(!)

i=1

�

�

(G

i

; f

i

(!)), bzw.

�

�

(G; �) �

P

f(�)

i=1

�

�

(G

i

; f

i

(�)).

Als einfa
hes Beispiel betra
hten wir die Klasse KB der Kreisbogengraphen, die

genau aus den Graphen besteht, die si
h als Dur
hs
hnittsgraphen von Kreislinien-

segmenten repr

�

asentieren lassen. Um eine geeignete Partitionierung eines Kreisbo-

gengraphens G vorzunehmen, w

�

ahlen wir einen Punkt p der Kreislinie und betra
h-

ten den induzierten Subgraphen C, der auf den Knoten basiert, deren B

�

ogen den

Punkt p enthalten, und den Subgraphen I , basierend auf den Knoten, deren B

�

ogen

p ni
ht enthalten. Da alle B

�

ogen der Knoten aus V (C) den Punkt p enthalten sind

sie paarweise bena
hbart, C ist also ein vollst

�

andiger und somit perfekter Graph.

Desweiteren sieht man lei
ht, da� I zur Klasse der Intervallgraphen geh

�

ort: Man

zers
hneide einfa
h die Kreislinie am Punkt p und biege sie zu einer Geraden. Die

so entstandene Intervallrepr

�

asentation ist o�ensi
htli
h eine Repr

�

asentation f

�

ur I .

Wir haben also einen Kreisbogengraphen in zwei perfekte Graphen partitioniert.

Betra
hten wir nun die Unabh

�

angigkeitszahl dieser induzierten Subgraphen. �(I)

k

�

onnen wir ledigli
h dur
h �(G) bes
hr

�

anken. F

�

ur C dagegen haben wir �(C) = 1,

da C eine Clique ist, und erhalten: �

�

(KB; �) � �

�

(PER; 1)+ �

�

(PER; �) = �+1.

Au
h f

�

ur die Cliquenzahl von C k

�

onnen wir die S
hranke !(G) no
h verbessern. Da-

zu m

�

ussen wir unser Partitionierungss
hema allerdings no
h ein wenig verfeinern:

Es ist immer m

�

ogli
h, den Punkt der Kreislinie so zu w

�

ahlen, da� maximal !(G)�1

B

�

ogen diesen Punkt enthalten: w

�

ahle den Punkt p beliebig, sollte er in !(G) B

�

ogen

enthalten sein, w

�

ahle einen neuen Punkt zwis
hen dem ersten Endpunkt dieser

B

�

ogen und dem Anfangspunkt des ersten na
hfolgenden Bogens. Somit haben wir

!(C) = jV (C)j � !(G)�1, also �

�

(KB; !) � �

�

(PER; !)+�

�

(PER; !�1) = 2!�1.

3 Boxgraphen

Als erstes wollen wir uns den Klassen von Graphen widmen, die, f

�

ur gegebenes d

dur
h d-dimensionale Boxen im d-dimensionalen Euklidis
hen Raum (mit Seiten

parallel zu den Koordinatena
hsen) repr

�

asentierbar sind, so da� zwei Knoten genau

dann adjazent sind, wenn si
h ihre Boxen s
hneiden. Diese Klasse von Graphen be-

zei
hnen wir mit dBOX . Eine Box B kann dur
h die Angabe eines d-Intervalltupels

(I

1

; : : : ; I

d

) vollst

�

andig wie folgt bes
hrieben werden: B = fx 2 R

d

j min(I

i

) �

x

i

� max(I

i

); i = 1; : : : ; dg. Also gibt es f

�

ur einen Graphen G = (V;E) 2 dBOX

neben der auf Boxen basierenden Repr

�

asentation R

BOX

= (R

d

; (Box

v

)

v2V

; �

BOX

)

(mit �

BOX

(u; v) = (Box

u

\ Box

v

6= ;)) au
h eine auf Intervalltupeln basierende

Repr

�

asentation, n

�

amli
h R

INT

= (R; (I

v

)

v2V

; �

INT

) mit I

v

= (I

v

1

; : : : ; I

v

d

) und

�

INT

(u; v) = ( f: a: i 2 f1; : : : ; dg : I

u

i

\ I

v

i

6= ;). Die Intervalltupelrepr

�

asentation

ma
ht deutli
h, da� es si
h bei den Graphen aus dBOX um genau die Graphen

handelt, die dur
h den S
hnitt von d Intervallgraphen darstellbar sind, also gilt:

dBOX =

T

d

INT . Ob die Intervalle bzw. Boxen ges
hlossen oder o�en sind ist f

�

ur

die Bes
hreibung der Graphenklasse irrelevant. Wir gehen in dieser Arbeit immer

von einer Darstellung dur
h abges
hlossene Intervalle / Boxen aus. Desweiteren ge-

hen wir ohne Eins
hr

�

ankung der Allgemeinheit davon aus, da� die Endpunkte der

5



Intervalle in jeder Koordinate paarweise disjunkt sind. Wir werden na
h belieben

zwis
hen den beiden Repr

�

asentationsformen we
hseln, je na
hdem, wel
he gerade

eine einfa
here Darstellung des Sa
hverhalts verspri
ht.

3.1 �

�

(dBOX ; �)

Bez

�

ugli
h der Cliquen

�

uberde
kungszahl liefert die Darstellung als S
hnitt von In-

tervallgraphen mit Lemma 2.5 unmittelbar �

�

(dBOX ; �) � �

d

, was au
h s
hon

(mit Ausnahme f

�

ur �

�

(2BOX ; 2)) die bisher beste bekannte S
hranke f

�

ur die Cli-

quen

�

uberde
kungszahl war. Das folgende Lemma wird uns erm

�

ogli
hen, die Gr

�

o�en-

ordnung der S
hranke zu reduzieren. Desweiteren wird uns der Beweis als Anleitung

f

�

ur einen approximativen Algorithmus mit eÆzienter Laufzeit dienen.

Lemma 3.1. Sei G �-bes
hr

�

ankt, abges
hlossen gegen induzierte Subgraphen und

gegen disjunkte Vereinigung. F

�

ur G = G

1

\G

2

mit G

1

2 INT ; G

2

2 G gilt:

�(G) � (blog

2

(�(G

1

))
+ 1) �

�

(G; �(G))

Beweis: Wir werden die in Kapitel 2 vorgestellte Methode, die Knotenmenge des

Graphen so zu partitionieren, da� die dadur
h Induzierten Subgraphen in einer �-

bes
hr

�

ankten Graphenklasse liegen benutzen. Als Hilfsmittel f

�

ur die Partitionierung

der Knotenmenge betra
hten wir zun

�

a
hst folgende Teilmengen von N

nf0g

:

F

�

ur i 2 N sei N

i

:= fn j ex: k 2 N : n = 2

i

+ k2

i+1

g.

N

nf0g

N

3

N

4

N

2

N

1

N

0

2 4 6 8

: : :

Abbildung 1: Partitionierung von N

nf0g

F

�

ur (N

i

)

i2N

gilt:

� (N

i

)

i2N

ist Partitionierung von N

nf0g

:

{ f: a: n 2 N

nf0g

ex: i : n 2 N

i

:

W

�

ahle i := maxfm j n � 0 mod 2

m

g; k

0

:= n=2

i

: Also k

0

ungerade

und n = k

0

2

i

= 2

i

+ (k

0

� 1)2

i

= 2

i

+

k

0

�1

2

2

i+1

:

{ N

i

0

\ N

i

1

6= ; ) i

0

= i

1

:

Sei i

1

= i

0

+ l: 2

i

0

+ k

0

2

i

0

+1

= 2

i

0

+l

+ k

1

2

i

0

+l+1

) k

0

=

2

i

0

+l

+k

1

2

i

0

+l+1

�2

i

0

2

i

0

+1

= 2

l�1

+ k

1

2

l

� 1=2

) l = 0 da k

0

; k

1

2 N

� (y) f: a: n; n

0

2 N

i

: n < n

0

) ex: j > i; ex: n

j

2 N

j

: n < n

j

< n

0

:

Sei n = 2

i

+ k2

i+1

. n < n

0

) n < (k + 1)2

i+1

< n

0

.

j := maxfm j (k + 1)2

i+1

� 0 mod 2

m

g.

Es gilt: j � i+ 1 und (k + 1)2

i+1

2 N

j

(s.o.).

Seien G = (V;E); G = G

1

\G

2

mit G

1

2 INT ; G

2

2 G (G wie gefordert), und eine

Intervallrepr

�

asentation R

1

von G

1

basierend auf der Familie (I

v

)

v2V (G

1

)

gegeben.

Wir k

�

onnen V (G

1

) = V annehmen.

Da Intervallgraphen perfekt sind, besitzt G

1

eine Cliquen

�

uberde
kung der Gr

�

o�e

6



�(G

1

). Sei P = fp

1

; : : : ; p

�(G

1

)

g � R mit i < j ) p

i

< p

j

eine Punktmenge, die in

R

1

eine Cliquen

�

uberde
kung induziert. (Intervallgraphen haben die Helly Eigens
haft,

also gibt es f

�

ur jede Clique C einen Punkt p so da� f: a: v 2 C : p 2 I

v

(nimm z.B

minfmax(I

v

) j v 2 Cg))

Mittels P und (N

j

)

j2N

partitionieren wir V wie folgt:

F

�

ur i = 0; : : : ; blog

2

(�(G

1

)
 sei

P

i

:= fp

j

2 P j j 2 N

i

g, und

V

i

:= fv j ex: p 2 P

i

: p 2 I

v

1

& f: a: j > i f: a: p 2 P

j

: p =2 I

v

1

g.

: : :p

1

p

2

p

�(G

1

)

V

0

f

V

1

f

V

2

f

V

3

f

V

4

f

Abbildung 2:

Die V

i

sind paarweise disjunkt, und

blog

2

(�(G

1

))


S

i=0

V

i

= V gilt, da f

�

ur j > blog

2

(�)


alle n aus N

j

gr

�

o�er als �(G

1

) sind.

V

i

wiederum partitionieren wir in (V

p

i

)

p2P

i

mit V

p

i

:= fv 2 V

i

j p 2 I

v

1

g:

Da die Intervalle aller Knoten aus V

p

i

den Punkt p enthalten, ist G

1

[V

p

i

℄ eine Clique,

also gilt

G[V

p

i

℄ = G

2

[V

p

i

℄:

Wegen (y) gilt, da� f

�

ur p < p

0

2 P

i

ein j > i und ein p

j

2 P

j

existieren, so da�

p < p

j

< p

0

gilt. Das bedeutet f

�

ur Knoten v 2 V

p

i

; w 2 V

p

0

i

, da� ihre Intervalle dur
h

dieses p

j

voneinander getrennt sind, da sie p

j

na
h Konstruktion ni
ht enthalten

d

�

urfen. Daraus folgt, da� sie in G

1

, und somit in G ni
ht bena
hbart sind. S
hreiben

wir die Disjunkte Vereinigung von Graphen als Summe, k

�

onnen wir feststellen:

G[V

i

℄ =

X

p2P

i

G[V

p

i

℄ =

X

p2P

i

G

2

[V

p

i

℄:

Da G abges
hlossen ist gegen disjunkte Vereinigung und induzierte Subgraphen, gilt

also

G[V

i

℄ 2 G:

Mit �(G) � �(G[V

i

℄ ) haben wir: �(G[V

i

℄ ) � �

�

(G; �(G)), also

�(G) �

blog

2

(�(G

1

))


X

i=0

�(G[V

i

℄ )

� (blog

2

(�(G

1

)
+ 1)�

�

(G; �(G)):

Satz 3.2.

�

�

(dBOX ; �) � � (blog

2

(�)
+ 1)

d�1

7



Beweis: Induktion

�

uber d.

F

�

ur d = 1 liegen Intervallgraphen vor und die Behauptung stimmt.

Sei also d > 1; G 2 dBOX . Es gilt: G = G

1

\ G

2

mit G

1

2 INT und G

2

2

(d� 1)BOX .

Wir k

�

onnen Annehmen, da� V (G) = V (G

1

), also �(G) � �(G

1

).

(d � 1)BOX ist abges
hlossen gegen induzierte Subgraphen und disjunkte Ver-

einigung und na
h Induktionshypothese �-bes
hr

�

ankt mit �

�

((d � 1)BOX ; �) �

�(blog

2

(�)
+ 1)

d�2

.

Mit Lemma 3.1 folgt: �(G) � (blog

2

(�(G))
 + 1) �(blog

2

(�)
+ 1)

d�2

Der Beweis von Lemma 3.1 kann in einen Algorithmus zum �nden einer Cli-

quen

�

uberde
kung (bestehend aus maximal (blog

2

(�)
+1)

d�1

� Cliquen) eines dBox-

graphen umgesetzt werden.

Die Pro
edure Partitioniere ist die Umsetzung der im Beweis von Lemma 3.1 vorge-

nommenen Partitionierung der Knotenmenge anhand der Lage der Intervalle relativ

zu einer

�

uberde
kenden Punktmenge. Sie erh

�

alt als Eingabe eine Menge von d-

Intervallen (R) und die Information, na
h wel
her Komponente die Partitionierung

vorgenommen werden soll (t). Zun

�

a
hst wird R na
h den re
hten Endpunkten der

Intervalle der Komponente t sortiert. Diese sortierte Liste wird dann von links na
h

re
hts abgearbeitet, wobei im Greedyverfahren eine

�

uberde
kende Punktmenge er-

zeugt wird (p[1; : : : ; n℄, n Arrayfelder sind wegen � � n ausrei
hen). Glei
hzeitig

wird die Partitionierung der Intervalltupel vorgenommen, und zwar in die Mengen,

die wir im Beweis von Lemma 3.1 mit V

p

i

bezei
hnet haben (Zeilen 10, 16). last[j℄

ist der Index des zuletzt konstruierten Punktes, dessen Index in N

j

liegt. In Zeile 15

wird mit dieser Information ermittelt, wel
hes das gr

�

o�tindizierte P

j

ist, das einen

Punkt aus dem betra
hteten Intervall enth

�

alt. (Bezei
hnung siehe Beweis Lemma

3.1). Dieses P

j

enth

�

alt (wegen (y)) genau einen Punkt des betra
hteten Intervalls,

n

�

amli
h p[last[j℄℄. V [last[j℄℄ entspri
ht also der Menge V

p[last[j℄℄

j

des Beweises, bzw.

V [i℄ der Menge V

p

i

j

wobei j eindeutig dur
h i 2 N

j

bestimmt ist.

1 pro
edure Partitioniere (R; t; Partitionierung)

2 sortiere R na
h re
hten Endpunkten der Intervalle aus Komponente t

3 i := 0

4 p[0℄ := �1;

5 while R 6= ; do

6 Tupel:=minfRg;

7 if linkerEndpunkt(Tupel; t)> p[i℄ then

8 i := i+ 1;

9 p[i℄ := re
hterEndpunkt(Tupel; t);

10 V [i℄ := fTupelg

11 j  j mit i 2 N

j

12 last[j℄ := i

14 else

15 j  maxfj j p[last[j℄℄ 2 Intervall(Tupel; d)g

16 V [last[j℄℄ := V [last[j℄℄ [ fTupelg

17 endif

18 R := R n fTupelg

19 endwhile

20 Partitionierung := fV [1℄; : : : ; V [i℄g

pro
edure Cliquen

�

uberde
kung(R;Clique
over);

Partitionierung := fRg

8



for i := 1 to d do

C := ;

forall M 2 Partitionierung do

Partitioniere(M; i;D);

C := C [D;

endforall

Partitionierung := C

endfor

Clique
over := Partitionierung

Satz 3.3. 'Cliquen

�

uberde
kung' l

�

auft in O(d n log(n)) Zeit und liefert eine Cli-

quen

�

uberde
kung einer d-dimensionalen Boxrepr

�

asentation R der Gr

�

o�e kleiner-

glei
h (blog

2

(�(R))
 + 1)

d�1

�

Beweis: Da� der Algorithmus eine Cliquen

�

uberde
kung der Gr

�

o�e� (blog

2

(�)
+

1)

d�1

� liefert ist mit dem Beweis von Lemma 3.1 klar. Zeigen m

�

ussen wir also no
h

das Laufzeitverhalten. Betra
hten wir zun

�

a
hst die Pro
edure Partitioniere mit

Eingabegr

�

o�e n. Das Sortieren in Zeile 2 ben

�

otigt O(n log(n)) Zeit. Die while

S
hleife wird n mal dur
hlaufen. In dieser S
hleife sind alle Zeilen bis auf die Zeilen

11 und 15 in konstanter Zeit ausf

�

uhrbar. Betra
hten wir Zeile 11. Diese kann so

realisiert werden, da� sie O(log(�)) Zeit ben

�

otigt:

j := blog(�)


while i mod 2

j

6= 0 do j := j � 1

Da� diese Zeilen das gew

�

uns
hte Ergebnis liefern, haben wir s
hon im Beweis von

Lemma 3.1 gezeigt.

Zeile 15 kann wie folgt realisiert werden:

j := blog(�)
;

while p[last[j℄℄ < linkerEndpunkt(Tupel; t) do j := j � 1;

ben

�

otigt also au
h nur O(log(�)) Zeit. � ist iA ni
ht bekannt, wir k

�

onnen es aber

dur
h n ersetzen. Partitioniere ben

�

otigt somit insgesamt O(n log(n)) Zeit.

In Cliquen

�

uberde
kung wird die

�

au�ere S
hleife d mal dur
hlaufen. Betra
hten wir

einen sol
hen Dur
hlauf. Partitionierung enthalte die Mengen M

1

; : : : ;M

t

, also

wird die forall S
hleife t mal dur
hlaufen, und t mal wird 'Partitioniere' aufge-

rufen. Mit n

i

:= jM

i

j wird also 


0

t +

P

t

i=1


 n

i

log(n

i

) Zeit in der forall S
hleife

verbra
ht. Da die M

i

eine Partitionierung der Menge R sind, gilt:

P

t

i=1

n

i

= n,

also

P

t

i=1


 n

i

log(n

i

) � 
 nmax

1�i�t

log(n

i

) � 
 n log(n)

F

�

ur den Fall � = 2 liefert Satz 3.2 keine Verbesserung der alten S
hranke �

d

.

In [9℄ zeigen Gy�arf�as und Lehel, da� �

�

(2BOX ; 2) = 3 gilt und stellen die Frage

na
h dem Wa
hstum einer S
hranke f

�

ur den Fall � = 2 in Abh

�

angigkeit von der

Dimension. Wir zeigen nun:

Satz 3.4.

�

�

(dBOX ; 2) � d+ 1

Beweis: Induktion

�

uber d:

F

�

ur d = 1 liegen Intervallgraphen vor und die Behauptung gilt.

d > 1 : Sei G = (V;E) 2 dBOX mit �(G) = 2, und R eine auf der Intervalltupelfa-

milie

�

(I

v

1

; : : : ; I

v

d

)

�

v2V

basierende Repr

�

asentation von G.

Seien G

1

; G

2

die dur
h die Repr

�

asentationen

R

1

:= (R; (I

v

1

)

v2V

; �

1

) und

R

2

:= (R

d�1

; (I

0

v

)

v2V

; �

2

) mit I

0

v

= (I

v

2

; : : : ; I

v

d

)

induzierten Graphen. Es gilt: �(G

1

); �(G

2

) � �(G). Falls die Unabh

�

angigkeitszahl

von G

1

oder G

2

glei
h eins ist, ist ni
hts weiter zu zeigen, sei also �(G

1

) = �(G

2

) =

9



2.

Seien P

1

= fp

1

1

; p

1

2

g � R und P

2

= fp

2

1

; : : : ; p

2

�(G

2

)

g � R

d�1

Cliquen

�

uberde
kungen

von G

1

bzw. G

2

induzierende Punktmengen (au
h Boxrepr

�

asentationen haben die

Helly-Eigens
haft). Es gelte p

1

1

< p

1

2

, und p

1

1

sei so gro� wie m

�

ogli
h gew

�

ahlt. Dann

existiert ein v 2 V so da� p

1

1

= max(I

v

1

).

p

1

1

p

2

1

R

R

1

R

2

p

1

2

p

2

2

Abbildung 3: Boxen, die keinen der Punkte (p

1

1

; p

2

i

) enthalten bilden eine Clique

und k

�

onnen dur
h einen Punkt

�

uberde
kt werden

Mit P

i

:= f(p

1

; : : : ; p

d

) j p

1

= p

1

i

; (p

2

; : : : ; p

d

) 2 P

2

g(i = 1; 2) ist klar, da� P :=

P

1

[ P

2

� R

d

eine Cliquen

�

uberde
kung f

�

ur G induziert.

Betra
hten wir nun einen Knoten w, dessen Box keinen Punkt aus P

1

enth

�

alt. Box

w

enthalte den Punkt (p

1

2

; p

2

; : : : ; p

d

) 2 P

2

. Da Box

w

ni
ht den Punkt (p

1

1

; p

2

; : : : ; p

d

)

enth

�

alt, gilt p

1

1

< min(I

w

1

).

Daraus folgt, da� das v mit max(I

v

1

) = p

1

1

zu keinem Knoten, der keinen Punkt

aus P

1

enth

�

alt bena
hbart sein kann, woraus wiederum folgt, da� diese eine Clique

bilden, da sonst eine unabh

�

angige Menge gr

�

o�er als zwei existierte. Wir k

�

onnen

also P

2

dur
h einen einzigen Punkt p ersetzen und erhalten mit P

1

[ fpg eine

Punktmenge, die eine Cliquen

�

uberde
kung der Gr

�

o�e jP

1

j+1 = �(G

2

)+1 � �

�

((d�

1)BOX ; 2) + 1 � d+ 1 induziert.

3.2 �

�

(dBOX ; !)

Eine S
hranke f

�

ur die Chromatis
he Zahl in Abh

�

angigkeit der Cliquenzahl l

�

a�t si
h

dagegen f

�

ur d � 3 ni
ht angeben: J.P.Burling stellte in [3℄ eine Konstruktionsanlei-

tung dreie
ksfreier dreidimensionaler Boxgraphen f

�

ur beliebige Chromatis
he Zahl

vor, also gilt:

Satz 3.5. F

�

ur d � 3 ist dBOX ni
ht �-bes
hr

�

ankt

Damit hat er au
h gezeigt, da� eine denkbare Analogie des Perfe
t Graph Theo-

rem (G�-bes
hr

�

ankt , G�-bes
hr

�

ankt) ni
ht gilt. Au�erdem folgt mit Lemma

2.6:

Corollar 3.6. f: a:G � INT [ INT [ INT : G ist ni
ht �-bes
hr

�

ankt.

Insbesondere ist also die Klasse der Vereinigungen von drei Verglei
hbarkeits-

graphen ni
ht �-bes
hr

�

ankt.
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Bei eindimensionalen Boxgraphen handelt es si
h um die Klasse der (perfekten)

Intervallgraphen. Widmen wir uns also der Untersu
hung der zweidimensionalen

Boxgraphen (au
h Re
hte
kgraphen genannt). F

�

ur diese ist folgendes Lemma (eine

Verallgemeinerung eines Lemmas aus [2℄) von besonderer Bedeutung

Lemma 3.7. Sei G = (V;E) 2 dBOX ; R eine Boxrepr

�

asentation von G. Dann

l

�

a�t si
h G in 2

d

(!(G) � 1) Graphen G

i

zerlegen, die die Eigens
haft haben, da�

die Adjazenzrelation in der dur
h G

i

induzierten Repr

�

asentationen R

i

auss
hlie�li
h

dur
h Kreuzungen von Boxen dargestellt wird,

wobei wir unter einer Kreuzung einen S
hnitt von Boxen verstehen, ohne da�

eine Box eine E
ke der anderen Box enth

�

alt. Die 'besondere Bedeutung' dieses

Lemmas f

�

ur 2BOX Graphen liegt darin, da� dur
h Kreuzungen repr

�

asentierbare

Re
hte
kgraphen perfekt sind. Um das zu sehen orientiere man den Kreuzungsgra-

phen so, da� gilt: (u; v) 2

�!

E ) I

u

1

� I

v

1

(und somit I

v

2

� I

u

2

). Diese Orientierung

ist transitiv, also handelt es si
h um einen (perfekten) Verglei
hbarkeitsgraphen.

Beweis: Zun

�

a
hst wollen wir ein paar einfa
he Beoba
htungen

�

uber ni
ht e
ken-

freie Boxens
hnitte zusammentragen: Die zu v geh

�

orende Box hat folgende E
ken-

menge: C(v) := f(a

1

; :::; a

d

) : a

i

2 fmin(I

v

i

);max(I

v

i

)g; i = 1; :::; dg. Box

w

enth

�

alt

eine E
ke von Box

v

, also C(v) \ Box

w

6= ; gdw ex:(a

1

; :::; a

d

) 2 C(v) f: a: j =

1; :::; d : a

j

2 I

w

j

. Daraus folgt unmittelbar, da� si
h f

�

ur u; v die Anzahl der E
ken

von Box

v

in Box

u

wie folgt darstellen l

�

a�t:

jC(v) \ Box

u

j =

d

Y

j=1

jfmax(I

v

j

);min(I

v

j

)g \ I

u

j

j

, also glei
h null oder eine Zweierpotenz ist. Enth

�

alt Box

w

genau eine E
ke von

Box

v

so mu� gelten: f: a: j = 1; :::; d : jfmin(I

v

j

);max(I

v

j

)g \ I

w

j

j = 1, woraus

folgt: f: a: j = 1; :::; d : jfmin(I

w

j

);max(I

w

j

)g \ I

v

j

j = 1, also jC(v) \ Box

w

j =

1 , jC(w) \ Box

v

j = 1. Enth

�

alt Box

w

mehr als eine E
ke von Box

v

, mu� ein

j 2 f1; :::; dg existieren mit I

v

j

� I

w

j

, woraus C(w)\Box

v

= ; folgt. F

�

ur j = 0; :::; d

bezei
hne U

i

(v) die Menge aller Na
hbarn von v, deren Boxen 2

i

E
ken von v

enthalten.

Angenommen das Lemma gilt ni
ht. Sei G ein minimales Gegenbeispiel, R eine

Repr

�

asentation von G, die die gew

�

uns
hte Zerlegbarkeit ni
ht zul

�

a�t. Wir werden

jetzt die Kanten genauer betra
hten, die in R dur
h einen ni
ht e
kenfreien S
hnitt

repr

�

asentiert werden. Diese seien mit E

0

bezei
hnet. Unsere bisherigen Erkenntnisse

liefern: jE

0

j �

P

v2V (G)

(

1

2

jU

0

(v)j +

P

d

j=1

jU

j

(v)j). Da die Boxen, die einen Punkt

p des Euklidis
hen Raumes enthalten in G eine Clique bilden, kann jede E
ke einer

Box in h

�

o
hstens !(G)�1 anderen Boxen liegen. Es gilt also: jU

0

(v)j � 2

d

(!(G)�1).

Diese M

�

a
htigkeit kann U

0

(v) aber nur errei
hen, wenn f: a: j = 1; :::; d : U

j

(v) = ;

gilt. F

�

ur jedes w 2 U

k

(v) reduziert si
h die m

�

ogli
he M

�

a
htigkeit von U

0

(v) um

2

k

. Es gilt also: jU

0

(v)j � 2

d

(!(G) � 1) �

P

d

j=1

2

j

jU

j

(v)j. Betra
hten wir nun

zB den Knoten v, f

�

ur den min(I

v

1

) minimal ist, k

�

onnen die E
ken von Box

v

der

Gestalt (min(I

v

1

); a

2

; : : : ; a

d

) in keiner anderen Box enthalten sein. Also gilt f

�

ur die

v 2 V (G), die 'am Rand' der Boxrepr

�

asentation liegen: jU

0

(v)j � 2

d�1

(!(G)� 1)�

P

d

j=1

2

j

jU

j

(v)j. Das bedeutet f

�

ur E

0

:

jE

0

j �

X

v2V (G)

�

1

2

jU

0

(v)j+

d

X

j=1

jU

j

(v)j

�

<

X

v2V (G)

�

2

d�1

(!(G)� 1)�

d

X

j=1

2

j�1

jU

j

(v)j +

d

X

j=1

jU

j

(v)j

�

� n(G) 2

d�1

(!(G)� 1)
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Mit N

0

(v) := fw 2 N(v) j vw 2 E

0

g gilt andererseits aufgrund der Minimalit

�

at

von G : f: a: v 2 V : jN

0

(v)j � 2

d

(!(G) � 1). (W

�

are das f

�

ur ein v ni
ht der Fall,

g

�

abe es ein G

i

in der Aufteilung von G n v, in dem au
h dur
h das Einbeziehen von

Box

v

in R

i

nur e
kenfreie Boxens
hnitte vorhanden w

�

aren, also w

�

are die gew

�

uns
h-

te Zerlegung s
hon f

�

ur G m

�

ogli
h.) Daraus folgt: jE

0

j = 1=2

P

v2V

jN

0

(v)j �

n(G) 2

d�1

(!(G)� 1) |{Widerspru
h.

Wir k

�

onnen also einen Re
hte
kgraphen in 4(! � 1) perfekte Subgraphen par-

titionieren und somit eine erste S
hranke f

�

ur die Chromatis
he Zahl von Re
hte
k-

graphen angeben: �

�

(2BOX ; !) � 4(! � 1)!, was dem Ergebnis von Asplund und

Gr

�

unbaum in [2℄ entspri
ht. Angesi
hts der Dinge die no
h kommen werden wollen

wir unser Zwis
henergebnis aber pr

�

azieser formulieren:

De�nition 3.8. k(G) bezei
hne das Minimum der Kreuzungstiefen

�

uber alle Box-

repr

�

asentationen eines Re
hte
kgraphen G, wobei wir unter Kreuzungstiefe die ma-

ximale Anzahl si
h paarweise e
kenfrei s
hneidender Boxen verstehen.

Lemma 3.9. F

�

ur G 2 2BOX gilt:

�(G) � 4(!(G)� 1) k(G)

Bemerkung: Burling stellte in [3℄ einen vermeintli
hen Beweis vor, der mit

�

ahnli-


her Vorgehensweise wie im Beweis von Lemma 3.7 zeigen sollte da� f

�

ur G 2 2BOX

gilt: �(G) � (2!(G) � 1)!(G). Leider stellt si
h bei genauerem Hinsehen her-

aus, da� seine Argumentation einen logis
hen Fehler enth

�

alt und der Beweis ni
ht

haltbar ist.

Versu
hen wir uns nun, dem Problem des F

�

arbens von Re
hte
kgraphen

�

uber

den Greedy First-Fit Algorithmus zu n

�

ahern, bzw. eine Anwendungsm

�

ogli
hkeit f

�

ur

Lemma 2.1 zu �nden (Lemma 2.1 besagt, da� wir die F

�

arbungszahl eines Graphen

mittels einer den minimalen Grad aller induzierten Subgraphen bes
hr

�

ankenden

Funktion eins
hr

�

anken k

�

onnen). Der Knoten v des Graphen, f

�

ur den die re
hte Sei-

te seiner Box am weitesten links liegt ist f

�

ur die Untersu
hung des minimalen Grades

ein nat

�

urli
her Kandidat, da alle Na
hbarn seine re
hte Seite s
hneiden. Finden wir

eine Funktion, die den Grad eines sol
hen Knotens (aufgrund seiner speziellen Lage

in der Repr

�

asentation) bes
hr

�

ankt, so stellt diese Funktion ni
ht nur eine S
hranke

f

�

ur den minimalen Grad des untersu
hten Graphen dar, sondern au
h eine S
hranke

f

�

ur den minimalen Grad aller induzierten Subgraphen, da nat

�

urli
h jede dur
h einen

induzierten Subgraphen induzierte Repr

�

asentation eine Box in entspre
hender Lage

enth

�

alt.

Betra
hten wir ein v mit max(I

v

1

) minimal, k

�

onnen wir leider im Allgemeinen nur-

Aussagen

�

uber die Anzahl der Boxen ma
hen, die einen der beiden Endpunkte der

Re
hten Seite enthalten, da in Abh

�

angigkeit von ! allein beliebig viele 'niedrige'

Boxen die re
hte Seite s
hneiden k

�

onnen. Abhilfe s
ha�t nur, die Klasse der zu

betra
htenden Graphen einzus
hr

�

anken, so da� eben ni
ht beliebig viele niedrige

Boxen die re
hte Seite s
hneiden k

�

onnen. Bes
hr

�

anken wir uns zB auf die Re
ht-

e
kgraphen, die eine Repr

�

asentation besitzen, in der keine Box die re
hte Seite einer

anderen Box s
hneidet, ohne einen Endpunkt derselben zu beinhalten, erhalten wir

unmittelbar: Æ(G) � 2(!(G)� 1), also mit Lemma 2.1: �(G) � 2!(G)� 1. Boxre-

pr

�

asentationen dieser Art werden horizontal einfa
h, Repr

�

asentationen, in der keine

Box die obere Seite einer anderen Box s
hneidet, ohne au
h einen Endpunkt dieser

Seite zu beinhalten vertikal einfa
h genannt. Die Klassen von Graphen, die

�

uber

horizontal bzw. vertikal einfa
he Repr

�

asentationen de�niert sind, sind identis
h,

und enthalten zB die Klasse der normierten Quadratgraphen. Wir zeigen nun, da�

es m

�

ogli
h ist, von einer Re
hte
krepr

�

asentation R eine horizontal einfa
he und ei-

ne vertikal einfa
he Boxenmenge so abzuspalten, da� die maximale Kreuzungstiefe
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des Rests !(G) � 2 ni
ht

�

ubersteigt, so da� wir mit Lemma 3.9 s
hlie�en k

�

onnen:

�

�

(2BOX ; !) � 2(2! � 1) + 4(! � 1)(! � 2), also

Satz 3.10.

�

�

(2BOX ; !) � 4!

2

� 8! + 6

Beweis: Sei G = (V;E) 2 2BOX ; ! = !(G); R eine Repr

�

asentation von G.

Die Knoten von G seien mit v

1

; :::; v

n

so bezei
hnet, da� gilt: i < j ) min(I

v

i

1

) <

min(I

v

j

1

).

V

1

:= fv

1

g, und f

�

ur i < n sei

V

i+1

:=

(

V

i

[ fv

i+1

g fallsR[V

i

[ fv

i+1

g℄ vertikal einfa
h

V

i

sonst.

R[V

n

℄ ist eine vertikal einfa
he Repr

�

asentation des induzierten Subgraphen G[V

n

℄ �

G.

V

0

:= V n V

n

= fv

0

1

; :::; v

0

n

0

g mit i < j ) min(I

v

0

i

2

) < min(I

v

0

j

2

)

H

1

:= fv

0

1

g

H

i+1

:=

(

H

i

[ fv

0

i+1

g falls R[H

i

[ fv

0

i+1

g℄ horizontal einfa
h

H

i

sonst

Betra
hten wir nun den Graphen, der na
h Abspalten der Knoten aus V

n

und H

n

0

�

ubrig bleibt, also auf der Knotenmenge V

00

:= V n (V

n

[H

n

0

) basiert.

Angenommen, in V

00

existieren Knoten u

1

; :::; u

!�1

, so da� gilt: i < j ) I

u

i

2

� I

u

j

2

und I

u

j

1

� I

u

i

1

, also eine Kreuzung mit Tiefe ! � 1 (siehe Abb. 4). Da u

!�1

=2 H

n

0

existiert ein h 2 H

n

0

mit I

u

!

2

� I

h

2

und max(I

h

1

) 2 I

u

!�1

1

. Somit gilt f: a: i 2

f1; :::; ! � 1g : I

u

i

2

� I

h

2

und I

u

i

1

\ I

h

1

6= ;, woraus folgt, da� u

1

; :::; u

!�1

; h eine !-

Clique bilden. Analog �nden wir (ausgehend von u

1

) ein v 2 V

n

so da� u

1

; :::u

!�1

; v

eine !-Clique bilden. Allerdings sind au
h v und h bena
hbart: Wegen I

v

2

\ I

u

1

2

6= ;

und I

u

1

2

� I

h

2

folgt I

v

2

\ I

h

2

6= ;, und aus I

h

1

\ I

u

1

1

6= ; und I

u

1

1

� I

v

1

folgt I

v

1

\ I

h

1

6= ;

| Widerspru
h.

v

!+1

u

!�2

u

!�1

h

u

1

u

2

Abbildung 4: eine Kreuzung mit Tiefe !�1 in G[V

00

℄ h

�

atte wegen der Boxen v und

h eine ! + 1 Clique in G zur folge
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So weit entfernt vom Optimum die gefundene S
hranke au
h sein mag, f

�

ur drei-

e
ksfreie Graphen ist sie s
harf:

Satz 3.11.

�

�

(2BOX ; 2) = 6

Beweis: (Asplund & Gr

�

unbaum in [2℄) Wir werden einen Graphen mit Cliquen-

zahl 2 konstruieren, f

�

ur dessen F

�

arbung 6 Farben ben

�

otigt werden. Als Grundbau-

stein wird der Graph in Abb. 5 dienen. Die in der Abbildung dur
h gepunktete

v

1

v

2

v

3

v

4

v

5

v

10

v

6

v

7

v

8

v

9

v

11

v

12

Filter1 Filter2 Filter3 Filter8

Abbildung 5:

Re
hte
ke markierten Berei
he wollen wir Filter nennen. Es gilt: F

�

ur alle F

�

arbun-

gen des Graphen enth

�

alt mindestens ein Filter mindestens drei Farben: Wir k

�

onnen

ohne Eins
hr

�

ankung der Allgemeinheit Annehmen, da� die oberen beiden Boxen in

Filter 1 unters
hiedli
h gef

�

arbt sind (ansonsten beginnen wir unsere Betra
htun-

gen mit Filter 8). Seien v

10

und v

11

also mit Farben 1 und 2 gef

�

arbt. Enth

�

alt

Filter 1 keine drei Farben, ist v

1

OE mit 1 gef

�

arbt. Um in Filter 2 mit zwei Far-

ben auszukommen, m

�

ussen v

2

und v

3

beide mit 2 gef

�

arbt sein, was uns in Filter 3

zwingt, v

4

die Farbe 1 zuzuweisen, was wiederum dazu f

�

uhrt, da� wir sp

�

atestens

in Filter 4 eine dritte Farbe hinzuziehen m

�

ussen. Nun zur Konstruktion des Gra-

phen: Zun

�

a
hst zei
hnen wir 8

8

identis
he Kopien der Boxrepr

�

asentation aus Abb.

5 vertikal

�

ubereinander. In den S
ha
ht, der dur
h die jeweils ersten Filter dieser

�

ubereinandergestapelten horizontal ausgeri
hteten Grundgraphen entsteht, zei
h-

nen wir eine um 90

o

gedrehte Kopie des Grundgraphen, und zwar so, da� in jedem

Filter dieser vertikal ausgeri
hteten Kopie genau 8

7

der horizontalen Grundgra-

phen vertreten sind. In den S
ha
ht, der dur
h die zweiten Filter der horizontalen

Graphen gebildet wird, zei
hnen wir 8 vertikal

�

ubereinandergestapelte Kopien des

vertikalen Grundgraphen so, da� in jedem Filter dieser 8 Kopien genau 8

6

horizon-

tale Grundgraphen vertreten sind. Auf diese Weise fahren wir mit der Konstruktion

fort (in den i-ten Filters
ha
ht 8

i�1

�

ubereinandergestapelte vertikale Kopien mit je-

weils 8

8�i

horizontalen Grundgraphen pro Filter). Der so konstruierte Graph hat

Cliquenzahl 2, denn neue S
hnitte von Boxen sind nur zwis
hen Boxen aus horizon-

tal und vertikal ausgeri
hteten Kopien im S
hnittberei
h der Filter entstanden, und

die Filterberei
he des Grundgraphen zei
hnen si
h dadur
h aus, da� sie keine Bo-

xens
hnitte enthalten. (siehe Abb. 6). Desweiteren stellen wir fest, da� die Boxen,

die an einem S
hnitt zwis
hen einem horizontal und einem vertikal ausgeri
hteten
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Grundgraphen beteiligt sind, einen vollst

�

andigen bipartiten Graphen induzieren.

Nun zeigen wir, da� 6 Farben f

�

ur eine gute F

�

arbung des konstruierten Graphen

Abbildung 6: neue Boxens
hnitte entstehen nur im S
hnittberei
h zweier Filter und

k

�

onnen ni
ht zu einer 3-Clique f

�

uhren

n

�

otig sind: Nehmen wir an es existiert eine 5-F

�

arbung. Der vertikale Graph im

ersten Filters
ha
ht hat ein Filter, in dem mindestens drei Farben vorkommen. F

�

ur

die 8

7

horizontalen Graphen, die in diesem Filter vertreten sind, hat dies zur Fol-

ge, da� die Boxen in ihrem ersten Filter mit nur zwei Farben gef

�

arbt sein d

�

urfen.

Betra
hten wir nun die zweiten Filter dieser 8

7

horizontalen Graphen. Diese sind

wieder auf die 8 Filter eines vertikalen Graphen im zweiten Filters
ha
ht verteilt,

einer der Filter des vertikalen Graphen mu� mit drei Farben gef

�

arbt sein, also wird

dur
h unsere Annahme, mit f

�

unf Farben auszukommen erzwungen, da� 8

6

der ho-

rizontalen Graphen in den ersten beiden Filtern mit nur zwei Farben auskommen.

F

�

uhrt man diese Argumentation in analoger Art fort, so endet man s
hlie�li
h mit 8

horizontal ausgeri
hteten Graphen, die in Filtern 1 bis 7 mit jeweils nur zwei Farben

auskommen, und deren 8. Filter si
h je mit einem der a
ht Filter eines vertikal aus-

geri
hteten Graphen kreuzen, woraus wir wieder s
hlie�en, da� f

�

ur einen dieser a
ht

horizontalen Graphen au
h das 8. Filter mit nur zwei Farben auskommen mu�|

Widerspru
h.

Nun wollen wir uns vers
hiedenen Subklassen von Boxgraphen zuwenden. Wie

s
hon angedeutet, werden wir Eins
hr

�

ankungen su
hen, die uns erm

�

ogli
hen, den

minimalen Grad eines Graphen zu begrenzen, indem wir verhindern, da� beliebig

viele niedrige Boxen die Seite einer Box s
hneiden d

�

urfen. Mit diesem Ziel haben

wir s
hon die Klasse der horizontal/vertikal einfa
hen Graphen de�niert. Do
h au
h

ni
ht so extreme Restriktionen wie das grunds

�

atzli
he Verbot eines Boxens
hnittes

der Form, da� eine Box die re
hte Seite einer anderen Box s
hneidet, ohne einen

Endpunkt dieser Seite zu beinhalten, erlauben die gew

�

uns
hte Bes
hr

�

ankung. Wir

werden Graphenklassen betra
hten, in denen das Seitenl

�

angenverh

�

altnis der Boxen

bes
hr

�

ankt ist, und Graphenklassen, in denen die Unabh

�

angigkeitszahl der Graphen

bes
hr

�

ankt ist. Wir werden sehen, da� jede dieser Eins
hr

�

ankungen bei beliebiger

Dimension zu (in !) linearen oberen S
hranken f

�

ur die 
hromatis
he Zahl f

�

uhrt. Es

ist erw

�

ahnenswert, da� eine Bes
hr

�

ankung der 
hromatis
hen Zahl in Abh

�

angigkeit

der Cliquenzahl und der Unabh

�

angigkeitszahl f

�

ur alle Graphen gegeben ist, denn f

�

ur

den maximalen Grad eines Graphen G (bezei
hnet mit �(G)) gilt, da� er kleiner

als die Ramseyzahl von �(G) + 1 und !(G) (R(�(G) + 1; !(G))) ist: R(a; b) ist
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die kleinste Zahl n, so da� jeder Graph auf n Knoten eine unabh

�

angige Menge der

Gr

�

o�e a oder eine Clique der Gr

�

o�e b enthalten mu�. H

�

atte nun ein Knoten v von G

mehr alsR(�(G)+1; !(G)) Na
hbarn, enthielte die Na
hbars
haft von v, und somit

au
h G eine unabh

�

angige Menge der Gr

�

o�e �(G) + 1, was unm

�

ogli
h ist, oder die

Na
hbars
haft von v enthielte eine !(G) Clique, was eine !(G) + 1 Clique in G zur

Folge h

�

atte und somit ebenfalls unm

�

ogli
h ist. Wir k

�

onnen also den Maximalgrad

vonG dur
hR(�(G)+1; !(G)), und somit wegen �(G) � �(G)+1 die 
hromatis
he

Zahl von G dur
h R(�(G)+1; !(G))+1 bes
hr

�

anken. Wie bei Ergebnissen aus der

Ramseytheorie

�

ubli
h ist diese S
hranke wegen des unbekannten aber na
hweisli
h

gro�en Wa
hstumsverhaltens (R(p; p) 2 
(2

p

)) nur von geringem praktis
hen In-

teresse. Wir zeigen nun, da� f

�

ur die Klasse der d-dimensionalen Boxgraphen, deren

Unabh

�

angigkeitszahl � ni
ht

�

ubersteigt (bezei
hnet mit dBOX

�

) gilt:

Satz 3.12.

�

�

(dBOX

�

; !) � �

d�1

(! � (d� 1)) +

d�2

X

i=0

�

i

Beweis: dur
h Induktion

�

uber d

F

�

ur d = 1 liegen Intervallgraphen vor und die Behauptung stimmt. Sei also d > 1,

G 2 dBOX

�

und eine Repr

�

asentation R gegeben. Betra
hten wir den Knoten v,

dessen re
hter Endpunkt seines ersten Intervalls (max(I

v

1

)) minimal ist. Aufgrund

dieser Eigens
haft mu� f

�

ur alle Na
hbarn von v gelten, da� ihre ersten Intervalle

den Punkt max(I

v

1

) enthalten. Da also f

�

ur alle Na
hbarn von v gilt, da� ihre ersten

Intervalle einen ni
htleeren S
hnitt haben, kann man die Adjazenz von Knoten

aus N(v) s
hon dur
h einen ni
htleeren S
hnitt der Intervallkomponenten 2; : : : ; d

bes
hreiben. Das wiederum bedeutet, da� gilt: G[N(v)℄ 2 (d�1)BOX

�

. Au�erdem

wissen wir, da� !(G[N(v)℄ ) � !(G) � 1 und k

�

onnen mit der Induktionshypothese

f

�

ur G[N(v)℄ s
hlie�en:

�(G[N(v)℄ ) � �

�

�

(d� 1)BOX

�

; !(G)� 1

�

� �

d�2

(!(G) � 1� (d� 2)) +

d�3

X

i=0

�

i

Mit der allgemeing

�

ultigen Unglei
hung �(G) � n(G)=�(G) k

�

onnen wir nun den

Grad von v in G bes
hr

�

anken. Es gilt:

�(G[N(v)℄) �

n(G[N(v)℄ )

�(G[N(v)℄ )

�

n(G[N(v)℄ )

�

;

also

d

G

(v) = n(G[N(v)℄ ) � ��(G[N(v)℄ ) � �

d�1

(!(G)� (d� 1)) +

d�2

X

i=1

�

i

Da wir au
h in jedem induzierten Subgraphen von G einen Knoten mit einem so

einges
hr

�

ankten Grad �nden, folgt mit Lemma 2.1 die Behauptung.

Bemerkung: Beim Anwenden der Induktionshypothese ist ni
ht nur d, sondern

au
h ! um eins reduziert ist. Das f

�

uhrt dazu, da� im Fall ! < d der ni
ht mehr

reduzierbare Fall (! = 1) in den einem induktiven Beweis zugrundeliegenden Fol-

gerungssequenzen s
hon eintritt, bevor wir die Dimensionen 'abgearbeitet' haben.

Daher k

�

onnen wir f

�

ur ! < d die F

�

arbungszahl dur
h

P

!�1

i=0

�

i

bes
hr

�

anken, wobei

si
h der Beweis ledigli
h dadur
h vom obigen Beweis unters
heidet, da� wir die In-

duktion ni
ht

�

uber d, sondern

�

uber ! f

�

uhren.
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Nun betra
hten wir die Klassen der d-dimensionalen Boxgraphen G, die Re-

pr

�

asentationen besitzen, so da� f

�

ur gegebene Konstanten r

2

; :::; r

d

2 N gilt:

f: a: i = 2:::d :

max

v2V (G)

jI

v

i

j

min

v2V (G)

jI

v

i

j

� r

i

;

also die Klasse der d-Boxgraphen mit Repr

�

asentationen, in denen das Seitenverh

�

alt-

nis aller Knoten in mindestens allen bis auf die erste Dimension bes
hr

�

ankt ist. Diese

Klasse bezei
hnen wir mit dBOX

(r2;:::;rd)

.

Lemma 3.13. f

�

ur G 2 dBOX

(r2;:::;rd)

gilt:

�(G) � (!(G)� 1)

d

Y

i=2

(r

i

+ 1) + 1

Beweis: Seien G = (V;E) 2 dBOX

(r2;:::;rd)

mit !(G) = ! und eine entspre-


hende Repr

�

asentation gegeben. Max

i

bezei
hne die L

�

ange der l

�

angsten Seite in

Dimension i (max

v2V

jI

v

i

j), Min

i

die L

�

ange der k

�

urzesten.

Auf der Su
he na
h einem Knoten mit dur
h eine Funktion in ! begrenzbarem Grad

w

�

ahlen wir wieder das v mit minimalem max(I

v

1

), wodur
h gew

�

ahrleistet ist, da�

f

�

ur alle Na
hbarn w von v gilt: max(I

v

1

) 2 I

w

1

. Installieren wir nun in dem d�1 di-

mensionalen Teilraum T := max(I

v

1

)�R

d�1

ein Punktgitter, bei dem der Abstand

der Punkte in Dimension i der minimal vorkommenden Seitenl

�

ange aller Boxen in

Dimension i (also Min

i

) entspri
ht, m

�

ussen alle Boxen der mit v bena
hbarten

Knoten mindestens einen Punkt des Gitters enthalten. Um dieses zu gew

�

ahrleisten,

mu� si
h das Gitter ni
ht

�

uber den ganzen Teilraum T erstre
ken, sondern ledigli
h

den S
hnitt von T mit Box

v

umfassen. Da wir eine Repr

�

asentation betra
hten, in

der das Verh

�

altnis von maximaler zu minimaler Seitenl

�

ange in Dimension i dur
h r

i

bes
hr

�

ankt ist, gilt f

�

ur die Seitenl

�

angen von Box

v

: jI

v

i

j � r

i

Min

i

(i = 2; : : : ; d).

Also sind die Seitenl

�

angen von Box

v

in Dimension i h

�

o
hstens r

i

mal so gro� wie

die Abst

�

ande im Punktgitter in Dimension i, das hei�t, da� das Gitter, um den

S
hnitt von T und Box

v

zu umfassen, ni
ht mehr als

Q

d

i=2

(r

i

+1) Punkte ben

�

otigt.

Betra
hte z.B das Gitter, das aus dem direkten Produkt der folgenden Punktmen-

gen entsteht:

P

1

:= fmax(I

v

1

)g

i = 2; :::; d : P

i

:= fp

i

k

j p

i

k

= min(I

v

i

) + kMin

i

; k = 0; :::; r

i

g.

Da die Boxen, die einen Punkt p enthalten eine Clique bilden, gilt, da� maximal !

Boxen einen Punkt enthalten k

�

onnen, womit s
hon mal klar ist, da� die Na
hbar-

s
haft von v auf !

Q

d

i=2

(r

i

+ 1) Knoten bes
hr

�

ankt ist. Da Box

v

selbst s
hon fast

alle relevanten Punkte enth

�

alt, ist no
h eine Verbesserung m

�

ogli
h. Box

v

enth

�

alt

nur fast alle relevanten Punkte, da die Punkte, die ni
ht in Box

v

liegen und zwis
hen

ihnen und dem Rand von Box

v

kein weiterer Punkt des Gitters liegt ben

�

otigt wer-

den, um zu garantieren, da� alle Na
hbarn von v einen Punkt des Gitters enthalten.

Dieses Problem k

�

onnen wir aber lei
ht beseitigen, indem wir in den Punktmengen

P

i

den Punkt min(I

v

i

) + r

i

Min

i

dur
h max(I

v

i

) ersetzen (siehe Abb. 8).

Nun gilt, da� Box

v

alle relevanten Punkte enth

�

alt (soll hei�en: alle Na
hbarboxen

von Box

v

enthalten einen Punkt des Gitters, der in Box

v

liegt), also kann jeder

dieser Punkte nur no
h in maximal ! � 1 Na
hbarboxen enthalten sein, woraus

d

G

(v) � (! � 1)

Q

d

i=2

(r

i

+ 1) folgt. Da wir f

�

ur alle Induzierten Subgraphen von G

auf analoge Art einen Knoten mit so bes
hr

�

anktem Grad �nden, folgt mit Lemma

2.1: �(G) � (!(G)� 1)

Q

d

i=2

(r

i

+ 1) + 1.

Nun ist dieses Ergebnis nur f

�

ur kleine r

i

eine Verbesserung des Ergebnisses von

Ewa Malesinska, die diese Klasse von Boxgraphen (zumindest f

�

ur d = 2) in [16℄
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v

min

w2V

I

w

3

I

v

3

I

v

2

I

v

1

min

w2V

I

w

2

Abbildung 7: Eine mit v bena
hbarte Box mu� einen Punkt des Gitters enthalten

max(I

v

1

)� R

2

max(I

v

2

)

max(I

v

3

)

Abbildung 8: Eine mit v bena
hbarte Box enth

�

alt einen Punkt des modi�zierten

Gitters, der in Box

v

liegt
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eingef

�

uhrt hat. In Ihrem Ansatz wird ein Re
hte
kgraph in Subgraphen zerlegt,

die ein Seitenl

�

angenverh

�

altnis kleiner glei
h zwei haben, um diese dann in Streifen

aufzuteilen, die je einen Intervallgraphen induzieren. Aufgrund dieser Vorgehens-

weise gibt sie f

�

ur Re
hte
kgraphen eine S
hranke von 3(log

2

(r) + 1)! an. Au
h wir

partitionieren nun die Knotenmenge, so da� das Seitenl

�

angenverh

�

altnis der Boxen

der Knoten in jeder Teilmenge dur
h zwei begrenzt ist. Mit obigem Lemma, wel
hes

ja gerade f

�

ur kleine Seitenl

�

angenverh

�

altnisse gute Werte liefert, erhalten wir (neben

der Verallgemeinerung auf d-dimensionale Boxgraphen) folgende Verbesserung:

Lemma 3.14. F

�

ur G 2 dBOX

(r2;:::;rd)

gilt:

�(G) �

�

d

Y

i=2

maxf1; dlog

2

(r

i

)eg

�

(3

d�1

(!(G)� 1) + 1)

Beweis: Sei G = (V;E) 2 dBOX

(r2;:::;rd)

; R eine Repr

�

asentation von G. Max

i

bezei
hne die gr

�

o�te Seitenl

�

ange in Dimension i. Die Partitionierung des Graphen

in Subgraphen, deren maximales Seitenverh

�

altnis kleiner glei
h 2 ist, nehmen wir

(kanonis
h) wie folgt vor:

f

�

ur j

i

2 f1; :::;maxf1; dlog

2

(r

i

)egg (i = 2; :::; d), sei

V

(j

2

;:::;j

d

)

:= fv 2 V j

Max

i

2

j

i

� jI

v

i

j <

Max

i

2

j

i

�1

; i = 2; :::; dg;

wobei im Fall j

i

= 1 das Kleinerzei
hen dur
h � zu ersetzen ist. G ist nun

vollst

�

andig in maximal

Q

d

i=2

maxf1; dlog

2

(r

i

)eg Subgraphen aufgeteilt, wobei je-

der dieser Subgraphen zur Klasse dBOX

(2;:::;2)

geh

�

ort, also gilt mit Lemma 3.13:

�(G) �

�

d

Y

i=2

maxf1; dlog

2

(r

i

)eg

�

�

�

�

dBOX

(2;:::;2)

; !(G)

�

;

also

�(G) �

�

d

Y

i=2

maxf1; dlog

2

(r

i

)eg

�

(3

d�1

(!(G) � 1) + 1):

Eine weitere Optimierung der Methode ist no
h f

�

ur den Spezialfall m

�

ogli
h, da�

die Werte r

i

in einigen Dimensionen glei
h eins sind, si
h also die Seitenl

�

angen der

Boxen in diesen Ri
htungen ni
ht unters
heiden. Dieser Fall wird in Lemma 3.14

nur soweit ber

�

u
ksi
htigt, da� keine Aufteilung des Graphen in diesen Dimensionen

vorgenommen wird. Die Optimierungsm

�

ogli
hkeit besteht nun darin, die gefunde-

nen Subgraphen ni
ht paus
hal dBOX

(2;:::;2)

zuzuordnen, sondern dBOX

(r

0

2

;::;r

0

d

)

mit r

0

i

= minf2; r

i

g, so da� wir insgesamt haben:

Satz 3.15. Mit d

1

:= jfr

i

j r

i

= 1; i = 2; :::; dgj gilt:

�

�

(dBOX

(r2;:::;rd)

; !) � min

(

�

Q

d

i=2

maxf1; dlog

2

(r

i

)eg

�

(2

d

1

3

d�1�d

1

(! � 1) + 1)

�

Q

d

i=2

(r

i

+ 1)

�

(! � 1) + 1

Wie oben s
hon erw

�

ahnt, hatte Ewa Malesinska eine M

�

ogli
hkeit gefunden,

Re
hte
kgraphen aus 2BOX

(r)

in Intervallgraphen aufzusplitten. Wir werden nun

in einem analogen Verfahren zeigen, da� es m

�

ogli
h ist, dBoxgraphen, deren Sei-

tenverh

�

altnisse in mindestens allen bis auf zwei Dimensionen einges
hr

�

ankt sind

(dBOX

(r

3

;:::;r

d

)

), in Re
hte
kgraphen aufzuteilen und auf diesem Weg eine obere

S
hranke f

�

ur die 
hromatis
he Zahl dieser Graphen in Abh

�

angigkeit von ! anzuge-

ben:
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Satz 3.16.

�

�

(dBOX

(r

3

;:::;r

d

)

; !) � 3

d�2

�

�

(2BOX ; !)

d

Y

i=3

maxf1; dlog

2

(r

i

)eg

Beweis: Sei G = (V;E) 2 dBOX

(r

3

;:::;r

d

)

und eine entspre
hende Repr

�

asentation

R fest gew

�

ahlt, Max

i

:= max

v2V

jI

v

i

j. Wie im Beweis von Lemma 3.14 partitio-

nieren wir zun

�

a
hst G in Subgraphen G[V

(j

3

;:::;j

d

)

℄, deren Seitenl

�

angenverh

�

altnis in

Ri
htung 3; : : : ; d dur
h zwei begrenzt ist. Es sei also f

�

ur

j

i

2 f1; :::;maxf1; dlog

2

(r

i

)egg; (3 � i � d)

V

(j

3

;:::;j

d

)

:= fv 2 V :

Max

i

2

j

i

� jI

v

i

j <

Max

i

2

j

i

�1

; i = 3; :::; dg;

wobei wieder f

�

ur j

i

= 1 das Kleinerzei
hen dur
h � zu ersetzen ist.

Betra
hten wir ein R[V

(j

3

;:::;j

d

)

℄ mit Seitenl

�

angenverh

�

altnis kleinerglei
h 2 in den

Dimensionen 3; :::; d. Wir partitionieren den Euklidis
hen Raum in Teilr

�

aume, deren

Breite in Ri
htung i (3 � i � d) Max

i

=2

j

i

betr

�

agt, also kleinerglei
h der minimal

in R[V

(j

3

;:::;j

d

)

℄ vorkommenden Seitenl

�

ange in Ri
htung i ist: F

�

ur l

i

2 Z sei

T

(l

3

;:::;l

d

)

:= f(x

1

; :::; x

d

) 2 R

d

j l

i

Max

i

2

j

i

< x

i

� (l

i

+ 1)

Max

i

2

j

i

; i = 3; :::; dg:

F

�

ur jeden dieser Teilr

�

aume T

(l

3

;:::;l

d

)

betra
hten wir nun den Graphen, der dur
h

die Boxen, deren E
ke 'unten links' in T

(l

3

;:::;l

d

)

liegt, also dur
h die Knotenmenge

V

(l

3

;:::;l

d

)

(j

3

;:::;j

d

)

:= fv 2 V

(j

3

;:::;j

d

)

j (min(I

v

1

); :::;min(I

v

d

)) 2 T

(l

3

;:::;l

d

)

g

induziert wird. Da die Breite des Teilraumes in Ri
htung i (3 � i � d) kleinerglei
h

der minimalen L

�

ange der Intervalle I

v

i

f

�

ur v 2 V

(j

3

;:::;j

d

)

ist, gilt:

f: a: v; w 2 V

(l

3

;:::;l

d

)

(j

3

;:::;j

d

)

; f: a: i = 3; :::; d : I

v

i

\ I

w

i

6= ;;

so da� die Adjazenzrelation in G[V

(l

3

;:::;l

d

)

(j

3

;:::;j

d

)

℄ vollst

�

andig dur
h einen ni
htleeren

S
hnitt der Intervalle in Dimension 1 und 2 bes
hrieben wird. Das hei�t, es liegt

ein Re
hte
kgraph vor.

Da die maximale Intervalll

�

ange in Dimension i h

�

o
hstens die doppelte Teilraum-

breite in Ri
htung i betr

�

agt (3 � i � d), kann jede Box nur bis in den

�

ubern

�

a
hsten

Teilraum hineinragen, weshalb S
hnitte zwis
hen Boxen, die zu Teilr

�

aumen geh

�

oren,

die in einer Ri
htung mindestens zwei Teilr

�

aume zwis
hen si
h haben, unm

�

ogli
h

sind. Pr

�

azise:

f: a: v 2 V

(l

3

;:::;l

d

)

(j

3

;:::;j

d

)

f: a: v

0

2 V

(l

0

3

;:::;l

0

d

)

(j

3

;:::;j

d

)

:

Box

v

\ Box

v

0

6= ; ) f: a: i (3 � i � d) : jl

i

� l

0

i

j � 2

Vereinigen wir nun die Knotenmengen, die Teilr

�

aumen zugeordnet sind, die je einen

Abstand von mindestens 3 in einer Ri
htung haben, so ist der dur
h diese Menge

induzierte Subgraph eine disjunkte Vereinigung von Re
hte
kgraphen, und somit

selbst ein Re
hte
kgraph. Wir k

�

onnen also G[V

j

3

;::: ;j

d

℄ in 3

d�2

Re
hte
kgraphen

G[

[

e

3

;::: ;e

d

2Z

V

(k

3

+3e

3

;:::;k

d

+3e

d

)

(j

3

;:::;j

d

)

℄; k

3

; : : : ; k

d

2 f0; 1; 2g

partitionieren. Somit gilt:

�(G[V

(j

3

;::: ;j

d

)

℄ ) � 3

d�2

�

�

�

2BOX ; !(G[V

(j

3

;:::;j

d

)

℄ )

�
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Aufsummieren

�

uber alle G[V

(j

3

;:::;j

d

)

℄ liefert die Behauptung.

Abs
hlie�end ist no
h Anzumerken, da� dBOX -Graphen mit einges
hr

�

anktem

Seitenverh

�

altnis f

�

ur alle bis auf 3 Dimensionen eine Oberklasse von 3BOX bilden,

also keine Bes
hr

�

ankung des Verh

�

altnisses von 
hromatis
her Zahl zur Cliquenzahl

gegeben ist.

Eine weitere M

�

ogli
hkeit, die zu betra
htende Klasse von Boxgraphen einzu-

s
hr

�

anken, indem man dem Verh

�

altnis von Seitenl

�

angen eine S
hranke zuweist, be-

steht darin, die Seitenl

�

angen in den d Ri
htungen jeder einzelnen Box ins Verh

�

altnis

zu setzen, und dieses Seitenverh

�

altnis zu begrenzen. Wir betra
hten also f

�

ur Kon-

stanten 


1

2

; 


2

2

; :::; 


1

d

; 


2

d

Klassen von Graphen G, f

�

ur die eine d-Boxrepr

�

asentation

existiert, so da� gilt: f: a: v 2 V (G); f: a: i = 2; :::; d : 


2

i

� jI

v

i

j=jI

v

1

j � 


1

i

. Es ist

klar, da� man dur
h Stre
ken bzw. Stau
hen der Repr

�

asentation in Dimension i mit

Faktor 1=


2

i

errei
hen kann, da� die untere S
hranke immer 1 betr

�

agt. Wir bezei
h-

nen mit dBOX

(


2

;:::;


d

)

also die Klasse von Graphen, f

�

ur die eine dBoxrepr

�

asentation

existiert, so da� f

�

ur alle Knoten v gilt: 1 � jI

v

i

j=jI

v

1

j � 


i

(i = 2; : : : ; d). Sei nun

G = (V;E) 2 dBOX

(
2;:::;
d)

; R eine Repr

�

asentation, und begeben wir uns wie-

der auf die Su
he na
h einem Knoten, dessen Grad wir (in Abh

�

angigkeit von !)

m

�

ogli
hst klein begrenzen k

�

onnen. W

�

ahlen wir v, so da� jI

v

1

j minimal ist, k

�

onnen

wir folgendes feststellen:

� Alle Na
hbarn von v m

�

ussen in ihrem ersten Intervall einen Endpunkt des

Intervalls I

v

1

enthalten.

� Es gilt: f: a: w 2 V : jI

w

i

j � jI

w

1

j � jI

v

1

j � jI

v

i

j=


i

, also jI

v

i

j � 


i

jI

w

i

j.

Das hei�t, da� die Seitenl

�

ange von Box

v

in Ri
htung i h

�

o
hstens das 


i

-fa
he

der minimal vorkommenden Seitenl

�

ange in Ri
htung i (=:Min

i

) betr

�

agt.

Dadur
h ist es uns m

�

ogli
h, ein analoges Verfahren wie im Beweis von Lemma

3.13 anzuwenden. Dieses mal m

�

ussen wir ledigli
h das Punktgitter ni
ht nur in

dem Teilraum max(I

v

1

) � R

d�1

, sondern au
h in dem Teilraum min(I

v

1

) � R

d�1

installieren. Es sei also

P

1

:= fmin(I

v

1

);max(I

v

1

)g, und f

�

ur i = 2; :::; d sei

P

i

:= fp

i

k

j p

i

k

= min(I

v

i

) + kMin

i

; k = 0; :::; d


j

e � 1g [ fmax(I

v

i

)g.

Wieder gilt, da� alle Na
hbarboxen von Box

v

einen Punkt aus X

d

i=1

P

i

enthalten,

der au
h in Box

v

enthalten ist, woraus wir wieder s
hlie�en k

�

onnen:

d

G

(v) � (! � 1)2

d

Y

j=2

(d


j

e+ 1)

Mit Lemma 2.1 haben wir also:

�(G) � 1 + (! � 1)2

d

Y

j=2

(d


j

e+ 1)

Au
h dieses Ergebnis k

�

onnen wir f

�

ur gro�e 


i

wieder verbessern, indem wir den Gra-

phen in Subgraphen partitionieren, in denen die Varianz der Seitenl

�

angenverh

�

alt-

nisse dur
h 2 bes
hr

�

ankt ist:

Satz 3.17. Mit d

1

:= jf


j

j 


j

= 1; j = 2; : : : ; dgj gilt:

�

�

(dBOX

(


2

;:::;


d

)

; !) � min

(

1 + 2(! � 1)

Q

d

j=2

(d


j

e+ 1)

(2

d

1

3

d�1�d

1

2(! � 1) + 1)

Q

d

j=2

maxf1; dlog

2

(


j

)eg
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Beweis Seien G = (V;E) 2 dBOX

(


2

;:::;


d

)

und eine entspre
hende Repr

�

asenta-

tion gegeben.

Wir partitionieren G in Subgraphen, bei denen die Verh

�

altnisse von Seitenl

�

ange i

zu Seitenl

�

ange 1 in einem Werteberei
h liegen, die uns erm

�

ogli
hen, dur
h Stre
ken

oder Stau
hen der entspre
henden Subrepr

�

asentationen zu errei
hen, da� die Sei-

tenl

�

angenverh

�

altnisse in den gestre
kten Subrepr

�

asentationen gr

�

o�er als eins und

kleiner als zwei sind: F

�

ur

j

i

2 f1; :::;maxf1; dlog

2

(


i

)egg (i = 2; : : : ; d) sei

V

(j

2

;:::;j

d

)

:= fv j




i

2

j

i

�

jI

v

i

j

jI

v

1

j

<




i

2

j

i

�1

; i = 2; :::; dg

Ersetzen wir wieder das Kleinerzei
hen f

�

ur i

j

= 1 dur
h �, so stellt dies eine

vollst

�

andige Partitionierung von V dar. Stre
ken wir nun die Repr

�

asentationen

R[V

(j

2

;::: ;j

d

)

℄ in Ri
htung i mit Faktor 2

j

i

=


i

gilt f

�

ur diese modi�zierten Repr

�

asen-

tationen

^

R[V

(j

2

;::: ;j

d

)

℄ : f: a: v 2 V

(j

2

;::: ;j

d

)

f: a: i = 2; : : : ; d : 1 � j

^

I

v

i

j=j

^

I

v

1

j � 2.

G[V

(j

2

;:::;j

d

)

℄ liegt also in dBOX

(2;::: ;2)

. Ber

�

u
ksi
htigen wir wieder die F

�

alle, da�

s
hon in der urspr

�

ungli
hen Repr

�

asentation in einigen Dimensionen keine Seitenl

�

an-

genunters
hiede im Verglei
h zur ersten Dimension bestanden (also 


i

= 1), haben

wir G[V

(j

2

;:::;j

d

)

℄ 2 dBOX

(


0

2

;:::;


0

d

)

mit 


0

j

= minfd


j

e; 2g. Mit der s
hon gefundenen

S
hranke f

�

ur dBOX

(


2

;:::;


d

)

Graphen gilt also

f

�

ur d

1

:= jf


i

j 


i

= 1; i = 2; : : : ; dgj :

�(G[V

(j

2

;:::;j

d

)

℄) � 2

d

1

3

d�1�d

1

2(!(G)� 1) + 1

Aufsummieren

�

uber alle G[V

(j

2

;:::;j

d

)

℄ liefert:

�(G) � (2

d

1

3

d�1�d

1

2(!(G)� 1) + 1)

d

Y

i=2

maxf1; dlog

2

(


i

)eg

F

�

ur d dimensionale Quadratgraphen (also Graphen aus dBOX

(1;:::;1)

) gilt, da�

si
h zwei Boxen ni
ht e
kenfrei s
hneiden k

�

onnen. Lemma 3.7 besagt somit, da�

si
h diese Graphen in 2

d

(! � 1) unabh

�

angige Mengen zerlegen lassen, also ist f

�

ur

diesen Fall eine Verbesserung um 1 m

�

ogli
h: �

�

(dBOX

(1;:::;1)

; !) � 2

d

(! � 1)

4 Vereinigungen von Intervallgraphen

In diesem Kapitel wollen wir 2 Klassen von Graphen betra
hten: Zum einen die

Klasse von Graphen, die dur
h die Vereinigung von maximal t Intervallgraphen

bes
hrieben werden k

�

onnen, also d

t

INT . Eine nat

�

urli
he Repr

�

asentation der Gra-

phen dieser Klasse ist gegeben dur
h t reelle A
hsen R

1

; :::;R

t

und eine V repr

�

asen-

tierende Familie von t-Intervalltupeln ((I

v

1

; :::; I

v

t

))

v2V

, mit I

v

i

� R

i

, wobei die Adja-

zenzrelation in dieser Repr

�

asentation dur
h die Formel �(u; v) = ex: i : I

u

i

\ I

v

i

6= ;

gegeben ist. Die zweite Klasse von Graphen, die sogenannten Mehrfa
hintervall-

graphen sind au
h das Ergebnis einer Vereinigungsoperation, allerdings ni
ht im

herk

�

ommli
hen Sinn: tMINT bezei
hne die Klasse von Graphen G = (V;E), die

dur
h S
hnittrepr

�

asentationen (R; (M

v

)

v2V

; �) repr

�

asentierbar sind, wobei M

v

(be-

zei
hnet als Mehrfa
hintervall) aus der Vereinigung von maximal t Intervallen be-

steht, und �(u; v) =M

u

\M

v

6= ; ist.

�

Aquivalent dazu, und meist besser zu handha-

ben sind die Repr

�

asentationen, die auf t-Intervalltupeln (I

v

)

v2V

beruhen, wobei die
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'Adjazenzformel' dann wie folgt lautet: �(u; v) = ex: i ex: j : I

u

i

\ I

v

j

6= ;. Wir wer-

den wieder na
h belieben zwis
hen der Intervalltupel und Teilmengenrepr

�

asentation

we
hseln, je na
hdem, wel
he gerade f

�

ur unsere Formulierungen am dienli
hsten ist.

Die Klasse d

t

INT ist eine Subklasse von tMINT : wir k

�

onnen eine Repr

�

asentation

eines Graphen aus d

t

INT in eine Repr

�

asentation f

�

ur tMINT

�

uberf

�

uhren, ohne

den zugrundeliegenden Graphen zu ver

�

andern, indem wir die benutzten Berei
he

der A
hsen R

1

; :::;R

t

nebeneinander auf einer reellen A
hse plazieren. S
hnitte von

Intervallen mit unters
hiedli
hem Index sind somit ausges
hlossen, und die zu die-

ser tMINT Darstellung geh

�

orende Adjazenzformel liefert dieselben Kanten wie die

urspr

�

ungli
he d

t

INT Darstellung.

v

3

v

4

R

1

R

2

2M � INT :

d

2

INT :

I

v

5

2

I

v

3

2

I

v

2

1

I

v

1

2

I

v

4

2

I

v

2

2

I

v

5

2

I

v

3

2

I

v

5

1

I

v

3

1

I

v

1

1

I

v

2

1

I

v

1

2

I

v

4

2

I

v

2

2

I

v

5

1

I

v

3

1

I

v

1

1

v

5

v

2

v

1

Abbildung 9:

4.1 �

�

(d

t

INT ; �); �

�

(tMINT ; �)

Mit Lemma 2.5 l

�

a�t si
h unmittelbar die S
hranke !

t

f

�

ur die 
hromatis
he Zahl von

d

t

INT Graphen angeben. Es lohnt aber die M

�

uhe, etwas genauer hinzus
hauen:

Satz 4.1. [6℄

�

�

(d

t

INT ; !) � �

�

(tMINT ; !) � 2t(! � 1)

Beweis: Sei G = (V;E) 2 tMINT . Die bisher h

�

au�g angewandte Methode, die

Existenz eines Knotens mit einem aufgrund seiner Lage in der Repr

�

asentation dur
h

! ausdr

�

u
kbaren Grad zu garantieren, s
heint hier ni
ht zu greifen - die Konstella-

tionen, die zu einer Na
hbars
haft f

�

uhren sind zu vielf

�

altig. Anders verh

�

alt es si
h,

wenn wir versu
hen, eine Orientierung des Graphen zu �nden, die einen in Termen

von ! begrenzten maximalen Ausgangsgrad liefert: Wir orientieren den Graphen

so, da� gilt: (u; v) 2

�!

E ) ex: i; j : max(I

u

i

) 2 I

v

j

. Da die Mehrfa
hintervalle, die

einen Punkt p 2 R enthalten, eine Clique bilden, kann es f

�

ur das Maximum eines

Intervalls eines Knotens h

�

o
hstens (!(G)�1) andere Knoten geben, deren Mehrfa
h-

intervalle dieses Maximum enthalten. Somit gilt f

�

ur den maximalen Ausgangsgrad

des orientierten Graphen: �

+

(G) � t(!(G) � 1). Ni
ht alle Knoten kommen f

�

ur

einen so hohen Ausgangsgrad in Frage: Betra
hten wir den Knoten v, dessen Mehr-

fa
hintervall M

v

den maximalen Punkt p aller in der Repr

�

asentation verwendeten

Intervalle enth

�

alt. Das Intervall I

v

i

, dessen Maximum p ist, kann keinen Beitrag

zum Ausgangsgrad liefern, also gilt: d

+

(v) � (t� 1)(!(G)� 1) < t(!(G)� 1). Mit

Lemma 2.3 folgt die Behauptung.

4.2 �

�

(d

t

INT ; !); �

�

(tMINT ; !)

Nun zur Cliquen

�

uberde
kungszahl. Zun

�

a
hst betra
hten wir die Klasse d

t

INT . Da

das Komplement eines Intervallgraphen in der Klasse der Verglei
hbarkeitsgraphen

(VER) liegt, k

�

onnen wir mit Lemma 2.6 �-S
hranken von der Klasse der Graphen,
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die als S
hnitt von t Verglei
hbarkeitsgraphen darstellbar sind als �-S
hranken f

�

ur

d

t

INT

�

ubernehmen. Es gilt:

Satz 4.2. [7℄

�

�

(e

t

VER; !) � �

�

(d

2

t�1

VER; !) � !

2

t�1

Beweis: Sei G = (V;E) =

T

t

i=1

G

i

mit G

i

2 VER.

�!

E

i

sei transitive Orientierung

der Kanten von G

i

, und

�!

E sei eine an

�!

E

t

angelehnte Orientierung der Kanten aus

G (also

�!

E �

�!

E

t

).

Nun Partitionieren wir

�!

E in Mengen

�!

E

a

mit a 2 A := f(x

1

; : : : ; x

t�1

) j x

i

2 f0; 1gg, wie folgt:

F

�

ur (u; v) 2

�!

E sei (u; v) 2

�!

E

a

,

f: a: i 2 f1; : : : ; t� 1g :

(

(a

i

= 1) (u; v) 2

�!

E

i

) &

(a

i

= 0) (v; u) 2

�!

E

i

)

F

�

ur jeden f0; 1g-Vektor a ist G[

�!

E

a

℄ ein transitiv orientierter Graph, denn f

�

ur

(u; v); (v; w) 2

�!

E

a

sind die Kanten uv und vw in jedem der orientierten Gra-

phen

�!

G

i

(i = 1; : : : ; t) entweder als (u; v) und (v; w), oder als (w; v) und (v; u)

vertreten. Da die

�!

G

i

transitiv orientiert sind, ist in jedem

�!

G

i

au
h die geri
htete

Kante (u;w) bzw. (w; u) vertreten.

�!

E

a

ist so konstruiert, da� es nun au
h die

geri
htete Kante (u;w) enthalten mu�.

G ist also als Vereinigung von 2

t�1

Verglei
hbarkeitsgraphen darstellbar: G =

S

a2A

G[E

a

℄. Da die Cliquenzahl eines kanteninduzierten Subgraphen ni
ht gr

�

o�er

sein kann, als die des urspr

�

ungli
hen, folgt mit Lemma 2.5: �(G) �

Q

a2A

�(G[E

a

℄) �

!(G)

2

t�1

�!

G

3

G

�!

G

2

�!

G

1

G[

���!

E

(1;1)

℄ G[

���!

E

(1;0)

℄ G[

���!

E

(0;1)

℄ G[

���!

E

(0;0)

℄

Abbildung 10: G = G

1

\G

2

\G

3

= G[E

(1;1)

℄ [G[E

(1;0)

℄ [G[E

(0;1)

℄ [G[E

(0;0)

℄

Lemma 2.6 liefert

Corollar 4.3.

�

�

(d

t

INT ; �) � �

2

t�1

Die Su
he na
h einer S
hranke f

�

ur die Cliquen

�

uberde
kungszahl f

�

ur tMINT

erweist si
h als wesentli
h komplizierter, aber immerhin ist es m

�

ogli
h eine sol
he

S
hranke in Abh

�

angigkeit von der Unabh

�

angigkeitszahl anzugeben.
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Bei der Untersu
hung von geometris
hen Repr

�

asentationen von Graphen st

�

o�t man

auf Gr

�

o�en, die si
h nur auf eine Repr

�

asentation, ni
ht aber auf den repr

�

asentierten

Graphen beziehen. Im Kapitel

�

uber Boxgraphen hatten wir zB die Objekte E

0

und

N

0

(v) betra
htet, die auf speziellen S
hnitten von Boxen beruhten, und somit von

einer gegebenen Repr

�

asentation abh

�

angig waren, ni
ht aber vom zugrundeliegen-

den Graphen. Ein weiteres Beispiel ist die Kreuzungstiefe. Hier ist es m

�

ogli
h, den

Begri� Kreuzungstiefe von der Menge der Repr

�

asentationen auf die Menge der Gra-

phen zu shiften, indem man die Kreuzungstiefe eines Graphen G als das Minimum

der Kreuzungstiefen aller dBoxepr

�

asentationen von G de�niert. Nun wollen wir eine

weitere sol
he Gr

�

o�e betra
hten, die Transversalzahl:

De�nition 4.4. Die Transversalzahl einer Repr

�

asentation R (bezei
hnet mit �(R))

ist die kleinste Zahl n, so da� eine Menge P von n Punkten des R zugrundelie-

genden Raumes mit der Eigens
haft existiert, da� alle geometris
hen Objekte der

Repr

�

asentation einen Punkt aus P enthalten.

Bei Intervall und Boxrepr

�

asentationen gilt, da� die Transversalzahl glei
h der

Cliquen

�

uberde
kungszahl ist, da jeder Punkt eine Clique induziert, und jede Clique,

also jede Menge si
h paarweise s
hneidender Intervalle bzw. Boxen einen gemein-

samen Punkt enth

�

alt. Bei d

t

INT und tMINT Repr

�

asentationen ist das aber

ni
ht der Fall. Zwar induziert jeder Punkt eine Clique, aber ni
ht alle an einer Cli-

que beteiligten Intervalltupel enthalten einen gemeinsamen Punkt (betra
hte zB die

Clique fv

3

; v

4

; v

5

g in Abb 9). Immerhin k

�

onnen wir feststellen, da� die Cliquen

�

uber-

de
kungszahl eines Graphen kleinerglei
h dem Minimum der Transversalzahlen aller

seiner Repr

�

asentationen ist. Das wollen wir ausnutzen, um eine obere Grenze der

Cliquen

�

uberde
kungszahl f

�

ur tMINT Graphen in Abh

�

angigkeit von � anzugeben.

Gesu
ht ist also eine S
hranke f

�

ur die Transversalzahl aller tMINT Repr

�

asenta-

tionen in Abh

�

angigkeit von � (bezei
hnet mit �

�

(tMINT ; �)). Grundlegende Idee

unseres Vorgehens ist, eine tMINT Repr

�

asentation im wesentli
hen in eine Anzahl

von d

t

INT Repr

�

asentationen zu zerlegen, indem wir gewissen Partitionierungen

der Reelen A
hse die Intervalltupel zuordnen, deren ite Intervallkomponenten im

Abs
hnitt i der Partitionierung liegen, so da� in den dur
h diese Intervalltupel

induzierten Subrepr

�

asentationen S
hnitte von Intervallen unters
hiedli
hen Index

unm

�

ogli
h sind. Das hilft uns nat

�

urli
h nur weiter, wenn wir �

�

(d

t

INT ; �) ken-

nen. Es gilt:

Satz 4.5. [8℄

�

�

(d

t

INT ; �) 2 O(�

t!

)

Beweis: siehe Anhang.

Satz 4.6. F

�

ur die Transversalzahl von Mehrfa
hintervallrepr

�

asentationen gilt:

�

�

(tMINT ; �) �

�

�

�

(t� 1)MINT ; �

�

t�1

�

�

�

d

t

INT ; �

�

+ (t� 1)�

�

�

(t� 1)MINT ; �

�

Beweis: Sei t > 1. Betra
hten wir eine tMINT Repr

�

asentation R, basie-

rend auf der Intervalltupelfamilie

�

(I

v

1

; :::; I

v

t

)

�

v2V

, wobei V eine beliebige Index-

menge ist. Wir k

�

onnen ohne Eins
hr

�

ankung der Allgemeinheit davon ausgehen,

da� I

v

i

links von I

v

i+1

liegt. (Ausgehend von einer Repr

�

asentation basierend auf Mehr-

fa
hintervallen (M

v

)

v2V

erhalten wir die gew

�

uns
hte Intervalltupelrepr

�

asentation, indem

wir die Intervalle, aus denen M

v

besteht von links na
h re
hts mit I

v

1

; :::; I

v

t

bezei
hnen.

Besteht M

v

nur aus t

0

< t Intervallen, weisen wir den Intervallen I

v

t

0

+1

; :::; I

v

t

die lee-

re Menge zu.) Betra
hten wir nun die (t � 1)MINT Repr

�

asentation, die auf den
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Intervalltupeln basiert, die dur
h Ersetzen der ersten beiden Intervallkomponen-

ten jedes Tupels (I

v

1

; ::; I

v

t

) dur
h ihre konvexe H

�

ulle entstehen, also die auf den

(t� 1)-Interhaltupeln (C(I

v

1

; I

v

2

); I

v

3

; :::; I

v

t

) =: (

^

I

v

1

; :::;

^

I

v

t�1

) (v 2 V ) basierende Re-

pr

�

asentation. F

�

ur die Unabh

�

angigkeitszahl dieser Repr

�

asentation ist klar, da� sie

kleinerglei
h der Unabh

�

angigkeitszahl der urspr

�

ungli
hen Repr

�

asentation ist. Die

Induktionshypothese besagt, da� es f

�

ur sie eine

�

uberde
kende Punktmenge P

1

mit

jP

1

j � �

�

�

(t � 1)MINT ; �

�

gibt. Nun ist diese gefundene Punktmenge nat

�

urli
h

no
h ni
ht ausrei
hend f

�

ur unsere urspr

�

ungli
he tMINT Repr

�

asentation, da der in

^

M

v

enthaltene Punkt ja zwis
hen den Intervallen I

v

1

und I

v

2

liegen kann. Das aber

hei�t wiederum, da� wir feststellen k

�

onnen, da� wir die no
h ni
ht dur
h P

1

�

uber-

de
kten Mehrfa
hintervalleM

v

in (ni
ht notwendig disjunkte) Mengen V

p

(p 2 P

1

)

aufteilen k

�

onnen, so da� f

�

ur u; v 2 V

p

ein S
hnitt zwis
hen den Intervallen I

v

1

und

I

u

2

unm

�

ogli
h ist, n

�

amli
h V

p

:= fv 2 V jM

v

\P

1

= ;; max(I

v

1

) < p < min(I

v

2

)g.

p

Abbildung 11: f

�

ur u; v 2 V

p

sind die Intervalle I

v

1

und I

u

2

dur
h p voneinander

getrennt.

Bilden wir nun f

�

ur i = 2; :::; t � 1 Mengen P

i

auf analoge Weise, also als

�

uber-

de
kende Punktmenge der (t � 1)MINT Repr

�

asentation, die dur
h Ersetzen der

Intervallkomponenten i und i + 1 dur
h ihre konvexen H

�

ulle entsteht, so k

�

onnen

wir V wie folgt aufteilen: zun

�

a
hst k

�

onnen wir die Menge aller v abspalten, deren

Intervalltupel s
hon von

S

t�1

i=1

P

i

�

uberde
kt werden. F

�

ur den Rest V

0

gilt:

f: a: v 2 V

0

; f: a: i = 1; :::; t� 1 ex: p 2 P

i

: max(I

v

i

) < p < min(I

v

i+1

)

(man bea
hte da� die v, in deren Intervalltupel ein leeres Intervall vertreten ist, zu der

Menge der dur
h

S

t�1

i=1

P

i

�

uberde
kten geh

�

oren, so da� diese F

�

alle in vorangehender For-

mulierung ni
ht ber

�

u
ksi
htigt werden m

�

ussen).

Somit l

�

a�t si
h V

0

f

�

ur p 2 X

t�1

i=1

P

i

in die (ni
ht notwendig disjunkten) Mengen

V

p

:= fv 2 V

0

j f: a: i 2 f1; :::; t� 1g : max(I

v

i

) < p

i

< min(I

v

i+1

)g

aufteilen, wobei jede dur
h diese Mengen induzierte Subrepr

�

asentation von R einer

d

t

INT Repr

�

asentation entspri
ht, da S
hnitte zwis
hen Intervallen unters
hiedli-


hen Index unm

�

ogli
h sind.

Fassen wir unser Ergebnis zusammen: F

�

ur die dur
h

S

t�1

i=1

P

i

�

uberde
kten Intervall-

tupel sind maximal (t�1)�

�

�

(t�1)MINT ; �

�

Punkte erforderli
h. Wir haben die

restli
hen Intervalltupel �

�

�

(t � 1)MINT ; �

�

t�1

Mengen zugewiesen, die jeweils

dur
h �

�

(d

t

INT ; �) Punkte

�

uberde
kt werden k

�

onnen, womit die Behauptung ge-

zeigt ist.

Neben der trivialen Feststellung �

�

(tMINT ; �) � �

�

(tMINT ; �) haben wir:

Satz 4.7.

�

�

(tMINT ; �) �

�

�

�

(t� 1)MINT ; �

�

t�1

�

�

(d

t

INT ; �) + (t� 1) �

�

�

(t� 1)MINT ; �

�

Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 4.6 zu f

�

uhren: Mit demselben Ver-

fahren wie oben erzeugen wir wieder Punktmengen P

1

; : : : ; P

t�1

. Diese Punktmen-

gen nutzen wir wieder zum einen, um s
hon mal eine Cliquen

�

uberde
kung f

�

ur die
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Mehrfa
hintervalle zu generieren, die einen dieser Punkte enthalten (also h

�

o
hstens

(t� 1) �

�

�

(t� 1)MINT ; �

�

Cliquen, und zu anderen, um die restli
hen Mehrfa
h-

intervalle so in �

�

�

(t� 1)MINT ; �

�

t�1

Mengen aufzuteilen, da� die auf ihnen be-

ruhenden Subgraphen in d

t

INT liegen. Im Gegensatz zum obigen Beweis sind wir

ni
ht an einer

�

uberde
kenden Punktmenge, sondern an einer Cliquen

�

uberde
kung

interessiert, k

�

onnen also diese d

t

INT Graphen glei
h mit je maximal �

�

(d

t

INT ; �)

Cliquen

�

uberde
ken und erhalten so die Behauptung.

5 Kreisbogengraphen

Eine weitere Verallgemeinerung von Intervallgraphen sind die Kreisbogengraphen.

Der Unters
hied zu den Intervallgraphen besteht darin, da� die Intervalle ni
ht auf

der reellen A
hse, sondern auf einer Kreislinie aufgetragen werden. Die

Klasse der Kreisbogengraphen (KB) besteht also aus genau den Graphen, deren

Knoten si
h so dur
h Kreisb

�

ogen repr

�

asentieren lassen, da� zwei Knoten adjazent

sind genau dann wenn si
h ihre entspre
henden B

�

ogen s
hneiden. Wir gehen in die-

sem Kapitel ohne Eins
hr

�

ankung der Allgemeinheit davon aus, da� die Kreisb

�

ogen

der Repr

�

asentation abges
hlossen sind, keine zwei B

�

ogen einen glei
hen Endpunkt

haben und kein Bogen die gesamte Kreislinie enth

�

alt. Den (vom Kreismittelpunkt

aus betra
htet) re
hten Endpunkt eines Bogens f bezei
hnen wir mit re(f), den lin-

ken entspre
hend mit li(f). In Kapitel 2 haben wir s
hon ausgef

�

uhrt, da� f

�

ur einen

Kreisbogengraphen G die Cliquen

�

uberde
kungszahl �(G) + 1 ni
ht

�

ubers
hreiten

kann. Da Kreise (C

i

) eine kanonis
he Kreisbogenrepr

�

asentation besitzen, ist diese

Grenze s
hon optimal und wir haben:

Satz 5.1.

�

�

(KB; �) = �+ 1

Au
h f

�

ur die Chromatis
he Zahl hatten wir s
hon die obere S
hranke 2! � 1

angeben. Es sei vorweggenommen, da� diese no
h ni
ht optimal ist. Zun

�

a
hst

wollen wir eine untere S
hranke angeben:

Lemma 5.2.

�

�

(KB; !) � b3=2 !


Beweis: Wir konstruieren f

�

ur gegebenes ! 2 N einen b3=2 
-
hromatis
hen Kreis-

bogengraphen wie folgt:

Plaziere 3! � 1 Punkte p

0

; :::; p

3!�2

auf der Kreislinie (so da� die Indizes im Uhr-

zeigersinn ansteigen). Jeder dieser Punkte p

i

sei nun linker Endpunkt eines Bo-

gens b

i

, dessen re
hter Endpunkt zwis
hen den Punkten p

i+!�1

und p

i+!

liegt

(Indizes seien modulo 3! � 1). Die Cliquenzahl der so konstruierten Kreisbogenre-

pr

�

asentation betr

�

agt !: je ! aufeinanderfolgende B

�

ogen b

i

; :::; b

i+!�1

enthalten den

Punkt p

i+!�1

und bilden somit eine Clique, w

�

ahrend f

�

ur B

�

ogen b

i

, b

j

mit Abstand

i; j > ! � 1 b

i

\ b

j

= ; gilt. Die Unabh

�

angigkeitszahl dieses Kreisbogengraphen

betr

�

agt zwei: die zu b

i

ni
ht adjazenten B

�

ogen sind die B

�

ogen b

i+!

; :::; b

i�!

, wobei

diese wegen i� ! � i + 2! � 1 mod 3! � 1 eine Clique bilden. F

�

ur die Chroma-

tis
he Zahl des dur
h diese Kreisbogendarstellung repr

�

asentierten Graphen G gilt

nun: �(G) � dn(G)=�(G)e = d(3!(G)� 1)=2e = b3!(G)=2
:

Der im Beweis konstruierte Graphen ma
ht desweiteren deutli
h, da� es unm

�

og-

li
h ist, die s
hon gefundene �-S
hranke 2!�1 mit Lemma 2.1 (also au
h ni
ht mit

Lemma 2.3) zu verbessern: der konstruierte Graph ist (2!�2)-regul

�

ar, also k

�

onnen

wir f

�

ur die Klasse der Kreisbogengraphen keine den minimalen Grad bes
hr

�

ankende

27



p

0

p

1

p

2

p

3

p

6

p

7

p

4

p

5

Abbildung 12: (2! � 2)-regul

�

arer Kreisbogengraph mit �(G) = b3!(G)=2


Funktion �nden, die kleiner als 2!�2 w

�

are, also auf eine 
hromatis
he Zahl kleiner

als 2! � 1 s
hlie�en lassen k

�

onnte.

S
hon 1980 hat Karapetian in [11℄ gezeigt, da� die untere S
hranke b3=2 !
 au
h eine

obere S
hranke f

�

ur die Chromatis
he Zahl der Kreisbogengraphen darstellt. Aller-

dings ist seine Arbeit nie aus dem russis
hen

�

ubersetzt worden, so da� sein Ergebnis

in der 'westli
hen Wissens
haft' bis zum heutigen Tage weitestgehend unbemerkt

blieb. So wird Karapetians Ergebnis z.B. in [9℄ und [10℄ als unbewiesene Vermu-

tung vorgestellt, es wurden Arbeiten ges
hrieben, die s
hle
htere obere S
hranken

bewiesen und selbst der erst 1996 ers
hienene Aufsatz [17℄ bezieht si
h ledigli
h auf

die aus dem Jahre 1975 stammende Arbeit [19℄. In dieser beweist Tu
ker die obere

S
hranke b3=2 !
 f

�

ur eine Teilklasse der Kreisbogengraphen, n

�

amli
h f

�

ur die Klasse

von Graphen, die eine Kreisbogenrepr

�

asentation besitzen, in der die gesamte Kreis-

linie ni
ht dur
h weniger als vier B

�

ogen

�

uberde
kt wird. (Au
h f

�

ur diese Subklasse

der Kreisbogengraphen ist die S
hranke b3=2 !
 s
harf: die im Beweis von Lemma

5.2 konstruierten Graphen besitzen die gew

�

uns
hte Eigens
haft). Gy�arf�as hat in

[7℄ Karapetians Ergebnis zitiert und festgestellt, da� sein Beweis eine Anleitung f

�

ur

einen approximativen F

�

arbungsalgorithmus mit quadratis
hem Laufzeitverhalten

liefert. Das dem im folgenden vorgestellten Beweis zugrundeliegende F

�

arbungsver-

fahren wurde in seinem wesentli
hen Punkt (der Aufsplittung des Verfahrens in eine

! und eine !=2 F

�

arbung) dur
h Formelfragmente aus Karapetians Arbeit inspiriert,

und wird uns als Anleitung f

�

ur einen O(n log(n)) Algorithmus dienen.

Satz 5.3.

�

�

(KB; !) = b3=2 !


Beweis Seien G = (V;E) 2 KB mit !(G) = ! und eine KB-Repr

�

asentation R

mit zugrundeliegender Bogenfamilie (f

v

)

v2V

gegeben. Mit d(R) bezei
hnen wir die

maximale Anzahl von B

�

ogen, die einen gemeinsamen Punkt der Kreislinie enthalten.

Da B

�

ogen, die einen gemeinsamen Punkt enthalten, eine Clique bilden gilt: d(R) �

!. Zun

�

a
hst w

�

ahlen wir einen beliebigen Punkt p der Kreislinie. Wenn wir im

folgenden sagen Punkt x liegt re
hts von Punkt y bzw. x ist gr

�

o�er als y, so meinen

wir damit stets, da�, wenn wir die Kreislinie beginnend bei p im Uhrzeigersinn

entlangwandern, wir zuerst auf y, ans
hlie�end auf x tre�en werden.

Es sei d

p

die Anzahl von B

�

ogen, die p enthalten, und C = f


1

; :::; 


d

p

g die Menge
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der Knoten, deren B

�

ogen p enthalten, wobei f

�

ur i < j gelte: re(f




i

) liegt re
hts von

re(f




j

).

Das F

�

arben des Graphen ges
hieht nun in zwei S
hritten: Zun

�

a
hst f

�

arben wir

den Graphen G[V n C℄ dur
h den First Fit Algorithmus mit Farben aus N

nf0g

.

Als Eingabeordnung w

�

ahlen wir (v

1

; :::; v

m

), wobei die Indizes so gew

�

ahlt sind,

da� [p; li(f

v

1

)℄ minimal ist und f

�

ur i < j gilt: li(f

v

i

) liegt links von li(f

v

j

) (wir

starten also bei p, wandern im Uhrzeigersinn die Kreislinie entlang und f

�

arben in

der Reihenfolge, in der wir auf die B

�

ogen sto�en). A bezei
hne die Menge der

mit einer Farbe � bd(R)=2
 gef

�

arbten Knoten. Alle anderen Knoten betra
hten

wir wieder als ungef

�

arbt - ihnen wird ihre endg

�

ultige Farbe erst im zweiten S
hritt

des F

�

arbungsverfahrens zugewiesen. F

�

ur die Knoten, denen im ersten S
hritt eine

Farbe gr

�

o�er als bd(R)=2
 zugewiesen worden ist (also den momentan als ungef

�

arbt

betra
hteten Knoten, die ni
ht in C liegen), gilt, da� der linke Endpunkt ihres

Bogens in bd(R)=2
 B

�

ogen von Knoten aus A liegt (sonst w

�

aren sie mit einer Farbe

� bd(R)=2
 gef

�

arbt worden. Die Menge der Knoten aus A, deren B

�

ogen den linken

Endpunkt des Bogens eines Knotens v aus V n (A [ C) enthalten, bezei
hnen wir

mit A(v).

Im zweiten S
hritt des F

�

arbungsverfahrens f

�

arben wir den Graphen G[V n A℄ und

benutzen daf

�

ur wieder den First Fit Algorithmus mit Farben aus N

>bd(R)=2


. Als

Eingabeordnung der Knoten w

�

ahlen wir (


1

; :::; 


d

p

; w

1

; : : : ; w

l

), wobei [re(f

w

1

); p℄

minimal ist und f

�

ur i < j gilt: re(f

w

i

) liegt re
hts von re(f

w

j

) (wir starten also

mit 


1

; :::; 


d

p

, ans
hlie�end wandern wir die Kreislinie beginnend bei p gegen den

Uhrzeigersinn entlang).

Wir werden nun zeigen, da� der zweite S
hritt des F

�

arbungsverfahrens mit ! Farben

auskommt, woraus wir dann wegen d(R) � ! auf die b3=2 !
 F

�

arbbarkeit von G

s
hlie�en k

�

onnen. Zuvor f

�

uhren wir no
h ein Bezei
hnungss
hema ein:

B

q

bezei
hne die Menge der Knoten aus V nA, deren B

�

ogen den Punkt q enthalten,

B

I

die Knoten aus V n A, die mit Farben aus I gef

�

arbt worden sind, und B

I

q

sei

B

q

\ B

I

Sei m die Anzahl der im zweiten F

�

arbungss
hritt verwendeten Farben, und nehmen

wir an, m sei gr

�

o�er als !. v

0

sei der Knoten mit maximalem re
hten Endpunkt

unter allen mit m+ bd(R)=2
 (also mit maximaler Farbe) gef

�

arbten Knoten.

Die Lage der Endpunkte des Bogens f

v

0

l

�

a�t si
h nun ziemli
h genau pr

�

azisieren.

Da die Lage des linken Endpunkts aber f

�

ur den weiteren Beweis keine Rolle spielt,

widmen wir uns dem re
hten. Es gilt, da� kein Bogen eines Knotens, der ni
ht in

A oder C liegt, re
hts vom Bogen von v

0

liegen kann, also:

(y) : f: a: v 2 V n (C [ A) : li(f

v

) 2 [p; re(f

v

0

)℄

Beweis (y): Nehmen wir wiederum an, dies sei ni
ht der Fall und w

�

ahlen w

0

aus

V n (A [ C) so da� [re(f

v

0

); li(f

w

0

)℄ minimal ist.

Die Menge B

li(f

w

0

)

kann maximal dd(R)=2e Knoten umfassen, da au
h die B

�

ogen

der bd(R)=2
 Knoten aus A(w

0

) den Punkt li(f

w

0

) enthalten. Es gibt also minde-

stens m � dd(R)=2e � dd(R)=2e Farben aus dem zweiten F

�

arbungss
hritt, so da�

kein Bogen der mit diesen Farben gef

�

arbten Knoten den Punkt li(f

w

0

) enth

�

alt. Be-

zei
hne nun I die Menge dieser Farben. Zus

�

atzli
h enthalte I au
h die Farbe von

w

0

, also I := fi 2 f1 + bd(R)=2
; : : : ;m + bd(R)=2
g j B

fig

li(f

w

0

)

= ;g [ f
ol(w

0

)g,

jI j � dd(R)=2e+ 1.

Ni
ht f

�

ur alle Farben i 2 I existiert ein mit i gef

�

arbter Knoten, dessen Bogen re(f

v

0

)

enth

�

alt:

Sei v der Knoten aus B

I

re(f

v

0

)

n C, mit maximalem linken Endpunkt. Die Exi-

stenz eines sol
hen Knotens ist gesi
hert, da v

0

selbst in B

I

re(f

v

0

)

n C enthalten ist

(
ol(v

0

) = m + bd(R)=2
 2 I aufgrund der Wahl von v

0

als Bogen aus B

fm+bd(R)=2
g

mit maximalem re
hten Endpunkt, und v

0

=2 C, da die Knoten aus C mit Farben �
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d

p

+bd(R)=2
 < m+bd(R)=2
 gef

�

arbt worden sind). Aufgrund der Wahl von v m

�

ussen

alle B

�

ogen von Knoten aus B

I

re(f

v

0

)

nC den linken Endpunkt von f

v

enthalten. Au
h

die B

�

ogen der Knoten aus B

I

re(f

v

0

)

\ C enthalten diesen Punkt, da sie den ganzen

Berei
h [p; re(f

v

0

)℄

�

uberde
ken (ansonsten m

�

u�ten sie, um re(f

v

0

) zu enthalten au
h

li(f

w

0

) enthalten). Also ist li(f

v

) in mindestens jB

I

re(f

v

0

)

j+ jA(v)j B

�

ogen enthalten,

p p

f

v

0

f

w

0

f

v

Abbildung 13: li(f

v

) ist in allen B

�

ogen der Knoten aus B

I

re(f

v

0

)

enthalten

woraus jB

I

re(f

v

0

)

j � dd(R)=2e folgt. Da jI j � dd(R)=2e + 1 gilt also, da� ni
ht f

�

ur

alle Farben i aus I ein mit i gef

�

arbter Knoten existiert, dessen Bogen den re
hten

Endpunkt von f

v

0

enth

�

alt.

Sei i 2 I maximal so gew

�

ahlt, I

>i

:= fj 2 I j j > ig. F

�

ur die Knoten aus

B

I

re(f

v

0

)

gilt (aufgrund der Wahl von I), da� die re
hten Endpunkte ihrer B

�

ogen in

[re(f

v

0

); li(f

w

0

)

�

liegen. Dieser Berei
h wird von keinem Bogen eines mit i gef

�

arbten

Knotens ges
hnitten (B

�

ogen von mit i gef

�

arbten Knoten enthalten weder re(f

v

0

) no
h

li(f

w

0

), und aufgrund der Wahl von w

0

k

�

onnen sie au
h ni
ht zwis
hen diesen Punkten

liegen). Die B

�

ogen der Knoten aus B

I

>i

re(f

v

0

)

m

�

ussen also mit ihrem linken Ende in

[p; re(f




i

)℄ liegen (und somit in f




j

f

�

ur j � i), da sie sonst ni
ht mit einer Farbe > i

gef

�

arbt worden w

�

aren. Das aber ist unm

�

ogli
h:

Sei v der Knoten aus B

I

>i

re(f

v

0

)

n C, mit maximalem linken Endpunkt. Mit analoger

Argumentation wie oben existiert dieser, und der linke Endpunkt seines Bogens

liegt in allen B

�

ogen der Knoten aus B

I

>i

re(f

v

0

)

[ A(v) [ f


1

; :::; 


i

g. Da jB

I

>i

re(f

v

0

)

[

f


1

; :::; 


i

gj � jI j � dd(R)=2e+1, ist li(v) in mindestens d(R) + 1 B

�

ogen enthalten,

was der De�nition von d(R) widerspri
ht, womit (y) gezeigt ist.

Nun betra
hten wir die wie folgt konstruierte Mengenfamilie (C

i

)

i2f1;::: ;mg

:

C

m

:= fv

0

g, und f

�

ur i 2 f1; :::;m� 1g sei

C

i

:=

(

C

i+1

[ f


i

g falls i � d

p

und C

i+1

[ f


i

g eine Clique ist,

C

i+1

[ B

fi+bd(R)=2
g

re(f

v

0

)

sonst.

Wir zeigen dur
h Induktion

�

uber i, da� f

�

ur i = 1; : : : ;m C

i

eine (m� i+1)-Clique

ist: F

�

ur i = m ist ni
hts zu zeigen, sei also i < m.

Wir betra
hten die Menge C

i

und unters
heiden die M

�

ogli
hkeiten ihrer Konstruk-

tion:

1. C

i

= C

i+1

[f


i

g: Aufgrund der Konstruktion m

�

ussen wir nur no
h auss
hlie-

�en, da�, wenn C

i+1

[f


i

g keine Clique ist, B

fi+bd(R)=2
g

re(f

v

0

)

aus 


i

besteht. Das

ist aber klar, denn wenn 


i

re(f

v

0

) enth

�

alt, kann es keinen Knoten in C

i+1

geben, mit dem 


i

ni
ht bena
hbart w

�

are.

2. C

i

= C

i+1

[ B

fi+bd(R)=2
g

re(f

v

0

)

:

(a) i > d

p

: Da C

i+1

keinen Knoten aus C enthalten kann, enthalten alle

B

�

ogen der Knoten aus C

i+1

den Punkt re(f

v

0

). Wir m

�

ussen also nur
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zeigen, da� B

fi+bd(R)=2
g

re(f

v

0

)

ni
ht leer ist. Das gilt, da v

0

ni
ht mit i +

bd(R)=2
 gef

�

arbt wurde und daher ein mit i+bd(R)=2
 gef

�

arbter Knoten

existieren mu�, dessen Bogen re(f

v

0

) enth

�

alt.

(b) i � d

p

: Da zwar C

i+1

eine Clique ist (IH), ni
ht aber C

i+1

[ f


i

g, mu�

ein v 2 C

i+1

n C existieren mit f

v

\ f




i

= ;. Sei v so gew

�

ahlt.

f

v

hat mit allen B

�

ogen der Knoten aus C

i+1

\C einen ni
htleeren S
hnitt.

Wir k

�

onnen sogar feststellen, da� re(f

v

) in allen diesen B

�

ogen liegen mu�:

g

�

abe es ein 
 2 C

i+1

\C mit re(f

v

) =2 f




und li(f

v

) 2 f




, w

�

urde (aufgrund

der gew

�

ahlten Indizierung der Knoten aus C) li(f

v

) 2 f




i

folgen.

Da v ni
ht mit i + bd(R)=2
 gef

�

arbt wurde, mu� re(f

v

) in dem Bogen

eines mit i+bd(R)=2
 gef

�

arbten Knoten liegen, und dieser mu� wegen (y)

au
h re(f

v

0

) enthalten. Sei v

i

so gew

�

ahlt, also ; 6= B

fi+bd(R)=2
g

re(f

v

0

)

= fv

i

g.

re(f

v

) liegt also in f

v

i

und in den B

�

ogen aller Knoten aus C

i+1

\ C.

Daraus folgt, da� au
h f

v

i

einen ni
htleeren S
hnitt mit den B

�

ogen aller

Knoten aus C

i+1

\C hat. Da die B

�

ogen der restli
hen Knoten aus C

i+1

genauso wie f

v

i

den Punkt re(f

v

0

) enthalten folgt mit der Induktionshy-

pothese, da� C

i

eine (m� i+ 1)-Clique ist.

p p

f

v

0

f

v

f

v

i

f




i

f




i

Abbildung 14: re(f

v

) mu� in f

v

i

und allen B

�

ogen der Knoten aus C

i+1

\ C liegen

F

�

ur C

1

bedeutet dies aber, da� C

1

eine m-Clique ist, was mit unserer Annahme

m > ! im Widerspru
h zu ! = !(G) steht.

Betra
hten wir nun eine algorithmis
he Umsetzung des im Beweis von Satz

5.3 bes
hriebenen F

�

arbungsverfahrens. Die beiden F

�

arbungss
hritte der Pro
edure

'KBf

�

arbung' sind angelehnt an die

�

ubli
he Umsetzung des First Fit F

�

arbungsalgo-

rithmus f

�

ur Intervallrepr

�

asentationen. Da im ersten S
hritt nur die B

�

ogen, die

den Punkt p ni
ht enthalten gef

�

arbt werden sollen, mu� der Algorithmus diese von

B

�

ogen unters
heiden k

�

onnen, die p enthalten. Das wird realisiert, indem gepr

�

uft

wird, bei wel
hem Endpunkt der Algorithmus zuerst auf den Bogen st

�

o�t: Ist es

der re
hte Endpunkt des Bogens, mu� der Bogen p enthalten, ist es der linke, kann

er p ni
ht enthalten. Parallel zur F

�

arbung wird in der ersten repeat-S
hleife

� eine na
h re
hten Endpunkten sortierte Liste der p enthaltenden B

�

ogen erstellt

(C-Liste)

� bei den p ni
ht enthaltenden B

�

ogen notiert, in wievielen p enthaltenden B

�

ogen

ihr linker Endpunkt ni
ht liegt (C-

�

uberlagerung(bogen)). Dazu wird in C
ount

mitgez

�

ahlt, wieviele re
hte Endpunkte p enthaltender B

�

ogen passiert werden.

(Mit dieser Information kann im zweiten F

�

arbungss
hritt in konstanter Zeit

ermittelt werden, mit wel
hen 'C'-B

�

ogen der zu f

�

arbende Bogen dur
h die

Lage seines linken Endpunkts bena
hbart ist)

� die maximale Anzahl von B

�

ogen ermittelt, die einen gemeinsamen Punkt ent-

halten (maxdi
k). Dazu wird die Variable di
ke bei errei
hen eines linken
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Endpunkts um eins erh

�

oht, bei errei
hen eines re
hten Endpunkts um eins

erniedrigt. Es ist klar, da� di
ke, wenn es mit der Anzahl p enthaltender

B

�

ogen initialisiert wird, immer die Anzahl der B

�

ogen angibt, die den Berei
h

zwis
hen dem aktuellen und dem re
hts na
hfolgenden Punkt enthalten. Da

aber die Anzahl p enthaltender B

�

ogen no
h ni
ht bekannt ist, wird di
ke mit

0 initialisiert. Um nun den gesu
hten Wert zu ermitteln, mu� nur no
h na
h

Beendigung der ersten repeat-S
hleife die Anzahl der p enthaltenden B

�

ogen

(C
ount enth

�

alt nun diesen Wert) zum maximal angenommenen Wert von

di
ke addiert werden.

Na
hdem im zweiten S
hritt die p enthaltenden B

�

ogen gef

�

arbt worden sind (Zeile

38), unters
heidet er si
h vom F

�

arbungsalgorithmus f

�

ur Intervallgraphen nur darin,

da� darauf gea
htet werden mu�, da� au
h der linke Endpunkt eines Bogens in

einem s
hon gef

�

arbten (p enthaltenden) Bogen liegen kann. Da wir in der ersten

repeat-S
hleife notiert haben, in wievielen p enthaltenden B

�

ogen der linke Endpunkt

ni
ht liegt, k

�

onnen wir nun, da wir die Anzahl der p enthaltenden B

�

ogen kennen

(C
ount), bere
hnen, in wievielen der linke Endpunkt liegt (Cblo
k). Da die p ent-

haltenden B

�

ogen na
h absteigenden re
hten Endpunkten gef

�

arbt wurden, k

�

onnen

wir aus dieser Information die dur
h die Lage des linken Endpunkts 'blo
kierten'

Farben ermitteln: es sind die Farben � bmaxdi
k=2
+ Cblo
k.

Die Laufzeitanalyse liefert eine Laufzeit in O(n log(n)): die Erstellung einer sortier-

ten Endpunktliste (Zeile 2) ben

�

otigt O(n log(n)) Zeit. Die beiden repeat-S
hleifen

werden 2n mal dur
hlaufen, wobei alle darin enthaltenen Anweisungen bis auf das

�nden der kleinstm

�

ogli
hen Farbe

�

O(log( Anzahl benutzter Farben))� O(log(n))

�

in konstanter Zeit realisierbar sind. Zeilen 4, 36 und 38 ben

�

otigen O(n), der Rest

konstante Zeit.

1 pro
edure KBf

�

arbung(R);

2 L sortierte Ringliste von Endpunkten der B

�

ogen aus R;

3 p :=Punkt aus L;

4 while p ist linker Endpunkt do p :=nextright(p) endwhile;

5 rem 1.F

�

arbungss
hritt

6 
olours := N

nf0g

;

7 C-Liste :=leere Liste;

8 C
ount := 0;

9 di
ke := 0;

10 maxdi
k := 0;

11 punkt := p;

12 repeat

13 bogen :=bogen(punkt);

14 if punkt ist linker Endpunkt von bogen then

15 di
ke := di
ke+ 1;

16 maxdi
k :=max(maxdi
k; di
ke);

17 if bogen no
h ni
ht besu
ht then (p =2 bogen)

18 markiere bogen als besu
ht;

19 farbe(bogen):=min(
olours);

20 
olours := 
olours n ffarbe(bogen)g;

21 C-

�

uberlagerung(bogen):=C
ount

22 endif

23 else

24 di
ke := di
ke� 1;

25 if bogen no
h ni
ht besu
ht then (p 2 bogen)

26 markiere bogen als besu
ht;

27 C
ount := C
ount+ 1;

28 f

�

uge bogen vorne in C-Liste ein

29 else

30 
olours := 
olours [ ffarbe(bogen)g;

32



31 endif

32 endif;

33 punkt :=nextright(punkt)

34 until punkt = p;

35 maxdi
k := maxdi
k+ C
ount;

36 l

�

os
he F

�

arbungen > bmaxdi
k=2
;

37 rem 2.F

�

arbungss
hritt

38 f

�

arbe C-Liste in gegebener Reihenfolge mit Farben bmaxdi
k=2
+ 1; : : :

: : : ; bmaxdi
k=2
+ C
ount;

39 
olours := N

>bmaxdi
k=2
+C
ount

;

40 punkt := p ;

41 repeat

42 bogen :=bogen(punkt);

43 if punkt ist re
hter Endpunkt then

44 if bogen ist ungef

�

arbt then

45 Cblo
k := C
ount�C-

�

uberlagerung(bogen);

46 farbe(bogen):=min(
olours

>bmaxdi
k=2
+Cblo
k

);

47 
olours := 
olours n ffarbe(bogen)g

48 endif

49 else

50 if farbe(bogen) > bmaxdi
k=2
 then

51 
olours := 
olours [ ffarbe(bogen)g

52 endif

53 endif;

54 punkt :=nextleft(punkt)

55 until punkt = p ;

Satz 5.4. Die Pro
edure KBf

�

arbung f

�

arbt eine Kreisbogenrepr

�

asentation R in O(n log(n))

Zeit mit maximal b1=2 d(R)
+ !(R) � b3=2 !(R)
 Farben.

(d(R) bezei
hnet die maximale Anzahl von B

�

ogen aus R mit ni
htleerem S
hnitt.)

Abs
hlie�end sei no
h ein typis
hes Anwendungsgebiet von Kreisbogenf

�

arbungen

erw

�

ahnt: S
eduling-Probleme von si
h zyklis
h wiederholenden Prozessen. Man be-

tra
hte zB die Spei
herplatzzuweisung f

�

ur Computerprogramme. Mithilfe der Pro-


edure KBf

�

arbung ist es nun m

�

ogli
h, Compiler zu bauen, die in akzeptabler Lauf-

zeit den Variablen aus zyklis
h ablaufenden Programmkomponenten Spei
herplatz

so zuweisen, da� der insgesamt f

�

ur die zyklis
he Programmkomponente reservierte

Spei
herplatz h

�

o
hstens 1; 5 mal so gro� ist, wie der minimal ben

�

otigte.

6 Anhang

6.1 weitere S
hranken

Einheits-Kreiss
heiben-Graphen

EKS bezei
hne die Klasse der Graphen, die dur
h Kreiss
heiben in der Ebene mit

einheitli
hem Dur
hmesser so repr

�

asentierbar sind, da� zwei Knoten genau dann

adjazent sind, wenn si
h ihre Kreiss
heiben s
hneiden. Es gilt:

b

3

2

!
 � �

�

(EKS ; !) � 3! � 2 [18℄

S
hnitt-Kreiss
heiben-Graphen

SKS bezei
hne die Klasse der Graphen, die dur
h Kreiss
heiben in der Ebene mit

beliebigem Dur
hmesser so repr

�

asentierbar sind, da� zwei Knoten genau dann ad-

jazent sind, wenn si
h ihre Kreiss
heiben s
hneiden. Es gilt:

b

3

2

!
 � �

�

(SKS ; !) � 6! � 6 [5℄
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Containment-Kreiss
heiben-Graphen

CKS bezei
hne die Klasse der Graphen, die dur
h Kreiss
heiben in der Ebene mit

beliebigem Dur
hmesser so repr

�

asentierbar sind, da� zwei Knoten genau dann ad-

jazent sind, wenn die Kreiss
heibe mindestens eines Knotens den Mittelpunkt des

anderen Knotens enth

�

alt. (F

�

ur Einheitskreiss
heiben besteht kein Unters
hied zwi-

s
hen den Graphenklassen, die dur
h die S
hnittformel bzw. dur
h diese 'Contain-

ment'-formel bes
hrieben werden. F

�

ur variable Dur
hmesser gilt: CKS 6� SKS).

Es gilt:

b

3

2

!
 � �

�

(CKS ; !) � 6! � 6 [16℄

Doppel-Kreiss
heiben-Graphen

DKS bezei
hne die Klasse der Graphen, deren Knoten so dur
h je zwei Kreiss
hei-

ben mit identis
hem Mittelpunkt repr

�

asentierbar sind, da� zwei Knoten genau dann

adjazent sind, wenn mindestens die gr

�

o�ere Kreiss
heibe eines Knotens die kleinere

Kreiss
heibe des anderen Knotens s
hneidet. (R =

�

R

2

; (m

v

; d

v

; D

v

)

v2V

; �

�

mit

m

v

2 R

2

; d

v

� D

v

2 R und �(v; w) = jm

v

;m

w

j �

1

2

maxfd

v

+ D

w

; d

w

+ D

v

g

(jm

v

;m

w

j ist der euklidis
he Abstand der beiden Punkte)). Es gilt:

b

3

2

!
 � �

�

(DKS ; !) � 33(! � 1)� 2 [16℄

Convexe-Polytop-Graphen

CP

(n;m;k)

(m � k) bezei
hne die Graphen, die dur
h S
hnittrepr

�

asentationen von


onvexen Polytopen im n-dimensionalen Euklidis
hen Raum mit Kanten parallel

zu maximal k von m vorgegebenen Ri
htungen repr

�

asentiert werden k

�

onnen. (zB

dBOX � CP

(d;d;d)

). Es gilt:

n; k � 3 : CP

(n;m;k)

ist ni
ht �-bes
hr

�

ankt [3℄

�

�

(CP

(2;m;k)

; !) � 4

�

m

k

�

k!

(

2k

3

)

+1

[3℄

Kreis-Graphen

K bezei
hne die Klasse der Graphen, die dur
h S
hnittrepr

�

asentationen von Sehnen

eines Kreises repr

�

asentiert werden k

�

onnen (alternativ: dur
h Intervallrepr

�

asenta-

tionen mit �(u; v) = I

u

\ I

v

=2 f;; I

u

; I

v

g ). Es gilt:

�

�

(K; �) 2 �(� log(�)) [14℄

�

�

(K; !) 2 O(2

!

) [15℄

�

�

(K; 2) = 5 �: [1℄; �: [14℄

Polygon-Kreis-Graphen

PK bezei
hne die Klasse der Graphen, die dur
h S
hnittrepr

�

asentationen von 
on-

vexen Polygonen repr

�

asentiert werden k

�

onnen, wobei die Kanten der Polygone aus

Sehnen eines Kreises bestehen. Es gilt:

�

�

(PK; �) 2 �(� log(�)) [15℄

�

�

(PK; !) 2 O(2

!

) [15℄

De�nition 6.1. F

�

ur eine Menge M von Graphen bezei
hne G(M) die Klasse der

Graphen, die keinen der Graphen aus M als induzierten Subgraphen enthalten.
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R(p; q) bezei
hne die Ramseyzahl von p und q, S

n

den 'Sterngraphen' auf n

Knoten (S

n

= (fv

1

; : : : ; v

n

g; f v

1

v

i

j 1 < i � ng) ). P

n

den 'Pfadgraphen' auf n

Knoten,mK

n

die disjunkte vereinigung vonm vollst

�

andigen Graphen auf nKnoten,

und G � H den Graphen

�

V (G) [ V (H); E(G) [ E(H) [ fvw j v 2 V (G); w 2

V (H)g

�

. Es gilt:

R(n� 1; ! + 1)� 1

n� 2

� �

�

�

G(fS

n

g); !

�

� R(n� 1; !) [7℄

R(bn=2
; ! + 1)� 1

bn=2
 � 1

� �

�

�

G(fP

n

g); !

�

� (n� 1)

!�1

[7℄

�

�

�

G(fmK

2

g); !

�

2 O(!

2(m�1)

) [20℄

R(4; ! + 1)� 1

3

� �

�

�

G(f4K

1

g); !

�

�

R(4; ! + 1) + 2R(3; ! + 1)

3

� 1 [7℄

R(3; ! + 1)� 1

2

� �

�

�

G(fP

3

+K

1

g); !

�

�

R(3; ! + 1) + ! � 2

2

[7℄

R(3; ! + 1)� 1

2

� �

�

�

G(fP

2

+ 2K

1

g); !

�

�

�

! + 1

2

�

+ ! � 1 [7℄

�

�

�

G(fS

4

; S

4

g); !

�

= b3=2 !
 [7℄

f

�

ur F 2 fP

3

+K

1

;K

2

+ 2K

1

g gilt: �

�

�

G(fF; F ); !

�

=

(

3 f

�

ur ! = 2

! sonst

[7℄

�

�

�

G(fK

1;3

;K

5

� eg); !

�

� ! + 1 [12℄

�

�

�

G(fK

1;3

; (K

2

+K

1

)�K

2

g); !

�

� ! + 1 [4℄

f

�

ur jeden Baum T mit Radius 2 ist G(fTg)�-bes
hr

�

ankt [13℄

6.2 Beweis von Satz 4.5

Satz 4.5 lautet:

�

�

(d

t

INT ; �) 2 O(�

t!

)

Beweis ([8℄): wir zeigen: �

�

(d

t

INT ; �) � (�+1)�

�

�

d

t�1

INT ; (�+1)

t�1

� 1

�

+�

Induktion

�

uber t

F

�

ur t = 1 ist d

t

INT die Klasse der Intervallgraphen, also �

�

(d

1

INT ; �) = �.

t > 1: Um die Induktionshypothese zur Anwendung zu bringen, m

�

ussen wir d

t

INT

Repr

�

asentationen mit d

t�1

INT Repr

�

asentationen in Verbindung bringen. SeiR ei-

ne d

t

INT Repr

�

asentationmit zugrundeliegender Intervalltupelfamilie

�

(I

v

1

; :::; I

v

t

)

�

v2V

(V bel. Indexmenge), und �(R) = �. Es bezei
hne R

�i

die d

t�1

INT Repr

�

asen-

tation, die dur
h die (t� 1)Intervalltupelfamilie

�

(I

v

1

; :::; I

v

i�1

; I

v

i+1

; :::; I

v

t

)

�

v2V

, also

dur
h Weglassen der i-ten Intervallkomponenten aus R induziert wird. Man be-

a
hte, da� R

�i

im allgemeinen keine induzierte Subrepr

�

asentation von R ist (sie

unters
heidet si
h von R dadur
h, da� ihr einige 'Kanten' fehlen). Zwar stellt

eine

�

uberde
kende Punktmenge einer Repr

�

asentation R

�i

au
h eine

�

uberde
ken-

de Punktmenge f

�

ur R dar, da aber das Verh

�

altnis von �(R) zu �(R

�i

) keinen

S
hranken unterworfen ist (man betra
hte zB die Vereinigung von K

m

und K

m

mit Unabh

�

angigkeitszahl 1, aus der na
h Strei
hen der ersten Komponente wieder

K

m

wird), ist eine kanonis
he Anwendung der Induktionshypothese ausges
hlossen.

Wir werden zeigen, da� es eine M

�

ogli
hkeit gibt, R in eine von � abh

�

angige Anzahl

von Subrepr

�

asentationen H

i

zu zerlegen, die die Eigens
haft haben, da� die Un-

abh

�

angigkeitszahlen der Repr

�

asentationen H

�1

i

dur
h einen Term in � bes
hr

�

ankt

sind. Letzteres (�(H

�1

i

) � f(�)) wird in der unten vorgenommenen Aufteilung von
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R per Konstruktion gelten, so da� der S
hl

�

ussel des Beweises darin liegt, zu zeigen,

da� die Anzahl der Subrepr

�

asentationen, in die wir R zerlegen werden, dur
h �

ausdr

�

u
kbar ist. Dazu ben

�

otigen wir folgendes

Lemma 6.2. F

�

ur �; t 2 N seien R

1

; : : : ;R

�

d

t

INT Repr

�

asentationen mit �(R

i

) �

�

t

. Es gilt: Man kann aus jedem R

i

ein tIntervalltupel I

i

so w

�

ahlen, da� der dur
h

die Intervalltupel I

1

; : : : ; I

�

repr

�

asentierte d

t

INT Graph isomorph ist zu K

�

(d.h.,

diese Intervalltupel sind in jeder Komponente paarweise disjunkt)

Beweis: Ohne Eins
hr

�

ankung der Allgemeinheit basiere (f

�

ur j = 1; : : : ; �) R

j

auf einer unabh

�

angigen t-Intervalltupelfamilie (I

j

k

)

k=1;::: ;�

t

, wobei die Intervalltupel

so indiziert seien, da� f

�

ur k

0

< k

1

die erste Intervallkomponente des Tupels I

j

k

0

(be-

zei
hnet mit (I

j

k

0

)

1

) links von der ersten Intervallkomponente des Tupels I

j

k

1

liegt.

Induktion

�

uber t:

t = 1: Es liegen Intervallgraphen vor, also m

�

ussen wir ni
ht zwis
hen den Kompo-

nenten der Intervalltupel unters
heiden und s
hreiben einfa
h I

j

k

statt (I

j

k

)

1

. Die

gew

�

uns
hte Menge unabh

�

angiger, also paarweise disjunkter Intervalle konstruieren

wir, indem wir eine geeignete Indizierung j

1

; : : : ; j

�

der Repr

�

asentationen angeben

und ausR

j

k

das Intervall I

j

k

k

w

�

ahlen.

Es sei j

1

der Index der Repr

�

asentation, deren Intervall I

j

1

1

den minimalen re
hten

Endpunkt unter den Intervallen I

j

1

j = 1; : : : ; � hat.

F

�

ur k = 2; : : : ; � betra
hten wir die Intervallmengen fI

j

k

j j 2 f1; :::; �gnfj

1

; :::; j

k�1

gg

und weisen j

k

den Wert zu, so da� max(I

j

k

k

) minimal ist. Die Intervalle der so kon-

struierten Intervallmenge fI

j

k

k

j k = 1; :::; �g sind paarweise disjunkt: w

�

urden si
h

Intervalle I

j

k

k

und I

j

l

l

(OE k < l) s
hneiden, m

�

u�te, da I

j

l

k

na
h

�

Ubereinkunft links

von I

j

l

l

liegt gelten: max(I

j

l

k

) < max(I

j

k

k

), was der Wahl von j

k

widerspr

�

a
he.

t > 1: Die Induktionshypothese tri�t eine Aussage

�

uber d

t�1

INT Repr

�

asentatio-

nen. Wir sind dur
h sie in der Lage festzustellen, da� wir aus den Repr

�

asenta-

tionen R

�1

1

; : : : ;R

�1

�

je ein (t � 1)Intervalltupel entnehmen k

�

onnen, so da� diese

Tupel einen unabh

�

angigen d

t�1

INT Graphen induzieren. Diese Unabh

�

angigkeit

des Graphen geht nat

�

urli
h im allgemeinen verloren, wenn wir die ausgew

�

ahlten

(t � 1)Tupel wieder mit ihren ersten Komponenten versehen, es sei denn, wir

s
hr

�

anken uns bei der Wahl der unabh

�

angigen (t � 1)Tupel so ein, da� wir ga-

rantieren k

�

onnen, da� die zugeh

�

origen Intervalle der ersten Komponente paar-

weise disjunkt sind. Das ist m

�

ogli
h: F

�

ur j = 1; : : : ; � bilden wir von jeweils

�

t�1

aufeinanderfolgenden Intervallen der ersten Komponente ihre 
onvexe H

�

ulle:

Y

j

k

:= [min

�

(I

j

(k�1)�

t�1

+1

)

1

�

;max

�

(I

j

k�

t�1

)

1

�

℄ (k = 1; :::; �) (es sei daran erinnert,

da� wir davon ausgehen, da� (I

j

i

)

1

links von (I

j

i+1

)

1

liegt). Die Intervallmengen

Y

j

:= fY

j

k

j k = 1; : : : ; �g induzieren unabh

�

angige Intervallgraphen der M

�

a
htig-

keit �, so da� wir mit der Induktionshypothese f

�

ur t = 1 aus jeder dieser Mengen

ein Intervall Y

j

i

j

so w

�

ahlen k

�

onnen, da� die gew

�

ahlten Intervalle paarweise disjunkt

sind. Wenden wir nun die Induktionshypothese ni
ht auf R

�1

j

(j = 1; : : : ; �), son-

dern auf die Teilrepr

�

asentationen, die nur auf den (t � 1)Intervalltupeln basieren,

bei denen die erste Komponente des entspre
henden tIntervalltupels in Y

j

i

j

liegt

an (die Voraussetzungen sind erf

�

ullt da jeweils �

t�1

Intervalltupel mit ihrer ersten

Komponente in Y

j

i

j

liegen), sind au
h die ersten Komponenten der (dur
h die IH

erhaltenen (t� 1)Tupel entspre
henden) tTupel paarweise disjunkt.

Fortsetzung Beweis Satz 4.5

Nun zur Zerlegung von R in Subrepr

�

asentationen H

i

. Wie angek

�

undigt, 
ie�t

die Forderung �(H

�1

i

) � f(�) als Kriterium in die Konstruktion mit ein, wobei wir

f(�) := (�+1)

t�1

�1 w

�

ahlen. Ein weiteres Kriterium f

�

ur die Partitionierung ist die
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Lage der ersten Intervallkomponenten, und zwar werden wir parallel zur Konstrukti-

on der Subrepr

�

asentationen H

i

eine R

1

partitionierende Punktmenge konstruieren,

so da� die ersten Intervalle von Tupeln aus vers
hiedenen Subrepr

�

asentationen H

i

in vers
hiedenen Abs
hnitten von R

1

liegen. (p; q) bezei
hne ein o�enes Intervall.

p

0

:= �1.

H

1

:= R

�

fv j I

v

1

� (p

0

; p

1

)g

�

, wobei p

1

2 R

1

[ f+1g maximal so gew

�

ahlt ist, da�

�(H

�1

1

) � (�+ 1)

t�1

� 1.

H

i+1

:= R

�

fv j I

v

1

� (p

i

; p

i+1

)g

�

, wobei wiederum p

i+1

2 R

1

[ f+1g maximal so

gew

�

ahlt ist, da� �(H

�1

i+1

) � (�+ 1)

t�1

� 1.

Sei m maximal so da� p

m

< +1. Wir zeigen nun mit Lemma 6.2, da� m � � gilt:

Betra
hten wir die Subrepr

�

asentationen

^

H

i

, die neben den Intervalltupeln von H

i

au
h das Tupel enthalten, dessen re
hter Endpunkt der ersten Intervallkomponente

glei
h p

i

ist (also

^

H

i

:= R

�

fv : I

v

1

� (p

i�1

; p

i

℄ g

�

(i = 1; :::;m)). ( (p; q℄ bezei
hnet

das halbo�ene Intervall.) Na
h Wahl von p

i

gilt: �(

^

H

�1

i

) = (� + 1)

t�1

. W

�

are

m � � + 1 k

�

onnten wir na
h Lemma 6.2 aus jedem

^

H

�1

i

(1 � i � � + 1) ein

(t� 1)Intervalltupel w

�

ahlen, so da� diese (t� 1)Intervalltupel unabh

�

angig sind. Da

die ersten Intervallkomponenten der zu den ausgew

�

ahlten (t�1)Tupeln geh

�

orenden

tTupel dur
h die p

i

voneinander getrennt sind, w

�

aren au
h die tTupeln unabh

�

angig,

was �(R) � �+ 1 zur Folge h

�

atte.

Jede der H

�1

i

(i = 1; :::;m+1) l

�

a�t si
h mit maximal �

�

�

d

t�1

INT ; (�+1)

t�1

� 1

�

Punkten

�

uberde
ken. Eine H

�1

i

�

uberde
kende Punktmenge

�

uberde
kt au
h H

i

.

F

�

ur die Intervalltupel aus R, die in keiner Subrepr

�

asentation H

i

vertreten sind,

gilt, da� ihre erste Intervallkomponente mindestens ein p

i

enth

�

alt, so da� diese

dur
h � Punkte

�

uberde
kt werden k

�

onnen. Insgesamt haben wir:

�

�

(d

t

INT ; �) � (�+1)�

�

�

d

t�1

INT ; (�+1)

t�1

�1

�

+�, was zu beweisen war.

6.3 Post S
riptum

Bez

�

ugli
h der �-S
hranke f

�

ur Re
hte
kgraphen ist es no
h gelungen, die Konstante

der O(!

2

) S
hranke aus Satz 3.10 von 4 auf 3 zu reduzieren, wobei die neue S
hranke

f

�

ur ! � 5 bessere Werte liefert als die alte:

Satz 6.3.

�

�

(2BOX ; !) � 3!

2

� 2! � 1

Beweis: Sei G = (V;E) ein Re
hte
kgraph, ! = !(G) und R eine Repr

�

asenta-

tion von G. Zun

�

a
hst partitionieren wir V in Mengen V

1

; : : : ; V

!

, die je in R eine

kreuzungsfreie Subrepr

�

asentation induzieren: Wir starten mit einer Familie (V

i

)

i�1

leerer Mengen, betra
hten die Knoten in der dur
h die linken Endpunkte der ho-

rizontalen Intervallkomponente festgelegten Reihenfolge und f

�

ugen Knoten v dem

minimal indizierten V

i

zu, so da� R[V

i

[v℄ kreuzungsfrei ist. Dieses Vorgehen liefert

eine Partitionierung in maximal ! Mengen, denn es gilt:

(y): In der Box eines Knotens v aus V

i

gibt es einen horizontalen Streifen (I

v

1

� I

0

mit I

0

� I

v

2

), der in den Boxen von Knoten v

1

; : : : ; v

i�1

mit v

j

2 V

j

enthalten ist.

(Induktion

�

uber i: f

�

ur i = 1 ist ni
hts zu zeigen, sei also i > 1, v 2 V

i

. Da v =2 V

i�1

mu� ein w in V

i�1

existieren, dessen Box die Box von v kreuzt. Da w s
hon in V

i�1

enthalten sein mu�te, bevor wir v V

i

zugewiesen haben, mu� box

w

den horizontalen, und

box

v

den vertikalen Balken der Kreuzung darstellen. Mit der Induktionshypothese folgt

die Behauptung.)

W

�

are also V

!+1

ni
ht leer, w

�

urde in R eine ! + 1 Clique vorliegen.

Nun werden wir (y) ausnutzen, um die Cliquenzahl der Repr

�

asentationen R[V

i

℄ ein-

zus
hr

�

anken. Betra
hten wir einen Punkt p und die Menge V

p

der Knoten aus V

i

,

deren Boxen p enthalten. Da jede der Boxen aus V

p

einen horizontalen Streifen
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Abbildung 15: F

�

ur v 2 V

i

ist box

v

die s
hmalste Box einer i-Kreuzung

enth

�

alt, der in R in i � 1 Boxen liegt, die ni
ht aus V

i

sind, mu� f

�

ur die vertika-

len Intervallkomponenten jeder Box aus V

p

gelten, da� sie ein Teilintervall enth

�

alt,

dessen Punkte in maximal ! � i der vertikalen Intervallkomponenten der anderen

Boxen aus V

p

liegen. Dadur
h wird die Gr

�

o�e von V

p

auf maximal 2(! � i + 1)

bes
hr

�

ankt (Angenommen ni
ht. Sei m := (! � i+ 1), I

1

; : : : ; I

2m+1

seien die vertikalen

Intervallkpomponenten der Boxen aus V

p

, mit k < l ) min(I

k

) < min(I

l

). F

�

ur j > m

liegt der linke Intervallabs
hnitt [min(I

j

); p℄ vollst

�

andig in den Intervallen I

1

; : : : ; I

m

. Al-

so mu� der dur
h (y) geforderte Abs
hnitt f

�

ur j > m im Berei
h [p;max(I

j

)℄ liegen. Aber

f

�

ur das Intervall, dessen re
hter Endpunkt minimal ist unter den Intervallen (I

j

)

j>m

ist

au
h die gesamte re
hte 'H

�

alfte' des Intervalls in m anderen Intervallen enthalten.)

Wir k

�

onnen also feststellen:

!(G[V

i

℄) � min

(

2(! � i+ 1)

!

Mit Lemma 3.9 gilt, da� ein kreuzungsfrei repr

�

asentierbarer Re
hte
kgraph H

4(!(H)� 1) f

�

arbbar ist, also haben wir:

�(G) �

!

X

i=1

�(G[V

i

℄) �

b!=2
+1

X

i=1

4(! � 1) +

!

X

i=b!=2
+2

4(2(! � i+ 1)� 1) � 3!

2

� 2!

Wegen (y) gilt au�erdem, da� R[V

!

℄ horizontal einfa
h, also 2!(G[V

!

℄)� 1 f

�

arbbar

ist, was (f

�

ur !(G) > 1) no
h eine Verbesserung der S
hranke um eins liefert.
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Abbildung 16: ein sol
her Boxens
hnitt ist in R[V

!

℄ ni
ht m

�

ogli
h, da der (y)-

Streifen der re
hten Box eine ! + 1 Clique in R zur folge h

�

atte

Es ist no
h anzumerken, da� dieser Beweis konstruktiv ist. Der einzige o�ene

Punkt ist die dur
h 4(!(G[V

i

℄) � 1) bes
hr

�

ankte F

�

arbung der dur
h die V

i

indu-

zierten Subgraphen, da wir Lemma 3.9 bem

�

uhen, wel
hes auf dem ni
htkonstruktiv

bewiesenen Lemma 3.7 beruht. Allerdings haben wir im Beweis des letzteren ge-

zeigt, da� in einem kreuzungsfrei repr

�

asentierbaren Re
hte
kgraphen ein Knoten

mit Grad kleiner als 4(!�1) existieren mu�, was si
h in Form einer Eingabereihen-

folge f

�

ur den Greedy Algorithmus konstruktiv umsetzen l

�

a�t.
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