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1 Einleitung

Es soll die Summe der Zahlen

-2,3,-5,7,—11,13,—-17,19, —23, 19,
berechnet werden. Mit Schulmathematik bieten sich mehrere Moblichkeiten an,
die alle das gleiche Ergebnis liefern.

So konnte etwa links beginnend, jede Zahl zur Summe der bisherigen Zahlen
hinzuaddiert werden. Schematisch sieht dies unter Angebe der Zwischenresultate
etwa so aus:

-2 + 3 = 1,
1+ -5 = -4,
—4 4+ 7 = 3,
3 4+ -11 = -8,
8 + 13 = 5,
5 4+ —17 = -12,
12 + 19 = 7,
7+ —23 = -16,
~16 + 19 = |3

Mathematisch préaziser, aber weniger gut lesbar geschieht hier Folgendes:
(((((=24+3)+(=5) +T7) + (—11)) + 13) + (—=17)) +19) + (—23)) + 19 = 3.

Es fallt die nicht einfach zu handhabende Menge von Klammern auf. Die Klam-
mern legen die Reihenfolge der Summation fest. Dies ist interessant, doch in
Bezug auf das Ergebnis, das ja nur von den Summanden, doch nicht von der Rei-
henfolge der Summation abhéngt, von geringer Bedeutung. Deswegen verzichtet
man bei der Darstellung der Summe endlich vieler Summanden auf die Klammern
und wiirde im vorliegenden Fall einfacher

—24 3+ (=5) + 7+ (—11) + 13 + (—17) + 19 + (=23) 4 19,

schreiben.

Wichtiger als die Reihenfolge ist zu wissen, welche und wie viele Zahlen summiert
werden sollen. Umgangssprachlich konnte man im vorliegenden Fall etwa sagen:

“Es sind zehn Zahlen zu addieren, deren 1te gleich —2, deren 2te gleich 3, deren
3te gleich —5, deren 4te gleich 7, deren 5te gleich —11, deren 6te gleich 13,
deren Tte gleich —17, deren 8te gleich 19, deren 9te gleich —23, deren 10te

gleich 19 ist” .

Mit dieser umgangssprachlichen Aussage wird die Funktion

f{1,...,10} > R,



f(1)= =2
f(2)=3
f(3)= -5
f(4)= 7
f(5)=-11
f(6)= 13
f(1) =17
f(8)= 19
f(9)=-23
f(10) = 19

beschrieben und die Summe hat nun die Form

SO+ F2)+ FB) + f(4) + f(5) + [(6) + f(7) + f(8) + f(9) + f(10),

die als Summe der (insgesamt zehn) Zahlen

F(1), £(2), £3), f(4), f(5), f(6), f(7), f(8), f(9), f(10)

bezeichnet wird. Hier hat jeder der Summanden die Form “ f(;)”, wobei j €
{1,...,10}. Anders formuliert durchliuft der “Zghler j” die natiirlichen Zahlen
von 1 bis 10. Bei jedem Schritt der Summation wird ein Funktionswert f(j) hin-
zuaddiert und es wird mit f(1) begonnen wird. Dies kann einfach als Algorithmus
dargestellt werden:

Initialisierung: Summe(1l)= f(1)

for j=1,...,9:  Summe(l+j) = Summe(j)+ f(1+7)

Ausgabe : Summe(10)

so dass gemafl Konstruktion

Summe(10)

=)+ f2)+F3)+ f(4) + f(5) + f(6) + f(7) + f(8) + f(9) + f(10)
=243+ (=5)+ 7+ (—11)+ 13+ (—17) + 19+ (—23) + 19.

Dieser Algorithmus wird durch den Term

in dem erstmalig im Vorkurs das Summensymbol Z erscheint, dargestellt. Es



folgt

)

B+ () + F(8) + F(8) + F5) + F(6) + F(T) + £(8) + £(9) + F(10)
= =243+ (=5)+ 7+ (—-11) + 13+ (=17) + 19 + (—23) + 19.

*
Genau so gut wie die Zahlen
—2,3,—5,7,—11,13,—-17,19, —23, 19,

von links nach rechts mit —2 beginnend zu summieren, kann von rechts nach links
mit 19 beginnend addiert werden. Es resultiert unter Beibehaltung von f,

FAO)+ f9) + fB) + f(T) + f(6) + f(5) + f(4) + f(3) + f(2) + f(1),
oder als Algorithmus,
Initialisierung : Summe(l) = f(10)

for j=1,...,9:  Summe(l+ j) = Summe(j)+ f(10 — j)

Ausgabe : Summe(10)
oder mit Hilfe des Summensymbols,

10

PG EE)

j=1

= fA0) + f(9) + f(8) + f(7) + f(6) + f(5) + f(4) + fB) + f(2) + f(1)
=194 (-23) + 194 (—=17) + 13+ (—=11) + 7+ (=5) + 3+ (—2).

*
Alternativ konnte man zur Berechnung der Summe von
—-2,3,-5,7,—11,13,-17,19, —23, 19,

auf die Idee kommen, zunéchst schrittweise die negativen Zahlen zu addieren und
dann die positiven Zahlen hinzuzéhlen, also mit Hilfe der Funktion f,

— 2+ (=5)+ (—11) + (—=17) + (-23) +3+ 7+ 13+ 19+ 19
=W+ FB)+ )+ (7)) + £(9) + f(2) + f(4) + f(6) + f(8) + f(10),



zu bilden. Versucht man, diese Art des Summierens algorithmisch zu fassen, ist
man mit der Schwierigkeit konfrontiert, erst ein Verfahren entwickeln zu miissen,
wonach der Zahler 5 der Reihe nach die Zahlen

1,3,5,7,9,2,4,6,8, 10,

durchlauft - oder wahlweise eine andere Funktion zum Durchlaufen der Zahlen
in der gewiinschten Reihenfolge, also

g:{1,...,10} = R,

g(1)= =2
9(2)= =5
9(3)=-11
g(4)=-17
g(5)=-23
9(6)= 3
g(7)= T
g(8)= 13
9(9)= 19
g(10) = 19

zu betrachten, um

=g(1) +9(2) + 9(3) + g(4) + g(5) + g(6) + g(7) + g(8) + g(9) + g(10)
=24+ (=5 + (1) + (-17) + (—-23) +3+ 7+ 13+ 19+ 19,,

zu erhalten. Der Nachteil der Einfiihrung einer neuen Funktion mit neuer Be-
zeichnung liegt darin, diesen Vorgang fiir jede neue Art der Summation wieder-
holen zu miissen. Einfacher ist es, nicht die Funktion, sondern die Reihenfolge der
Durchlaufung der Zahlen von {1, ..., 10} zu &ndern. Neuerlich ist es hilfreich, dies
zunéchst umgaangssprachlich zu versuchen:

“Als 1tes mit der 1ten Zahl beginnen, als 2tes die 3te Zahl addieren, als 3tes die
Ste Zahl addieren, als 4tes die Tte Zahl addieren, als btes die 9te Zahl addieren,
als 6tes die 2te Zahl addieren, als 7tes die 4te Zahl addieren, als 8tes die Gte
Zahl addieren, als 9tes die 8te Zahl addieren, als 10tes die 10te Zahl addieren” .

Hier wird offenbar iiber die Funktion

¢ {1,...,10} = {1,...,10},
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gesprochen. Anders als die Funktionen f oder g nehmen die Werte von ¢ nicht
die zu addierenden Zahlen, sondern die Werte

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.
des Zéhlers j an. Offenbar gilt
¢:{1,...,10} — {1,...,10} bijektiv.
Die angestrebte Summationsreihenfolge wird sichtbar, wenn
fog:{l,....10} =R, (foo)(j) = f(¢(j)),

betrachtet wird.
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In algorithmischer Darstellung sieht die Summation folgender Maflen aus:
Initialisierung: Summe(l) = (fo¢)(1)

for j=1,...,9:  Summe(1+ j) = Summe(j) + (f o d)(1 + j)

Ausgabe : Summe(10)



Mit Summensymbol:

10

> (o b))

—(fod)(1) + (foo
+(foo)
sl +

9)(3) + (foo)(4)

)+ (fo9)(8)

(2)) + f(#(3))
+ f(o(7) + f(#(8)) + f(o

= f()+ fB)+ f(5)+ f(T)+ f(9) + f(2) + f(4) + f(6) + f(8) + f(10)

= -2+ (=5) + (=11) + (=17) + (=23) + 3+ 7+ 13 + 19 + 19,

)2) +(fe +(f0¢)5) + (fod)(6)
(7 +(fo9)9) + (foe)(10)

(¢ +f(6(4)) + f(0(5)) + f(6(6))

_l’_

+

(9)) + f(¢(10))

oder auch

+ f(0(4)) + f(o(5)) + f(#(6))

+ f(6(9)) + f(#(10))

+ f(2)+ f(4) + £(6) + f(8) + f(10)
)+ (—23)+3+ 7+ 13+ 19 + 19.

ZfW(» f(9(2)) + f(#(3))
+1(0(7) + £(6(8))

=)+ fB3)+ f(5) + f(T)+ f(9)
= =24 (=5) + (—11) + (-1

Klarer Weise gilt

J)+ F(2)+ f3) + f(4) + f(5) + f(6) + £(7) + f(8) + f(9) + f(10)
=—2434+(=5)+7+(-11)+ 13+ (-17)+ 19+ (-23) + 19
=24 (=5 +(—11)+(-17)+(-23) +3+ 7+ 13+ 19+ 19

S+ FB3)+ £(5) + f(T)+ f(9) + f(2) + F(4) + f(6) + f(8) + f(10)

f(o(1) + f(6(2)) + f(8(3)) + f(¢(4)) + f(6(5)) + f((6)) + f(&(7))

+ [(¢(8)) + f(¢(9)) + f(¢(10))

*

Mit dem soeben vorgestellten “Um-Indizieren” kann auch die vorherige Summa-
tion dargestellt werden:

A1, 10} —{1,..., 10}, () =11 — 4,



so dass

194 (—23) 4+ 19+ (-17) + 13+ (—11) + 7+ (—5) + 3+ (—2)
= f(10) + f(9) + F(8) + f(7) + f(6) + f(5 )+f< )+ fB3)+ f(2)+ f(1)

=Z (11 — ) Zf Zfozb)()

Offenbar gilt
v A{1,...,10} — {1,...,10} bijektiv,

und
D_(Fow)() = FG) =3 f01-5) =2 ()
2 ) f(j) - Teil 1 - Standardfall u < o
j=u

Ohne eine genaue Definition von Z f(4)” zu geben gilt in den hier am meisten
j=u
interessierenden Fillen

f D — B reelle Funktion

A u €L
A uweD
=

> 16) =

Beispiel (ohne Beweis) Fiir f = (.)* und u = 5 gilt f : D — R reelle Funktion
mitD:R,ueZundueD so dass

Zf Z (j)=> j*=5" =625

[I(Beispiel)




f D — B reelle Funktion
wueZNo€l
u<o

{u,...,14+0} CD

U > > >

140

Z f0) = <Z f(j)) + f(1+o0).

Ohne hier weiter vertiefen zu wollen, ist durch diese beide Regeln fiir die genann-
ten u, o sowohl die Summe

flw)+ f(I+u)+ f24+u)+...+ f(o),

als auch deren Darstellung mit dem Summensymbol
> F0),
j=u

fest gelegt und es gilt

f D — B reelle Funktion
weEZNo€cl
u<o

{u,...,0} €D

U > > >

F) + fA+u)+ fR4u) +...+ flo) =Y fh).

Jj=u
In algorithmischer Darstellung ist hier von
Initialisierung : Summe(u) = f(u)
for j=u,...,—1+o0: Summe(l+j)= Summe(j)+ f(1+7)

Ausgabe : Summe(o)
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mit
Summe(o) = f(u) + f(1+u) + f2+u) +...+ flo) =D f(j),
j=u
die Rede.
—a+o a+o
2.1 Indexverschiebung Z f(a+ k) und Z f(—a+k)
k=—a+u k=a+u

Im eingangs erwdhnten Beispiel wird die Funktion f zur Erfassung der Summan-

den
-2,3,—5,7,—11,13,—-17,19, —23, 19,

via
f:A1,...,10} = R,

F(1)= -2

f(2)= 3

f(3)= -5

f(4)= 7

£(5)=—11

f(6)= 13

f(7)=-17

f(8)= 19

f(9)=-23

f(10) = 19
festgelegt. Hiermit ist klar, dass der Zéhler j die Zahlen 1, ..., 10 durchlduft. Ge-
nau so gut hétte man auch die Zahlen 0, ...,9 oder —4,...,5 als Zahler benutzen

konnen, etwa

¢ {—4,....5} = {1,...,10},

|
.
S~—

|
—_

|
— N

S N e e e e e N
I
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I
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um dann, ohne an der eigentlichen Berechnung etwas zu édndern,
5

D (foo)k) =D fl(k))

- f(o(=4)) +}(¢(—3)) + [(¢(=2)) + f(o(=1)) + f(6(0)) + f(6(1))
+1(0(2)) + f(03)) + f(6(4)) + f(¢(5))
= f)+f(2)+ )+ f(4) + f(5) + f(6) + f(7) + F(8) + £(9) + £(10)

10
= 1),
j=1
zu erhalten. Hier ist
¢:{—4,...,5} = {1,...,10} bijektiv,
mehr noch, ¢ ist eine streng wachsende Funktion, die explizit als
¢:{-4,...,5} = {1,...,10}, (k) =5+k,

darstellbar ist. Allgemein gilt

f D — B reelle Funktion

A ueZ Noé€clZ
N u<o
AN Au,...,0} CD
A a€Z
AN ¢:{-a+u,...,—a+o}—{u,...;0}, ok)=a+k
=
{-a+u,...,—a+ o} Cdom(fog)
A kfj f(cb(k’)):ki fla+k) =2 f(5),
=—a+tu =—a+u j=u

—a+o
wobei man sagt, dass Z f(a+ k) durch Indexverschiebung um a nach unten
k=—a+u
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o —a+o
aus ') hervorgegangen ist. Es fillt auf: In fla + k) ist der Index-
) gegang
j k=—a+u

bereich gegeniiber Z f(4) um @ vermindert, wihrend der Laufindex a + k in

Jj=u
—a+to
Z f(a+ k) gegeniiber j in Z f(j) um a vermehrt ist.
k=—a+u

Neben einer Indexverschiebung um a nach unten gibt es auch eine Indexverschie-
bung um a nach oben.

f D — B reelle Funktion

AN uwueZNo€el
N u <o
A Au,...,0} €D
A a €
AN d:{atu,...,a+o}—={u,...;0}, ok)=—-a+k
=
{a+u,...,a+ o0} Cdom(fo¢)
a+o a+o
AN k)= > fl—atk)= Zf()
k=a+u k=a+u j=u
a+o
wobei man sagt, dass Z f(—a+ k) durch Indexverschiebung um @ nach oben
k=a+u
0 a+to
aus Z f(j) hervorgegangen ist. Es fillt auf: In Z f(—a + k) ist der Index-
/ k=a+u

bereich gegeniiber Z f(j) um a vermehrt, wéhrend der Laufindex —a + k in

j=u
a+o
Z f(—=a + k) gegeniiber j in Z f(7) um a vermindert ist.
k=a+u j=u

Beispiel (ohne Beweis) Fiir f =,/  und u = 3 und o = 7 gilt

V- [0+ oo =R,
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{3,...,7} C [0] + oo,

und

> Vi=VB+VA+VE+V6+ VT

Mit Indexverschiebung um 5 nach unten ergibt sich

Z\/_—Z\/——Z\/W,

k=—2

mit Indexverschiebung um 97 nach oben ergibt sich

104 104
Z\f— YNoOV-IT+E= > /-9T+].
k=100 =100

Auch ist eine Anderung der Reihenfolge der Summation mit anschlieBender In-
dexverschiebung nach unten méglich. So gilt etwa

> Vi=V3+VA+VE+VE+VT

=VT+V6+VE+Vi+V3=> /10—

=N VI0-2+R) =) VE—k=> V8-
k=1 k=1 =1
[I(Beispiel)

o

2.2 DistributivGesetz c - Z f(5) = Z c- f(j)
= j=u

Es soll die Summe der Zahlen
—4,6,—10, 14, —22, 26, —34, 38, —46, 38

ermittelt werden.

1.Moglichkeit

—4 46+ (—10) + 14+ (—22) + 26 + (—34) + 38 + (—46) + 38 = Y _ g(j),
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wobel
g:{1,...,10} = R,

g(1)= —4
g(2)= 6
9(3)=-10
g(4)= 14
g(5)=-22
g(6)= 26 -
g(7)=-34
g(8)= 38
9(9)=—46
g(10) = 38

Dieser Weg bringt kaum Neues und wird hier nicht weiter beschritten.

2.Moglichkeit Es fillt auf, dass jeder Summand gerade ist. Somit kann die 2
als gemeinsamer Faktor ausgeklammert werden. Wird die gesuchte Summe mit s
bezeichnet, so ergibt sich

s=—446+(—10) + 14 + (—22) + 26 + (—34) + 38 + (—46) + 38
=2-(—2)+2-34+2-(=5)+2-74+2-(-11)+2-13+2-(—17)+2-1942-(—23) +2-19
=2-(—=2+3+(=5)+ 7+ (—11) + 13+ (=17) + 19 + (—23) + 19)

10
=2-) f(j)=2-3=6.
j=1

Bei genauerer Betrachtung gilt

vji:jedl,...,10p = 9() =2- (),

und somit
10 10
Y2 () =D 90)
j=1 j=1

= —4+6+ (—10) + 14 + (—=22) + 26 + (—34) + 38 + (—46) + 38
=2 (=2+43+(-5) + 7+ (—11) + 13+ (=17) + 19+ (—23) + 19)

=2:3 (),



Allgemeiner gilt das DistributivGesetz:

f D — B reelle Funktion
ueZ Noé€lZ
u<o

{u,...,0} CD

u>>>>

C~Zf(j)=Zc-f<j)-

3 Z f(7) - Teil 2 - Allgemeiner Fall
j=u

3.1 o< u - Vorstellung

f D — B reelle Funktion

A u€eZ

>

ueDAN-14+ueD

—1+u

Z f(j)=0.

15
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Beispiel (ohne Beweis) Fir f = exp und v = —137 gilt f : D — R reelle
Funktion mit D =Rundu € Zund u=—-137 € D und —14+u = —138 € D, so

dass
~138 ~138

> fG) =) exp(j)=0.

j=—137 j=—137

[I(Beispiel)

f D — B reelle Funktion

A a€EZNbeZ

A {min{a,l—|—b},...,max{—1—|—a,b}} cD

=
b —1+a
==Y f0).
j=a j=1+b

Beispiel (ohne Beweis) Fiir f =rez und a =5 und b = 2 gilt f: D — R reelle
Funktion mit D =R und @ € Z und b € Z und

“1+a=4,14+0b=4,

min{a, 1+ b} = min{5,3} = 3,
max{—1+ a,b} = max{4,2} =4,

somit
{min{a,1+b},...max{—l—i—a,b}}:{3,...,4}§Z§R,
also
{min{a, 140}, ... max{—1+a, b}} C D,

so dass

5 1 11 1

rez(j) = - = — - = ——
2t =2 5=-2.57]
j= j= j=

[I(Beispiel)
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3.2 (Z f(j)) + (Z f(j)> =>_10)

Zunéchst gilt in einem Standardfall:

f D — B reelle Funktion
ueZ Noé€cl

m € Z

u<m<o
{u,...,0} €D
1+meD

U>>>>>

(jf;ﬂj)) + ( 5 f(j)> _ jf;fm

j=1l4+m

Beispiel (ohne Beweis) Fiir f = idg und v = 5 und m = 7 und o = 10 gilt
f : D — R reelle Funktion mit D = R, u € Z, 0o € Z, m € Z, u < m < o,
{u,...,0} €D, 1+m=8¢€ D, so dass

(Z f(j)> + ( > f(j)> =2_1G).

Jj=14+m
also
8 10 10
<Z idRU)) + (Z idRm) = ide(j),
=5 §=9 j=5
oder auch
8 10 10
(Zj) + (Zj) =>
=5 =9 j=5
und via

8
> j=5+6+T7+8=26
j=5

10

> i=9+10=19,

J=9
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10
> j=5+6+T+8+9+10=45
j=5

gilt in der Tat

8 10 10
(Zj>+< j>:26+19:45:Zj.
=9 j=5

=5
[(Beispiel)

f D — B reelle Funktion
AN uwueZNoel
N u <o
AN mei
A { min{u, 1 +m},... ,max{m.o}} CD
=

(Sr0) (3 w) -0

j=u Jj=1+m J=u

Beispiel (ohne Beweis) Fiir f = |.] und v = —2 und 0 = 3 und m = —6 gilt

|.| : D — R reelle Funktion mit D =R, u € Z,0€ Z, u < 0, m € Z,
min{u, 1 + m} = min{—2,1 + (—6)} = min{—2, -5} = —5,

max{m, o} = max{—6,3} = 3,

so dass

{min{u, 1+m},... ,max{m,o}} —{-5,...,3},

somit via {—5,...,3} CZ CR,
{min{u, 1 —|—m},...,max{m,0}} C D,

und via vorherigen Satzes,

(Z ljl) v (Z |j|> S

j=—2 j=—5 j=—2
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Im Detail,
-6 -3
dolil==Dlil==(—=5/+|—4+|-3]) = -12,
j=—2 j=—5
3
Dol =1=5[+ =4+ =3[+ |=2[+] =1 +[0] + 1]+ 2] +[3] = 21,
j=—5
3
Sl =120+ =1+ 0] + 1] + 2] +[3] =9,
j=—2
also

(S 01)+ (3 0) = -izea-0- 37

Jj==2 j=-5 j=—2

[I(Beispiel)

4 Z f(7) - Ungerichtete Summation
jeA

Wie bereits gesagt, hingt das Ergebnis der Summation endlich vieler reeller Zah-
len, etwa von
—-2,3,-5,7,—11,13,—-17,19, —23, 19,

nicht von der Reihenfolge ab, mit der addiert wird. Die Berechnung der Summe
mit der Funktion

fi{1,...,10} > R,

f(1) = =2
f(2)=3
f(3)= =5
f(4)y =7
f(5)=-11
f(6)= 13
f(T)=-17
f(8)= 19
f(9)=-23
f(10) = 19

via

=
~
—
.
\'\/

<
I
—
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ist also nur eine von vielen Moglichkeiten, diese Summe zu berechnen - hier wer-
den, wie bereits an anderer Stelle erwéhnt, die Zahlen beginnend bei —2 endend
bei 19 in der angegebenen Reihenfolge aufaddiert. Genau so gut kénnte man erst
die positiven Zahlen

3,7,13,19,19,

addieren, dann die negativen Zahlen
—2,—5,—11,—-17, —23,

addieren und dann diese beiden Summen addieren. Eine mathematische Umset-
zung dieser Vorgehensweise wére, zwe: Funktionen

g:{l,...;5} =R und h:{l,...,5} = R,

via
und

festzulegen, um dann

5

D g(k) =g(1)+g(2) +g(3) + g(4) + g(5) =3+ 7+ 13+ 19+ 19 = 61,

> h(l) = h(1) + h(2) + h(3) + h(4) + h(5)
=1
= —2+4 (=5) + (—11) + (—17) + (—23) = —58,

und somit

> f() =243+ (=5) + T+ (=11) + 13+ (—=17) + 19 + (—23) + 19

=B+T7T+13+19+19)+ (—2+ (=5) + (—11) + (—17) + (—23))

(B0)- (54
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zu erhalten. Rechnung und Darstellung sind mathematisch richtig. Doch ist die

Gleichung
>_16) = (Z g(k)) + (Z h<l>> ,

nicht ohne Weiteres zu verstehen, weil sich bei blosser Betrachtung nicht der
Zusammenhang von f, g, h erschliefft. Dies ist umso weniger zufrieden stellend,
5

5
als bei Z g(k) und bei Z h(l) jeweils nur eine Auswahl von
k=1

=1

F(), £(2), £(3), £(4), £(5), f(6), F(7), £(8), f(9), f(10),

5
summiert wird: Bei Zg(k) ist es die Auswahl f(2), f(4), f(6), f(8), f(10), bei

k=1
5
Z h(l) ist es die Auswahl f(1), f(3), f(5), f(7), £(9). In noch etwas holprig klin-
=1

ggnder Sprechweise wird bei
F(2)+ f(4) + f(6) + f(8) + f(19) =3 + 7+ 13419 + 19,
“die Funktion f iiber die Indizies 2,4, 6,8, 10 summiert” und bei
FW)+ B+ f6)+ f(7) + f(9) = =2+ (=5) + (=11) + (=23),

wird “die Funktion f iiber die Indizes 1,3,5,7,9 summiert” . Hier geschehen die
Summationen noch in einer bestimmten Reihenfolge - die Indizes sind jeweils
streng wachsend angeordnet -, doch wenn man sich daran erinnert, dass das Er-
gebnis der Summation von der Reihenfolge unabhéngig ist, kénnte man genau
so gut auch sagen, dass “die Funktion f iiber die Indexmenge {2,4,6,8} sum-
miert wird” , “die Funktion f iiber die Indexmenge {1,3,5,7,9} summiert wird” .
Notationell sind diese Summationen ohne allzu viel Aufwand darstellbar:

D U =F@) + F(A) + f(6) + f(8) + f(10) =3+ T+ 13+ 19 + 19,

j€{2,4,6,8,10}

Yo G =SB+ FB)FF(T) +F(9) = =24 (=5) + (= 11) + (=17),

j€{1,3,5,7,9}
und auch

=f)+f2)+ f3) + f(4) + f5) + f(6) + f(7) + f(9) + f(10)
=—2434+(=b5)+7+(—11)+ 13+ (—17) + 19+ (—23) + 19

= Zf(j»



22

Die zweischrittige Summation lédsst sich nun besonders einfach darstellen:
10
Y- ¥ -( X )+ X )
j= j j€{2,4,6,8,10} j€{1,3,5,7,9}
Mit den Abkiirzungen
A=1{2,4,6,8,10}, B={1,3,5,7,9},

ergibt sich
AuB={1,...,10},AnB =0,

> 0= (X)) + (S0)

jeEAUB jEA JjEB

und

Somit ist die “ungerichtete, endliche Summation” im Vorkurs zwar noch nicht
definiert, doch an Hand eines Beispiels zumindest préasentiert. Es konnte nun
auch eine Ubungsaufgabe der Form

> e =,
7€{3,6,9}

gestellt werden. Zur Losung dieser Aufgabe wird auf gerichtete Summation zurtick
gegriffen, indem eine Funktion

¢:{1,2,3} - {3,6,9} bijektiv,
gewdhlt und dann

S F(6(k)),

ermittelt wird. Klarer Weise gilt dann

STk = > f0),

k=1 7€{3,6,9}
unabhdngig von der speziellen Wahl von ¢. So ergibt sich etwa mit

6:{1,2,3} - {3,6,9}, o(k) =3k,

D F6k) =D f(3-k) = f(3)+ f(6) + £(9)

k=1 k=1

=5+ 13+ (-23)=—-15= >  f()),
j€43,6,9}
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aber auch mit
6:{1,2,3} = {3,6,9}, ¢(k)=12-3-k,

ergibt sich

me (s == Y 0

Jj€{1,2,3}

Allgemein gilt:

fiD-R = Y fj)=0.

5€0

f:D—=R
A peD

S 1G) = 1)

Jj€{pr}

f:D—=R
peD

pEECD
E endlich

U > > >

> 1G) = )+ Y 10)

JE{PIVE ek
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f:D—>R
E C D A FE endlich
A C D A A endlich
0=ENA

U > > >

> fG) = (Z f(j)) + (Z f<j>>-

jEEUA jEE jeA

f:D—R
A E C D A E endlich

>

A C D A A endlich

(2)-(59)-(5) (5)

jEEUA JEENA JEE jeA

Fiir die praktische Berechnung gilt

f:D—R

E C D A E endlich
neN
¢:{1,...,n} = E bijektiv

u>>>

> FG) =D fok)).

jEE




mit der Verallgemeinerung

f:D—-R
A E C D A FE endlich
A ¢ : A — E bijektiv

=

D FG) =) fo(k)).

jEeE keA

Das DistributivGesetz gilt auch fiir ungerichtete Summation:

f:D—R
A E C D A E endlich
A ceR

=

¢ Y ) =D e f{)

jEE jJEE

5 ) ¢™R(j) und #
J

Unabhéngig von u < o oder o < u gilt

ceR

A ueELNo€EZ

Zc""R(j) =(o—u+1)-c

25
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Falls E eine endliche Teilmenge von R ist, ergibt sich fiir ¢ € R die Summe
Z ¢®R(j) durch Multiplikation von ¢ mit der Anzahl der Elemente von E.

JjEE

Es ist von Vorteil, die Anzahl der Elemente einer Menge mit Hilfe der Zahlfunk-
tion # anzugeben. Der Definitions-Bereich von # ist die Klasse aller Mengen,
die als “Universum U” Parameter der Mathematik ist.

U = {w : w Menge}.
U ist eine Unmenge. Es gilt
#:U— {+o0} UN,

wobeli fiir jede Menge E gilt: #(F) € N genau dann, wenn F endlich und #(E) =
+oo genau dann, wenn £ unendliche Menge. Fiir jede Menge F gilt: #(F) ist
die Anzahl der Elemente von E.

ceR
A E C R A E endlich

D ER(j) = c- #(B).

jJEE
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6 > f(j) und <
j
6.1 0< Zf(j) und 0 < Zf(j)

Sind alle Summanden grofler oder gleich 0, so ist auch die Summe gréfler oder
gleich 0.

f D — B reelle Funktion
uweZNoeZ Nu<o
{u,...,0} €D

Vi:je{u,...,0} =0< f(5)

U>>>

0< Zf(j)-

f:D—-R
E C D A FE endlich

>

Vi:jeE=0<f(j)

0< Zf(j)-
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Unter den eben genannten Bedingungen gilt die stéirkere Aussage 0 < Z f(),

J
wenn mindestens einer der Summanden positiv ist. Anders formuliert: Ist unter
den genannten Voraussetzungen die Summe= 0, so sind alle Summanden= 0.

f D — B reelle Funktion
weZNoeZNANu<o
pe{u,...,0} CD

Vi:jed{u,...,0} =0< f(5)

U > > >

0< flp) = 0<Zf<j>

A oszo) = 0= f(p).

f:D—R
A\ p € E C D A E endlich

A Vj:jeE=>0§f(j)
=

0<f(p) = 0<Zf(j>
A0=)fG) = 0=f(p)

JjeE

Beispiel (ohne Beweis) Mit f : R — R, f(z) = vV1+ 2?2 und D = R, u = 71,
o =100 gilt f : D — R reelle Funktion, v € Z, 0 € Z, u < o, {u,...,0} C D
und V5 : j € {u,...,0} = 0 < f(j). Im Speziellen gilt etwa 99 € {u,...,o0} mit
0 < V14992 so dass auf Grund vorhergehenden Satzes
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100

0< Y V1442

j=T1

0< > Vit

je{71,...,100}

folgt. Ahnlich gilt

[J(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) In beiden vorhergehenden Sétzen ist die Voraussetzung
0 < f(j) fur die jeweils genannten j von besonderer Bedeutung. So gilt etwa

0=-1+1= ) j
je{flvl}
ohne dass die Summanden= 0 wéren. [(Beispiel)

6.2 Zf(j) < Zg(j) und Zf(j) <> 9(j)

J
Gilt fiir zwei reelle Funktionen f,¢g und alle betrachteten j die Abschéitzung

£() < g(5), so folgt Zf(j) < Zg@).

f D — B reelle Funktion
g : C — A reelle Funktion
weZNoeZNANu<o
{u,...,o} CDNC

Vitje{u,....0} = f(4) <9(j)

‘U>>>>

o

POESIIOF

J=u
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f:D—>R
g:C—R
ECDNC A E endlich

VitjeE= f(j)<g(j)

U > > >

IO ESINIO)]

jEE JEE

Unter den genannten Bedingungen gilt die stirkere Abschétzung
DG <D 90,
J J

wenn fiir mindestens einen der betrachteten Indizes p die Aussage f(p) < g(p) gilt.
Anders formuliert: Sind unter den geannten Voraussetzungen die beiden Summen
gleich, so sind alle Summanden gleich.

f D — B reelle Funktion

A g:C — Areelle Funktion
AN uwueEZNoceZANu<o
AN pefu,...,0} CDNC
A Vjjefu,. . 0b = f1) <90)
=
fo)<glp) = D fG) <D g0
j=u j=u
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f:D—>R
A g:C—=R
N pe ECDNC A E endlich
AN ViijeE=f() <90)
=
flp)<glp) = ;f(j) <29(]’)
A=) 96 = fr) =g

jEE JEE

Beispiel (ohne Beweis) Die bisherigen Erkenntnisse sollen verwendet werden, um

100
> Vi+25
=71

nach oben und nach unten abzuschétzen. Es sei f : R — R mut D = R und
f(z) = V14 2-22. Offenbar ist f reelle Funktion. Mit v = 71 und o = 100 gilt
{u,...,0} CZ, also auch {u,...,0} € D. Ohne Weiteres gilt fir alle x € R,

V222 <142 22

also auch

Dies legt nahe, die Funktion
g:R=R, g(z) =v2|a],
mit C' =R = D zu betrachten: ¢ reelle Funktion und fiir alle j € {u, ..., 0} gilt
9(i) < f(),
und im Speziellen 100 € {u, ..., o} mit g(100) < f(100). Auch gilt {u,...,0} C

C, so dass nun a
> 9l <> fG),
j=u j=u

folgt. Es ergibt sich hieraus

100 100

SV2eil <Y Vi+2- g2

j=T1 j=11
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also auch
100 100
V2 <Y V252,
j=T1 j=T1
woraus wegen |j| = j fiir alle j € {u, ..., 0} die Abschétzung
100 100
V2 Y i<y Vir2 g2
j=T1 j=T1

folgt. Damit ist die fragliche Summe nach unten abgeschétzt.

Fiir eine Abschétzung nach oben bietet sich die Funktion
h:R—R, h(z)=+V3-|z|,

an. Jedoch gilt nicht fiir alle x € R die Abschitzung f(z) < h(z) - es gilt etwa
h(0) =0 < 1= f(0) - doch gilt wegen 1 < j2 fiir alle j € {u,...,0} offenbar

Vi:jed{u,...,0} =
F@) =V1+2: 2 <V +252=/3 72 = V3 il = h(j),
und dies geniigt, um via 100 € {u,...,0} und f(100) < h(100) die Abschétzung

100 100
G <D hG),
j=T1 j=T71

zu erhalten. Es ergibt sich hieraus nach einigen Umformungen

100 100
S G < V3>
j=71 j=71

Da offenbar

100
0< Y j,
j=71

gilt, konnen die beiden Abschétzungen als

100

pRVARPRE
V2 <70 <3,

100

>

j=71

zusammengefasst werden. [J(Beispiel)
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7 (Zg(j)) + (Z h(j)) =Y (9() +h(5)
J J J
Die Summe von
-2,3,—5,7,—11,13,—17,19,—23, 19,

kann ermittelt werden, indem man erst die negaitiven Zahlen
—2,—5,—11,—-17, —23,
addiert, dann die positiven Zahlen
3,7,13,19,19,

addiert und dann diese beiden Summen zusammenzahlt. Die mathematische Um-
setzung dieser Vorgehensweise gelingt mit Hilfe der beiden Funktionen

g:{1,...,5} >R und h:{1,...,5} = R,

g(l) = —2
9(2) = =5
9(3) = —11
g(4) = —17
g(5) = —23
und
h(1)= 3
h(2)=T7
h(3) =13,
h(4) =19
h(5) =19
wonach

— 243+ (-5)+ 7+ (—11)+ 13+ (—17) + 19+ (—23) + 19
= (=24 (=5) + (=11) 4+ (=17) + (-23)) + B+ 7+ 134+ 19 + 19)

- (jf;gm) v (jf;hm).

Diese Art des Summierens soll nun mit einer paarweisen Zusammenfassung der
Zahlen,

(—24+3)+ (=5+7)+ (-11 +13) + (—17+ 19) + (—23 + 19)
=1424+2+24(-4)=7-4=3,
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verglichen werden. Mit Hilfe von ¢ und h ist dieses paarweise Addieren einfach
zu erfassen:

(—=243)+ (=5 +7)+ (=11 +13) + (—17+19) + (—23 + 19)
= (9(1) + (1)) + (9(2) + 1(2)) + (9(3) + h(3)) + (9(4) + h(4)) + (9(5) + h(5))

+ h
> (90) + 1)),

7=1
und offenbar gilt somit

(So) + (S0 -3

J J

(9() + h(5)).

Diese Art des Zusammenfassens von Summen gilt natiirlich nicht nur im soeben
betrachteten Fall.

f D — B reelle Funktion
g : C'— A reele Funktion
uweszZNoeZ Nu<o

{u,...,0} CDNC

U, > > >

(if(j)) +( Oﬂg(j)) -y (fG) +9()).

Jj=u J=

f:D—>R
g:C—R

>

ECDNC A E endlich

(Zs0)) + (T o)) = X (1) + 9t

JEE JjEE
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Beispiel (ohne Beweis) In Fortfithrung eines fritheren Beispiels soll
100
> Vi+2-52,
j=T1
etwas besser als zuletzt nach oben abgeschétzt werden. Mit Hilfe der Funktion

g:R— R, g(x):1+\/§-|x],

und des auch an sich nicht uninteressanten ...

Satz - sqrtsum

Va,b:a € RADER = \/la|+ [b] < /]a] + /]0].

Beweis VS a € RAb € R.

1.1: Aus VS folgt: O§2-\/W-\/m.
1.2: Aus VS folgt: la| € R A |b] € R.
1.3: Aus VS folgt: (VIal + /o))* = |a] +2 - \/Jal - /To] + [b].
1.4: Aus VS folgt: 0 <|a| + 0] € R.
1.5: Aus VS folgt: 0< (\/m—l— \/W)QER.
1.6: Aus VS folgt: \/W+\/m=\/(\/m+\/W)2.
2: Aus 1.1 und aus 1.2 folgt: la| 4 [b] < |a| +2-+/]a] - /]0] + [b].
3: Aus 2 und aus 1.3 folgt: la| + [b] < (v/]a] + \/W)Q
4: Aus 3, aus 1.4 und aus 1.5 folgt: V]l + 18] < \/(M%- \/W)2
5: Aus 4 und aus 1.6 folgt: Vel + 18] < V/]al + /10
[

... folgt offenbar

Vi €R= f(z) =VI+2 22 <1+V2- |z = g(x),
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so dass mit Einsatz bisheriger Resultate

100 100 100 100
DoVI+2- 2= )<Y g =) (1+v2-j])
j=T1 j=T1 j=T1 j=T1
100 100
()« (X vz),
j=T71 j=71
100
und an dieser Stelle darf man sich tiber Z 1 wundern, denn eine Zahl - hier ist
j=T1
es die 1 - wurde bislang noch nie mit dem Summenzeichen addiert. Zur Klarung,
100
was mit Z 1 gemeint ist, soll g genauer betrachtet werden. Es gilt fiir alle z € R,
j=T1

g(x) =1+ V2 || =1"R(z) + V2 |z,
so dass eigentlich
100 100 100 100
> 9l) =D (1"R(G) + V2 |j]) = (Z 10"R(j>) + (Z V2 |j|),
j=T1 j=T1 j=T1 j=T1

gilt. Hierdurch wird man auf die Konvention

100 100
> 1= 1"R(),
j=T1 j=11

gebracht, die ein Spezialfall der allgemeineren Regeln

Ve,u,0:c€E RANu€eZNo€Z = ZCZZC‘"‘RQ),
j=u j=u

Ve, E - c € RA E endlich = ZCZZC""R(]’),

jEE jEE
ist. Es ergeben sich auf Grund bereits gefundener Resultate

Ve,u,0:c€ RAueZNoecZ = Zc:c-(o—u—l—l),

Jj=u

Ve, E : c € RA E endlich = Zc:c-#(E).

jJEE
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In Fortfithrung obiger Abschéitzung ergibt sich

S virre (1)« (X vau)

j=T71 j=T1 j=T71
100 100 100
=1-(100—714+1)+vV2- Y [jl=1-30+v2- ) j=30+Vv2-Y j
§=T71 §=T71 =71

Hieraus und aus Fritherem folgt

100
> Vi+25
NG j=71 30 NG
< 100 < e TV
D D
j=T1 j=T1
100
Die Summe “ Z J” kann mit bisherigen Erkenntnissen berechnet werden. Offen-
j=T1

bar gilt

(>0)+(29) =2j

j=71

70
70-71 4970
Z] 2 2 8,
7=0
100
100 - 101
> j=——5— = 50101 = 5050,
j=0
so dass
100
2485+ ) j = 5050.
=71
Es ergibt sich
100
> " j =5050 — 2485 = 2565,
j=T71

woruaus via
30 6 2

2565 513 171’
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die Abschitzung

V2 o< =2 S < ot V2,
folgt. [J(Beispiel)
s (Z10) (T o) = (10)-th)
J k (4,k)

Zur Berechnung des Produkts der Summen,
(24 (=3)+5) - (4+ (—5) +8),

stehen - mindestens - zwei Moglichkeiten zur Verfiigung. Man kénnte zuerst die
Summen

und
44 (=5)+8=17,

berechnen und dann die Ergebnisse - mit dem Resultat 28 - multiplizieren. Oder
man ermittelt das Produkt durch gliedweises Multiplizieren mit anschliessender
Summation,

(24 (=3)+5)- (44 (=5) +8)
=2-442-(=5)+2-84(-3)-4+(-3)-(-5)+(-3)-8+5-4+5-(—5)+5-8
=8+ (=10) + 16 + (=12) + 15 + (—24) + 20 + (—25) + 40

=14+ (—21) + 35 = 28,

Beim ersten Verfahren wird erst addiert, dann multipliziert. Beim zweiten Ver-

fahren wird erst multipliziert und dann addiert. Allgemeiner als dieses Beispiel
lasst sich die erste Methode mit reellen Funktionen f,g und geeigneten Zahlen

. 0.v.w als
(éf(ﬁ) - (ggw)),

darstellen. Bei der zweiten Methode werden erst alle Produkte der Form

f() - g(k)
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mit j € {u,...,0} und k € {v,...,w} gebildet und dann addiert.

> (fG) - 9(k)).

?

wobei hier noch nicht klar ist, welche Indizes “?” {iber welche Menge summiert
werden sollen. Da 7 und k& Mengen mit o — v + 1 und w — v + 1 Elementen
durchlaufen, muss die noch unbekannte Indexmenge (0 —u + 1) - (w — v + 1)
Elemente haben. Dies trifft auf das binére cartesische Produkt von {u,..., o}
und {v,...,w} zu.

In der Tat gilt

f D — B reelle Funktion
g : C — A reelle Funktion
weZNoeZNANu<o
vVELNwEZLNY <w
{u,...,0} €D
{v,....,.w} CA

U>>>>>

() (Tow)= ¥ e

k=v (4, k)e{u,...,o} x{v,...,w}

f:D—-R
g:C—R
E C D A E endlich
n C C' A n endlich

U>>>

(Zs0)) (T ow) - 3 (e

jJEE ken j,k)EEXn
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In diesen beiden Aussagen wird owohl mit Z (f(j)-g(k)) als auch
(4,k)e{u,....,o} x{v,....w}
mit Z fl ) der bisherige Rahmen der Summation verlassen, da die
(4:k)eExn

Indexmenge der Summation in beiden Féllen nicht mehr eine - reelle - Teilmenge
reeller Definitions-Bereiche von Funktionen, sondern das “zweidimensionale Ge-
bilde” eines binér cartesischen Produkts ist. Auch fillt auf, dass in beiden Fallen
eine ungerichtete Summation vorliegt.

Zur Berechnung von Z (f(]) : g(k)) mit gerichteter Summation

(k) E{u,....0} x{v,... w}
empfiehlt es sich, zweimal “einfache” Summationen durchzufiithren. Anhand obi-

gen Beispiels sieht dies beispielsweise so aus:

(24 (=3)+5)-(4+(-5) +8)
=2-4+(-5)+8)+(-3)- 4+ (-5 +8) +5-(4+(—=5) +38),

wahlweise auch

(2+(=3)+5)- (44 (-5)+38)
=2+ (=3)+5)-4+ 24+ (=3)+5)-(=5) +(2+(=3)+5)-8.

In etwas allgemeinerer Form und unter Zugrundelegung bestehenden Einverstand-
nisses beziiglich “...” wird im ersten Fall

0 Y 00) + F1+ 0 Y alk) ..+ f(0) Y gl
k=v k=v k=v
und im zweiten Fall
(if(j))- (Zf ) (1+v)+ (Zf )
j=u
berechnet. Die Summanden des ersten Falls konnen als

f(])Zg(k)7 jG{U,...,O},
k=v

bezeichnet werden. Deren Summe ist gleich

> (7000w

J=u

die mit Hilfe des DistributivGesetzes auch als

Z (kf;m YOl
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geschrieben werden kann. Durch - konventionskonformes - Weglassen der Klam-
mer ergibt sich die “ Doppelsumme”

S5 (G - alh).

Jj=u k=v

die algorithmisch so zu verstehen ist:

Initialisierung : Summe(u) = f(u) - Zg(k)
k=v
for j=u,...,—14+o0: Summe(l+j)= Summe(j)+ f(1+j)- Zg(kz)
k=v
Ausgabe : Summe(o)

In schematischer Darstellung wird hier das in der xy-Ebene eingezeichnete binér-
cartesische Produkt {u,... 0} x {v,... ,w} schrittweise von links nach rechts
vertikal von unten nach oben “durchlaufen” . Ahnlich ist, korrespondiernd zum
obigen zweiten Fall die Doppelsumme

iZ (f(3) - g(k)).

k=v j=u

zu verstehen und zu interpretieren.

Initialisierung : S(v) = (Zf(j)) - g(v)

for k=v,...,—14w: S(l—i—k):S(k)—F(if(j))'g(l—l—k)

Ausgabe : S(w)

In schematischer Darstellung wird hier das in der xy-Ebene eingezeichnete binér-
cartesische Produkt {uw,...,o} x {v,...,w} schrittweise von unten nach oben
horizontal von links nach rechts “durchlaufen” .
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9 > h((jk
(7.k)

Im Rahmen des Vorkurses sind ausser Teilmengen reeller Zahlen Teimengen von
R x R als Indexmengen fiir die Summation von Interesse. Wie bereits im vor-
hergehenden Kapitel an einem Spezialfall angedeutet wird dabei die Summation
gelegentlich auf eine Doppelsumme zuriick gefiihrt.

Dies kann, muss aber nicht immer der Fall sein.

h:D—R
E endlich
n endlich
ExnCD

U>>>

D M) = > hGR) =)D h((Gk)

(4,k)eExn JjEE ken ken jek

Beispiel (ohne Beweis) Mit A : RxR — R, h((z,y)) =x+yund F = {-1,0,1}
und n = {3,6,7} gilt

S ohGR)= > GHE)=D> G+E) =) > ("R(kE)+k

(4,k)eExn (4,k)eExn JEE ken JEE ken
5> ((DMR@) OIS WIRTES
jeE ken ken jeE ken
=> (-3+B+6+7)=> (3-j+16)
JEE JEE

= (—3+4+16) + (0+16) + (3 + 16) = 48,
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und auch
SoonGE) = Y R =03 (R =YD (k+4)
(J,k)EEXn (j,k)EExn ken jek ken jeE
=Y Y (R +4) =) ((Z k°"R(j>> + (Zy‘))
ken jeE ken jeE jeE
=> (k-#E)+D> 4) =) (k-3+0)=>) 3k
ken JEE ken ken

=3-343-6+3-7T=9+18+21=48.

[(Beispiel)

Gelegentlich wird {iber Teilmengen binér cartesischer Produkte summiert. Die
Berechnung gelingt dann gelegentlich mit Hilfe gerichteter Summation.

h:D—R

E C D A E endlich
ueZNoeZ NANu<l+4o
¢ :{u,..., o} — FE bijektiv

U>>>

> h((G k) = h(e(1))

(j,k)EE

Beispiel (ohne Beweis) Seien a € R, b € R und sei
: D ok
hNXN SR (G k)= () oot

Ausserdem sei
E={(,k) e NxN:j+k=05}

Offenbar gilt
E= {(07 5>’ (1’ 4)7 (27 3)7 (37 2>’ (47 1)7 (57 O)}

S h((,k),

(j,k)eFE

Um
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zu berechnen, soll vorhergehender Satz angewendet werden. Eine Moglichkeit fiir
¢ :{u,...,o} = E bijektiv ist

¢:{0,....5} = E, o()=(,5-1).
Es folgt

5
3 ("?)-aﬂ‘-bk S (k) = 3 k(o)
Ghee M (R =0
5 5 5 -
;h ((1,5—1)) Z(z) cal bt

Die ebenfalls mogliche Wahl

{0, 5} =R, ()= (-11),

fithrt auf
5\ °
3 ()b SR K) = S k(D)
(4.k)EE J (j.k)eE 1=0
5 5 5
_ _ _ 5-1 gl
=Sons -t =3 (7)o
1=0 1=0
so dass via

Vi:l1e€{0,...,5} = <5il) = (?),

)

1=0
folgt. [J(Beispiel)

die Gleichung
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3

10 T(x)(n)

||
3
o
<

Abkiirzend sei hier
MR ={f:f:N—=R},

die Menge aller reellen Folgen.

Mitunter ist es von Interesse, “z-abhédngige Summationen” auszufiihren. Fiir der-
lei Aufgaben soll hier an Hand zweier Beispiele das Fundament gelegt werden.
Das erste Beispiel ist bereits bekannt.

10.1  T(x)(n) = Zﬂfj

Sei
F:R—"R, F):N=R, F(z)(j) =2,

so dass F'(x) eine spezielle geometrische Folge ist:
F(z) = (wo, ot a? ad, at ) = (1,x,x2,x3, zt .. ) )

Aus F' wird durch Summation die zugehorige z-abhéngige “Reihe”
T:R—-"R, T(z):N—=R, T(z ZF
also im vorliegenden Fall,

Ven:z€RAneEN=T(x ZLU]

gebildet. Mit Hilfe fritherer Ergebnisse kann T'(z)(n) fiir © € R und n € N explizit
angegeben werden:

—1+ 2!t
— , 1#z
reRANREN = T(z)(n) = —1+x :
1+4n , 1=x

Ersetzt man hier 7'(z)(n) durch den Term mit dem Summensymbol, so ergibt
sich
n —1 + x1+ 1
reRANnEN = ij: —1+z #w
1+n , 1==2
In der Konklusion tritt neben den freien Variablen “x,n” die gebundene Variable

(APl

77 auf.
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10.2 14+2-2+3-22+.. . +n-x =,

Betrachtet man fiir n € N die Funktion
-1 —|—ZL’1+n
— , 1#2=z
T()(n):R—=R, T()(n)(z)="T(x)(n)= -1+ )
1+n , 1=z

so fallt auf, dass diese Funktion differenzierbar auf ] — oo|1[ und auf ]1| + oo
ist:
T()(n): R\ {1} =R,

14+n) 2" (=1+z)—(=1+21") 1

T ) / — (

()Y ) S
1-(1+n)-a"+n- -zt
- (=1 +2)°

Andererseits gilt entsprechend vorhergehenden Abschnitts fiir alle n € N,

T :R =R, T()(n)(z)="T(z)n)= Zx”

so dass fiir x € R\ {1},

T()(n)(z) = (zn:xj)/ = zn: (27) = ZZ;J' Lt

=0 =0
12+ 2.2+ 322+
=14+2-2+3-22+.. . +n-z7 1,

mit der Konvention
142-2+3-224+...4+0- 270 =0,
folgt. Somit ist 7'(.)(n)" gleich zwei Termen, die deswegen gleich sein miissen:

l#r€eRANnEN=

1—1(1 e ) . pldn
1+2-2+43-2°+... +n-a "= (l+n)-2"+n-z )

(—1+27
Im Fall z = 1 folgt fiir alle n € N,
142243 22+... 4+n-27 1"
=142-143-12°4... 4n-174"
n-(1+mn)

=1+243+. . Fn="—17

[J(Beispiel)



11 (a+0b)" =
J

()
— \J

]

47

Im Beweis der “binomischen Formel” werden einige Eigenschaften und Regeln
der bisher vorgestellten endlichen Summation verwendet. Der Beweis wird mit

vollstandiger Induktion gefiihrt.

Satz - Binomische Formel

2: Aus 2 folgt:
3.1: Aus ThemaO folgt:
3.2: Aus ThemaO folgt:

3.3: Aus ThemaO folgt:
°L (0

3.4: Aus ThemaO folgt: Z ( ,

— \J

]_

4: Aus 3.1 und aus 3.4 folgt: (

5: Aus “0 Menge” , aus
folgt per definitionem F:

EIE:E:{w:wEN/\(a—i-b)”

).aj

— 1.0 0% 71.1.p9%31.1.

a+b

“0 € N”und aus 4

=§;(‘§> b}

ne NANaeRAbeR = (a+b)" = (n) Ly
—\J
]_
Neweis
a € RAbER.
1: Es gilt:

E CN.

(a+0)° =1

a’ =1

=1

‘bO—j — (8) ‘a().bO—O
1=1.

()

J=

0eE.
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a € RAbER.

NEE.
7.1: Aus Thema6 folgt: AeN

2L /A
7.2: Aus Thema6 folgt: (a +b)* = Z ( ) ca? b

=0
8.1: Aus 7.1 folgt: 1+ e N
8.2: Aus ThemaO und aus 7.1 folgt:

(a+ b)) = (a+b) - (a+b)*.

8.3: Aus ThemaO und aus 7.1

folgt via Summationsregeln:

¥

“'Z .).aj.bk—j:

j=0 J Jj=0 J
A
= Z ()\) calti o pr I
Jj=0 J
14+
_ ( A ) cqd - pr ()
—1+

>\ 1+ 1+ —(1+
. b (1 )\).




a € RAbER.
AEE.

8.

8.4: Aus ThemaO und aus 7.1
folgt via Summationsregeln:

J=0

8.5: Aus 7.1 folgt:
8.6: Aus 7.1 folgt:
8.7: Aus 7.1 folgt:
8.8: Aus 7.1 folgt:

8.9: Aus 7.1 folgt:

10: Aus 7.1 folgt:

ke{l,. . Ab= (A)+0) = ().

9.1: Aus 8.6 und aus 8.7 folgt:

9.2: Aus 8.8 und aus 8.9 folgt:

9.3: Aus 8.1 folgt:

2L /A
b- ) odd v =
>(5) .

= \J
—1+(14+XN)=2A
() =1
() =1
(o) = 1.
(=1

1+ A Menge.

49
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-ThemaO ceRAbER
\eE.

10: (a + )1+
Z(a+b)-(a+d) =a-(a+b+b-(a+d>

A/ 2L/
’;Qa‘ ()a]bA_]+bZ()a]bA_j
Jj=0 J

=0\

A
S ( A ) ) CLj . bl-‘r)\—j
j=1 -1 +_]
A 1+X 7 142—
. X b +A=(1+A)
* <—1+(1+A)) ’

A
+b-) (A) ca’ b
=0 \J
8_52)\: A -a,j'b1+)\7j
- -1+

=1
+ ()\) Cattr L pttAT AN

.

A

A
+b- ) <)\> a0
=0 \/
E_Z A .aj_b1+>\*j
— \—1+

=1
N I+ A Sl L A=)
L+ A

A
—O—b'Z(A) ca? - N
=0 \/

<




a € RAbER.
[ Themaé | N€EE.
A A
8. _
10:...:2( ) 7. pltAd
e -1+

11:

A \ A B
2 _1+j>.aﬂ.bl+’\_3+;

Aus ThemaO und aus 7.1 folgt:

A

=1

> (L)oo

j=1

<

(1 _a
142

A . : A , :
cq) L pttAd cqd - it
Z(—lﬂ') ‘ +2(y) ‘

LA | plAA=(1+)

(A) . aj X b1+>\—j
J

L+ | pl+A=(1+2)

()\> . aj X b1+>\—j

J

()\> . aj . bl-l-/\—j
J

LA | plA=(142)

e

J

o1
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acRAbeR.

12:

LHAY 1
+(1+>\) ¢

() )
—1+4 J

LHAY 1
i (1+A) ¢

_ (1 —io_ A) g0 . A0

! -; ((—1:7‘) i @)

J

LHAY 1
+(1+>\) ¢

8.10 (1 + )\) g0 . A0

()

i pad)

L pLA=(1N)

e kb,

pIAA=(1+N)

pIA—(1+N)

a - b1+>\—J

pIAA—(1+N)

al - b1+>\—J




a € RAbER.

AEE.

13: Aus ThemaO und aus 7.1 folgt:

A
Z (1 + A) caql AT

=0\ J

0
Z(l—i._)\>-aj~bl“_j
=0\
ANYSTY
S ()

=1 N J

— L+ A 0 714+X-0 - L+ A i 7 14+A—7
_( 0 )ab _|_Z ) .al b J

=1 N/

1+ A

14: (a+b)1+’\£< 0

) g0 . pIHA0

A
1+/\> g
4 N
> (]
ji

1+ A 1+A  p1+A—(142)
(1+)\) areb

A
Z (1 + A) Ll AT

J=0 J
(1 + /\) Sl L A=)

&

1+ A
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a € RAbER.
AEE.

15: Aus ThemaO und aus 7.1 folgt:

1+
Z (1 + A) Sl AT

=0 N

A
e (1 + A) . aj . b1+/\7j
0 J

J:
1+
1"‘)\) i 1+A—j
+ ) 'CLJ'b+ J
> ("

J=14X

14+
- Z (1 + A) cql AT
- J

1+)\ 14 1
. + ‘b+)\ (1—&-/\)'

A
o et 23 (1) e

=0 N 7
1+ A 14 114
. -b+>‘ (14+X)
+<1+)\) ¢
1+
= (1”)-@%1)1“—3'.
J

J=0

17: Aus 9.3, aus 8.1 und aus 16
folgt per definitionem F: 1+Xe k.

Ergo Thema6: Al “VA: ANe E=14+Xe€FE”
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a € RAbER.
7: Aus 2, aus 5 und aus Al
folgt via Satz - vollstindige Induktion: E =N.
neN.
9: Aus Thema8 und aus 7 folgt: nek.

10: Aus 9 folgt: (a+b)" = (n) cal b

Ergo Thema8: Vn:n € N= (a+b)" = (n> ca? b
=0

Ergo Themal:
Va,b:a e RADeER = (Vn:neNé (a—l—b)":Z(ﬁ) .aﬂ'.bn—j>'
Konsequenz:

aeRADERANREN = (a+b)”:2<n)-aj-b”j. O



