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Beispiel (ohne Beweis)

Fir f =idg gilt f: D — B mit D =R und B = R und f ist streng wachsend.
I = R ist echtes reelles Intervall, f stetig auf R und fur J = f[I] = idg[R]
gilt J =Rund g = (f| 1) = (idg | R)™" ist gleich idg. Einige der bereits
begkannten Eigenschaften von R und ¢ = idg folgen nun aus UKS - S: R echtes
reelles Intervall, idg reelle Funktion, idg : R — R bijektiv, idg stetig, streng
wachsend und

Ve:zeR = g(f(z)) =idg(idr(z)) = idr(z) = =,

VyryeR = f(g(y) = idr(idr(y)) = idr(y) = y.

Auch UKS - D kommt zur Geltung, da f = idg differenzierbar mit Ableitung=
1 # 0 ist, also auch differenzierbar auf dem echten reellen Intervall A = R mit
Ableitung# 0 dort ist. Aus UKS - D folgt dann via B = f[A] = idg[R] = R:
g = idg differenzierbar auf R und

Ve:zeR = ¢ (f(x)) - f(z) =idx(idg(z)) - idg(z) = (id/]R(x))Q =1,

sowie

VyiyeR = fgy) g (y) = idy(idr(y)) - idi(y) = (idk(y))* = 1.

*

Beispiel (ohne Beweis)

Fir f = || gilt f : D — B reelle Funktion mit D = R und B = R, f stetig.
Jedoch ist UKS - S nicht mit I = R einsetzbar, da f auf R nicht streng monoton
ist. In der Tat ist f auf | —oo|0] streng fallend und auf [0]|+oc] streng wachsend.
Somit bieten sich fiir I entsprechend UKS - S die Méoglichkeiten I = ] — 00|0]
oder I = [0 4+ oo[ an. In beiden Fillen ist g = (f | )™ = (|| | )~ und
J = flI] = |.|[R], so dass J = [0] + oo[ - nun via UKS - S - echtes reelles
Intervall, g : J — I bijektiv, also g : [0] + oco[ — I bijektiv, g stetig,

Ve:zxel = g(z|) ==z,
Vy:ye[0]+oo[: = |9yl =y

I =] —0o0|0] Da f streng fallend auf I ist, ist g streng fallend. Um weitere
Aussagen iiber g zu erhalten ist es hilfreich, die erste obiger Inversionsformeln zu
betrachten:

Ve:ze]—o0l0] = g(|z]) ==

Da fiir alle x € ] —00|0] die Gleichung —|z| = z zutrifft, liegt es nahe, g = h mit

h:]—=o00l0] =R, h(y)=-y,



zu vermuten. Zum Nachweis dieser Vermutung kann UKS - E verwendet werden.
Offenbar gilt
h:J—1,

und wie bereits fest gestellt gilt auch
Ve:xel = h(f(x))=—|z|=u=z
Ausserdem gilt fiir alle y mit y € J, also y € [0] + oo,
f(h(y) =1—yl =1yl =y,
da 0 <y und y € R. Nun ergibt sich mit UKS - E in der Tat
h=(f10)7",
also auch h = g und somit ist
g:J =1, g(y) =—y.

Interessanter Weise ist g differemzierbar. Im Speziellen ist g differenzierbar in 0.
Diese Eigenschaft von g geht iiber das via UKS - D verfiighbare Resultat hinaus.
Gemiss UKS - D muss die Differenzierbarkeit von f auf einem echten reellen
Intervall A C I gegeben sein. Das grofite derartige Intervall ist | — oo|0[. Dann
folgt via UKS - D die Differenzierbarkeit von g auf f[A] = ] — oo|0[. Eine
Erweiterung auf | — co|0] via UKS - D ist nicht moglich. Es gilt

g:J—=R, Jy)=-1

I = [0| 4+ oo[ Da f streng wachsend auf I ist, ist g streng wachsend. Auch gilt
Ve:ze [0|+o00[ = g(z]) ==z
Da fiir alle 2z € [0 + oo[ die Gleichung |z| = z, liegt es nahe, die Funktion
h:[0l+oo[ =R, hy) =y,

zu untersuchen. Offenbar gilt

h:J—1,

sowie, wie bereits fest gestellt, auch
Ve:xel = h(f(x))=]z|=uz.
Ausserdem gilt fiir y € J, also y € [0] + oo,

f(h(y)) = |yl = v,



da 0 <y und y € R. Via UKS - E folgt nun

h=(f11)" =g

und somit
g:J =1, gy)=y.

g differenzierbar. Mit &hnlicher Begriindung wie im vorhergehenden Fall gilt auch
hier: die Differenzierbarkeit von g auf ]0| 4+ oo[ folgt aus UKS - D, die Diffe-
renzierbarkeit von ¢ in 0 ist nur mit UKS - D nicht zu begriinden. Es gilt

Jg:J—=R, 4y =1

Beispiel (ohne Beweis)
Fiir f = [.]7 gilt f: D — B reelle Funktion mit D = R und B = R, [ stetig, f
differenzierbar auf R\ {0}, f streng wachsend auf [0] + co[. Mit [ = [0] + oo
und g = (f | )" und J = f[I] = []*[[0] + oo[] gilt zuniichst .J = [0| + oo[ und
dann via UKS - S: g : J — [ bijektiv, g stetig, g streng wachsend und

Ve:zel = g(xzt)=n,
woraus via [z]t = x fiir alle z € [0] 4+ co[ die Aussage

Ve:z el = g(z)=uz,
folgt. Hieraus ergibt sich ohne Weiteres
g:J =1, gly) =y

Ohne Bezug auf UKS - D ist festzustellen, dass g differenzierbar ist und dass

g:J—=R, 4y =1,

gilt.

*
Beispiel (ohne Beweis)
Fir f = []” gilt f : D — B reelle Funktion mit D = R und B = R, f stetig,
f differenzierbar auf R\ {0}, f streng fallend auf | — oo|0]. Mit I = ] — 00|0]
und g = (f | 1) und J = f[I] = []7[] — o0[0]] gilt zuniichst J = [0] 4+ oo [ und

dann via UKS - S: g : J — [ bijektiv, g stetig, g streng fallend und

Vyryed = [gW)] =y,



woraus via g(y) € I und [z]” = z fiir alle z € I die Aussage

Vy:yed = —gly) =y,

folgt. Hieraus ergibt sich ohne Weiteres
g:J =1 gly)=—v.

Ohne Bezug auf UKS - D ist festzustellen, dass g differenzierbar ist und dass
g:J=R gy =-1

gilt.

Beispiel (ohne Beweis)

Fir f =vzw gilt f : D — B mit D = R und B = R und f streng fallend,
f stetig, f differenzierbar. I = R ist echtes reelles Intervall, f stetig auf R, f
differenzierbar mit Ableitung= —1 # 0 und fiir J = f[I] = vzw[R] gilt J = R
und g = (f | )" = (vzw | R)™" = vzw™!. Einige Eigenschaften von R und g
folgen nun aus UKS - S: R echtes reelles Intervall, g reelle Funktion, g : R — R
bijektiv, g stetig, streng fallend und

Vy:yeR = fl9(y) = —9(y) ==y,
woraus ohne allzu viel Miihe g(y) = —y fiir alle y € R und somit

g=f=vzw = vzw

folgt. Ohne Weiteres folgt hieraus: g differenzierbar und

J R—=>R, J(y)=-1

Beispiel (ohne Beweis)

Fir f = rez gilt f : D — B reelle Funktion mit D = R und B = R. f ist auf
R\ {0} stetig und differenzierbar mit Ableitung# 0 dort. Jedoch ist f weder auf
R\ {0} streng monoton noch ist R\ {0} echtes reelles Intervall, so dass UKS
- S nicht ohne passende Wahl von I eingesetzt werden kann. Es bieten sich die
Méglichkeiten I =] — oco|0[ und I = ]0| + oo[ an. In beiden Féllen ist f streng
fallend auf I, so dass gemafl UKS - S auch g = (f | [ )71 streng fallend und
stetig ist. Ebenso kommt UKS - D mit A = I und B = J zum Einsatz und
sichert die Differenzierbar von g auf J. Auch gelten jeweils die Aussagen

Ve:xel = g(1/z)=x,¢(1/z) (-1/2%) =1,



Vy:yeld = 1/g(y) =y,—1/(9(y))’ =1.

Aus der zweiten Aussage ergibt sich ohne Weiteres

Vy:yed = gly) =1/y =rez(y),

so dass in beiden Fallen

gilt.

Fir I = ] — oo|0[ folgt J =] — 0o|0[ = I und fiir I = ]0| 4 oo folgt J =
10| 4+ oo = 1, so dass sich

(f 1] —o0l0D) " U(f 1]0[+0o[) " = (rez | R\ {0}),

ergibt. Dies deutet darauf hin, dass f iiber UKS - S hinausgehende Inversions-
eigenschaften besitzt. In der Tat folgt nach kurzer Uberlegung

fl=rez=f
Mit diesem Resultat sind insbesondere die Formeln
VeizreR = f(f(x)) =1/(1/z) ==,
Yoz e R\{0} = f(f(2) f(x)=-1/(1/x)" (-1/2%) =1,

hervorzuheben.

2 7 Satze mit Stetigkeit

Satz - IS 1
f D — B reelle Funktion
A I echtes reelles Intervall

A f stetig auf 1

f[1] reelles Intervall
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Satz - IS 2

f D — B reelle Funktion
I echtes reelles Intervall
f stetig auf [

f streng monoton auf I

U>>>

f[I] echtes reelles Intervall

Zwischenwertsatz - ZWS

f D — B reelle Funktion
I echtes reelles Intervall

f stetig auf I

A
A

A acl Nbel
A fla) <c < f(b)
=

A€ € € cola,b) ANe= f(§)

Satz vom Maximum

f D — B reelle Funktion
AN a<b
A f stetig auf [a|b]
=
3¢ ¢ f hat in £ Maximum auf [a|b]
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Satz vom Minimum

f D — B reelle Funktion
AN a<b
A f stetig auf [a|b]
=
3¢ ¢ f hat in & Minimum auf [a|b]

Satz - Stammfunktion 1

f D — B reelle Funktion
A I echtes reelles Intervall
A f stetig auf I
=
JF : F Stammfunktion von f auf I,

ie. F: I — R A F differenzierbar A Vo : 2z € I = F'(z) = f(x).

Ohne Beweis sind hier Stammfunktionen einiger reeller Funktionen auf einem
echten reellen Intervall I angegeben.

f= Bedingung [ | F: I - R, F(x) =
ZO0R void 1
R, ce R void c-x
idg void % -z
VZW void _% -’
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f=| Bedingung I | F: I — R, F(z) =
|| void sox- |zl
BN void Tox [zt
] void s [z]”
sgn | I C 0|+ oo[ T
sgn | I C 0|+ oo ||
sgn | [ C] —o0|0] ||
sgn | I C ] —o0|0] —x
rez | [ C]0|+ oo[ Inx
rez | I C 0|+ oo In |z
rez | I C ] —o0l0] In |z|
rez | I C ] —o0l0] In(—x)
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Satz - Stammfunktion 2

f D — B reelle Funktion
I echtes reelles Intervall

f stetig auf 1

acl

vyeR

U>>>>

Es gibt genau eine Stammfunktion F' von f auf I mit v = F(a),

i.e. es gibt genau ein F, so dass F': I — R und F differenzierbar
und Vo :z € [ = F'(z) = f(x) und v = F(a).

Beispiel (ohne Beweis)
Mit f = zog und I echtes reelles Intervall und @ € I und vy € Rist F': [ — R
genau dann Stammfunktion von f auf I, wenn es ¢ € R mit

Ve:xel = F(x)=c,

gibt. Die Bedingungen a € [ und v = F'(a) fithren auf v = F(a) = ¢, also ¢ = 7.
In der Tat ist
F:I—-R, F(zx)=n,

eine Stammfunktion von f auf I mit v = F'(a). Geméifl Satz - Stammfunktion
2 ist dies die einzige Stammfunktion von f auf I mit v = F(a). [J(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis)

Mit f = k"R, k € R, und [ echtes reelles Intervall und @ € I und v € R ist
F : I — R genau dann Stammfunktion von f auf I, wenn es ¢ € R mit

Ve:xel = F(zr)=c+k-x

gibt. Die Bedingungen a € I und v = F'(a) fithren auf v = F(a) = ¢+ k - a, also
c=7v—k-a.In der Tat ist

F: IR, Fl@)=y—k-a+k-z2=v+k-(—a+ux),

eine Stammfunktion von f auf I mit v = F'(a). Geméifl Satz - Stammfunktion
2 ist dies die einzige Stammfunktion von f auf I mit v = F(a). [I(Beispiel)
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Beispiel (ohne Beweis)

Mit f = idg und I echtes reelles Intervall und a € I und y €e Rist F': I - R
genau dann Stammfunktion von f auf I, wenn es ¢ € R mit

1
Ve:xel = F(:c):c+§~x2,

gibt. Die Bedingungen a € I und v = F'(a) fithren auf v = F'(a) = ¢+ % -a?, also
¢ =7 —%-a* In der Tat ist

1 1 1
F:I >R, F(x):fy—§-a2+§-x2:’y+§-(—a2—|—x2),

eine Stammfunktion von f auf I mit v = F'(a). Geméfl Satz - Stammfunktion
2 ist dies die einzige Stammfunktion von f auf I mit v = F(a). [(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis)

Mit f = vzw und [ echtes reelles Intervall und a € I und y €e Rist F: [ - R
genau dann Stammfunktion von f auf I, wenn es ¢ € R mit

1
Ve:xel = F(m):c—i-xQ,

gibt. Die Bedingungen a € I und v = F(a) fiihren auf v = F(a) = c— % - a2, also

2
c:7+%-a2.1nderTatist
. UL B N DDV O S
F: IR, F(:v)—7—|—2a 2x—7+2 (a® — x%),

eine Stammfunktion von f auf I mit v = F(a). Geméfl Satz - Stammfunktion
2 ist dies die einzige Stammfunktion von f auf I mit v = F(a). [J(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis)
Mit f = |.| und I echtes reelles Intervall und @ € I und v € Rist ' : [ — R
genau dann Stammfunktion von f auf I, wenn es ¢ € R mit

1
Ve:zel = F(:v):c+§-x-|x|,

gibt. Die Bedingungen a € I und v = F(a) fithren auf v = F(a) = c+ 5 - a - |al,

also c=+v— 1% -a-|al. In der Tat ist

1
2

1 1 1
F:I—-R, F(m)zy—i-a-|a|+§-x-|z|:7+§-(—a-|a|+x-|m|),

eine Stammfunktion von f auf I mit v = F'(a). Gemifl Satz - Stammfunktion
2 ist dies die einzige Stammfunktion von f auf I mit v = F(a). [J(Beispiel)
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Beispiel (ohne Beweis)

Mit f = [.]7 und I echtes reelles Intervall und @ € I und v € Rist F': I — R
genau dann Stammfunktion von f auf I, wenn es ¢ € R mit

gibt. Die Bedingungen a € I und v = F(a) fithren auf v = F(a) = ¢+ 3 - a - [a] ",

also c=+— 3 -a-[a]". In der Tat ist

1 1 1
F:I—-R, F(z) :7—5-a-[a]+~|—§-x-[:1:]+:7~|—§-(—a-[a]+~l—x-[$]+),
eine Stammfunktion von f auf I mit v = F'(a). Geméfl Satz - Stammfunktion

2 ist dies die einzige Stammfunktion von f auf I mit v = F(a). [I(Beispiel)
Beispiel (ohne Beweis)

Mit f = [.]” und I echtes reelles Intervall und a € T und v € Rist F': [ - R
genau dann Stammfunktion von f auf I, wenn es ¢ € R mit

Ve:xel = F(x):c—l—%-x-[x] :

gibt. Die Bedingungen a € I und v = F(a) fithren auf v = F(a) = c+3 -a-[a]",

also c=+v— 1 -a-[a]”. In der Tat ist

1 1 1
F:I—R, F(m):fy—i-w[a]_—é-x-[az]_ :'y+§-(—a-[a]_+x-[:v]_),
eine Stammfunktion von f auf I mit v = F(a). Geméfl Satz - Stammfunktion

2 ist dies die einzige Stammfunktion von f auf I mit v = F(a). [I(Beispiel)
Beispiel (ohne Beweis)

Mit f = sgn und I echtes reelles Intervall mit I C ]0| + co[ oder I C ] — oo|0[
und a € I und v € Rist F': I — R genau dann Stammfunktion von f auf I,
wenn es ¢ € R mit

Ve:xel = F(x)=c+|z|,
gibt. Die Bedingungen a € I und v = F'(a) fithren auf v = F'(a) = ¢ + |al, also
¢ =+ — |a|. In der Tat ist

1
F:l=R, F(@)=y=lal+ 2| =7+ (~lal + 2],

eine Stammfunktion von f auf I mit v = F'(a). Gemifl Satz - Stammfunktion
2 ist dies die einzige Stammfunktion von f auf I mit v = F(a). [I(Beispiel)
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Beispiel (ohne Beweis)

Mit f = rez und I echtes reelles Intervall mit I C 0| + oo[ oder I C ] — oo|0[
und a € I und v € Rist F': I — R genau dann Stammfunktion von f auf I,
wenn es ¢ € R mit

Ve:xel = F(z)=c+Inlz,

gibt. Die Bedingungen a € I und v = F\(a) fithren auf v = F(a) = ¢+ Inal, also
¢ =+ —Inlal. In der Tat ist

F:I—-R, F(x)=v—In|a|+In|z| zv—i-ln’z‘,
a

eine Stammfunktion von f auf I mit v = F'(a). Geméafl Satz - Stammfunktion
2 ist dies die einzige Stammfunktion von f auf I mit v = F(a). [(Beispiel)



