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1 ¢gC f- “Teile einer Funktion entfernen”

f reelle Funktion A ¢g C f = g reelle Funktion
AVz:x €domg = g(z) = f(z).

f D — B reelle Funktion A ¢g C f = g¢g:domg — B reelle Funktion
AVz:x €domg = g(z) = f(z).

Beispiel (ohne Beweis) Die Funktion f = rez “soll im Quadrat mit Seitenlénge
20 um den Ursprung (0,0) gezeichnet” werden. Mathematisch préziser soll

g="{(,y): (z,y) € f AN ]z] <10 [y| < 10},

skizziert werden. Offenbar gilt ¢ C f und g kann durch “Entfernen” der nicht
weiter interessierenden Punkte von f gewonnen werden. Ohne allzu viel Miihe
ergibt sich

1 1 1
| — 10| — — —|1 R = —.
9[- 10] U0} UL 10] = R, gla) =~
Es fallt die “Lochrigkeit” von
dom g = [ — 10| — —] U {0} U [=]10]
9= 10 0"

und von . ]
=[-10/— = —

auf. [I(Beispiel)



In Bezug auf Stetigkeit gilt:

u>>>>

f reelle Funktion
I echtes reelles Intervall

f stetig auf I

g f

I Ndom g echtes reelles Intervall

g stetig auf I N dom g.

Beziiglich Differenzierbarkeit gilt

U>>>>

f reelle Funktion
I echtes reelles Intervall

f differenzierbar auf I

g f

I N'dom g echtes reelles Intervall

g differenzierbar auf I Ndomg

Ve:xz e InNdomg= ¢ (x)= f'(z).




2 (f | FE)- “Eine Funktion einschrinken”

f reelle Funktion =- (f | E) reelle Funktion
AVz:xz e Endomf= (f| F)(x) = f(z).

f:D — Breelle Funktion = (f | E): END — B reelle Funktion
AVz:xe END=(f|FE)(x)=f(x).

Beispiel (ohne Beweis) Die Funktion f = rez soll nur fiir natiirliche Zahlen als
Eingabe betrachtet werden. Mathematisch préziser soll

(FIN) = (rez [N i NS R, (LN () =

in den Fokus riicken. Nach gingigem Sprachgebrauch entsteht in diesem Fall
eine “reelle Folge” ;| also eine reelle Funktion, deren Definitions-Bereich= N ist.
Unter Zugrundelegung verstehenden Einversténdnisses dessen, was mit den drei
Punkten “...” gemeint ist, kann die Folge (f | N) als

0,1 ! !
Y 72’ )47“' I

Wl =

geschrieben werden.



In Bezug auf Stetigkeit gilt:

f reelle Funktion
I echtes reelles Intervall
f stetig auf I

E N I echtes reelles Intervall

U>>>

(f | E) stetig auf EN 1.

Beziiglich Differenzierbarkeit gilt

f reelle Funktion
I echtes reelles Intervall
f differenzierbar auf I

E N I echtes reelles Intervall

U>>>

(f | E) differenzierbar auf E NI
A\ VIIEEQ[i(fLE)’(x):f/(x)




3 fUg - “Eine Funktion abschnittsweise defi-
nieren”

f reelle Funktion A g reelle Funktion A Vt : ¢ € (dom f) N (domg) = f(t) = g(t)

zedomf = (fUg)(e)=[(z)
=g

= fUg reelle Funktion A Vi : { re€domg = (fUg)(z)=g(x) "

f D — B reelle Funktion A g : C' — A reelle Funktion
AVt te DNC = f(t)=g(t)

= fUg:DUC — BU A reelle Funktion
nus {2£€5 2 (o9 =11
lzel = (fug)le) =g@)

Spezialfall:

f reelle Funktion A g reelle Funktion A 0 = (dom f) N (dom g)

redomf = (fUg)(r)=f(x)
g

= ngreelleFunktlon/\V:c:{ redomg = (fUg)(z)=

f : D — B reelle Funktion A g : C' — A reelle Funktion A 0 =D NC

= fUg:DUC — BU A reelle Funktion
/\Vx'{xED = (fug

S— —r
=
Il
Q =
=

reC = (fUyg

Beispiel (ohne Beweis) Fiir f = idg und g = vzw ist f U g keine Funktion, da
(1,1) € fUgund (1,-1) € fUg und 1 # —1. Hier ist die dritte Pramisse des
eingangs erwiahnten Satzes falsch. Es gibt x € (dom f) N (domg) - etwa x =1 -
mit f(x) # g(z). [I(Beispiel)



Beispiel (ohne Beweis) Auf die reellen Funktionen f = (vzw | ] — 00|0]) und
auf g = (idg | [0] + oo[) trifft die dritte Pramisse des eingags erwdhnten Satzes
zu, denn fiir den einzigen gemeisamen Punkt 0 von dom f und dom g gilt

f(@) = f(0) = vzw(0) = 0 = idr(0) = g(0) = g(x).
Somit ist f U g reelle Funktion mit

Vo —o<zr<0 = (fUug
"1 0<z< 40 = (fUyg

O

I

Q =
—~
=

I

|

8

Unschwer ist f U g = |.| zu erkennen. [I(Beispiel)

Ungleich schwieriger ist es, halbwegs allgemein, doch unter im Vorkurs zumutba-
ren Voraussetzungen auf “ f U g stetig” schliefen zu konnen.

Beispiel (ohne Beweis) Die Funktionen

f=1(z0]]—00[0]),9=(1""R | JO] + oo),

sind stetig, die Definitions-Bereiche sind echte reelle Intervalle und schneiden sich
nicht, f U g: R — R ist eine reelle Funktionen, doch f U g ist wegen

lim £(t) = 0# 1 =limg(t),

unstetig in 0. [I(Beispiel)

Ein noch halbwegs gut lesbarer Satz iiber die Stetigkeit von f U g gilt unter
speziellen Voraussetzungen an f und g.

ceRANa<cAc<b

f reelle Funktion A dom f C | —oo|c] A f stetig auf Jalc]
g reelle Funktion A dom g C [¢| + oo[ A stetig auf [¢|b[
fle) =gle)

U>>>

f U g reelle Funktion
A fUg stetig auf Ja|b[

frzedomf = (fug)(x)
A vglj'{:zcedomg = (fUg)(x)

I
KQ
—~
=




Beispiel (ohne Beweis) Auf die reellen Funktionen f = (vzw | ] — 00|0]) und
auf g = (idg | [0] + oo[) treffen die Pramissen dieses Satzes mit a = —o0, ¢ = 0,
b = +o00 zu. Insbesondere gilt

£(e) = £(0) = vaw(0) = 0 = id(0) = g(0) = g(c).

Somit ist f U g reelle Funktion, die auf | — co| + oco[ = R stetig ist. Wie bereits
erwahnt gilt

fug=1|,

so dass sich auch auf Grund dieses Beispiels die reelle Betragsfunktion als stetig
herausstellt. [(Beispiel)

Nicht einfacher ist die Situation, wenn auf die Differenzierbarkeit von fU g unter
Vorkurs-tauglichen Pramissen geschlossen werden soll. Immerhin gilt &hnlich zum
soeben erwdhnten Satz iiber die Stetigkeit von f U g Folgendes.

ceRANa<cANc<b

f reelle Funktion A dom f C ] —oolc] A f differenzierbar auf ]a|c]
g reelle Funktion A domg C [c| + oco[ A differenzierbar auf [c|b[
f(e) =g(c)

f'(e) = g'(c)

U>>>>

f U g reelle Funktion

A fUg differenzierbar auf Ja|b[

frzedomf = (fUg)(x)=f(z)
AL { zedomg = (fUg)(x)=g(z)
Jzeldd = (fug)(@) = f()
A Vo : { ze[cp[ = (fug)(z)=d(z)

Beispiel (ohne Beweis) Auf die reellen Funktionen f = (vzw | ] — 00|0]) und
auf g = (idg | [0] + oo[) trifft mit a = —oc0, ¢ =0, b = +00 wegen

file) = f(0) = =1#1=g'(0) =g'(0),

nicht die letzte Pramissen dieses Satzes zu. In der Tat ist f U g = |.| nicht
differenzierbar in ¢ = 0 und somit —( fUg differenzierbar auf Ja|b[). [(Beispiel)



10

Beispiel (ohne Beweis) Auf die reellen Funktionen

fil-00l0] =R, f(z)=—a?
g: [0l +o0[ =R, g(x)=2",

und auf
a= —o00,c=0,b= +o0,

treffen unter anderem wegen

f'le)=f(0)=-2-0=0=2-0=4g'(0) = g'c),

die Pramissenn dieses Satzes zu. Somit ist
ngR%R’ (ng)(l’):{ SC2 ’ 02x7

differenzierbar mit

—2-x , <0

(FUg i RR (fug@={ 5T 2

Unschwer ist
fUg:R=R, (fug)(z)==1-]|z|,

sowie
(fug):R=R, (fug)(z)=2-]zl,

zu erkennen.

[I(Beispiel)



Beispiel (ohne Beweis) Mit f = idg gilt

fR=>R, f(x)==.

Falls ¢ = 7, so gilt

und

C={w:7T+weR} =R,

fT+):R=R, f(7T+)(z)=f(T+2z)=T+z,
ist tatsachlich die “um 7 nach links verschobene Gerade idr” .
Beispiel (ohne Beweis) Mit f = idg gilt

fR=>R, f(zx)==

11

4 f(c+.) - “Eine Funktion um c nach links ver-
schieben”
f reelle Funktion

A ceR

=
f(c+ ) reelle Funktion

A dom(f(c+.) ={w:c+w e domf}

A dom(f(c+.)={—c+v:vedomf}

A ran(f(c+.)) =ranf

AN Vz:zedom(f(c+.)) = flc+.)(z) = flc+x).
f: D — B reelle Funktion

A ceR

AN C={w:c+we D}

-
f(c+.): C — B reelle Funktion

A flet):C— B, flet+)(x)=flct+a)

AN C={-c+v:veD}

[I(Beispiel)
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Falls ¢ = —3, so gilt
C={w:-3+weR} =R,

und
f(=3+)(z):R—=>R, f(-3+.)(z)=f(-34+2)=-3+z,

ist die “um —3 nach links verschobene Gerade idg” . Diese Verschiebung von idg
um die negative Zahl —3 nach links ist anschaulich eine “Verschiebung von idg
um 3 = | — 3| nach rechts” . [J(Beispiel)

Beziiglich Stetigkeit von f(c+ .) gilt:

f reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf I

ceR

J={w:c+wel}

U>>>>

J echtes reelles Intervall

>

J={-c+v:vel}

>

f(c+.) stetig auf J

Beispiel (ohne Beweis) Mit f = rez und I = ]0| 4 oco[ gilt:
f:R—R und f stetigauf I.

Mit ¢ = —2 und
J={w:-24wel}

folgt aus dem vorherigen Satz: J echtes reelles Intervall und f(—2+ .) stetig auf
J. Etwas expliziter gilt wegen —(—2) = 2,
J={2+v:vel}=]2/+ o],

und
B 1
247

ist stetig auf ]2| 4+ oco[. [I(Beispiel)

f(=2+.):R—=>R, f(=2+.)(2)
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Beziiglich Differenzierbarkeit von f(c+ .) gilt:

f D — B reelle Funktion

A I echtes reelles Intervall
A f differenzierbar auf I
A ceR
AN J={w:ictwel}
=
J echtes reelles Intervall
N J={—-ct+v:vel}
A f(e+.) differenzierbar auf J
AN Ne:zed= flc+.) (x)=f(c+x)

Beispiel (ohne Beweis) Mit f = sin und I = R gilt:
f:R—R und f differenzierbar auf I.

Mit ¢ = 7 und
J={w:r+wel},

folgt aus dem vorherigen Satz: J echtes reelles Intervall und f(7+.) differenzierbar
auf J und fir alle x mit € J gilt f(r+.)(z) = f'(7 + z). Etwas expliziter gilt

J={-1+w:wel}=R,

und
sin(m +.): R =R, sin(7 +.)(z) = sin(r + z),

differenzierbar und
Vo :z € R = sin(r +.) (x) = sin’(7 + z) = cos(m + z).

[(Beispiel)
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5 f(A-.)- “Das Argument einer Funktion skalie-

ren”’

f reelle Funktion
AN 0#XeR

4

F(X- ) reelle Funktion

dom (f(A-.)) ={w: A-w e dom f}

dom (f(A-.)) = {%:v €dom f}

an(f(A- ) = ran f

Vr:zedom(f(A-1) = FOA- (@) = FOA - 2).

> > > >

f D — B reelle Funktion
A 0#XER
C={w: N weD}

>

f(A-.): C — B reelle Funktion
AN f(A-):C—=B, f(A)(x)=f(A-x)
A C={%:ve D}.

Zumeist wird f(X-.) mit f : D — B reelle Funktion fiir 0 < X betrachtet.
Allgemeiner ist zwischen unterschiedlichen Werte-Bereichen von A mit 0 # X zu
unterscheiden. In allen Féllen bleibt der Bild-Bereich von f erhalten.

1< X f(A-.) ist “horizontal %—getreckte Version von f”. Nullstellen, z-Werte
von Extremalstellen und Wendepunkten riicken néher zusammen. Wird die un-
abhéngige Variable von f als Zeit interpretiert, erscheint f(A-.) als “Zeitraffer-
Version von f7. Ist f T periodisch, so ist f(A-.) £ periodisch, so dass f(\-.)
eine kleinere Periode als f hat und entsprechend “hoherfrequenter” ist.

A =1 Offenbar gilt f(1-.) = f.

0 <A <1 f(A-.)ist die “horizontal %—gestreckte Version von f” . Nullstellen, Ex-



15

tremalstellen und Wendepunkte entfernen sich voneinander. Wird die unabhéngi-
ge Variable von f als Zeit interpretiert, erscheint f(\-.) als “Zeitlupen-Version
von f7 . Ist f T periodisch, so ist f(\-.) % periodisch, so dass f(\-.) eine groBere
Periode als f hat und entsprechend “niederfrequenter” ist.

A=—1 f((=1) -.) ist die “an der y-Achse gespiegelte Version von f”. Ist f
(streng) wachsend, so ist f((—1)-.) (streng) fallend. Ist f (streng) fallend, so ist
f((=1) -.) (streng) wachsend. Allgemeiner gilt: Ist f (streng) wachsend auf F,
so ist f((—1)-.) (streng) fallend auf {—w : w € E}. Ist f (streng) fallend auf F,
so ist f((—1)-.) (streng) wachsend auf {—w : w € E}. Auch gilt: Ist f konvex
auf F, so ist f((—1) -.) konvex auf {—w : w € E}. Ist f konkav auf F, so ist
f((=1) -.) konkav auf {—w : w € E}. Wird die unabhéngige Variable von f als
Zeit interpretiert, erscheint f((—1)-.) als “Zeitumkehr-Version von 7. Ist f T
periodisch, so ist auch f((—1)-.) T" periodisch.

—1 < A < 0 Wegen der etwas miithsam zu lesenden, doch in diesem Fall richtigen

Gleichung
FU=A) =) = FAA-)((=1) -,

wird die Funktion erst an der y-Achse gespiegelt und dann
horizontal fﬂ-gestreckt.

A < —1 Wegen der nach wie vor etwas miithsam zu lesenden, doch auch in diesem
Fall richtigen Gleichung

FU=A) =) = FOA- (=1 -,

wird die Funktion erst an der y-Achse gespiegelt und dann

horizontal ﬁ—gestreckt.
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Beziiglich Stetigkeit von f(A-.) gilt:

f reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf I
0#XeR

J={w: A -wel}

u>>>>

J echtes reelles Intervall
J = {§ vel}
f(X-.) stetig auf J.

>

>

Beziiglich Differenzierbarkeit von f(X-.) gilt:

f reelle Funktion

A I echtes reelles Intervall
A f differenzierbar auf I
A 0#XER
N J={w: X wel}
=
J echtes reelles Intervall
N J={5:vel}
A f(X-.) differenzierbar auf .J
AN Ne:xzed=fA)(zx)=Xf(\ ).

Beispiel (ohne Beweis) Fiir f = cos und D = B =R und / = R und A = 100
gilt
cos(100-.) : R — R, ¢cos(100 - .)(z) = cos(100 - z),
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cos(100 - .) ist 2% = X periodisch, differenzierbar und es gilt
cos(100-.)" : R = R, ¢cos(100 -.)'(x) = 100 - cos'(100 - x) = —100 - sin(100 - z).
[J(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Fiir f =idg und D = B=Rund I = R und A = 3
gilt

. 1 . 1 . 1 T
IdR(m . ) R — R, IdR(m . )(l’) = IdR(m . J}') = m,
idr (37 - -) differenzierbar und es gilt
1 1 1 1 1 1
idg(— ) R >R idg(—— - )(2) = — - idh(— -2) = — -1 = —.
ey ) R R ide(qy - (@) = 7 - ide(qgy @) = 4 111
[(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Fiir f =exp und D = B =R und A = —1 gilt

exp((—1)- )RR, exp((—1)-.)(x) = exp(—a),

exp((—1) - .) ist die an der y-Achse gespiegelte Version von exp, exp((—1) - .)
ist streng fallend (da exp streng wachsend), exp((—1) - .) nimmt nur positive
Werte und jeden positiven Wert (mindestens) einmal an (da ran (exp((—1)-.)) =
ran (exp) = 0| + oo[), exp((—1) - .) differenzierbar und es gilt:

exp((—1)-.):R—=R
exp((—1) - .)'(z) = (=1) - exp/((=1) - #) = (=1) - exp(—x) = — exp(—x).

[I(Beispiel)
Beispiel (ohne Beweis) Fiir
f:R=>R, f(z)=5 =
undB:D:]RundI:Rund/\:—% gilt
1 1 1 1 S5-w
fog )RR f(og-)w) = f(—ga) =5 —fw =T

f (—% -.) ist die erst an der y-Achse gespiegelte und dann horizontal 2-gestrechte
Version von f, f (—% -.) ist streng fallend (da f streng wachsend) und differen-
zierbar und

1 1 1 5

f(—g'-)liR—)Ra f(—;-)/(flf):—%'f/(—%'w):—§'5:—§-

[J(Beispiel)
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6 (d+.f)- “Eine Funktion um d nach oben ver-
schieben”

f reelle Funktion
A deR

4

(d+ .f) reelle Funktion

dom (d+ .f) = dom f

ran f = {d -+ f(w) : w € dom f}

ranf ={d+v:v €ranf}
Ve:xzedom(d+.f) = (d+.f)(z) =d+ f(z).

> > > >

f D — B reelle Funktion
A deR
A={d+w:we B}

>

(d+.f): D — A reelle Funktion
AN (d+.f):D—=A (d+.f)(z)=d+ f(z).

Beispiel (ohne Beweis) Mit f =idg und D =R und B = R und d = 3 gilt
A={d4+w:weB}={34+w:weR}=R,

und

(d+.f):R=R, (d+.f)(x)=d+ f(x),

also
(B+.idg) :R—>R (3+.idg)(z) =3+ idg(z) =3 +x,

und (3 + .idg) ist die “um 3 nach oben verschobene Gerade idg” .  [J(Beispiel)
Beispiel (ohne Beweis) Mit f = sgn gilt

f:R—={-1,0,1}, f(x)=sgn(x).
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Falls d = —1, so gilt mit B = {—1,0,1},
A={d4+w:we{-1,0,1}}={-14w:we{-1,0,1}} = {-2,-1,0},
und somit ist

(=14 .sgn):R — {—2,—1,0},

-2, z<l1
(—1+.sgn)(x)=—-1+sgn(z)=<¢ -1 , =0,
0, O<x

die “um —1 nach oben verschobene Funktion sgn” . Diese Verschiebung von sgn
um die negative Zahl —1 nach oben ist anschaulich eine “Verschiebung von sgn
um 1 = | — 1| nach unten” . [(Beispiel)

Beziiglich Stetigkeit von (d + .f) gilt:

f reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf I

deR

u>>>

(d+ .f) stetig auf I

Beispiel (ohne Beweis) Mit f =rez und I = ] — oo|0[ gilt:
f:R—R und [ stetigauf I.

Mit d = —7 folgt aus dem vorherigen Satz:

1
(=7+.rez) :R— R, (=74 .rez)(zx) =T+ -

ist stetig auf | — co|0[. [(Beispiel)
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Beziiglich Differenzierbarkeit von (d + .f) gilt:

f reelle Funktion
I echtes reelles Intervall

f differenzierbar auf I

deR

U>>>

(d+ .f) differenzierbar auf [
N Nr:zel=(d+.f)(z)=f'(x)

Beispiel (ohne Beweis) Mit f = vzw und [ = R gilt:
f:R—R und f differenzierbar auf I.
Mit d = —8 folgt aus dem vorherigen Satz:
(=84 .vzw) : R - R, (=84 .vzw)(z) = -8 — z,
differenzierbar und

Vi:x e R = (—8+ .vzw)'(z) = vaw'(z) = —1.

[I(Beispiel)



21

7 (a-.f)- “Die Amplitude einer Funktion ska-
lieren”

f reelle Funktion

A a€eR

e

(a-.f) reelle Funktion

A dom(a-.f)=domf

A ran(a-.f)={a- f(w):w e domf}

AN ran(a-.f)={{a-v:veranf}

AN Vex:zedom(a-.f)= (a-.f)(z)=a- f(zx).
f: D — B reelle Funktion

AN acR

AN A={a-w:we B}

=

(a-.f): D — A reelle Funktion
AN (a-.f):D—=A (a-.f)x)=ua- f(z).

Meistens wird (a - .f) mit f : D — B reelle Funktion fiir 0 < a € R betrachtet.
Aber es ist auch a < 0,a reell moglich. Qualitativ stellt sich bei (a - .f) fiir
unterschiedliche Werte-Bereiche von a unterschiedliches Verhalten ein.

1<a (a-.f) ist die “vertikal a-gestreckte Version von f”. Nullstellen, die z-
Werte der Extremalstellen und der Wendpunkte bleiben erhalten. Der Abstand
von jedem Punkt von f zur x-Achse verdndert sich auf das a-Fache, wird also,
da 1 < a € R, fiir nicht auf der x-Achse liegende Punkte von f grofler. Fiir alle
zyaymit x € Dund y € D gilt (a-.f)(x) —(a-.f)(y) =a- (f(z) — f(y)) und
[f(@) = fWl < a-|flx) = f)l=(a-.f)z) = (a-.f)y)]

a =1 Offenbar gilt (1-.f) = f.

0<a<1(a-.f)ist die “vertikal a-gestreckte Version von f” . Nullstellen, die z-
Werte von Extremalstellen und von Wendpunkten bleiben erhalten. Der Abstand
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von jedem Punkt von f zur xz-Achse verdndert sich auf das a-Fache, wird also,
da 0 < a < 1, fiir nicht auf der x-Achse liegende Punkte von f kleiner. Fiir alle
zy,ymit 2 € Dund y € D gilt (a-.f)(x) — (a-.f)(y) = a- (f(z) — f(y)) und
(- f)(x) = (a- . Wl =a-[f(z) = f)] <[f(z) = fy)l

a = 0 Offenbar gilt (0-.f) = zop, also

0-.f):D— {0}, (0-.f)(z)=0.

a=—1(=1-.f)ist die “an der z-Achse gespiegelte Version von f” . Ist f (streng)
wachsend (auf E), so ist (—1-.f) (streng) fallend (auf ). Ist f (streng) fallend
auf E, soist (—1-.f) (streng) wachsend (auf E). Ist f konvex auf F, soist (—1-.f)
konkav auf E. Ist f konkav auf F, so ist (—1 - .f) konvex auf FE.

—1 < a <0 Es gilt in diesem Fall

(a-.f) = (lal--(=1-.1)),

so dass (a - .f) aus f dadurch entsteht, indem f erst an der x-Achse gespiegelt
und dann vertikal |a|-gestreckt wird. Im vorliegenden Fall gilt 0 < |a| < 1. Die

Reihenfolge ist wegen
(a-.f) = (=1-.(la[-.f)),

umkehrbar: (a - .f) entsteht durch f auch so, indem f erst vertikal |a|-gestreckt
und dann an der z-Achse gespiegelt wird.

a < —1 Auch in diesem Fall gelten

(a-.f)=(la]-.(=1-.1)),
und

(a-.f)=(=1-(lal-.f)),
so dass die Anmerkungen vom Fall —1 < a < 0 sinngemé8 auch hier, jedoch mit
der Anderung 1 < |a|, gelten.

Beziiglich Stetigkeit von (a - .f) gilt:

f reelle Funktion
I echtes reelles Intervall
f stetig auf I

acR

U>>>

(a-.f) stetig auf I.
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Beziiglich Differenzierbarkeit von (a - .f) gilt:

f reelle Funktion
I echtes reelles Intervall
f differenzierbar auf I

acR

U>>>

(a-.f) differenzierbar auf I
N Yr:zel=(a-.f)(x)=a-f'(z).

Beispiel (ohne Beweis) Fiir die Funktion

f:R—=R, f(z)=sin(z)+ cos(z),

ilt
° Ve:z e R= —v2 < f(z) < V2,
und
ran f = [~ V2|v2],
so dass
Vi:zeR=|f(z) < V2,
und auch

| f| hat in T globales Maximum A |f(Z)| = V2.

Auf Grund dieser Tatsache ist der Maximalwert von | f| gleich v/2 und man sagt,
dass “die Amplitude von f gleich v/2” ist. Mit a = —5 gilt

(=5-.f):R—=R (=5-.f)(x) =—=5"- f(x) = —=5- (sin(x) + cos(z)).
GeméB vorherigen Satzes ist (=5 .f) wie f auf R differenzierbar und es gilt
(=5-f):R=R, (=5-.f)(z) =-5- f(x),

also
Ve:z eR= (=5-.f)(x) = =5 (cos(x) — sin(x)).

(=5 -.f) ist die erst an der z-Achse gespiegelte und dann vertikal 5-gestreckte
Version von f. Somit ist die Amplitude von (—5-.f) das Fiinffache der Amplitude
von f. Mathematisch préziser gilt

Vo:iz €R= —5-V2< (=5 .f)(x) <5-V2,



24
ran(—=5-.f)=[—5-v2|5-v2],
Vi:zeR=|(=5- f)(x)] <5-V2,
(=5-.f) hat in % globales Maximum A |(=5-.f)(Z)| =5 /2,
der Maximalwert von |(—5 - .f)]| ist gleich 5 - v/2,
die Amplitude von (=5 -.f) ist 5 - /2.

[I(Beispiel)
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8 (1/.f) - “Die reziproke Funktion bilden”

f reelle Funktion

(1/.f) reelle Funktion
A dom (1/.f) = dom f
A ran(1.f) = {5 s w € dom f}
A rn(1)f)= (L v eranf)

A Vaizedom(1/.f) = (1).f)(x) = 7.

f D — B reelle Funktion
N A= {% ‘w € B}

(1/.f) : D — A reelle Funktion
N (1/.f): D — A, (1/f)(m):ﬁ

Im Speziellen gilt fiir f : D — B reelle Funktion:
Ve:xe DANO= f(z) = 0= (1/.f)(x),

Ve:xe DANO=(1/.f)(x) = 0= f(z).
so dass f und (1/.f) die gleichen Nullstellen haben.

Die reziproke Funktion (1/.f) von f ist von der inversen Relation f~! von f zu
unterscheiden. So ist (1/.f) fiir f : D — B reelle Funktion stets eine Funktion,
withrend dies fiir f~! nur in Ausnahmefillen gilt.
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Zur Unterscheidung von “(1/.f)” und “ f~1”ist auch folgender Satz hilfreich.

fTR—=R
AN ()=
~

fR—=R

A fof=rez

Beweis siehe “ Exempla 17 .

Die reziproke Funktion einer reellen Funktion ist auf jedem echten reellen Inter-
vall, auf dem f stetig und## 0 ist, stetig.

f reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf I
Ve:xzel=0# f(x)

U>>>

(1/.f) stetig auf [
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Ahnliches gilt beziiglich Differenzierbarkeit mit erwarteten Erweiterungen.

f reelle Funktion
I echtes reelles Intervall

f differenzierbar auf I

Ve:xel=0+# f(z)

U>>>

f differenzierbar auf I

['(z)

A ‘v’x:xEI:>(1/.f)'(x):—f2(x).

Beispiel (ohne Beweis) Sei f = sin. Bei genauerer Betrachtung ergit sich mit
Hilfe von Schulmathematik

sin: R — [ —11],

und offenbar gilt

A:{ézwe [_1|1]}:]_ooy—1]u{0}u[1|+oo[,

so dass A, ohne selbst ein Intervall zu sein, die Vereinigung dreier reeller Intervalle
ist. Es gilt somit

1
sinz’

(1/.sin) : R — ] —oo] =1JU{0} U [1| + [, (1/.sin)(z) =

Die Nullstellen von (1/.sin) sind die ganzzahligen Vielfachen von 7, (1/.sin) ist
2 - m-periodisch, (1/.sin) ist auf jedem Intervall Jn - 7|(1 +n) - 7[ mit n € Z
differenzierbar mit

Ve,n:z €]n-wl(1+n)-w[An€Z= (1/.sin)(z) = _Losy

sin?z’

[1] + 0o , n gerade
Vn:neZ= (1/.sin)[]n-7|(1+n) -7[]= :
] —oo] —1] , n ungerade
und falls n gerade, n € Z, so hat f in 1227 striktes Minimum auf Jn-7|(1+n)-7[

mit f(H22 . 7) = 1, und falls n ungerade, n € Z, so hat f in H2% . 7 striktes

Maximum auf Jn - «|(1 4+ n) - 7[ mit f(222 1) = —1. [J(Beispiel)
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9 f.+.9- “Zwei Funktionen addieren”

f reelle Funktion

A g reelle Funktion

.+ .g reelle Funktion
A dom(f.+ .g) = (dom f) N (domg)
A ran(f+9) = {f(w) + g(w) : w € (dom f) 1 (dom g)}
AN Yrx:xzedom(f.+.9)= (f-+.9)(x) = f(z)+ g(x).

f D — B reelle Funktion

A g:C — Areelle Funktion

f-+.9: DN C — R reelle Funktion
AN fo+9:DNC =R, (f.-+.9)(x) = f(x)+g(x)
AN ran(f.4+.9) ={f(w)+gw):weDNC}.

Es fillt auf, dass die Summe zweier reeller Funktionen nur fiir jene x definiert ist,
die in beiden Definitionsbereichen liegen. Diese Aussage spielt auch bei Betrach-
tung der Stetigkeit und der Differenzierbarkeit eine Rolle.
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f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf I

g stetig auf I

lL>>>>

I C (dom f) N (domg)
A f-+ .g stetig auf .

Fiir die Ableitung der Summe zweier auf einem echten reellen Intervall differen-
zierbarer, reeller Funktionen gilt die erwartete Aussage.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f differenzierbar auf I

g differenzierbar auf I

U,>>>>

I C (dom f) N (domg)

>

f. + .g differenzierbar auf
Ve:xel=(f+.9)(x)=f(x)+d(x).

>

Beispiel (ohne Beweis) Falls f = exp und g = In, so gilt
exp: R — R,
In: 0|+ o[ = R,
so dass wegen RN 0| + oo = ]0| + oo,
exp.+.ln:]0|+o0o[ = R, (exp.+.ln)(x) =expz+Inz,
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und nicht ganz miihelos
ran (exp.+.In) = R,

und exp . + . In ist stetig und differenzierbar und
1
Vo :x € ]0| 4+ oo = (exp. +.In) (z) = exp’(z) + In'(z) = expz + —,
x

so dass exp . + . In streng wachsend ist. Hieraus, aus der Stetigkeit von exp.+.1n
und aus den nicht allzu schwer herzuleitenden Aussagen

ltiirgl(expt +Int) = —oo, (expt +Int) = +oo,

lim

tT+o0

folgt, dass es genau ein t* € ]0| + oo[ mit
exp(t*) + In(t*) = 0,

gibt und wegen
0O<e=expl+Inl,

muss 0 < t* < 1 gelten. [I(Beispiel)
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10 f.-.g - “Zwei Funktionen multiplizieren”

f reelle Funktion

A g reelle Funktion

f. - .g reelle Funktion
A dom(f.-.g) = (dom f) N (domg)
A ran(f.og) ={f(w) g(w) :w € (dom f) N (dom g)}
A Vz:izedom(f.-.g)=(f.-.9)(x)=f(z) g(x)

f D — B reelle Funktion

A g:C — Areelle Funktion

f--.g: DN C — R reelle Funktion
AN foog:DNC =R, (f.-.9)(x)=f(z)- g(x)
AN ran(f.-.9) ={fw) gw):we DNC}.

Es fallt auf, dass das Produkt zweier reeller Funktionen nur fiir jene x definiert
ist, die in beiden Definitionsbereichen liegen. Diese Aussage spielt auch bei Be-
trachtung der Stetigkeit und der Differenzierbarkeit eine Rolle.
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f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf I

g stetig auf I

lL>>>>

I C (dom f) N (domg)
A f. - .g stetig auf I.

Fiir die Ableitung des Produkts zweier auf einem echten reellen Intervall diffe-
renzierbarer, reeller Funktionen gilt die erwartete Aussage.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f differenzierbar auf I

g differenzierbar auf I

U,>>>>

I C (dom f) N (domg)

>

f. - .g differenzierbar auf I
Veizel=(f-.g9)(x)=[f(x) g(x)++f(z) ().

>
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Beispiel (ohne Beweis) Falls f = idg und g = rez, so gilt
idg : R — R,

rez: R — R,

so dass

idg. - .rez: R — R,

(ids. - .rez)(x) = idz(v) - rez(z) = z i _

und somit ganz miihelos
ran (idg. - .rez) = {0, 1},
und idg. - .rez ist stetig und differenzierbar auf ] — co|0[ und auf ]0| + oo[ und

Vz:0+#z €R = (idg. - .rez)/(z) = (idg)'(z) - rez(z) + idg(x) - rez ()
1 1 x 1 1
— -—_.I_:C.__:___:___:O,
T x

da interessanter Weise fiir alle z € R die Gleichung % = % gilt und wegen x € R
zunéchst % € R und dann % — % = 0 gilt. [I(Beispiel)
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11 f. — .g - “Die Differenz zweier Funktionen
bilden”

f reelle Funktion

A g reelle Funktion

f. — g reelle Funktion
A dom(f.—.g) = (dom f) N (domg)
A ran(f.—.g) = {f(w) — g(w) : w € (dom f) N (dom g)}
A Vz:izedom(f. —.g)=(f —.9)(x)=f(z)—g(=)

f D — B reelle Funktion

A g:C — Areelle Funktion

f-—.9: DNC — R reelle Funktion
AN fo—g:DNC—-R, (f.—.9)(z)=f(z)—g(z)
A ran(f.—.g9) ={f(w) —g(w):we DNC}.

Die Differenz zweier reeller Funktionen ist fiir jene x definiert, die in beiden Defini-
tionsbereichen liegen. Gegenseitiges “punktweises” Abhschétzen reeller Funktio-
nen 148t sich mit Hilfe der Differenz der Funktionen auf punktweises Abschétzen
durch die Null zuriickfiihren.
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f reelle Funktion

A g reelle Funktion

Az € (dom f) N (dom g)
N

flz) <glx) & (f.—.9)(x)<0
A fle)<glz) & (f.—.9)(x) <0
A fle)=g) & (f.—.9)(x)=0
Aogle) < flx) & 0<(f—.g)(x)
Aogle) < flz) & 0<(f—.9)()

Die Stetigkeit reeller Funktionen auf echten reellen Intervallen bleibt beim Uber-
gang zur Differenz der Funktionen erhalten.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Interval
f stetig auf 1

g stetig auf I

‘U>>>>

I C (dom f) N (domg)
A f- — .g stetig auf I.
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Beziiglich Differenzierbarkeit der Differenz reeller Funktionen auf echten reellen
Intervallen gilt Erwartetes.

f reelle Funktion
g reelle Funktion
I echtes reelles Interval
f differenzierbar auf I

g differenzierbar auf 1

U>>>>

I C (dom f) N (domg)

>

f. — .g differenzierbar auf I
Ve:xel=(f—.9)(x)=f(x)—d¢(z).

>

Beispiel (ohne Beweis) Falls f =,/ und g = (.)?, so gilt

Vil o[ SR ie) = V.
() :R—=R, ()*z)=a2%
so dass
Ve ()2 [0] + 0o = R, (V- — () (z) = Vo — 2%
Auch gilt
ran (/- — .(.)?) =] — oo|b],

mit noch zu bestimmenden b € 10| + oo[. Offenbar gilt
Vo :x € [0]1] = 2% < V/u,

so dass

Vo iz e [0]1] = 0< (/o —.())(2),
und aus dhnlicher Uberlegung folgt
Vo :ze]ll+oo[ = (- —.())(z) <O0.

Da /" und (.)? stetig auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen sind und diese
Definitionsbereichen echte reelle Intervalle sind, folgt aus dem bisher Gesagten,
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dass (/.. — .(.)? stetig ist. Differenzierbarkeit von /. — .(.)? ist auf J0 4 oo[
gegeben. Dort ist /.. — .(.)* beliebig oft differenzierbar und es gilt

Voo € J0| ool = (i — () (@) = () — () (@) = 5 1\/5 _9.a,
Vi x € 10] 4+ 000 = (o — .()2)(2) = —4;53 o,

Somit ist /- — .(.)* auf J0] 4 oo [ konkav, wegen der Stetigkeit ist /.. —.(.)* auf
[0] + oo[ konkav, die Ableitung von /.. — .(.)* ist streng fallend auf J0| 4- co[
und da offenbar

lm(y/ () (6) = +oo,
Jim (/7 = (Y () = o,

und die Ableitung stetig auf 0| 4+ oo[ ist, gibt es genau ein t* € ]0| 4+ oo[ mit

=2-t",
2. V/t*
also .
- t* 3/2
4 ( ) Y
so dass
tr = 1
V16

Somit ist /.. — .(.)? streng wachsend auf ]0[t*] - woraus, da /.. — .(.)* stetig
ist, auch folgt: /. — .(.)* streng wachsend auf [0[t*] - und /.. — .(.)? ist streng
fallend auf [t + oo[. Demnach nimmt /.. — .(.)* das strikte globale Maximum
in t* an und es gilt

oy S e L1 1 3
(Vo D) = VE (1) = = o = 5 = o = o
Damit gilt
- 3
__4.\%_17
und somit 3
ran(\/-—())ZJ—OO\LL‘\g/Zl

[J(Beispiel)
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12 f./.g - “Den Quotienten zweier Funktionen
bilden”

f reelle Funktion

A g reelle Funktion

(f./.g) reelle Funktion

A dom(f./.g) = (dom f) N (8dom g)
A ran(f./.g):{%:we(domf)ﬂ(domg)}

g

A ‘v’x:xedom(f./.g):>(f./.g)(x):]gc(—g.

f D — B reelle Funktion

A g:C — Areelle Funktion

f-/.g: DNC — R reelle Funktion

A F)g:DNC =R, (f./g)) = L&

g(w)

AN flg=Ff(1).9)

A ran(f./.g):{M:LuEDﬁC}

Der Quotient zweier reeller Funktionen ist fiir jene x definiert, die in beiden
Definitionsbereichen liegen. Entsprechend der Regel zur Division reeller Zahlen
durch Null gilt

Vo :x € (dom f) N (domg) Ag(z) =0= (f./.9)(x) = % = @ =0,
so dass die Nullstellen von (f./.g) genau die Nullstellen von f in (dom f)N(dom g)
oder die Nullstellen von ¢ in (dom f) N (dom g) sind.
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f reelle Funktion

A g reelle Funktion

>

z € (dom f) N (dom g)

(f/9)(x) =0 <« 0=f(z)V0=g(z)
A 0<(f)9)x) & 0F f(x) AOF g(x) Asgn(f(z)) = sgn (g(x))

AN (f)g)x) <0 & 0# f(x) ANO#g(x) Asgn(f(x)) = —sgn(g(x))
A —sgn (f(z)) = sgn (g(z)).

Gegenseitiges “punktweises” Abhschétzen reeller Funktionen 148t sich, falls beide
Fuktionen in den betrachteten Stellen positiv sind, mit Hilfe des Quotienten der
Funktionen auf punktweises Abschétzen durch die Eins zuriickfiihren.

f reelle Funktion

A g reelle Funktion

A x € (dom f) N (dom g)
=

0< flz)<glz) < 0<flx)A0<g(z)A(f/9)(z)<1
A 0<flr) <glz) & 0<flx)A0<g(z)A(f/g)(x) <1
A O<ygle) < flx) & 0<fla) A1<(f/9)()
A0<g@) < f) & 0<g@) A< (/o))
A0<g@) <f@) & 0<f@)Al<(f/9)@)
A O<ygle) < flz) & 0<gle)AT<(f/9g))
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Ahnlich wie bei der reziproken Funktion liegen bei der Division reeller Funktionen
in Bezug auf Stetigkeit die Dinge abseits der Nullstellen des Nenners einfach.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf 1

g stetig auf I
Ve:xzel=0+#g(x)

U > > > > >

I C (dom f) N (dom g)
A f./.g stetig auf I.

Es erscheint die bekannte “Quotientenregel” des Differenzierens.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f differenzierbar auf I

g differenzierbar auf I

Ve:xel=0+#g(z)

u>>>>>

I C (dom f) N (domg)
A f./.g differenzierbar auf I

f'(z) - g(x) = f(2) - ()

AN Vrizel=(f/g)(r)= 9*(x)
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Beispiel (ohne Beweis) Falls g : C' — A reelle Funktion, so gilt

(1/.9) = (1I""R)./.g.
Es gilt im Speziellen 1°"R: R — R, sodass RNC =C,daC CR,dag:C — A
reelle Funktion ist. [I(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Falls f = In und g = idg, so folgt

In:]0|+ oo = R,
idg : R — R,

so dass
Inz

In./idg : 0| +o0o[ = R, (In./.idr)(z)= —
stetig und (beliebig oft) differenzierbar ist. Es gilt offenbar

. . . Int
lt%l(ln Jadr)(t) = 1%1 - =%

und es gilt, wenn auch noch jenseits im Vorkurs gegenwértiger Moglichkeiten,

. . . Int
t%l_g)lo(hl /IdR)(t) = t'lrl—lr—go T =0

Dennoch kann In./.idg nicht wachsend sein - gilt doch

0<i- 1“7@ — (In./.idg) ().

(&

Genaueres ist durch die Ableitung

(In./.idg)" : JO| + co[ — R,
In'(z) -idg(z) —Inz-idg(z) L-z—Ilnz-1 _1l—-Inz

(In./ idz) (x) = v B

zu erfahren, bei deren Berechnung die fiir alle betrachteten = giiltige Gleichung
L — 1 eingesetzt wird. Es folgt fiir alle z € J0| 4 oof[,

0< (In./.idg)" (x) & 0<z<e,

(In./idg)'(z) <0 < e<u,

so dass (In./.idg) dank Stetigkeit streng wachsend auf ]0|e] ist, streng fallend
auf [e| + oo ist, somit in e das strikte globale Maximum mit (In./.idg)(e) = %

e
annimmt, und somit auch

ran (In./.idg) = ] — OOE],
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gilt. Es gilt

1 —1Int
lim = +00,
10 t2
1—Int
lim — ' — .
tT+o0 12

Fiir die zweite Ableitung gilt

(In././idz)" : JO| + oo[ — R,

—1.22—(1-Iz)-2-2 —2-2-2-(1-Inx)

(In./.idg)"(z) = 7 = :
_ —1-2-(1-Inz) —-3+2-lnx

3 3 ’
wobei hier die interessannter Weise fiir alle z € R giiltigen Gleichungen % =
und 5 = mig eingesetzt wird. Via

3

1 3/2 _°
n(e?) =,
und Stetigkeit folgt: In./.idg konkav auf ]0[e*/2], In./.idg konvex auf [¢3/2|+oc[,
In./.idg hat F-Wendepunkt in e3/2. [J(Beispiel)
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13 fog- “Zwei reelle Funktionen verkniipfen”

Durch Spezialisierung allgemeiner Aussagen geweinnt man

f reelle Funktion

A g reelle Funktion

f o g reelle Funktion

A dom(fog) =g '[dom f]

A ran(fog) = flrang]

A Vz:zedom(fog)= (fog)(zx)=f(g9(x)).

f D — B reelle Funktion
A g : C' — A reelle Funktion

fog:g D] — B reelle Funktion
A fog:g DI = B, (fog)(x)=flg(x))
A ran(fog)= flrang].

Hier ist die Bestimmung von dom (f o g) = g~ '[D] zugegebener MaBen pragma-
tisch wenig ansprechend. Besser ist die Merkregel

x genau dann im Definitionsbereich von f o g,
wenn g(x) im Definitionsbereich von f ist
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Auch in die - einfachste - Aussage iiber die Stetigkeit von f o g reeller Funktionen
f und g muss man sich erst einlesen.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
J echtes reelles Intervall
f stetig auf 1

g stetig auf J

glJ] C I

U,>>>>>>

f o g stetig auf J.

Etwas vereinfachend als Merkregel:

f reelle Funktion, g reelle Funktion

f stetig auf echtem reellen Intervall I,

g stetig auf echtem reellen Intervall J,

g(x) € I fiir jedes x € J = fog stetig auf J
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Bei der Differenzierbarkeit von f o g reeller Funktionen f und g auf echten reellen
Intervallen liegen, verglichen mit der Stetigkeit, die Dinge &nlich, doch kaum
einfacher.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
J echtes reelles Intervall
f differenzierbar auf I

g differenzierbarer auf J

glJ] C I

U > > > > > >

f o g differenzierbar auf J
A Yrized=(fog)(x)=(fog)zx) ¢d(x)=f(gx))-d(x).

Etwas vereinfachend als Merkregel:

f reelle Funktion, g reelle Funktion
f differenzierbar auf echtem reellen Intervall I,
g differenzierbar auf echtem reellen Intervall J,
g(x) € I fiir jedes x € J
= [ og differenzierbar auf J

AVz:xe€J= (fog)(x)=(fog)(zx) d(x)=f(9(x)) ¢ (z)

Sind f und g unterschiedliche reelle Funktionen, so ist, wie an Hand folgender
Beispiele dargelegt, mit f o g # g o f zu rechnen. Andererseits gilt exp # idg,
doch

exp o idg = idg o exp,

so dass die Frage “ fog # go f oder fog = go f 77 offenbar nur durch individuelle
Betrachtung der involvierten Funktionen zu entscheiden ist.
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Beispiel (ohne Beweis) Seien f = exp und g = cos. Dann ist
expocos: R — R,
(beliebig oft) differenzierbar mit
(expocos)’ = expocos. - .(—sin),

(expocos)” = expocos.-.sin?. —.expocos. - . cos,

oder lesefreundlicher,
(expocos) : R — R, (expocos)(z) =exp(cosz) - (—sinz),

(expocos)” : R — R, (expocos)’(x) = exp(cosz) - sin®(x) — exp(cos x) - cos z.

Offenbar ist exp o cos 2 - w-periodisch mit
1
ran (exp o cos) = [—|e],
e

ran ((expocos)) C [ — ele].

[J(Beispiel)
Beispiel (ohne Beweis) Seien f = cos und g = exp. Dann ist
cosoexp: R — R,
(beliebig oft) differenzierbar mit
(cosoexp) = —sinoexp. - .exp,
(cosoexp)” = —cosoexp.-.exp?. — .sinoexp. - .exp,
oder lesefreundlicher,
(cosoexp) : R — R, (cosoexp)'(x) = —sin(expz)-expur,
(cosoexp)” :R — R, (cosoexp)’(x) = — cos(exp z)-exp” z—sin(exp x)-exp

= —cos(expz) - exp(2 - x) — sin(exp x) - exp .
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cos o exp ist 1" periodisch.
1: Aus ThemaO folgt: T € 10| + ool
2: Aus ThemaO und aus “In(7/2) € R”
folgt: cos(exp(In(7/2))) = cos(exp(T + In(7/2))).
3: Aus 2 folgt: cos(m/2) = cos((expT) - m/2).
4: Aus 3 folgt: 0=cos((expT) - 7/2).
5: Aus 4 folgt: dn:neZANexpT =1+2-n.
6: Aus 1 folgt: 1 <expT.
7: Auss5“neZANexpT =1+2-n" und
aus 6 folgt: 1<neN.
8: Aus 7 folgt: In(75,) € R.
9: Aus Thema0 und aus 8 folgt:
cos(exp(In(i7,))) = cos(exp(T + In(177%,)))-
10: Aus 9 folgt: cos(74) = cos((expT) - 157)-
11: Aus 10 und aus 5“expT =1+2-n”
folgt: cos(57) = cos(m - 7H52).
12.1: Aus 7 folgt: 0<im <3
12.2: Aus 7 folgt: TR <o
13.1: Aus 12.1 folgt: 0 < cos(175)-
13.2: Aus 12.2 folgt: —1 < cos(m - H22) < 0.
14: Aus 13.1 und aus 13.2 folgt: 0 <O.
15: Aus 14 folgt: 0#£0.
Ergo ThemaO: A1| “cosoexp ist T periodisch = 0 #£ 07

1: Aus Al und aus “0 = 0” folgt:

—(cosoexp ist T periodisch).
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Offenbar gilt
ran (cosoexp) = [ — 1]1],

) 1+4-n
lm In{ —— -7 ) = +o0,
ntT+oo 2

1+4-n
li "|In | —————-
nTlinoo(cosoexp) (n < 5 W))

. . 1+4-n 1+4-n
= lim (—-sin|{ —— -7 — T
nf+oo 2 2

und die Grenzwerte

) 1+4-n
= lim — ST = —00,
nt+oo 2
) <3+4-n >
lim In{ ———— -7 ) = 400,
ntT+oo 2
3+4-n
li “In | ——— -
nTlEloo(COSOGXp) (n( 5 W))
. . 3+4-n 34+4-n
= lim (—-sin| —— -7 —_— T
nt+oo 2 2
. 3+4-n
= lim - = 400,
nt4o00 2

deuten auf die - wahre - Aussage
ran ((cosoexp)’) = R,

hin. [I(Beispiel)



13.1 |.|of - “Den Betrag einer Funktion bilden”

In Zusammenfiihrung bisher Gesagten gilt

f reelle Funktion

|.| o f reelle Funktion
A dom(|.|o f) =dom f
A ran (o f) = {1f(w)] : w € dom f}
A Vzzzedom(]|of) = (o f)(z) =[f(x)]

f D — B reelle Funktion

|.| o f: D — R reelle Funktion
Ao fiD =R, (e f)x) = |f(2)]
A ran(lof) = {If@):we D},

sowie

f reelle Funktion

A I echtes reelles Intervall

>

f stetig auf I

.| o f stetig auf I.

49
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und

f reelle Funktion
A I echtes reelles Intervall
A f differenzierbar auf I
AN NVrx:zel=0%#f(r)
=

.| o f differenzierbar auf I

A Vaizel= (Lo f)(z) =sen (f(x) - @)

Bemerkenswerter Weise kann |.|o f auch an Stellen x mit f(z) = 0 differenzierbar
sein. Siehe iibernédchstes Beispiel.

Beispiel (ohne Beweis) Mit f = sin gilt
|.|osin: R —= R, (].|osin)(x) = |sinz|,
|.| o sin stetig, ran (|.| o sin) = [0]1],

Vn:n € Z = |.| osin differenzierbar auf |n - 7|(1 +n) - 7 [,

Vn,e:ne€ZNzx€]In-w|(1+n) 7[ = (.| osin)'(z) = sgn (sin(z)) - cos z,

und fiir alle n € Z ist |.| o sin wegen

i |sint| — |sin(n - m)| _ lim (=)™ . sint — 0
ttn-m t—mn-m ttn-m t—m-m
— lim (=) sint — (=)' - sin(n - 7)
ttn-m t—nm-m

sint — sin(n - )

= (=)' lim
ttn-m t—n-m

= (=1)"" cos(n - m) = (=1)"" - (=1)" = —1,

= (=) "sin’(n - )
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und
lim |sint| — |sin(n - )| ~ lim (=1)"-sint —0
tin-m t—mn-Tm tin-m t—n-m
— lim (=)™ -sint — (—1)" - sin(n - 7)
tin-m t—n-m
(—1) 1 sint — sin(n - m) (—1)" sin( )
=(—1)"- lim =(—1)"sin'(n -7
tinm t—n-m
=(=1)"-cos(n-m)=(=1)"-(=1)" =1,
in n - 7w nicht differenzierbar. [I(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Mt f = (.)3 gilt
o () R=R, (llo())(z) = |2°]

.| o ()3 stetig, ran (|.] o (.)3) = [0] + oo,
.| o (.)? differenzierbar auf ] — oo|0[,

|.] o (.)? differenzierbar auf J0| + oo,

Vr:0#x e R =
(J. o () (z) =sgn () -3-2° =sgn(x)-3-2° =3 -sgnx - a*

=3-sgn(z)-z-x=3-|z|-e=3 x|z,
da fiir alle reellen x offenbar sgn () = sgnz. Jedoch ist |.| o (.)* wegen

t°| — 10 t]-[t]> =0 L
N e e 7 L G N

t50 t—0 t50 t—0 50 ¢t tgnt [t =0,

0

- die Gleichungen |¢|> = t* und @ = t - |t] sind fiir alle reellen ¢ richtig - auch in
x = 0 differenzierbar und es folgt wegen 3-0-|0| = 0,

(1o ()Y R=R, (lIo()) (@) =3 2|zl

[(Beispiel)

13.2 |.|o(f.—.g) - “Die Abstandsfunktion zweier Funktio-
nen bilden”
Um wie in der Schulmathematik den (nicht-orientierten) Flacheninhalt jenes Be-

reichs zu bestimmen, der von zwei Parallelen der y-Achse und zwei reellen Funk-
tionen f, g begrenzt wird, ist es erforderlich, “die Funktion |f.—.g|” zu ermitteln.
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Mathematisch préziser handelt es sich um die Funktion |.|o(f.—.g), die hier kurz
besprochen werden soll.

f reelle Funktion

A g reelle Funktion

.| o (f. — .g) reelle Funktion
A dom([.] o (f. —.g)) = (dom f) N (dom g)
A ran ([ o (f. = .g)) ={|f(w) — g(w)| : w € (dom f) N (dom g)}
A Vzixzedom(l|o(f.—.g)) = (llo(f. = .9)(x) =|f(x) — g(z)].

f D — B reelle Funktion

A g:C — Areelle Funktion

.o (f.— .g): DN C — R reelle Funktion
A lo(f—9):DAC =R (o (f. — .9)(@) = |f(z) - g(a)]
A ran (o (f. —.g) = {Ifw) - g(w)| :w e DN C}
A ran(]o(f. — .g)) C [0] + oo[.

f reelle Funktion

A g reelle Funktion

Az € (dom f) N (dom g)
=

f(z) # g(z) < 0 < |f(z) — g(z)]
A fle)=g(z) < 0=|f(z) - g(2)].
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Die Abstandsfunktion reeller Funktionen ist stetig auf echten reellen Intervallen,
auf denen die betrachteten Funktionen stetig sind.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf 1

g stetig auf I

U>>>>

I C (dom f) N (domg)
A |lo(f. — .g) stetig auf I.

Bei der Untersuchung der Differenzierbarkeit von |.| o (f. —.g) reeller Funktionen
f, g auf echten reellen Intervallen ist nicht nur von der dortigen Differenzierbarkeit
von f, g auszugehen, sondern auch auf die fehlende Differenzierbarkeit von |.| in
0 zu achten.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f differenzierbar auf I

g differenzierbar auf I

Ve:x e E= f(z)# g(x)

U>>>>>

I C (dom f) N (dom g)

>

|.| o (f. —.g) differenzierbar auf I
Ve:xwel=([|o(f. —.9))(x) =sen(f(z) - g(z)) - (f'(z) - g'(x)).

>
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Beispiel (ohne Beweis) Seien f = /- und g = idg. Dann gilt
|.lo(y/ —.idgr) : [0] +oo[ = R, (|.]o(\/. —.idr))(x) = Vo — x|,

.| o (/- — idg) stetig, /- differenzierbar auf ]0| + oo[, idg differenzierbar, \/z =
idg () fiir x = 0, 1. Es folgt mit zweimaliger Anwendung des vorherigen Satzes,

|.| o (/- — .idg) differenzierbar auf JO[1[,
.| o (/= — -idg) differenzierbar auf ]1| + oo,
und
Ve:1l#z€]0l+o0[ =
(10 (v = i) (a) = sen (&~ ) (52~ 1)

szl , 0<z<l
1 1<z ‘

1
vz

Auch gilt mit Hilfe den spéter noch kennen zu lernenden Regeln von Bernoulli-
I’Hospital

(1] o (/- = idr))(t) = (|.| o (/- — .idr))(1)

lim

11 t—1
1
4 — _ — —1
:hmM:hmMB;Hhm 2.Vt
11 t—1 1 t— 1 11 1
11 1 1
:2 :——1:——,
1 2 2
sowie
(o (v = i) (1) = (o (- — idr))(1)
11 t—1
1
t—t| — —(Vt—t —(57 1
:hmu:th:hmM
11 t—1 11 t—1 11 1
_—(%—1)_ 1 1
n 1 n 2 2

so dass |.| o (/7. — .idr) nicht differenzierbar in 1 ist. [J(Beispiel)
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13.3 max{f(.),9(.)} und max{m, f(.)}

Offenbar kann das Maximum zweier reeller Zahlen mit Hilfe der Funktion []+
ermittelt werden.

Satz - max[.]"
reR
A yeR

a) max{z,y} =x+ [y —z|".

b) max{z,y} =y + [z —y]".

Beweis a) VSz e RAy e R

1: Aus VS folgt: r<yVy<uz.
’Fallunterscheidung‘

r<y.
2.1: Aus 1.1.Fall folgt: max{z,y} =v.
2.2: Aus 1.1.Fall und aus VS folgt: 0<y—u=.
2.3: Aus VS folgt: y—xeR.
2.4: Aus VS folgt: r+(y—z)=y.

3: Aus 2.2 und aus 2.3 folgt: ly —z]t =y —x.

4: max{z,y} Ly Lo+ (y—z) 2o+ y—a]t.
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2.

2.

2.

1:

2:

3:

4.

[1.2.Fall]

2.

Aus 1.2.Fall folgt:

Aus 1.2.Fall und aus VS folgt:
Aus VS folgt:

Aus VS folgt:

: Aus 2.2 und aus 2.3 folgt:

max{z,y} ExZr+02 0+ |y—a]t.

y < .
max{z,y} = x.
y—ax <0.
y—x R
z+0=ux.

ly —a]" =0.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

b) VSz e RAy € R.

1:

2:

Aus VS folgt:

Aus 1 folgt via des bereits bewiesenen a):

: Es gilt:

: Aus 3 und aus 2 folgt:

max{z,y} =z + [y — a]*.

yeRAxeR.
max{y,z} =y + [z —y|".
max{z,y} = max{y,z}.
max{z,y} =y + [z —y|".
[l
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Nun kann mit Hilfe von [.|T jene Funktion angegeben werden, die jedem geeigne-

ten x das Maximum von f(z) und g(z) reeller Funktionen f, g zuordnet.

f reelle Funktion

A g reelle Funktion

=
max{ £(), 900} = .+ ([ o (9. 1)

A max{f(.),g(.)} reelle Funktion

A dom (max{f(.),g(.)}) = (dom f) N (domg)

A ran (max{ (), g()}) = {max{/(w), g(w)} : w € (dom f) N (dom g)}

A Vz:z € dom(max{f(.),9(.)}) =

max(£().90)) o) = max{ (o). ot} ={ 962) + 1602

f+ D — B reelle Funktion

A g:C — Areelle Funktion

max{f(.),g9(.)} : DN C — R reelle Funktion
A max{f(.),9(.)}: DNC =R,

max{f(.), g(.)}(z) = max{f (), g(x)} :{ ?Eg : f(x) §

A ran (max{f(.),g(.)}) = {max{f(w),g(w)} :w e DN C}.
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Auf Grund der Gleichung max{f(.),g(.)} = f.+.([]To(g.—.f)) ist max{f(.),g(.)}
uaf jenen echten reellen Intervallen stetig, auf denen die reellen Funktionen f,g
stetig sind.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf I

g stetig auf I

lL>>>>

I C (dom f) N (domg)
A max{f(.),g(.)} stetig auf I.
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Ahnlich folgt mit Hilfe der Gleichung max{f(.),g()} = f. +.([]T o (g. — .f))
ein erwartetes Resultat iiber die Differenzierbarkeit. Zur Erinnerung: [.|* nicht
differenzierbar in 0.

f reelle Funktion

A g reelle Funktion
A I echtes reelles Intervall
A f differenzierbar auf I
A g differenzierbar auf
N Nr:zxel= f(z)#g(x)
=
I C (dom f) N (domg)
A max{f(.),g(.)} differenzierbar auf I
AN Vr:xel=
(max{f(.),9()})(x) = f'(z) + ([]7) (f(z) — 9(z)) - (¢'(z) — f'(2))
_ { g(@) , flz) <g(z)
f)  glx) < f(x)
Beispiel (ohne Beweis) Mit f = rez und g = idg gilt
% , r<-—1
r , —1<zx<0
max{rez(.),idg(.)} : R = R, max{rez(.),idg(.)}(z) =41 0 , 2=0 :
% , 0<z<1
T 1<z

so dass
ran (max{rez(.),idr(.)}) = [ — 1| + oo,

max{rez(.),idg(.)} hat in —1 striktes globales Minimum
mit max{rez(.),idg(.)}(—1) = —1,

max{rez(.),idg(.)} hat in 1 striktes Minimum auf ]0| + oo
mit max{rez(.),idg(.)}(1) =1,

max{rez(.),idg(.)} stetig auf ] — oco|0[,

max{rez(.),idr(.)} stetig auf J0| + oo,

max{rez(.),idg(.)} unstetig in 0,
(). ids(.)

max{rez(.),idg(.)} differenzierbar auf ] — oo| — 1[,
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max{rez(.),idg(.)} differenzierbar auf ] — 1|0[,
max{rez(.),idg(.)} differenzierbar auf JO|1[,
max{rez(.),idg(.)} differenzierbar auf 1| 4+ co[ und

—xiz , T<—1
) , B 1, -1<xz<0
(max{rez(.),idg(.)})"(x) = 1 0<a<l
, 1<zx
max{rez(.),idg(.)} nicht differenzierbar in —1,
max{rez(.),idg(.)} nicht differenzierbar in 0,
max{rez(.),idg(.)} nicht differenzierbar in 1. [J(Beispiel)

Ein Spezialfall liegt vor, wenn eine reelle Funktion f mit einer konstanten Funk-
tion m°"R mit m € R verglichen wird. Dann gilt

Vo :x € dom f = max{f(.),m""R(.)}(z) = { fx) . m< f(z)

m , flx)<m’

so dass die “Mindestausgabe” gleich m ist. In etwas gefélligerer Notation ergibt
sich

f reelle Funktion

A meR

4

max{m, f(.)} = m>"R. +.[]" o (f. — .m”"R)
max{m, f(.)} reelle Funktion

dom (max{m, f(.)}) = dom f

ran (max{m, £()}) = {max{m, ()} : w € dom f}
ran (masc{m, £(.)}) € [m] + oo

Vo : x € dom (max{m, f(.)}) =

maxin, £()}e) = max(m, )} = { 70 ST

> > > > >




f D — B reelle Funktion

A m € R
=

max{m, f(.)} : D — R reelle Funktion

r) , m< f(x

A max{m, f()}: D =R, max{m, f(.)}(z) = { f<n>L i J;(ﬂi
A ran (max{m, f(.)}) = {max{m, f(w)} : w € D}.
Auch gilt

f reelle Funktion
A I echtes reelles Intervall
A f stetig auf I
A meR
=

max{m, f(.)} stetig auf I.

61
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sowie

f reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f auf I differenzierbar
m e R
Ve:zel=m# f(x)

u>>>>

max{m, f(.)} differenzierbar auf I

A Vrizel = (max{m, f()})(x) :{ ) e bl

Beispiel (ohne Beweis) Mit f = sin und m = 0 gilt

. sinx , 0<sinx
max{0,sin(.)} = { 0 sing <0

so dass
ran (max{0,sin(.)}) = [0]1],
max{0,sin(.)} stetig,
Ve :nm€ZNAN(1+2-n)-71<zx<(24+2-n) 7=

max{0,sin(.)} hat in  globales Minimum mit max{0, sin(.)}(z) = 0,

Vn:nc€Z=
max{0,sin(.)} hat in 2 . 7 striktes globales Maximum

mit max{0,sin(.)}(H2 - 1) =1,
max{0,sin(.)} stetig,
Vn:n € Z = max{0,sin(.)} differenzierbar auf Jn - 7|(1+n) - 7[,
und
Vn,e:ne€ZAN2-n-m<z<(l1+2-n) 7= (max{0,sin(.)})'(z) = cosz,
und
Vn,e:n€ZAN(—1+2-n)-7<z<2-n-m= (max{0,sin(.)})"(x) =0,

und Vn : n € Z = max{0,sin(.)} nicht differenzierbar in n - . [J(Beispiel)
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13.4 min{f(.),9(.)} und min{M, f(.)}

Das Minimum zweier reeller Zahlen mit Hilfe der Funktion [.]” ermittelt werden.

Satz - min[.]”

zeR

A yeR

a) min{z,y} =2 — [y —z|".

b) min{z,y} =y — [z —y|".

Beweis a) VSz e RAy eR

1: Aus VS folgt: r<yVy<uz.
Fallunterscheidung‘
r<y.
2.1: Aus 1.1.Fall folgt: min{z,y} = x.
2.2: Aus 1.1.Fall und aus VS folgt: 0<y—ux.
2.3: Aus VS folgt: y—x €R.
2.4: Aus VS folgt: x—0=ux.
3: Aus 2.2 und aus 2.3 folgt: ly —x]” =
4: min{z,y} L r-02 2 —[y— 1]
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y <.
2.1: Aus 1.2.Fall folgt: min{z,y} = v.
2.2: Aus 1.2.Fall und aus VS folgt: y—x <0.
2.3: Aus VS folgt: y—x R
2.4: Aus VS folgt: r+(y—z)=y.
3: Aus 2.2 und aus 2.3 folgt: ly —z]” = —(y — z).

4: min{z,y} Ty E o+ (y-a2)=x—(~(y - 2))
Sr—|y—a].

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: min{z,y} =x — |y — x| .
b) VSz e RAy € R.

1: Aus VS folgt: yeRAzeR
2: Aus 1 folgt via des bereits bewiesenen a): min{y,z} =y — [z —y|".
3: Es gilt: min{z,y} = min{y, z}.
4: Aus 3 und aus 2 folgt: min{z,y} =y — [z —y|".

]
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Nun kann mit Hilfe von [.|]” jene Funktion angegeben werden, die jedem geeigne-
ten  das Minimum von f(z) und g(z) reeller Funktionen f, g zuordnet.

f reelle Funktion

A g reelle Funktion

=
mind £(), 90} = £ — ([]" o (9. — . 1))

A min{f(.),g(.)} reelle Funktion

A dom (min{f(.),g(.)}) = (dom f) N (dom g)

A ran (min{f(), g()}) = {min{f(w), g()} : w € (dom ) A (dom g)}

A Va:z e dom(min{f(.),9(.)}) =

nmUOyOMw=mMﬂ@y@H={f@ hibyisg

f+ D — B reelle Funktion

A g:C — Areelle Funktion

min{f(.),g9(.)} : DN C — R reelle Funktion
A min{f(.),9()}: DNC =R,
: . 7 <
min{/(),9()} o) = min{ (o), g0} = { 101+ IO <

A ran (min{f(.),g(.)}) = {min{f(w),g(w)} : w € DN C}.
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Auf Grund der Gleichung min{f(.),g(.)} = f.—.([[] o(g.—.f)) ist min{ f(.),g(.)}
uaf jenen echten reellen Intervallen stetig, auf denen die reellen Funktionen f,g
stetig sind.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf I

g stetig auf I

lL>>>>

I C (dom f) N (domg)
A min{f(.),g(.)} stetig auf I.

Ahnlich folgt mit Hilfe der Gleichung min{f(.),g()} = f. — .([]” o (g. — .f))
ein erwartetes Resultat tiber die Differenzierbarkeit. Zur Erinnerung: [.]~ nicht
differenzierbar in 0.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f differenzierbar auf I

g differenzierbar auf I

Ve:x el = f(x)#g(x)

U>>>>>

I C (dom f) N (dom g)

>

min{ f(.),g(.)} differenzierbar auf I

>

Ve:z el =

(min{f(.), 9(.)})'(x) = f'(z) = ([17)'(f(2)
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Beispiel (ohne Beweis) Mit f : D — B reelle Funktion und g = (—1) - .f gilt
g : D — R reelle Funktion

g:D%Ra g(x):_f($)a

so dass
Vr:x € D= min{f(.),(-1)-.f()} = { —;(x) , —f(x) ;;
also
Vr:z € D= min{f(.),(-1) .f()}= { —;Eg : g(ﬁ f(x), ”

und es ist unschwer

min{f(.), (=1) - .f()} = (=1) - .(].| o f),

also

min{f(.),(=1)-.f()} : D =R, min{f(.),(=1)-.f()}z) = —[f(2)],
mit
ran (min{ f(.), (=1) - .f(.)}) = {-[f(w)| : w € D},

zu erkennen. [(Beispiel)
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Ein Spezialfall liegt vor, wenn eine reelle Funktion f mit einer konstanten Funk-
tion M°"R mit M € R verglichen wird. Dann gilt

Vo :x € dom f = min{f(.), M"R(.)}(x) = { f(% : %55]@ ’

so dass die “Hochstausgabe” gleich M ist. In etwas gefilligerer Notation ergibt
sich

f reelle Funktion

AN MeR
.
min{M, f(.)} = MR. — []~ o (f. — .M°"R)
A min{M, f(.)} reelle Funktion
A dom (min{M, f(.)}) = dom f
A ran (min{M, SO} = {min{M, )} s € dom f)
A ren (min{M, F())) € [~ ool M
A oz € dom(min{M, f()}) =
min{0M, F()} o) =min{, 0} ={ 0+ G160
f:D — B reelle Funktion
AN MeR
.

min{M, f(.)} : D — R reelle Funktion

A min{M,f()}: D >R, min{M,f(.)}(x):{ f(f) | %552

A ran (min{M, f(.)}) = {min{M, f(w)} : w € D}.




Auch gilt

U>>>

f reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf I

MeR

min{M, f(.)} stetig auf I.

69
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sowie

f reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f auf I differenzierbar
M eR
Ve:zel=M# f(x)

u>>>>

min{ M, f(.)} differenzierbar auf I

A Vrizel = (min{M, f()}) () :{ f,(x(; | %xﬁ(ﬁ |

Beispiel (ohne Beweis) Mit
fR—=R, f(xr)=2+3"x,

und M =1 gilt
. 2432z , 243-z<1
mm{l’f('f”)}:{ 1, 1<243-2°
also
) 2432 , z<-1/3
so dass

ran (min{1, f(.)}) =] — oo|1],

min{1, f(.)} stetig,
1

3

Ve:—— <z €eR=

min{1, f(.)} hat in z globales Maximum mit min{1, f(.)}(z) =1,

min{1, f(.)} differenzierbar auf ] — oco| — %[7
min{1, f(.)} differenzierbar auf ] — %| + co[ mit

ain{L fON @ = 5 0 LT

und min{1, f(.)} nicht differenzierbar in —3. [I(Beispiel)
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13.5 max{f(.),min{g(.), h(.)}} und max{m, min{M, f(.)}}

Die Konstruktionen der beiden vorherigen Teil-Abschnitte sind kombinierbar, um
fiir reelle Funktionen ein “ Abschneiden nach unten” und ein “ Abschneiden nach
oben” zu bewerkstelligen. Vereinfachend sei fiir reelle Funktionen f, g, h,

max{f(.), min{g(.), h(.)}} = max{f(.), min{g(.), h(.)}()}

A

f reelle Funktion
g reelle Funktion

h reelle Funktion

max{ f(.), min{g(.), h(.)}} reelle Funktion
dom (max{ f(.), min{g(.),h(.)}}) = (dom f) N ((dom g) N (dom h))

ran (max{f(.), min{g(.), h(.)}})
= {max{f(w), min{g(w), h(w)}} : w € (dom f) N ((dom g) N (domh))}

Vz : x € dom (max{f(.), min{g(.),h(.)}}) =

max{f(.), min{g(.), (.)} }(z)

(o) () < glo) < o)
M)+ fl2) < hir) < (0
= max{f(a), min{g(e). h)}} = 4 110 o S0 = Sy = B
fla) © ha) < ) < o(o)
g(x) . hlz) <g(z) < f(z)
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f D — B reelle Funktion
A g : C'— A reelle Funktion
A h:E — W reelle Funktion
=

max{f(.),min{g(.),h(.)}} : DN (C N E) — R reelle Funktion
A max{f(.),min{g(.),h(.)}} : DN(CNE) =R,

max{f(.), min{g(.), ()} } ()

(g) o S@) < gla) < A
ha) 1) < hiz) < glo)
— (max{ f(), min{g(). A () = § 7171+ I =T =R
f()  hlr) < () < o(r)
[ 6() .+ hla) < 9lo) < 0

A ran (max{ f(.), min{g(.),h(.)}})
= {max{ f(w), min{g(w), h(w)}} :we DN (CNE)}.

f reelle Funktion

g reelle Funktion

h reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf 1

g stetig auf

h stetig auf I

U>>>>>>

I C (dom f) N ((domg) N (dom h))
A max{f(.),min{g(.), h(.)}} stetig auf I.
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Beweis (ohne Beweis) Mit f = sgn und g = rez und h = |.| gilt mit Hilfe
vorherigen Satzes:

max{sgn, min{rez, |.|}} stetig auf | — co|0[,

max{sgn, min{rez, |.|}} stetig auf ]0| + oo[.

[J(Beispiel)
f reelle Funktion
A g reelle Funktion
A h reelle Funktion
A I echtes reelles Intervall
A f differenzierbar auf I
A g differenzierbar auf I
A h differenzierbar auf I
A Vaoiael= f(x) # glx) Aglx) # hia) A(x) # f(x).
=
I'C (dom f) N ((dom g) N (dom h))
A max{f(.),min{g(.), h(.)}} differenzierbar auf I
AN Vr:zel=
((g'(x) , flx) <g(x) <h(x)
W(x) , flz) <h(z) <g(z)
(max{ (). min{g(), hO} (@) = & 400 S =t < B
f'lx) -, hx) < flx) < g(z)
[ 9'(x) , h(z) <g(z) < [flz)
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Ein Spezialfall liegt vor, wenn zwei der drei beteiligten reellen Funktionen kon-
stant sind. Vereinfachend notiert sei

max{m, min{M, f(.)}} = max{m"R(.), min{M"R(.), f(.)}}.

f reelle Funktion

A me R
A MeR
=

max{m, min{M, f(.)}} reelle Funktion
A dom (max{m,min{M, f(.)}}) = dom f
A ran (max{m, min{M, f(.)}}) = {max{m, min{M, f(w)}} : w € dom f}

f reelle Funktion
meR
MeR

m< M

u > > >

ran (max{m, min{M, f(.)}}) C [m|M]
A Vz:z € dom (max{m,min{M, f(.)}}) =

max{m, min{M, f(.)}}(x) { fx)




5

f reelle Funktion

A meR

AN MeR

A M<m

=
ran (max{m, min{M, f(.)}}) € {m}

A Vz:z € dom (max{m, min{M, f(.)}}) = max{m, min{M, f(.)}}(z) = m.
f D — B reelle Funktion

A meR

AN MeR

=
max{m, min{M, f(.)}} : D — R reelle Funktion

A ran (max{m, min{M, f(.)}}) = {max{m, min{M, f(w)}} : w € D}.
f D — B reelle Funktion

A meR

AN MeR

A m< M

=

max{m, min{M, f()}} : D - R

(max{m, min{M, f(.)}})(x) = { ()
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f D — B reelle Funktion
m e R
MeR

M<m

U > > >

max{m,min{M, f()}} : D - R, (max{m, min{M, f(.)}})(x) = m.

In Bezug auf Stetigkeit gilt

f reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f stetig auf I

m e R

MeR

u>>>>

max{m, min{ M, f(.)}} stetig auf I.
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Bei der Differenzierbarkeit von max{m, min{M, f(.)}} ist zwischen m < M und
M < m zu unterscheiden.

U,>>>>>>

f eelle Funktion

I echtes reelles Intervall
f differenzierbar auf I
m e R

MeR

m < M

Ve:xzel=m# f(x) NM # f(z)

max{m, min{M, f(.)}} differenzierbar auf I

Ve:xel=
0, fl&)y<m
(max{m, min{M, f()}})(z) =q [f'(z) , m<flz)<M .
0, M< f(x)

U,>>>>>

f reelle Funktion

I echtes reelles Intervall
I Cdom f

m e R

MeR

M<m

max{m, min{M, f(.)}} differenzierbar auf I
Vo :x € I = (max{m,min{M, f(.)}})(x) = 0.
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Beispiel (ohne Beweis) Mit
f R=R, flr)=7—2%
und m = —1 und M =1 gilt

max{—1,min{l, f()}} : R = R,

-1, 2<-2-/2
T—a22 , —2-V/2<z< -6
(max{—1, min{1, f(.)}})(z) = 1, —V6<a<V6 ;
7T—22 , V6<2<2-V2
-1, 2-V2<x

so dass max{—1, min{1, f(.)}} stetig,

ran (max{—1, min{1, f(.)}}) = [ — 1/1],

und max{—1,min{1, f(.)}} differenzierbar auf ] — oo| — 2 - v/2[,
max{—1,min{1, f(.)}} differenzierbar auf ] —2- /2| — V6,
max{—1, min{1, f(.)}} differenzierbar auf ] — v/6|v/6[,
max{—1,min{1, f(.)}} differenzierbar auf Jv/6(2 - v/2[.

max{—1, min{1, f(.)}} differenzierbar auf ]2 - v/2| + oo[

mdVe: 2 €ERA-2-V2#2AN-V6#2AV6#TAN2-V2# 2=

( 0, z<-2-V2
2.z, —2-V2<z<—-V6

(max{—1,min{1, f(.)}})(z) = 0, —vV6<z<+6 :

2.z, Vo<zr<2-V2

\ 0, 2-vV2<z

und max{—1, min{1, f(.)}} nicht differenzierbar in —2 - /2,

max{—1, min{1, f(.)}} nicht differenzierbar in —/6,

max{—1, min{1, f(.)}} nicht differenzierbar in /6,

max{—1, min{1, f(.)}} nicht differenzierbar in 2 - /2. [I(Beispiel)



