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1 Grundbegriffe

Im Rahmen des Vorkurses sind “reelle Funktionen” besonders oft Gegenstand der
Betrachtungen.

f reelle Funktion <  f Funktion A dom f CR A ran f CR.

f D — B reelle Funktion < f:D—-BADCRABCR.

Es gilt
f reelle Funktion =- f:dom f — ran f reelle Funktion

f reelle Funktion Aranf C BABCR = f:domf — B reelle Funktion

f: D — B reelle Funktion =-  f reelle Funktion

Es gilt
f:D—-RADCR = freelle Funktion
f: I — R AT reelles Intervall = f reelle Funktion

f:R—=R = freelle Funktion



1.1 f reelle Funktion A f gerade / f ungerade
Es gilt
£ reelle Funktion
A f gerade
&
f reelle Funktion
AN Vz:zedomf= f(z)=f(—x)

Es gilt
f reelle Funktion
A f ungerade
<~
f reelle Funktion
A Vr:zedomf= f(x)=—f(—x)

Mit Hilfe hier nicht weiter interessierender Aussagen der Mengenlehre kann ge-
zeigt werden

f gerade V f ungerade = Vx:x &domf = —x & dom f.



1.2 f reelle Funktion A f ist T" periodisch
Es gilt
f reelle Funktion A f ist T periodisch

<~
f reelle Funktion A0 <T e RAVx:z €domf = f(x)=f(x+T)
Es gilt
f reelle Funktion
A f ist T periodisch
AN VYw:veN=z+v-Tecdomf
A n ez
=

f(2) = flztn-T)



1.3 f reelle Funktion A f (streng) wachsend (auf £)
Es gilt

f reelle Funktion A f wachsend auf F

<~
f reelle Funktion A ECRAVz,y:z € EAye EAnz <y = f(x) < f(y).
Es gilt
f reelle Funktion A f wachsend
<~
f reelle Funktion A f wachsend auf dom f
Es gilt
f reelle Funktion A f streng wachsend auf
<~
f reelle Funktion N ECR AVz,y:zc € EAye EANx<y= f(z) < f(y)
Es gilt
f reelle Funktion A f streng wachsend
<~
f reelle Funktion A f streng wachsend auf dom f
Es gilt

f reelle Funktion A f wachsend auf £ = FE Cdom f
f reelle Funktion A f streng wachsend auf £ = E Cdom f

f reelle Funktion A f streng wachsend auf £ = f wachsend auf F




Gelegentlich ist es hilfreich, (streng) wachsende Funktionen in Zusammenhang
mit Stetigkeit auf echten, reellen Intervallen zu untersuchen. Es gilt ist

f reelle Funktion

A aeRANa<bd

>

f auf [a|b[ stetig

f auf Ja|b[ wachsend = f auf [a|b[ wachsend

A f auf Ja|b[ streng wachsend = f auf [a|b[ streng wachsend

f reelle Funktion

A beRANa<b

>

f auf Ja|b] stetig

f auf ]a|b[ wachsend = f auf ]a|b] wachsend

A f auf ]a|b[ streng wachsend = f auf ]a|b] streng wachsend

f reelle Funktion

A aeRAbbERAa<D

>

f auf [a|b] stetig

f auf Ja|b[ wachsend = f auf [a|b] wachsend

A f auf Ja|b[ streng wachsend = f auf [a|b] streng wachsend.




1.4 f reelle Funktion A f (streng) fallend (auf F)
Es gilt
f reelle Funktion A f fallend auf FE

<~
f reelle Funktion A ECRAVz,y:z € EAye Enz <y= f(y) < f(z).
Es gilt
f reelle Funktion A f fallend
<~
f reelle Funktion A f fallend auf dom f
Es gilt
f reelle Funktion A f streng fallend auf F
<~
f reelle Funktion A ECR AVz,y:z € EAye EANx<y= f(y) < f(x)
Es gilt
f reelle Funktion A f streng fallend
<~
f reelle Funktion A f streng fallend auf dom f
Es gilt

f reelle Funktion A f fallend auf ¥ = FE Cdom f
f reelle Funktion A f streng fallend auf E = FE Cdom f

f reelle Funktion A f streng fallend auf £ = f fallend auf £



Gelegentlich ist es hilfreich, (streng) fallende Funktionen in Zusammenhang mit
Stetigkeit auf echten, reellen Intervallen zu untersuchen. Es gilt ist

f reelle Funktion

A aeRANa<bd

>

f auf [a|b[ stetig

f auf Ja|b[ fallend = f auf [a|b[ fallend
A f auf Ja|b[ streng fallend = f auf [a|b[ streng fallend

f reelle Funktion

AN beRANa<b

>

f auf Ja|b] stetig

f auf ]a|b[ fallend = f auf Jalb] fallend
A f auf ]a|b[ streng fallend = f auf ]a|b] streng fallend

f reelle Funktion

A aeRAbERAa<D

>

f auf [a|b] stetig

f auf Ja|b[ fallend = f auf [a|b] fallend

A f auf Ja|b[ streng fallend = f auf [a|b] streng fallend.




1.5 f reelle Funktion A f konvex (auf E) A (dqf)(x)

Aus der Schulmathematik sind vermutlich die Begriffe
“rechtsdrehend” und “linksdrehend”

bekannt. Im Vorkurs sprechen wir von “konkav ” an Stelle von “rechtsdrehend”
und von “konvex” an Stelle von “linksdrehend” .

Vorbereitend soll die

“Differenzenquotientenfunktion (dqf)(x) von f in z”

definiert werden. Mathematisch sieht dies so aus:
(dqf)(z) = {(t w> r#te domf} .

In den hier vorwiegend interessierenden Spezialfillen gilt

f reelle Funktion
= (dqf)(x) reelle Funktion A dom ((dqf)(x)) C (dom f) \ {z}

f reelle Funktion A x € dom f = dom ((dqf)(x)) =dom f\ {z}

f reelle Funktion A z € dom f At €dom f Az #t

>t dom((daf)(@)) A (daf)(x)(p) = LU= TD

Fiir reelle Funktionen f kann “Konvexitiat” mit Hilfe von (dqf)(z) definiert wer-
den

f reelle Funktion A f konvex auf F

f reelle Funktion A £ C dom f
AVz:x € E = (dqf)(x) wachsend auf F \ {z}
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Eine gleichwertige Darstellung besagt, dass eine reelle Funktion genau dann kon-
vex auf F ist, wenn £ C dom f und die Funktion stets unterhalb der Verbindungs-
strecke zweier Punkte verlauft. Mathematisch préaziser liest sich diese Darstellung
folgender Maflen.

f reelle Funktion A f konvex auf F

f reelle Funktion A E C dom f
AVr,t,y:x e EANte EANye ENx<t<yAzxz<y
= )< 5 fla)+ 22 fy)

Ahnlich wie in den Teil-Abschnitten iiber iiber (streng) wachsende oder (streng)
fallende Funktionen kommt auch bei konvexen Funktionen dem Fall £ = dom f
spezielle Bedeutung zu.

f reelle Funktion A f konvex <  f reelle Funktion A f konvex auf dom f
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Im Zusammenhang mit Konvexitéit sind echte reelle Intervalle von besonderem
Interesse. Ist f zusétzlich auf diesem Intervall differenzierbar, gilt

f reelle Funktion A I echtes reelles Intervall

A f differenzierbar auf I

>

f konvex auf [

f reelle Funktion A I echtes reelles Intervall
A f differenzierbar auf I

A f" wachsend auf I

Falls f auf dem echten reellen Intervall I sogar zweimal differenzierbar ist, gilt
der moglicherweise aus der Schulmathematik vertraute Satz

f reelle Funktion A I echtes reelles Intervall

A f zweimal differenzierbar auf I

A f konvex auf
<~

f reelle Funktion A I echtes reelles Intervall
A f zweimal differenzierbar auf [/

AN Yr:zxzel=0<f"(x)
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Gelegentlich ist es hilfreich, konvexe Funktionen in Zusammenhang mit Stetigkeit
auf echten, reellen Intervallen zu untersuchen. Es gilt ist

f reelle Funktion

A aeRANa<bd

>

f auf [a|b[ stetig

f auf Ja|b[ konvex = f auf [a|b[ konvex

f reelle Funktion

A beRAa<b

>

f auf ]a|b] stetig

f auf Ja|b[ konvex = f auf ]a|b] konvex

f reelle Funktion

A aceRADERAa<D

>

f auf [a|b] stetig

f auf Ja|b[ konvex = f auf [a|b] konvex.
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1.6 f reelle Funktion A f konkav (auf F)

Fiir reelle Funktionen f kann “Konkavitat” mit Hilfe von (dqf)(z) definiert wer-
den

f reelle Funktion A f konkav auf

f reelle Funktion A E C dom f
AVz:x € E = (dqf)(z) fallend auf E \ {z}

Eine gleichwertige Darstellung besagt, dass eine reelle Funktion genau dann kon-
kav auf F ist, wenn F C dom f und die Funktion stets oberhalb der Verbindungs-
strecke zweier Punkte verlduft. Mathematisch préziser liest sich diese Darstellung
folgender Maflen.

f reelle Funktion A f konkav auf £

f reelle Funktion A E C dom f
AVr,t,y:x e EANte EANye EANx<t<yAzx<y
S b f(a)+ 52 () < 1)

f reelle Funktion A f konvex <  f reelle Funktion A f konvex auf dom f
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Im Zusammenhang mit Konkavitdt sind echte reelle Intervalle von besonderem
Interesse. Ist f zusétzlich auf diesem Intervall differenzierbar, gilt

f reelle Funktion A I echtes reelles Intervall

A f differenzierbar auf I

>

f konvex auf

f reelle Funktion A I echtes reelles Intervall
A f differenzierbar auf I

A f' fallend auf I

Falls f auf dem echten reellen Intervall I sogar zweimal differenzierbar ist, gilt
der moglicherweise aus der Schulmathematik vertraute Satz

f reelle Funktion A I echtes reelles Intervall

A f zweimal differenzierbar auf I

A f konkav auf I
<~

f reelle Funktion A I echtes reelles Intervall
A f zweimal differenzierbar auf [/

AN Ne:zel= f'(z)<0
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Gelegentlich ist es hilfreich, konkave Funktionen in Zusammenhang mit Stetigkeit
auf echten, reellen Intervallen zu untersuchen. Es gilt ist

f reelle Funktion

A aeRANa<bd

>

f auf [a|b[ stetig

f auf Ja|b[ konkav = f auf [a|b[ konkav

f reelle Funktion

A beRAa<b

>

f auf ]a|b] stetig

f auf Ja|b[ konkav = f auf Ja|b] konkav

f reelle Funktion

A aceRADERAa<D

>

f auf [a|b] stetig

f auf Ja|b[ konkav = f auf [a|b] konkav.
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1.7 f reelle Funktion A * Wendepunkt von f

Ist f eine reelle Funktion, so sind Wendepunkte genau jene Punkte aus dem
Definitions-Bereich von f, in denen das Verhalten von Konvexitit auf Konkavitét
oder von Konkavitit auf Konvexitidt wechselt. Jede dieser beiden Moglichkeiten
soll im Vorkurs eine eigene Bezeichnung erhalten.

f reelle Funktion A z ist £-Wendepunkt von f

~
f reelle Funktion A x € dom f A Ju,0:u<x <o
A f konvex auf Ju|z] Ndom f A f konkav auf [z|o[ Ndom f
f reelle Funktion A z ist FF-Wendepunkt von f
~
f reelle Funktion A z €dom f A Ju,0:u<x <o
A f konkav auf Ju|z] Ndom f A f konvex auf [z|o[ Ndom f
f reelle Funktion A z ist Wendepunkt von f
<~

f reelle Funktion
A (x ist £-Wendepunkt von f V z ist - Wendepunkt von f)

Uberlegenswerte, doch in der Praxis eher selten interessierende Spezialfille liegen
vor, wenn

] —oolz] Ndom f = {z} oder [z| + co[ Ndom f = {z}

gilt.
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1.8 f reelle Funktion A f hat in + Maximum auf F

“Lokale Maxima” werden im Vorkurs abweichend vom Schulstoff behandelt.

Statt auf den “lokalen ” Charakter von Maxima einzugehen, wird die Menge, in
der das Maximum von f zu suchen ist, betont. So wird vom “Maximum auf
E” einer reellen Funktion f gesprochen.

f reelle Funktion A f hat in x Maximum auf F

<~
f reelle Funktion Az € EAVp:pe E= f(p) < f(z)
f reelle Funktion A f hat in x globales Maximum
<~
f reelle Funktion A f hat in z Maximum auf dom f
f reelle Funktion A f hat in = striktes Maximum auf £
<~
f reelle Funktion A z € ENdom f AVp:z#pe E= f(p) < f(x)
f reelle Funktion A f hat in z globales striktes Maximum
<~

f reelle Funktion A f hat in z striktes Maximum auf dom f
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Mit hier nicht weiter verfiigharer mengentheoretischer Raffinesse kann man sich
von

f reelle Funktion A f hat in x (striktes) Maximum auf £
= x&domf A E Cdomf,

und von

f reelle Funktion A f hat in = (striktes) globales Maximum
= x €dom f,

iiberzeugen. Wesentlich direkter ist der Nachweis von

f reelle Funktion A f hat in z striktes Maximum auf E
= f hat in x Maximum auf F,

f reelle Funktion A f hat in = globales striktes Maximum
= f hat in z globales Maximum.
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1.9 f reelle Funktion A f hat in z Minimum auf F

“Lokale Minima” werden im Vorkurs abweichend vom Schulstoff behandelt.

Statt auf den “lokalen ” Charakter von Minima einzugehen, wird die Menge,
in der das Minimum von f zu suchen ist, betont. So wird vom “Minimum auf
E” einer reellen Funktion f gesprochen.

f reelle Funktion A f hat in  Minimum auf F

<~
f reelle Funktion Az € EAVp:pe E= f(x) < f(p)
f reelle Funktion A f hat in x globales Minimum
<~
f reelle Funktion A f hat in  Minimum auf dom f
f reelle Funktion A f hat in z striktes Minimum auf E
<~
f reelle Funktion A z € ENdom f AVp:z#pe E= f(z) < f(p)
f reelle Funktion A f hat in x globales striktes Minimum
<~

f reelle Funktion A f hat in z strktes Minimum auf dom f
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Mit hier nicht weiter verfiigharer mengentheoretischer Raffinesse kann man sich
von

f reelle Funktion A f hat in « (striktes) Minimum auf F
= x&domf A E Cdomf,

und von

f reelle Funktion A f hat in = (striktes) globales Minimum
= x €dom f,

iiberzeugen. Wesentlich direkter ist der Nachweis von

f reelle Funktion A f hat in z striktes Minimum auf F
= f hat in x Minimum auf F,

f reelle Funktion A f hat in = globales striktes Minimum
=  f hat in z globales Minimum.
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2 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

2.1 f reelle Funktion A f stetig auf F

Die “Limes-Defintion” der Stetigkeit einer reellen Funktion f in z wird im Vor-
kurs eher selten benotigt und hier eigentlich nur der Vollstédndigkeit halber an-
gegeben. Statt dessen wird im Vorkurs auf einen regelkonformen Umgang mit
Stetigkeit Wert gelegt. Fiir einige ausgewdéhlte reelle Funktionen wird gesagt, auf
welchen reellen Intervallen sie stetig sind. Danach werden Regeln angegeben, wie
aus einer - oder mehreren - auf reellen Intervallen stetigen reellen Funktion(en)
weitere derartige Funktionen herstellbar sind. Wird das Grundwissen stetiger re-
eller Funktionen mit diesen Regeln kombiniert, sollte die Stetigkeitsfrage fiir die
allermeisten Funktionen, denen man im Grundstudium begegnet, geklért sein.

f reelle Funktion A f stetig in x

<~
f reelle Funktion A z € dom f A lltim f(t) = f(x)
—z
f reelle Funktion A f stetig auf £
<~
f reelle Funktion A Vz : x € E = f stetig in x
f reelle Funktion A f stetig
<~

f reelle Funktion A f stetig auf dom f

Offenbar gilt

f reelle Funktion A f stetig auf E = FE C dom f.
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Gelegentlich ist es hilfreich, von “ f unstetig in x” sprechen zu koénnen. Dies ge-
schieht im Vorkurs hauptschlich im Zusammenhang mit reellen Funktionen.

f reelle Funktion A f unstetig in x

f reelle Funktion A x € dom f A 711111 f(t) # f(x)
-z

Offenbar gilt

f reelle Funktion A f unstetiginx A x € E
= —(f stetig auf E).

Mit den folgenden Aussagen sind viele x, in denen eine reelle Frunktion f unstetig
ist, identifizierbar. Die Notation “t 1 x” nach oben gerichtete Pfeil “1” bedeutet,
dass sich t an  mit ¢ < x ann&hert, dass es sich also um den *“linksseitigen
Limes” handelt. Ahnlich bedeutet die Notation “¢ | z” mit nach unten gerichte-
tem Pfeil “|”, dass sich t an x mit x < t anndhert, dass es sich also um den
“rechtsseitigen Limes” handelt.

f reelle Funktion A x € dom f A ltle f(t) # 1ng f(t) = f unstetigin x

f reelle Funktion A ltle f(t) =400 = f unstetigin

f reelle Funktion A %m f(t)=—00 = f unstetigin x

f reelle Funktion A 1tl¢m f(t) =400 = [ unstetigin z

f reelle Funktion A lgfn f(t) = —0c0 = f unstetigin x



23

2.2 f reelle Funktion A f differenzierbar auf F

Die “Limes-Defintion” der Differenzierbarkeit einer reellen Funktion f in x wird
im Vorkurs eher selten benétigt und hier eigentlich nur der Vollstandigkeit halber
angegeben. Statt dessen wird im Vorkurs auf einen regelkonformen Umgang mit
Differenzierbarkeit Wert gelegt. Fiir einige ausgewéhlte reelle Funktionen wird
gesagt, auf welchen reellen Intervallen sie differenzierbar sind. Danach werden
Regeln angegeben, wie aus einer - oder mehreren - auf reellen Intervallen diffe-
renzierbaren reellen Funktion(en) weitere derartige Funktionen herstellbar sind.
Wird das Grundwissen differenzierbarer reeller Funktionen mit diesen Regeln
kombiniert, sollte die Differenzierbarkeitsfrage fiir die allermeisten Funktionen,
denen man im Grundstudium begegnet, geklért sein.

f reelle Funktion A f differenzierbar in x

<~
f reelle Funktion A z € dom f A 2111][1(dqf)(:c)(t) €R
—x
f reelle Funktion A f differenzierbar auf £
<~
f reelle Funktion A Vz : x € E = f differenzierbar in x
f reelle Funktion A f differenzierbar
<~

f reelle Funktion A f differenzierbar auf dom f

Offenbar gilt

f reelle Funktion A f differenzierbar auf ¥ = FE Cdom f.
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Gelegentlich ist es hilfreich, von “ f nicht differenzierbar in " sprechen zu kénnen.
Dies geschieht im Vorkurs hauptschlich im Zusammenhang mit reellen Funktio-
nen.

f reelle Funktion A f nicht differenzierbar in x

f reelle Funktion A z € dom f A lim(dqf)(x)(t) ¢ R
—x

Offenbar gilt

f reelle Funktion A f nicht differenzierbar in z A z € F
=  —(f differenzierbar auf E).

Mit den folgenden Aussagen sind viele x, in denen eine reelle Funktion f nicht
differenzierbar ist, identifizierbar. Zur Erhohung der Lesbarkeit wird auf die ex-
plizite Darstellung von (dqf)(z) zuriick gegriffen.

fO) = £@) 0 10— @
t—x tlx t—x
= f nicht differenzierbar in x

f reelle Funktion A z € dom f A ltle

f reelle Funktion A ltlgl W =400 = f nicht differenzierbar in x
f reelle Funktion A ltiTI;Icl w = —00 = [ nicht differenzierbar in x
f reelle Funktion A ltlgl %ﬁ(w) =400 = f nicht differenzierbar in x
f reelle Funktion A lim M = —00 = [ nicht differenzierbar in x

tlx t—2x
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Es gilt
f reelle Funktion A f differenzierbar in x =-  f stetig in z,
also auch
f reelle Funktion A f unstetigin # =>  f nicht differenzierbar in x.

Fiir reelle Funktionen ist die “ Ableitungsfunktion” einfach darstellbar.

f reelle Funktion

= {w : 3z : f in x differenzierbar A w = (m,}gr;(dqf)(m)(t)) },
so dass
f' reelle Funktion,

und

[ 4z : f differenzierbar in 2} — R,

#'(x) = lim(aqf)(@)(t) = tim LD =IE),

t—x r#Et—T t—x
Es folgt

f reelle Funktion = dom (f’) C dom f

f reelle Funktion A f differenzierbar auf F
< f reelle Funktion A E C dom (f7)

f reelle Funktion A f differenzierbar
< f reelle Funktion A dom (f’) = dom f



