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1 (.12
(12):R—=R, (.12)(z)=2"

domran

dom (. 12) =R.

ran (. 12) = [0] +oo[.
(un-)gerade

(. 12) gerade.

=((. 1 2) ist T-periodisch).
Monotonie

=((. 1 2) wachsend).
(. 1 2) streng wachsend auf [0 + oo[.

—=((. 1 2) fallend).
(. 1 2) streng fallend auf ] — oco|0].
konvex/konvex

(. 1 2) konvex.

Extrema
(. 12) hat in 0 striktes globales Minimum A (. 1 2) (0) = 0.
(. 12) hat in z globales Minimum = z=0A 22 =0.

=((. 1 2) hat in x globales Maximum).
Stetigkeit
(. 12) stetig.

Differenzierbarkeit
(. 1 2) beliebig oft differenzierbar.

(12 " R=R, (.12 (v)=2
(12" :R—=R, (.12)"(z)=2.

Verhalten bei o0

xlﬁlféo (.12)(z) =400 und IITT;O (. 12) (z) = 400

d lim (.12)" (x)=2.
und  lim (. 12)" (2)

lim (. 12) () =+c0 und lim (.12) (z) = —c0

rl—o00 rl—00

und  lim (. 12)" () = 2.

rl—o00



Verhalten am Rand - Spezielle Stellen -

spezielle Eigenschaften

((12)ovzw = (.12), sodass Vr:x€R= (—z)°=2"

((12)o]]=(.12), sodass Vr:zcR=|z]*=22
llo(.12)=(.12), sodass Vox:2 € R= 2= |z

Vr:x e R= (1/z)* = 1/2°.
Vr,y:z €ERAyeR= (z-9y)* =22 o>
Vo,y:z €ERAy €R = (z/y)* = 2 /y°.

2 (.13)

(13):R—=R, (.13)()=2"

dom ran
dom (. 13) =R.
ran (. 13) =R.

(un-)gerade

(. 1 3) ungerade.

=((. 1 3) ist T-periodisch).
Monotonie

(. 1 3) streng wachsend.
konvex/konvex

=((. 1T 3) konvex).

(. 1 3) konvex auf [0] + oo[.
=((. 1 3) konkav).

(. 1 3) konkav auf ] — oo|0].

Extrema
=((. 1 3) hat in z globales Minimum).
=((. 1 3) hat in x globales Maximum).

Stetigkeit
(. 1 3) stetig.

Differenzierbarkeit
(. 1 3) beliebig oft differenzierbar.

(13 :R—=R, (.13)(x)=3 2%

2|‘

2



(13" R—R, (.13)"(x)=6-x

Verhalten bei £o00

xl#f;o (.13)(r) =+o0 und wl&r;o (. 13) (z) = o0

lim (.13)(r) =—cc und lim (.13) (z) = +o0

rl—o00 r)—00

und  lim (. 1 3)" (x) = —oc0.

Verhalten am Rand - Spezielle Stellen -

spezielle Eigenschaften

((13)ovzw =vzwo (. 13), sodass Vz:z€R= (—1)’=—2°.
(13)ol|=|]l0o(.12), sodass Vr:zxecR=|z|*=|2%.
Vr:x e R= (1/z)* = 1/2°.

Vr,y:z €RAyeR= (z-y)* =2 4>
Vo,y:x € RAy ER= (v/y)? = 2%/

3 (.Tn),3<neN,n ungerade
(tn):R—=R, (.tn)(x)=2", 3<néeN, n ungerade.

domran (3 <n € N,n ungerade)
dom (. tn) =R.
ran (. Tn) =R.

(un-)gerade (3 < n € N, n ungerade)
(. 1 n) ungerade.

Periodizitit (3 < n € N,n ungerade)
=((. 1 n) ist T-periodisch).

Monotonie (3 < n € N, n ungerade)
(. 1 n) streng wachsend.

konvex/konvex (3 < n € N,n ungerade)
=((. 1 n) konvex).
(. 1 n) konvex auf [0] + oo[.




=((. 1 n) konkav).
(. 1 n) konkav auf ] — oo|0].

Extrema (3 < n € N,n ungerade)
=((. 1 n) hat in = globales Minimum).
—((. T n) hat in x globales Maximum).

Stetigkeit (3 < n € N, n ungerade)
(. T n) stetig.

Differenzierbarkeit (3 < n € N, n ungerade)
(. 1 n) beliebig oft differenzierbar.

(1tn):R=R, (ftn)(r)=n """
(tn)" R—=R, (1tn)"(x)=n-(=1+n) -z 2"

Verhalten bei 00 (3 < n € N, n ungerade)

xlrl—ir-%o (.Tn)(r) =+oc0 und m#lfio (1tn) (z) =40

d i : " = .
un mlf;o< tn) (x) =400

lim (.1tn)(x) =—0c und xlﬁxgo (.1tn) (z) =+

x]—00

und lﬁn (.1 n) (r)=—oc0.

Verhalten am Rand - Spezielle Stellen -

spezielle Eigenschaften (3 < n € N, n ungerade)

((tn)ovzw =vzwo (. T n), sodass Vr:zeR= (—x)"=—a".
((tn)ol|l=]]o(.Tn), sodass Vr:zeR=|z|"=|z"|
Ve:x e R= (1/x)" =1/a".

Ve,y:z e RAyeR= (z-y)" =2"-y".

Ve,y:x e RAyeR = (z/y)" =" /y".



4 (.1Tn),4<neN,n gerade
(tn):R—=R, (.tn)(x)=2", 4<neN, n gerade.

domran (4 <n € N, n gerade)
dom (. Tn) =R.

ran (. T n) = [0] 4+ ocol.
(un-)gerade (4 <n € N, n gerade)
(. T n) gerade.

Periodizitdt (4 < n € N, n gerade)
=((. 1 n) ist T-periodisch).
Monotonie (4 < n € N, n gerade)

=((. T n) wachsend).
(. T n) streng wachsend auf [0] 4+ ocol.

=((. T n) fallend).

(. 1 n) streng fallend auf ] — 0o|0].
konvex/konvex (4 <n € N, n gerade)
(. T n) konvex.

Extrema (4 < n € N, n gerade)
(. 1T n) hat in 0 striktes globales Minimum A (. 1 n) (0) = 0.
(. T n) hat in = globales Minimum = 2 =0 A 2" =0.

—=((. T n) hat in x globales Maximum).
Stetigkeit (4 < n € N, n gerade)

(. T n) stetig.

Differenzierbarkeit (4 < n € N, n gerade)
(. T n) beliebig oft differenzierbar.

(tn):R=R, (tn)(z)=n -z~
(1tn)" R=R, (tn)"@)=n(=1+n) 22"

Verhalten bei +00 (4 < n € N, n gerade)

xl&l;o (.Tn)(x) =+c0 und xlTlJIrI;o (.1 n) (z) =+o0

d i : " = .
un leJIE;Q( tn) (x) =400

lim (.1 n)(x) =400 und lim (.1 n) (z) = -0

rl—o00 r)—00

und  lim (. 1 n)" (z) = +oo.

rl—o00



Verhalten am Rand - Spezielle Stellen -

spezielle Eigenschaften (4 < n € N, n gerade)

n

((tn)ovzw = (.1t n), sodass Vr:z eR= (—x)"=a".

((tn)o||=(-1n), sodass Vr:z€R= |z|" ="
llo(.Tn)=(.1tn), sodass Vr:zecR=2"=|z"|
Ve:xeR= (1/x)" =1/a".

Ve,y:z e RAyeR= (z-y)" =2"-y".
Vi,y:z € RAy € R= (z/y)" = z"/y".

5

/- wird mit Hilfe von UKS - S mit f = (. 12) und [/ = [0| + o[ und J =
(.12)[I] = [0] + oo = I gebildet. (. T 2) ist stetig, (. T 2) ist streng wachsend
auf 7. Somit treffen die Konklusionen von UKS - S zu, wenn g = (f | [ )_1

gesetzt wird. g entsteht aus den Parametern (. 1 2) und [0]| 4+ oco[ ohne weitere
freie Variablen. Damit ist g ein Parameter, der mit

N
bezeichnet wird. /- ist die (reelle) Wurzelfunktion. Im Folgenden wird die Nota-
tion
\/T (x) = \/57
verwendet. Aus UKS - S folgen auf Grund bisheriger Erkenntnisse die Aussagen
Vo= (12 L [0l +oe )
V- reelle Funktion,
V- [0 + oo — [0 + 0o bijektiv.
\/- streng wachsend,
Ve:ze[0]+oo] = Va2=u,
vyiye [0+l = (Vo)'=y.

Aus UKS - D, der Differenzierbarkeit von (. 1 2), aus Vo : x € J0| + oo = 0 #
(.12) (z) und aus (. 12) [J0| + oo [] = ]0| + oo folgt

/- differenzierbar auf ]0| + oo,

Ve:ze]0l+oo[ = (@) (12)(2)=/(a")-2-z=1,



Vy:yelol+ool = (12)(y) VW) =2-Vy /' (y)=1

Es folgt die vermutlich aus der Schulmathematik vertraute Aussage

Vy:ye]0|l+ oo = \/T'(y):m.

domran

dom (,/7) = [0] + oo[.
ran (,/7) = [0] + oo[.
(un-)gerade

—(,/- ungerade).

= (/- gerade).
Periodizitét

—(y/~ ist T—periodisch).
Monotonie

\/- streng wachsend.

konvex/konkav
\/- konkav.

Extrema
V- hat in 0 striktes globales Minimum A V0 =0.
/- hat in z globales Minimum = 2 =0A /2 =0.

—(,/- hat in x globales Maximum).

Stetigkeit
\/- stetig.

Differenzierbarkeit
/- beliiebig oft differenzierbar auf 0| + oo[.

V710 +oo[ SR, (x) = 2'1\/5,

J7 10+ o[ 5 R (a) = —ﬁ

—(,/- differenzierbar in 0).
Verhalten bei +00

lim /z = +o0, lim //(z)=0, lim /"(z)=0.

400 400 zT+o0

Verhalten am Rand Hier: bei 0.
V0 =0 = lim v/z.




. e VTV V]
lim(day/)(0)(x) = lim = —5— =lim 7= =lim =2
. 1 . /
_—1-00—15512.\/5—1;%1\/7(@.
1

li ! =]lim—m— = —00.
i ) =l = =

Spezielle Stellen -

spezielle Eigenschaften

Vi:zeR= Va2 =z
Wy :y € [0 +ool = (V) =y
Vz:z € [0]+oo[ = \/1/z =1/
Vaz,y:z € [0]+oo[ Ay € [0 +oo[ = Va-y=+Vz-/y.
Vo,y:x e [0+ o[ Ay e [0] + oo = Va/y = Vi/ 7y
Vo,y:z e RAy € R = ]z -yl = ]z -yl = V]z[ - V]yl.
Yo,y iz € RAy € R = vIafyl = viel ol = VIV

Ve,y:z €ERAYyERAZ =y = 0<yAlz| = /v

6

/- wird mit Hilfe von UKS - Smit f = (. 1 3) und I =R und J = (. 1 3) [R] =
ran (. T 3) = R gebildet. (. 1 3) ist stetig, (. 1 3) ist streng wachsend. Somit treffen
die Konklusionen von UKS - S zu, wenn g = (f | I)™" = (. 1 3)™" gesetzt wird.

g entsteht aus dem Parameter (. 7 3) ohne weitere freie Variablen. Damit ist g
ein Parameter, der mit

2

bezeichnet wird. - ist die (reelle) Kubikwurzelfunktion. Im Folgenden wird die
Notation

ila) = V7,
verwendet. Aus UKS - S folgen auf Grund bisheriger Erkenntnisse die Aussagen
=3
¢/~ reelle Funktion,
¢ R — R bijektiv.
¢/~ streng wachsend,



10

Ve:zeR = Vad=uz,

Vy:yeR = ()’ =uy.
Aus UKS - D, der Differenzierbarkeit von (.1 3), aus Vx : x € R\ {0} =
0 # (.1 3)' (z) und folgt nach zweimaligem Einsatz von UKS - D - einmal auf
A =10+ oo mit B = (.13)[A4] = ]0| + oo[, dann auf A = ] — oo|0[ und
B=(.13)[A] =] —o0l0[-,

- differenzierbar auf R \ {0},

Ve:z e R\ {0} = (%) (13 ()= 3-2°=1,
Yy eRV{0} = (13 (V) ) =3 (V) ¢ ) =1

Es folgt die vermutlich aus der Schulmathematik vertraute Aussage

Vy:y e R\{0} = ¥ (y)=——3
3-(v9)
domran

dom () = R.

ran (¢/-) = R.

(un-)gerade

¢/~ ungerade.

Periodizitét

= (- ist T—periodisch).

Monotonie

¢/~ streng wachsend.

konvex /konkav
— (/- konvex).
/- konvex auf ] — oo[0].

— (/- konkav).

/- konkav auf [0] + oco[.

Extrema

—(- hat in x globales Minimum).
—(- hat in z globales Maximum).
Stetigkeit

/- stetig.

Differenzierbarkeit
/- beliiebig oft differenzierbar auf R\ {0}.

VT R\{0} =R, ¥(z)= mu
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R\ SR ) =

—(/- differenzierbar in 0).
Verhalten bei 00

lim /z =400, lim ¢'(z)=0, lim ¥ (z)=0.

T+oo T+oo T+o0

ljm Vr = —o0, ljm ¢(x) =0, lim ¥"(x)=0.

x]—00

Verhalten am Rand -

Spezielle Stellen Hier: bei 0, wegen fehlender Differenzierbarkeit.

V0 =0 = lim /.
x—0

im 3 = lim 5
z—=0 1 —0 z—0 ({S/E) z—0 ({S/E)

— oo = lim — - = lim o
_+°O_x%3.(g/§)2_x%\[<x)‘

lim(da ) (0)(z) = tim V2= V0 _ iy YTy

2
lim ¢/ (z) = lim — = —00.
x¢0\/_() 20 9.z (J7)
lim " (z) = lim — 2 5 = +00
=10 =0 Q.. (\5/5)

spezielle Eigenschaften

Vo:zeR= Vad =
Vy:yeR= (V) =y
Ve:z € R= /—x=—x.
Ve:zeR= 1)z =1/
Ve,y:z €ERAyeR= Jr-y=r-Jy.
Vo,y:z €RAyeR= /z/y =2/ ¥y

Vo,y:z ERAyERAZ) =y = 2= /.
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7 /- 3<n €N, n ungerade

/- wird fiir 3 <n € N, n ungerade, mit Hilfe von UKS - S mit f = (. t n) und
I'=Rund J = (.Tn)[R] =ran (. T n) = R gebildet. Fiir 3 <n € N, n ungerade,
ist (. 1 n) stetig und streng wachsend. Somit treffen fiir 3 < n € N, n ungerade,
die Konklusionen von UKS - S zu, wenn g = (f | I)™' = (.t n) " gesetzt wird.
g entsteht hier fir n € N und 3 < n und n ungerade aus (. T n) und R ohne
weitere freie Variablen. Damit ist ¢ fiir jedes der genannten n eine Funktion, die
mit
\7777

in Abhdngigkeit von n mit 3 < n € N, n ungerade, bezeichnet wird. /- ist die
(reelle) n-te Wurzelfunktion. Im Folgenden wird die Notation

\7/?('%) = v $7

verwendet. Aus UKS - S folgen fiir 3 < n € N, n ungerade, auf Grund bisheriger
Erkenntnisse die Aussagen

S =01tn),
/- reelle Funktion,
/- R— R bijektiv.
{/- streng wachsend,
Ve:zeR = 2=z,

Vy:yeR = (y)" =uy.
Aus UKS - D, der Differenzierbarkeit von (.1t n), aus Vo : z € R\ {0} =
0 # (.1n) (z) folgt nach zweimaligem Einsatz von UKS - D - einmal auf
A =10] + oo mit B = (.1n)[4] = ]0| + co[, dann auf A = ] — 0o|0[ und
B=(1n)[A] =] —o00l0[-

g/- differenzierbar auf R\ {0},

Ve:z e R\ {0} = 7@ -(1tn)(z)= ¢ /@) n-a =1,
vyiy eR\{0} = (1) () - W) =n- () Ty =1
Es folgt die vermutlich aus der Schulmathematik vertraute Aussage

1

Vy:yeR\ {0} = {f'(y)zw-

domran (3 <n € N, n ungerade)
dom (;/7) = R.
ran (y/-) = R.
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(un-)gerade (3 < n € N, n ungerade)
/- ungerade.

Periodizitdt (3 < n € N, n ungerade)
=( /- ist T'—periodisch).

Monotonie (3 < n € N, n ungerade)
g/~ streng wachsend.

konvex/konkav (3 < n € N, n ungerade)
—( g/~ konvex).
/- konvex auf ] — oo[0].

—( /- konkav).

¢/ konkav auf [0] 4 ool

Extrema (3 < n € N, n ungerade)
—( ¢/~ hat in z globales Minimum).
—( ¢/~ hat in z globales Maximum).

Stetigkeit (3 < n € N, n ungerade)
/- stetig.

Differenzierbarkeit (3 < n € N, n ungerade)
/- beliiebig oft differenzierbar auf R\ {0}.

v
ne ()

—14+n

nea ()

o R\{0} =R, ¢(x)=

" R\{0} =R ¢ (x) = —

—( g/~ differenzierbar in 0).
Verhalten bei 00 (3 < n € N, n ungerade)

lim {/z = +o0, lgfl ¢(x) =0, lim "(x)=0.

400 400
liirn V= —o0, ljm W (x) =0, ljm o (x) = 0.

Verhalten am Rand -
Spezielle Stellen (3 < n € N, n ungerade) Hier: bei 0, wegen fehlender Differen-

zierbarkeit.
V0 =0 = lim /z.
z—0
n _ n 1
lim(dq¢/~)(0)(x) = lim M = lim \/En = lim —————
a—0 a0 1 —0 20 (/1) w0 (/7)) +n
1
= 00 = lim ————— = lim {//().

z—=0 . ((L/E) z—0



14

-1
lim ¢/ (2) = lim — * n71+n -
z]0 z0 n2 .- (W)

—1
lim ¢/ () = lim — i n_Hn = 400
10 =0 p2.p. (\"/E)

spezielle Eigenschaften (3 <n € N, n ungerade)

Ve:xz €R = va" = x.

Vy:yeR= (/)" =v.

Ve:x €R= /-2 =—{1.

Ve zeR= {/1/z =1/
Ve,y:x eRAyeER = x-y= x- Yy.
Vo,y:z €eRAy eR= Vafy= x/ /3.

Ve,y:zx e RAye RA2Z"=y=2=y.

8 ., 2<néeN,n gerade

¢/~ wird fir 2 <n € N, n gerade, mit Hilfe von UKS - S mit f = (.1t n) und
I =[0]+occ[und J = (.1Tn)[I] = [0+ oo =1 gebildet. Fiir 2 <n € N, n
gerade ist (. 1 n) stetig und streng wachsend auf /. Somit treffen die Konklusionen
von UKS - S zu, wenn g = (f | )~ gesetzt wird. g entsteht hier fiir n € N und
2 < n und n gerada aus (. T n) und R ohne weitere freie Variablen. Damit ist g
fiir jedes der genannten n eine Funktion, die mit

\77?7

in Abhdingigkeit von n mit 2 < n € N, n gerade, bezeichnet wird. /. ist die
(reelle) n-te Wurzelfunktion. Im Folgenden wird die Notation

) = ¥,

verwendet. Aus UKS - S folgen auf Grund bisheriger Erkenntnisse die Aussagen

g =((tn) L [0 +00D)"
/- reelle Funktion,
/o [0 + oo — [0 + oo bijektiv.
/- streng wachsend,
Ve:z e [0 +oo[ = Van=u,



15

Vyry e [0[+ool = (¥y)" =v.
Aus UKS - D, der Differenzierbarkeit von (. 1 n), aus Vz : x € ]0| + oo[ = 0 #
(.1 n) (z) und aus (. T n)[]0| + oo[] = ]0| + oo folgt
¢/ differenzierbar auf ]0| + oo,
Ve:ze]0l+oo[ = @) -(1Tn) ()= (@) n-a7 """ =1,
Vyiyeloltool = (1) ()W) =n- ()T ) =1

Es folgt die vermutlich aus der Schulmathematik vertraute Aussage

Vy:yel0l+oo[ = ¢y =

domran (2 <n € N, n gerade)
dom (/) = [0] + oo[.

ran (¢/2) = [0] + oo

(un-)gerade (2 < n € N, n gerade)
—(¢/- ungerade).

—( /- gerade).

Periodizitit (2 < n € N, n gerade)
—( g/~ ist T—periodisch).

Monotonie (2 < n € N, n gerade)
g/~ streng wachsend.

konvex/konkav (2 < n € N, n gerade)
/- konkav.

Extrema (2 < n € N, n gerade)

a hat in 0 striktes globales Minimum A Y0 =0.
¢/- hat in z globales Minimum = 2 =0A {/z =0.

—( ¢/~ hat in x globales Maximum).
Stetigkeit (2 < n € N, n gerade)
/- stetig.

Differenzierbarkeit (2 < n € N, n gerade)
¢/ beliiebig oft differenzierbar auf ]J0[ + ool.

1
e ()
—14+n

w e ()

(l/f' 2 ]0]+ o[ = R, {L/”(x) =

" J0+oo[ 2 R/ (z) = —
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—( /- differenzierbar in 0).

Verhalten bei 00 (2 <n € N, n gerade)

lim {/z =+o0, lim ¢’(x)=0, lim "(z)=0.

400 x40 400

Verhalten am Rand (2 < n € N, n gerade) Hier: bei 0.

V0 = 0= lim /.

z|0
lim(dq/-)(0)(z) = lim\/_—\/_ = lim Ve = lim \/En = lim ———
zl0 0 x—0 0 X 210 (/) 20 (g/z)” "
1
—4o0o=1lim——— = 1lim #/7(z).
—1+n

lim &/ (x) = lim — - _
0 \/_ ( ) zl0 p2.p. (%)—14—71

Spezielle Stellen -

spezielle Eigenschaften (2 < n € N, n gerade)

Ve:xz e R= Van = |z|.

Vy:y e [0l +oo[ = (¢y)" =y
Yoz € [0+ oo = {/1/z =1/
Vz,y:z € [0|+oo[ Ay € [0 +oo[= ¥z -y = Vo /Y.
Va,y:z € [0+ 00l Ay € [0]+ ool = Vafy = Va/3/y.
Vo,y:z €RAy eR= Yoyl = Yzl [yl = /x| - /yl-
Va,y:x € RAy € R= lafyl = /lal/ly = V/Jzl/ /1yl

Ve,y:zx e RAyeRAz"=y=0<yAlz|= /.
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9 exp

Eine mahtematisch fundiertere Besprechung der Exponentialfunktion erfolgt im
Zusammenhang mit Grenzwerten und unendlicher Summation. Diese beiden The-
men werden nicht immer im Vorkurs besprochen. Es gilt

exp: R —= R,
genauer
exp : R — 10| + oo[ bijektiv
domran
dom (exp) = R.

ran (exp) = ]0| + oo[.
(un-)gerade

—(exp ungerade).

—(exp gerade).
Periodizitét

—(exp ist T-periodisch).
Monotonie

exp streng wachsend.

konvex /konkav
exp konvex.

Extrema
—(exp hat in x globales Minimum).
—(exp hat in x globales Maximim).

Stetigkeit
exp stetig.

Differenzierbarkeit
exp beliebig oft differenzierbar.

exp : R — R, exp'(z)=expz, also exp =exp.
exp” :R— R, exp’(zr) =expz, also exp” =exp.

Verhalten bei +o00

lim expz = +o0, lim exp’'z = +oo, lim exp”z = +oo,

zT+o0 zT+o0 400
lim expz =0, lim exp'z =0, lim exp’z=0.
rT—o00 rT—o00 rT—o00

Verhalten am Rand -
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Spezielle Stellen

exp0=1, expl=e.

spezielle Eigenschaften

Vr,y:x € RAy € R=exp(r+y) = (expz) - (expy).

1
Vo:z € R = exp(—z) = .
exp T
z" exp T
Vn:neN= lim =0A lim il = +00.
400 €XP X xt4oo M

Vn:n €N= lim 2" -expz = 0.
rl—o00
2 43 g4

x
Va::xER:expx:1+x—|—§—l—§+z+....

10 In

In wird mit Hilfe von UKS - S mit f = exp und I = R und J = exp[R] =
ran (exp) = 0| + oo[ gebildet. exp ist stetig und streng wachsend. Somit treffen
die Konklusionen von UKS - S zu, wenn g = (f | I)™" = exp~! gesetat wird.
g entsteht aus dem Parameter exp ohne weitere freie Variablen. Damit ist ¢ ein

Parameter, der mit
In,

bezeichnet wird. In ist die natiirliche Logarithmusfunktion. Aus UKS - S folgen
auf Grund bisheriger Erkenntnisse die Aussagen

In = exp ?,

In reelle Funktion,
In:]0| +oo[ - R bijektiv.
In streng wachsend,
Ve:xeR = lIn(expz) =z,
Vy:ye]0l+ oo = exp(lny)=uy.

Aus UKS - D, der Differenzierbarkeit von exp, aus Vx : v € R = 0 # expzr =
exp’ x folgt via UKS - D,
In differenzierbar,

Ve:xe€R = In'(expz) exp'z=1In'(expz)-expzr =1,

Vy:ye]0l+oo[ = exp/(lny)-In'y=exp(lny)-In'y=1.



Es folgt via
Vy:ye]0l+ o[ = exp(lny) =y,

die vermutlich aus der Schulmathematik vertraute Aussage

1
Vy:ye]0l+oo[ = ln’y:;

domran
dom (In) = ]0| + oo[.
ran (In) = R.

(un-)gerade
—(In ungerade).
—(In gerade).

Periodizitét

—(In ist T-periodisch).
Monotonie

In streng wachsend.

konvex/konkav
In konkav.

Extrema
—(In hat in x globales Minimum).
—(In hat in x globale Maximum).

Stetigkeit
In stetig.

Differenzierbarkeit
In beliebig oft differenzierbar.

1
In":J0|+o00[ >R, In'z= e

1
In":]0[|+ o0 > R, In"z= =t

Verhalten bei +00

lim Inz = 400, lim In'z =0, lim In"2=0.
zT+o00 400 T+oo

Verhalten am Rand

z]0

limlnz = —oco, limln'z = 400, limln"z = —oc.
zl0 )0

19
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Spezielle Stellen

In1=0, Ilne=1.

spezielle Eigenschaften

Ve,y:ax € ]0|+oo[ Ay € ]0|+oo[ = In(z-y) = (Inz) + (Iny).
Vo,y:az € ]0|+oo[ Ay € ]0|+oo[ = In(z/y) = (Inz) — (Iny).
Vo :x € ]0|+oo[ =In(l/z) = —Inz.

Vo,y:x € R\{0} Ay € R\ {0} = In(|z - y[) = (Infz[) + (In |y[).
Vr,y:x € R\{0} Ay € R\ {0} = In([z/y[) = (In|z|) — (Iny[).
Vo :x e R\ {0} = In(1/|z]) = —In|z|.

Vo :xze]0l+oo[ =
| ) —1+x+1 14z 3+1 . 5+
nr=2- - - I
1+2x 3 1+2x 5 1+

11 (A

Die namenlose Funktion (. A .) wird fir die Vorstellung von Potenz- und Expo-
nentialfunktionen verwendet. Es handelt sich um eine Funktion, die von zwei
Variablen abhéngt und somit keine reelle Funktion ist.

(A ={((z,y),2):x€]0|+oo[Ay e RAz=exp(y-Inxz)}.

Es gilt
(.~ )]0+ oo xR — R,

und es wird die Notation
() (@) = (2 y),
verwendet, so dass
((~):]0l+ o[ xR =R, (zxry)=-exp(y-Inz).
Ohne allzu viel Miihe kann
dom (.~ ) =10+ oo xR,

ran (. A ) =10+ oo,
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nachgewiesen werden. Auch gilt:

Ve,n:z e€]0l+o0[An€Z= (x n)=2a"

1
V:B,n::re]0|+oo[/\2§n€N:>(xA—):C/E.
n

1
Ve:xz €0+ oo = (xr—1)=—.

8

1
Ve:z € ]0|+o0[An€EZ = (zN—n)= = —.

BeweisSkizze
Zunichst gilt fiir alle z € 0| + oo,

(7 0)=exp(0-Inz) =exp0=1=2a",
so dass

0eE={w:weNAVz:z€]0|+o0[=(z w) =2}

Klarer Weise gilt F C N. Falls A € E, dann A € N, somit 1 + A € N und 1+ A
Menge und Vz : z € J0| + oo[ gilt (z A \) = 2. Fiir diese x gilt auch

(xr1+A) =exp((1+A)-Inz)=exp(lnz+ A-Inz)
= (exp(Inz)) - (exp(A-2)) =2 - (A A) =2 - 2" = 2",
Damit 1 + A € E und nun via vollstindiger Induktion £ = N, so dass
Ve,n:z € ]0l+oo[AneN= (z/n)=z"
Fiir alle z € J0| + oo[ und y € R gilt

1 1
(zr —y) = exp(—y - Inz) = oply Iz - @ g)

so dass fiir alle z € ]0| 4+ oco[ und alle n € N,

1 -n
(x _n)_(x/\n)_ﬁ_x :

Hieruas und aus dem bisher Gezeigten folgt nun mit wenig Miihe
Ve,n:x € ]0|+o00[AneZ= (z n)=2a"

C(BeweisSkizze)

1
Ve,y:x e ]0|+oo[AyeR= (EAy) :(xA—y):<IAy).
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Beweis

Fiir alle 2 € 10| 4+ oco[ und alle y € R gilt

<1 ' y) - (y o (1» = exp(y - (~Inz) = exp(~y - Inx)

1 1

Cexp(y-Inz)  (zhy)

sowie

(¢~ —y) = exp((—y) - Inx) = exp(—y - lnx) = exp<y1- nz)  ( : y)’

C(Beweis)
Vo:x e ]0[+ ool = (xr0)=1.
Beweis
Fiir alle z € 0| 4 oo gilt
(x70)=exp(0-Inz) =exp0=1.
C(Beweis)
Ve:xz €0+ oo = (x 1) =u.
Beweis
Fiir alle x € 0] 4+ oo[ gilt
(x~1)=exp(l-Inz) =exp(lnz) = z.
C(Beweis)
Vy:yeR= (1ry)=1.
Beweis
Fiir alle y € R gilt
(1ry) =exp(y-Inl) =exp(y-0) =exp0 = 1.
C(Beweis)

Vy:yeR= (e Ny) =expy.

Beweis
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Fiir alle y € R gilt
(e ry) =exp(y-Ine) =exp(y-1) =expy.
C(Beweis)
Ve,u,y:x € 0|+ oo Au€ )0+ o[ Ay eR
= z-u€]0|+oo[A(z-ury) = y) - (ury).

Beweis

Fiir alle x,u € ]0| + oo[ und alle y € R gilt klarer Weise = - u € ]0| + oo[ und
(z-uny) =exp(y-In(z-u)) = exp(y-((Inz)+(Inw))) = exp((y-Inz)+(y-Inu))
=exp(y-Inz)-exp(y - Inu) = (z 1 y) - (u"y).
C(Beweis)

Ve,u,y:x € 10|+ oo Au€]0l+ o[ Ay €R

(z 7 y)

= %E]O]+OO[A<§/\y>:<uAy>.

Bewelis

Fiir alle z,u € ]0| + co[ und alle y € R gilt klarer Weise £ € ]0| + co[ und

(S ) =exp (v (2)) = exp(y - (nw) — (nu))
=exp((y-Inz) — (y-Inu)) = exp((y - Inz) + (—y - Inu))
=exp(y-Inz) -exp(—y-Inu) = (z " y) - exp((—y) - Inx)

= (x N c(u N — = (x A . 1 — (.Z‘ A y)
= (z " y)( y)=(z"y) @)~y
[)(Beweis)

Ve,y,z:x € 0|+ o[ AyeRAzER= (zrhy) - (zh2)=(x y+2).
Beweis
Fir z € J0| 4+ oo und v,z € R gilt
(xry)-(x1rz)=exp(y-Inx) exp(z-Inz) =exp((y-Inz) + (2 -Inx))
— exp((y+2) lnw) = (£ hy +2).
[(Beweis)

(" y)
(z 1 2)

Ve,y,z:x € 0|+ o[ Ay e RAzeR = =(xrhy—=z).
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Beweis

Fiir 2 € ]0| 4+ oo[ und y, z € R gilt

(xry)  exp(y-Inz) — oxn(y - Ing) 1
(xnrz)  exp(z-lnz) p(y - In) exp(z - Inx)
=exp(y-Inz)-exp(—z-Inz) =exp(y - Inz) - exp((—2) - Inz)
= exp((y - Inz) + ((=2) - Inz)) = exp((y + (=2)) - Inz) = exp((y — 2) - Inz
=(xry—2).
O(Beweis)

Ve,y,z:x € 0|+ o[ AyeRAzeR= ((zry)hz2)=(x y-2).

Beweis

Fiir alle z € ]0| 4+ oo[ und y, z € R gilt

((wny)»2) = exp(z-In(z " y)) = exp(z - In(exp(y - Inw)))
= exp(z - (y - Inx)) = exp((2-y) - Inz) = exp((y - 2) - Inx)
=(xry-2).

C(Beweis)

12 ((MNa),aeR

(-ra)=A{(z,(z"a)):z €]0|+oo[},
so dass mit der Notation
(ha)(z) = (z"a),
die Aussage
(ra):]0|+ o[ =R, ((rNa)(z)=(z"a),

gilt. Auch gilt
Va:0#aeR = (.Aa):]0l+oo[ — ]0|+oo[ bijektiv.

Offenbar gilt
(.~ 0)=1"]0| + oo[.

domran, a € R
dom (. A ) = 0| + oo[.

0£a = ran(.ANa)=]0]+oo[.
ran (.~ 0) = {1}.



(un-)gerade, o € R
—((. N ) ungerade)
=((. A a) gerade)

Periodizitat, a € R
0#a = (. ") ist T-periodisch).
04T = (.10) ist T-periodisch.

Monotonie, a € R

0<a = (."a) streng wachsend.
0<a = (."«) wachsend.

a<0 = (.7« fallend.

a<0 = (."a«a)streng fallend.

konvex/konkav, a € R

1<a = (."«) konvex.
0<a<1l = (."a) konkav.
a<0 = (."a) konvex.

Extrema, o € R
0#a = —((."a) hat in x globales Minimum)
0#a = —((."a) hat in = globales Maximum)

Ve:xz €0+ oo = (.~0)hatin x globales Minimum A (z A 0) = 1.
—=((. 7~ 0) hat in « striktes globales Minimum)
Ve:xz €]0|+o00[ = (.70) hat in x globales Maximum A (z A 0) = 1.
=((. 7 0) hat in z striktes globales Maximum)

Stetigkeit, « € R
(. N ) stetig.

Differenzierbarkeit, o € R
(. A a) beliebig oft differenzierbar. Aus

Ve:xz e ]0|+oo[ = (. Na)(x) =exp(a-Inz),
folgt
Vo :x € ]0|+ oo

= (. ra) (r)=a -In'(z) expla-Inz) =a- % ~exp(a - Inx)

=a-exp(In(l/z)) - exp(a-Inz) = a-exp((In(l/z)) + (o - Inx))

25

=a-exp((—Inz)+ (a-Inz)) =a-exp((—14+a) -lnz)=a-(z -1+ a),

und in einem zweiten Schritt ahnlich

Ve:x €]0|+oo[= ("ha) (#)=(-14+a) -a (zr-2+a).
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Es gilt
(ra):]0|+o[ =R, (ra)(@)=a (zr—-1+a).

((Aa) :]0[+oo[ =R, (ra)'(x)=a-(-1+a) (zr—-2+a).

Spezialfalle:
(.7 0):]0| +oo[ =R, (.A0)(x)=0.

(.~0)" 70| +oo[ = R, (.~0)"(z)=0.

und
(A1) :]0|+o0o[ =R, (A1) (2)=

(~1)":]0|+o0o[ =R, (A1) (z)=

Verhalten bei 00, a € R
Via

lim Inx = 400, lim expy = +o00, lim expy =0,
z+00 yT+oo yl—oo

ergibt sich
400 , 0<a«
lim (z N a)= lim exp(a-lnx) = 1 , 0=«
xT+oo( ) zT+o00 Xp( )

0 , a<0

und dhnlich mit ein wenig mehr Aufwand,

lim (.Aa) (z)= lim a-(z /-1 =q 1 1=
leJrrréo( a) (x) Jim o (x + ) : «

0 , a<l

400 , 2<a«

1; A " — (—1 ) A9 _ 9 9 _
Jim (2 a)(z) = lim a-(-1+a)-(z + ) , o

0 , a<?2

Verhalten am Rand, a € R
Via

limlnz = .00, lim expy =400, lim expy =0,
zl0 yt+oo yl—o0

ergibt sich
0 , 0<a«

1 /\ = 1 . = 1 pu—
I;E)l(l‘ «) lxlﬁ)lexp(a In x) , 0=«

40 , a<0



und dhnlich mit ein wenig mehr Aufwand

(0, 1<«
1 1=«
lgﬁr)l(./\a)'(x)zliﬂr)loz-(ﬁA—l—l—a): +oo , O<axl1
0o 0=«
| —o0 a <0,
(0 2<a
2 2=«
+oo , 1<a<?2
lgﬁ)l(ﬁa)”(x)zlgﬂ)la-(—l—l—oz)-(xA—QjLa): 0 , 1=«

—o00 , O<axl

[ +oo ,  a<0,

Spezielle Stellen, a € R

(1rha)=1.

spezielle Eigenschaften, o € R

Ve,y:x €0l +oo[Aye]0l+x[=(z-yra)=(zra) (y"a).

Vx:x€]0|+oo[:>(a:A—oz):($Aa).

Ve, f:x€]0|+0[ABER= (zra) (zrE)=(zr a4+ [).

Ve,f:z€]0|+x[ABER= ((zra)rp)=(z ra-f).

O#Oéiv"L‘SZL‘E]Ol—FOO[@((C(Z/\é)/\a):((l‘/\oo/\l):l‘.

«

O#a:(.Aa)_lz(./\é>.

27
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13 (a".),0<a€eR

Fiir 0 <a € Rist
(an.)=A{(z,(a"z)): 2R},

so dass mit der Notation
(an.)(z)=(arx),

die Aussage
(an.):R—=1]0|+oco[, (ar.)(x)=(aNrzx),

gilt. Auch gilt
Va:0<aeRAl#a = (ar.):R—]0|+oc[ bijektiv.

Offenbar gilt
(1A =1"R,

und
Ve:x e R=(enr.)(z)=(eNx)=exp(z-Ine) =exp(z-1) =expuz,

so dass
(en.)=exp.

domran,0<a €R
dom (a~.)=R.

l#a = ran(ar.)=]0]4 o[
ran (11 .) = {1}.

(un-)gerade, 0 < a € R

—((a A .) ungerade)

l#a = ~((an.) gerade)
(1~ .) gerade.

Periodizitiat, 0 < a € R
1#a = =((an.)ist T-periodisch).

0<T = (1~7.)ist T-periodisch.

Monotonie, 0 < a € R

l<a = (an.)streng wachsend.
1<a = (a~.)wachsend.

a<l = (an.) fallend.

a<l = (aN.)streng fallend.

konvex/konkav, 0 < a € R
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(a ~.) konvex.

1#a = —((an.) konkav).
(1~ ) konkav.

Extrema, 0 < a € R

1#a = =((a”.) hat in z globales Minimum).

re€R = (1~7.) hat in x globales Minimum A (1 A z) = 1.
—((a ~.) hat in x striktes globales Minimum).

1#a = =((an.) hatin = globales Maximum).
reR = (12.) hat in x globales Maximum A (1 A x) = 1.
—((a ~.) hat in x striktes globales Maximum).

Stetigkeit, 0 < a € R
(a N .) stetig.

Differenzierbarkeit, 0 < a € R
(a ~.) beliebig oft differenzierbar. Aus

Ve:zeR= (an.)(z) =(arz)=exp(z-Ina),

folgt
Ve:x €R= (an.)(z) =Ina-exp(z-Ina) =Ina-(a’ ),

und

Ve:x €R= (an.)"(z) = (na)?-(a"x).
Es gilt

(ar) :R—=R, (ar)N(z)=Ina-(arz),

(ar)""R—=R, (ar.)"(z)=(na)?-(a"z).

Spezialfille

(1r)"R—=R, (17r.)(x)=0,
1r)""R—=R, (1~.)" =0.
und via lne =1,
(er)  R—=R, (er.) (z)=(era),

(ern) " R—=R, (er.)"(z)=(erz),
also

(en)=(er.) =(en.)".

Verhalten bei 00, 0 < a € R
Via

lim expx = +o0, lim expx =0,
400 x| —00
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und
0<lna & 1<a,
0=lna < l=a
lha<0 & 0<ax<l1
sich
400 1<a
li A = 1 .| — 1 1=
leJrrr;O(a ) leJrrr;OeXp(x na) : a
0 , O<axl

l. A ! = l 1 . AN
im0 ) (@) = Jim o a2

+00
= lim lna - .1 —
im Ina-exp(z-Ina)

1. A 2 — 1 1 2. A
dim (a.)"(z) = lim (Ina)”- (a " 2)

+00
= lim (Ina)?-exp(z -Ina) = {

Y

xT+oo 0 ’

und
0o 1<a
lim (a A z)= lim exp(z-Ilna) = 1, 1=a

x}—00 rl—00

ljm (an.) (x) = ljm Ina-(anx)

x]—00

0
= lim Ina-exp(z-Ilna) = {

liim (an.) (z)= lilm (Ina)*- (a ~ z)

x| —00 +00

0
= lim (Ina)®-exp(r -Ina) = {

Verhalten am Rand -

)

l1<a

O<a<l1

l1<a

0<a<l1

O<ax<xl1
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Spezielle Stellen, 0 < a € R

(@arn0)=1, (ar1l)=a.

spezielle Eigenschaften, 0 < a € R

Ve,y:z e RAyeR= (arz+y)=(arzx) (aNy).

Vx:meRé(a/\—x):(l/\x): !

a (arx)
Ve,y:z e RAyeR= ((arx)ry)=(arzx-y).
Ve,b:z e RAO<beR=0<a-beRA(arNz) - (brx)=(a-bNx).

14 log,, 0<aeR,1+#a

log, wird fiir 0 < a € R, 1 # a, mit Hilfe von UKS - Smit f = (¢ .)und I =R
und J = (a~.)[R] =ran (a”.) = ]0| + oco[ gebildet. Fiir 0 < a € R, 1 # a,
ist (a A .) stetig und streng monoton, und zwar streng wachsend fiir 1 < a und
streng fallend fiir 0 < a < 1. Somit treffen fiir 0 < a € R, 1 # a, die Konklusionen
von UKS - Szu, wenn g = (f | I)™" = (a~.)™" gesetzt wird. g entsteht hier fiir
ac€Rund 0 <a#1aus (a’.)und R ohne weitere freie Variablen. Damit ist g
fiir jedes der genannten a eine Funktion, die mit

log,,,

in Abhdngigkeit von a mit 0 < a € R, 1 # a, bezeichnet wird. log, ist die (reelle)
Logarithmusfunktion zur Basis a. Aus UKS - S folgen fiir 0 < a € R, 1 # a, auf
Grund bisheriger Erkenntnisse die Aussagen

log, = (an.)",

log, reelle Funktion,
log, : ]0| +0o[ = R bijektiv.

l1<a = log, streng wachsend,

0<a<l1l = log, streng fallend,

Ve:xeR = log,(arzx)=uz,

Vy:y€e]0l+oo[ = (arlog,y)=uy.

Aus UKS - D, der Differenzierbarkeit von (aA.), aus Vo : x € R = 0 #
(ar.) (r)=Ina-(arz)fir 0 <acR,1#a, folgt

log, differenzierbar,



32

Ve:x€eR = log, (arz) (ar.) (z)=log,(arz) -Ina-(arz)=1,

Vy:ye]0l+oo[ =
(an.) (log,y) - logy(y) = Ina- (a"log,y) - log,(y) = Ina-y - log,(y) = 1.
Es folgt die vermutlich aus der Schulmathematik vertraute Aussage

1 1

Vy:y€e]0l+ oo = log;(y):m-g.

Im Spezialfalle a = e ergibt sich
log, =(en.)” =exp = In,
und in der Tat

1
Vy:ye€]0|+oo[ = log;(y):m-

domran,0<a€R,1+#a

dom log, = ]0| + oo

ran log, = R.

(un-)gerade, 0 <a € R, 1 #a
—(log, ungerade).

—(log, gerade).

Periodizitit, 0 <a € R, 1 # a
—(log, ist T-periodisch).

Monotonie, 0 <a € R, 1 #a
l1<a = log, streng wachsend.
0<a<l1l = log, streng fallend.

konvex/konkav, 0 < a € R, 1 # a
l1<a = log, konkav.
0<a<l = log, konvex.

Extrema, 0 <a € R, 1 #a

—(log, hat in x globales Minimum).
—(log, hat in x globales Maximum).
Stetigkeit, 0 <a € R, 1 # a

log, stetig.

Differenzierbarkeit, 0 <a € R, 1 # a
log, beliebig oft differenzierbar.

1
log! : ]0| + o[ = R, log,(x) = g

Y

SR
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1 1
logl : J0| + oo[ = R, logl(z) = it
na x

Verhalten bei +00, 0 <a € R, 1 #a

l1<a = lim log,z = +o0,
zT+00

0<a<l = lim log,z = —o0.
400

lim log/ () =0, lim log”(z) = 0.
dim log,(2) Jim log, ()

Verhalten am Rand, 0 <a € R, 1 #a

1< = liml = — lim log’ = limlog” (z) = —
a im log, z oo, lim og,(z) = 400, ot og, () 00,
0<a<l1l = limlog,z = 400, hﬁ)l log, () = —o0, hfol log!(z) = +o0.

z|0

Spezielle Stellen, 0 <a € R, 1 #£ a

log,1=0, log,a=1.

spezielle Eigenschaften, 0 <a € R, 1 # a

Ve:xz e R=log,(a"zx) ==z,

Vy:y € ]0|+oo[ = (arlog,y) =y,
Va,y:x € ]0|+oo[ Ay € ]0| + oo = log,(z - y) = (log, z) + (log, y),

1
Vo :z € ]0| 4+ oo = log, (—) = —log, =.
T

Va,y:ax € J0[+oo[ Ay € ]0| + oo = log,(z/y) = (log, x) — (log, y),

Vr,y e € R\ {0} Ay € R\{0} = log,(|z - y|) = (log, |2[) + (log, |y]),
1
Vo :z e R\ {0} = log, (ﬂ) = —log, |z|,
T
Vo,y: 2z € R\ {0} Ay € R\ {0} = log, [z/y| = (log, |z[) — (log, [y]),
Vb,z:0<beRAxz€R=log, (b"z)=ux-log,b.
*

Intermezzo
Fiir alle y € ]0| + oo[ gilt
(anlog,y) =y.
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Setzt man = = log, y, so folgt
(arz) =y,

so dass diese Gleichung bei gegebenem y die Losung
x =log,y

hat. Ohne dieses Wissen kdme man vielleicht auf die Idee, die Gleichung

(anx)=1y,
geméf Definition als
exp(z -Ina) =y,

zu schreiben und dann mit den bekannten Eigenschaften von In und exp,
z-Ilna =In(exp(z-Ina)) = Iny,

zo folgern, woraus
_ Iny

x_
Ina’

folgt. Definiert man mit dieser Uberlegung

v={ (0 22) sve o+ oot}

so stellt man ohne grofle Miihe

_Iny
" lna’

fest. Auch gilt wegen 0 # Ina € R - danach VS0 <a € R und 1 # a -

h:]0+oc[ = R, h(y)

Wiz €R = h(aha) = In (lcrzlgx) _ ln(exll)nxa- Ina) _ ;pl.nhza e

und

Vy:ye]0|+ oo =

In

(a % h(y)) = exp(h(y) - na) = exp (—y n ) — exp(ing) = v,

Ina

so dass nun via UKS - E die Aussage
h=(anr.)" =log,

folgt und sich hieraus

Iny
Vy:y€]0|+oo[:>logay:m,
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ergibt. C(Intermezzo)

Ve,b:x € ]0|+o00[AO<beERAL#b=

Ina-log,r=Inz =1Inb-log,x,

Inb
Vx,b::B6]0|—i—oo[/\0<b€]R/\17éb:>10gax:1n—-logb$,
na

Vo,y,b:x € 0|+ oo[ Ay €]0] +o0[AO<beRAL#b=
log,z Inz log,z
log,y Iny logyy’

log,. b
V:p,b,c:xE]O|+oo[/\0<b,c€R/\1%b,c:>logax:IOgc -1
0

0gy .
C



