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In diesem Kapitel geht es in loser Abfolge um

Notationen und Definitionen der

Mengenlehre. Wichtigstes Ziel ist es, “ f Funktion” mengentheoretisch zu definie-

reln.

N und U | Wiederholdend seien hier

“x Ny bindrer Durchschnitt von z und y” A

und

rNy={w:wexAwey}

“x Uy bindre Vereinigung von x und 3’ A

rUy={w:wexrVwey}

festgestellt.

() und |

“( « Durchschnitt von 2" A| Nz ={w:Vp:pE€x = w € p}

“Jx Vereinigung von 2" A | Jr={w:TIp:pE€x Aw € p}

\ und A

“z \ y Klassen-Differenz von x und 3" A

z\y={w:werxAwéeuy}

Es gilt
(z\y)\z=2\(y

z\(y\2) = (x\y)U

z\y=y\z <=

U z2),
(xNz).

T =1y.



“xAy symmetrische Klassen-Differenz von x und y” A | zAy = (z \ y) U (y \ )

Es gilt

{z} und {z,y}

“{z} Singelton 2" A | {z} = {w:w =z}

“{x,y} ungeordnetes Paar von z und y” A | {z,y} ={w:w=2Vw=y}

Es gilt
{z,y} = {y,x},

{z,y} = {z} U{y}.

geordnetes Paar | Geordnete Paare sind spezielle Klassen.

“(z,y) geordnetes Paar von x und y”
Es gilt
(z,y) Menge <z Menge A y Menge
sowie

x Menge A y Menge A (z,y) = (u,v)
= z=uAy=v AuMenge A v Menge.

Auf Grund der allgemein giiltigen Ersetzungsregel gilt natiirlich
r=ulNy=v = (z,9)=(u,v).
Auch gilt
x Menge A y Menge A (z,y) = (y,z) = z=y
und somit

x Menge A y Menge ANz 4y = (z,y) # (y,7)



dom M

“dom M Definitions-Bereich von

Es gilt
MCN =

M’ Al domM ={w:3q: (w,q) € M}

dom M C dom N,

dom (M U N) = (dom M) U (dom N),
dom (M N N) C (dom M) N (dom N).

ran M

“ran M Bild-Bereich von M” A| ranM = {w: 3p: (p,w) € M}

Es gilt

MCN = ranM CranN,

ran (M UN) = (ran M) U (ran N),
ran (M N N) C (ran M) N (ran N).

MIA]

“M[A] Bild von A unter M” A

MA={w:3a:a€ AN (a,w) € M}

Es gilt

MIA] Cran M,
M|dom M| =ran M,
ACB = M[AC M[B],

MCN = M[ACNIA.

“(M | E) Einschrinkung von M auf E”

A

Es gilt

(M | E) ={(z,y) :x € EN(x,y) € M}




ECD = (M|E)C(M|D)
MCN = (M|E)C(N|E).
M—l
“M~! Relation invers zu M” A | M~ = {(y,z) : (z,y) € M}
Es gilt
dom (M~') = ran M,
ran (M 1) = dom M,
MCN = M'CN
(Mt C M.
M~HA]

“M~'A] Urbild von A unter M” A | M '[A]={w:Fa:a € AN (w,a) € M}

Es gilt
M~'[A] Bild von A unter M1,
M~'A] C dom M,
M~ ran M| = dom M,
ACB = MACMB],
MCN = M'ACNA.
Mo N
“M o N Komposition von M und N”
ANl MoN=A{(z,y): Jw: (z,w) € NA(w,y) € M}
Es gilt

dom (M o N) C dom N,
dom (M o N) = N~ '[dom M],
ran (M o N) C ran M,
ran (M o N) = M]ran N],
Mo(NoP)=(MoN)oP,



MCP = MoNCPoN,

NCP = MoNCMoP.

“M(p) Wert von M in p” A | M(p) = M[{p}]

Hier ist bemerkenswert, dass der Wert von M in p auf jeden Fall eine Klasse ist.

injektiv

M injektiv = <& Va,y,u: (z,y) € M A(u,y) e M = x=u

Anschaulich gesprochen: M ist genau dann injektiv, wenn bei jedem geordneten
Paar, das Element von M ist, die erste Koordinate durch die zweite Koordinate
festgelegt ist.

Relation

r Relation < VYw:weéer= Jz,y:w=(z,y)

r ist also genau dann eine Relation, wenn r nur aus geordneten Paaren besteht.
Es gilt

0 Relation,
(M | E) Relation,
M~1 Relation,

M o N Relation.

. Es gilt
s Cr A r Relation = s Relation,
r Relation = r Nz Relation A z N7 Relation A 7\ z Relation.
Es gilt
r Relation A s Relation = r U s Relation A rAs Relation.

Es gilt unter Zugrundelegung eines Einverstdndnisses iiber den Umgang mit den
beiden “...”



n € N A (ro Relation A r; Relation A 79 Relation A ... A 7, Relation)
= roUriUryU...Ur, Relation.

DxB

“D x B binares cartesisches Produkt von D x B”

AN DxB={(x,y):x € DNy € B}

Es gilt
DCFE = DxBCEXDB,
BCC = DxBCDxC,

dom (D x B) C D,
ran (D x B) C B,
(Dx B)™'=BxD,

r Relation = r C (domr) X (ranr),

rCDxB = r Relation.

Funktion

f Funktion < f Relation A Vz,y,u: (z,y) € fA(z,u) € f=y=u

Anschaulich gesprochen: f ist genau dann eine Funktion, wenn f eine Relation
ist und wenn bei jedem geordneten Paar, das Element von f ist, die zweite Ko-
ordinate durch die erste Koordinate festgelegt ist.

Es gilt
f Funktion = f={(z, f(z)): z € dom f}
f Funktion = f~' = {(f(2),x):x € dom f}
f Funktion = (f | E)={(z, f(z)):2 € ENdom f}
Es gilt

f Funktion = ranf={f(z):2 € dom f}
f Funktion = f[A]={f(a):a€ ANndom f}

f Funktion = f'[A]={z: f(z) € ANran [}



Es gilt
f Funktion A g Funktion => fo g Funktion A (fog)(z)= f(g(x)),

wobel hier die in der zweiten Konklusion auftretetende freie Variable “z” nicht
in den Pramissen vorkommt, also eine beliebige Klasse sein kann. Es gilt

g C f A f Funktion = g Funktion A Vx : 2 € domg = g(x) = f(x)
Es gilt

f Funktion = f Nz Funktion A z N f Funktion A f\ z Funktion

Es gilt
0 Funktion
Es gilt
f Funktion = Vz:z€ Endomf=(f|FE)(x)=f(x)
Es gilt
f Funktion

A g Funktion
A Yz :z € (domf)N(domg) = f(x) = g(z)

=
£ U g Funktion

AN Vz:zedomf=(fUg)(x)=f(z)

A Vaix € (dom f) N (domyg) = (fUg)(x) = f(x)

A Vi€ (dom f) N (domg) = (fUg)(x) = g(x)

A Vzx:xedomg= (fUg)(z)=g(x)



Es gilt
f Funktion
A g Funktion
A 0= (dom f) N (dom g)

f U g Funktion
AN Vzx:zedomf=(fUg)(x)=f(z)
AN Yrx:zedomg= (fUg)(x)=g(z)
Es gilt
f Funktion =  f~!injektiv
f Relation A f~! injektiv =  f Funktion

M~! Funktion = M injektiv



f:D—B
f:D—-B < fFunktion AD=domf AranfCB
Es gilt
0:0—0.
Es gilt

f:D—=B = [f={(z,f(z)):xe D}
f:D—-B = fCDxXxBAf1'CBxD
f:D—=-B = fl[AICBA[f[Dl=BA fl[Al={f(a):a€ AND}
f:D>B = (f|E):END—B
f:D—-B = [fYAICDAf'B=DAf A ={x:f(x) e AN B}
f:D—-B = Vex:zxeD= f(x)eB
Es gilt
f:D—>BAg:E—-C = fog:g'[D]— f[C]
f:D—-BAg:E—-C = fog:9'[D|—B
Es gilt
f:D—-BNg:EFE—-CArangCD = fog:E—B
f:D—->BNg:E—-CNCCD = fog:FE—1B
f:D—-BANg:F—-D = fog:E—B

f: D — B injektiv

f: D — Binjektiv <& f:D — B A f injektiv.
Es gilt
f:D — Binjektiv. = f~!:ranf — D injektiv.
f:D — Binjektiv. = f:D — ran f bijektiv.

f D — B bijektiv

f D — B bijektiv & f:D — B injektiv A B =ran f.
Es gilt
f: D — B bijektiv = f~!':B — D bijektiv
f:D — B bijektiv = flof=idp
AVz:x€D= fTH(f(z)=(fTof)(z) =2
f: D — B bijektiv = fofl=idp
AVE:te B= f(f7'(t)=(fof H(t) =t



