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1 a-x=0b
Seien a € R und b € R und
L={z:z€RAa-z=0}
L ist die Losungsmenge der Gleichung
a-zv=hb.

Die Anzahl der Elemente von IL variiert in Abhéngigkeit von a und b.

0 # a. In diesem Fall ergibt sich mit Schulmathematik die erwartete Gleichung

-2}

0 =a A 0 # b. Die Gleichung hat die Form

0-x =0,
und da fiir alle x € R die Gleichung
0-z=0,
gilt, aber 0 # b vorausgesetzt ist, kann es kein x € R mit a -z = b geben. Es folgt

L=0.

0=a A 0=0b. In diesem Fall lautet die Gleichung

0-z=0,
und diese Aussage ist fiir alle reellen x wahr. Es folgt

L=R.

Nun sollen einige Fragen zu IL rigoros beantwortet werden.

Wieviele Elemente kann IL haben? Unabhéngig von a oder b gilt

#L)=0 Vv #L)=1 Vv (L) =+oo,

so dass die Gleichung
a-x =",

entweder keine oder genau eine oder unendlich viele Losungen hat.



b
Wann ist —— eine Losung von a - © = b? Dies ist genau dann der Fall, wenn 0 # «a
a

oder 0 = a = b gilt. Im zweiten Fall ist jedes reelle x Losung von a - x = b, also
ist im Speziellen auch

Losung von a - x = b.

Wann ist a - = b eindeutig 16sbar? Dies ist genau dann der Fall, wenn #(L) = 1

b

und dies ist dquivalent zu 0 # a. In diesem Fall ist —— die eindeutige Losung von
a

a-x=b.

Wann ist a - = b nicht 16sbar? Die Gleichung a - x = b ist genau dann unltsbar,
wenn #(L) = 0 und dies ist dquivalent zu 0 = a A 0 # b.

Wann hat a - = b unendlich viele Losungen? Dies ist genau dann der Fall, wenn
#(LL) = +o0 und dies ist dquivalent zu 0 = a A 0 = b. In diesem Fall gilt L = R.

Wann ist a -« = b 16sbar? Hier ist 0 # L gemeint und im Hinblick auf bereits
Bekanntes ist dies genau dann der Fall, wenn #(L) = 1 oder #(LL) = +o0. Also
liegt Losbarkeit genau dann vor, wenn 0 # a oder 0 = a A 0 = b gilt.

Wann ist a - x = b nicht-eindeutig losbar? Die Frage zielt auf jene Félle ab, in
denen a - x = b losbar ist, aber mehr als eine - also mindestens zwei - Losungen
hat. Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn L unendlich viele Elemente hat.
Aquivalent hierzu ist 0 = a A 0 = b.

Wann ist a - x = b nicht eindeutig l6sbar? Anders als im vorherigen Fall zielt die
Frage auf =(#(LL) = 1) ab. Also ist a-o = b entweder gar nicht losbar oder a-z = b
hat mindestens zwei Losungen. Dies ist genau dann der Fall, wenn #(IL) = 0 oder
#(L) = +o00. Aquivalent hierzu ist 0 = a.

2 Intermezzo: Das Gaufische Eliminationsver-
fahren

Das Gauflsche Eliminationsverfahren besteht in sukzessiven Manipulationen von
Matrizen, um an geeigneten Stellen Nullen zu erzeugen. Dabei wird die Losungs-
menge des korrespondierenden linearen Gleichungssystems nicht verdndert. Am
Ende wird eine Matrix erhalten, deren korrespondierendes lineares Gleichungs-
system einfach zu l6sen ist.

Im Rahmen des Vorkurses wird eine obere Dreiecksform angestrebt.

Die im Vorkurs zum Einsatz kommenden Manipulationen sind:



1) Eine Zeile mit einer Zahl# 0 multiplizieren.
2) Zwei Zeilen vertauschen.
3) Zu einer Zeile das Vielfache einer anderen Zeile addieren.

Es gibt weitere Manipulationen, die hier nicht weiter besprochen werden.

Genauere Erkldarungen werden nicht gegeben, es soll learning-by-doing erfolgen.

3 3x4 System -1

Es sollen all jene (x,v,2,u) € R* ermittelt werden, fiir die

2 T + y — 2 z + 3 u = 1
3 r + 2 y - z + 2 u = 4
3 r + 3 y + 3 z — 3 U = 9

gilt. Die Menge all jener (x,y, z,u) wird mit L bezeichnet. Zur Anwendung des
Gauflschen Eliminationsverfahrens ist es erforderlich, die Subtraktionen durch
Additionen zu ersetzen und jede Variable mit einem Koeffizienten zu versehen.

2 -z 4+ 1 y + (-2) z + 3 - u =1
3 -+ 2 -y + (1) z+ 2 - u =41
3 -2z +3 -y + 3 -z + (-3 -u=25

Im néchsten Schritt wird dieses lineare Gleichungssystem als Matrix geschrieben.
In der ersten Spalte stehen die Koeffizienten von x, in der zweiten Spalte stehen
die Koeffizienten von y, in der dritten Spalte stehen die Koeffizienten von z und
in der vierten Spalte stehen die Koeffizienten von wu.

In der ersten Zeile stehen die Koeffizienten der ersten Gleichung und die erste
rechte Seite, in der zweiten Zeile stehen die Koeffizienten der zweiten Gleichung
und die zweite rechte Seite und in der dritten Zeile stehen die Koefiizienten der
dritten Gleichung udn die dritte rechte Seite.

Es ergibt sich die Matrixversion des linearen Gleichungssystems.
-2 3
2

-1
3 -3

W W N
W N =
Ot =

Auf diese Matrix wird das Gaufische Eliminationsverfahren angewendet. Ziel ist
es, obere Dreiecksgestalt zu erreichen. Diese hat im vorliegenden Fall die Form

* Xk X
* X X
* Xk X

S O ¥
S * %



wobei jeder Stern x fiir eine reelle Zahl steht.

Zur Erklarung, aber auch um eventuelle Rechenfehler aufzuspiiren werden die
Manipulationen notiert. Die Zeilen werden mit rémischen Ziffern von oben nach
unten durchnummeriert.

21 -2 31\ /-1 -1 -1 13
32 -1 2|4 = 3 2 -1 2|4 -
33 3 -3|5 3 3 3 -3|5

1 -1 -1 1 |-3 1 -1 -1 1|-3

0 -1 -4 5 |—5 |™T o —1 —4 5|5

3 3 3 -3|5 0 0 0 0|4

Bereits nach drei Schritten ist die angestrebte obere Dreiecksform erreicht. Das
korrespondierende lineare Gleichungssystem ist

(—1) r + (-1) y + (—1) z + 1 - u = =3
0 r + (-1) y + (—4) z + 5 - u = =5,
0 x + 0 y + 0 z + 0 - u = —4
oder etwas lesbarer,
-r — Yy - z + u = -3
-y — 4z + S5-u = —=5H.
0 = —4

Dieses lineare Gleichungssystem ist wegen der letzten Gleichung nicht 16sbar. Da
es die gleiche Losungsmenge wie das urspriingliche lineare Gleichungssystem hat,
gilt

L=0.

4 3x3 System -1

Es soll die Losuungsmenge L des linearen Gleichungssystem korrespondierend zur
Matrix

12 —3|4
13 1|11 |,
2 5 —413

ermittelt werden. Die angestrebte obere Dreiecksform ist

* X X
* Xk X

S O %
S *x %



12 -3 T4+(~ 1)1 12 =314 14 (—2) 1 12 -314
1 3 1 |11 - 01 4 7 - 01 4|7
2 5 —4113 2 5 —4113 01 215

. 2 =84\ (12 3[4

— 01 4 7 = 01 4|7

00 —2|-=-2 00 111

Die obere Dreiecksform ist erreicht. Das korrespondierende lineare Gleichungs-
system ist
r + 2y + 3-2 = 4
y + 4z =7
z =1
Dieses lineare Gleichungssystem kann von unten nach oben aufgelost werden. Die
dritte Gleichung lautet

N W

z=1.
Wird diese Information in die zweite Gleichung eingesetzt, folgt
y+4-1="7,

woraus sich ohne viel Miihe
y =3,

ergibt. Mit den bisherigen Ergebnissen folgt nun aus der ersten Gleichung,

r4+2-3-3-1=4,

also
r+3=4,
so dass
r=1.
Damit ist
(1,3,1),

Losung des linearen Gleichungssystems in oberer Dreiecksform. Dieses hat die
gleiche Losungsmenge wie das urspriingliche lineare Gleichungssystem. Es folgt

L={13,1)},

und das lineare Gleichungssystem ist somit eindeutig l6sbar.

Probe Zur Uberpriifung soll der Frage nachgegangen werden, ob das gefundene
Tripel (1,3,1) tatséchlich Losung des urspriinglichen, der eingangs erwidhntenn
Matrixform entsprechenden, linearen Gleichungssystems

r + 2y + (=3)-z = 4
r + 3y + z = 11
2.2z + 5y — 4.z = 13



ist. Dazu wird entsprechend LL in diesem System z durch —1, y durch 1 und z
durch 1 ersetzt. Es folgen die Aussagen

1 + 23 + (-3)-1 = 4
1 + 33+ 1 =11,
2.1 + 53 — 4.1 = 13
also
1+6—-3 = 4
1+494+1 = 11
2+15—-4 = 13
Alle Aussagen sind wahr. Die Probe ist bestanden. C(Probe)

Geometrische Interpretation: Drei Ebenen im Raum, die sich in einem Punkt
schneiden.

5 3 x4 System - 2

Die angestrebte obere Dreiecksform von

1 2 -2 3|2
2 4 -3 4|5 |,
5 10 —8 1112

ist
k% ok k| ok
0 * x x|x |,
0 0 *x =x|=x
L2 =232 I4+(~2) 1 L2 -2 3 I+ (—5)1
2 4 =3 4|5 0 0 1 -—-2|1
5 10 =8 11|12 5 10 —8 11 |12
1 2 -2 3 1|2 i 1 2 -2 3|2
00 1 =-2|1 2y 00 1 =2|11],
00 2 —4|2 00 1 —-2|1

und obwohl hier die obere Dreiecksform erreicht ist, wird noch eine Manipulation
getdtigt, um die letzte Zeile, die offensichtlich gleich der zweiten Zeile ist, in eine
Nullzeile iiberzufiihren.

1 2 -2 3 (12 =2 32
00 1 -2 EOT g 0 1 —2]1
00 1 -2|1 00 0 010



Die Matrix korrespondiert zum linearen Gleichungssystem

r 4+ 2y — 22z + 3-u = 2
z = 2-u 1
0 =20

Die dritte Zeile liefert keine Information. Die zweite Zeile enthélt zwei Unbe-
kannte, fiir die keine weiteren Informationen vorliegen. Jede der beiden Variablen
kann durch die andere dargestellt werden, so dass stets eine Variable frei gewéhlt
werden kann, um die andere fest zu legen. Hier soll u frei gewéhlt werden. Um zu
betonen, dass u jeden Wert in R annehmen kann, wird an Stelle von u eine neue
Variable t verwendet. Per definitionem gilt dann t € R,

u =1,
und aus der zweiten Gleichung folgt
z—2-u=z-—2-t=1,

so dass
z=1+2-¢.

Die bisherigen Informationen iiber z und u werden nun in der ersten Gleichung
r+2-y—2-243-u=2,
verwendet. Es folgt
r+2-y—2-14+2-t)+3-t=2,

also auch
r4+2-y=242+4-t-3-t=4+1.

Neuerlich kann eine der beiden Unbekannten x oder y frei gewihlt werden. Ent-
scheidet man sich fiir y und bezeichnet y mit einer neuen Variablen s, so folgt

Yy=5,
und somit aus der bereits umgeformten ersten Gleichung,
r+2-y=x+2-s=4+1,

also
r=4+t—2-s.

Zusammenfassend gilt fiir alle ¢, s mit t € R und s € R, dass

(r,y,z,u) =4+t —2-s,81+2-t1),



eine Losung des linearen Gleichungssystems ist. Durch Trennen der Konstanten
von den Termen, die ¢t oder s erhalten, erhélt man

(x,y,z,u) =4+t —2-5,514+2-1,1)
=(4,0,1,0)+ (t —2-s,8,2-t,t)
=(4,0,1,0) 4+ (¢,0,2- ¢, t) + (=2 s, 5,0,0)
= (4,0,1,0) +¢-(1,0,2,1) + (=2 - s, 5,0,0)
= (4,0,1,0) +¢-(1,0,2,1) +s-(=2,1,0,0).

Die Gleichung
(z,y,z,u) =(4,0,1,0) +¢-(1,0,2,1) + s - (—2,1,0,0).

ist so zu verstehen: Fiir jede Wahl von ¢ € R und s € R ergibt sich ein Quadrupel
(x,y, z,u), das Losung des linearen Gleichungssystems ist.

So liefert etwa die spezielle Wahl ¢ = und s = 0 die Losung
(4,0,1,0),
die Wahl t = 1 und s = 0 liefert die Losung
(4,0,1,0) +1-(1,0,2,1) = (4,0,1,0) + (1,0,2,1) = (5,0, 3,1),
die Wahl ¢ = 0 und s = 1 liefert die Losung
(4,0,1,0) +1-(-2,1,0,0) = (4,0,1,0) + (—2,1,0,0) = (2,1, 1,0),
die Wahl t = 1 und s = —1 liefert die Losung

(4,0,1,0) +1-(1,0,2,1) 4+ (=1) - (=2,1,0,0)
= (4,0,1,0) + (1,0,2,1) + (2,—1,0,0) = (7, —1,3,1).

Es folgt
L={(4,0,1,0)+¢-(1,0,2,1) +s-(—2,1,0,0) : t e RA s € R}.

L ist unendlich. Die Elemente von L werden durch zwei verschiedene (gebundene)
Variablen fest gelegt. Man spricht von einem zweidimensionelen Lésungsraum.

Probe Die erhaltenen Losungsmenge L besteht aus Quadrupeln der Form
(4,0,1,0) +¢-1,0,2,1) + s - (—2,1,0,0),
mit ¢t € R und s € R. In diesem Term erscheinen die drei Quadrupeln

(4,0,1,0, ((1,0,2,1), (-2,1,0,0).
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Das Quadrupel (4,0, 1,0) wird mit keiner Variablen multipliziert und heisst par-
tikuldre Losung des linearen Gleichungssystems. Die beiden anderen Quadrupel
(1,0,2,1) und (—2,1,0,0) werden mit ¢ oder s multipliziert und heissen Losungen
des homogenen linearen Gleichungssystems. Damit ist gemeint: werden die vier
Koordinaten dieser Quadrupel in die linke Seite des linearen Gleichungssystems
fiir z,y, z, u eingesetzt so ergibt sich ein Term, der= 0 ist.

Mit diesen Zusatzinformationen aus der hier nicht weiter vertieften Theorie li-
nearer Gleichungssysteme gibt es drei Proben.

Probe.1 Partikuldre Losung in lineares Gleichungssystem einsetzen.

r 4+ 2y = 22z + 3u = 2
2z + 4y — 3z + 4-u = 5
5-x + 10y — 8-z + 11-u = 12

mit (z,y, z,u) = (4,0,1,0) ergibt

4 + 2.0 — 21 + 30 = 2
24 + 4.0 — 3-1 + 4-0 5
54 + 10-0 — 81 + 11-0 = 12
also
4—-2 = 2
8—-3 = 5
20—8 = 12

und da diese Aussagen wahr sind, ist Probe.1 bestanden.

Probe.2 Erste Losung homogenes lineares Gleichungssystem in homogenes li-
neares Gleichungssystem einsetzen.

r + 2y — 2z + 3-u = 0
2.z + 4y — 3z + 4-u =0
oz + 10ry — 8-z + 11-u = 0
mit (z,y,z,u) = (1,0,2,1) ergibt
1 + 2.0 — 2-2 4 3-1 =20
21 + 4.0 - 3-2 + 4-1 0
5-1 4+ 10-0 — 82 4+ 111 = 0
also
1-443 =0
2—-6+4 =0

5—164+11 = 0

und da diese Aussagen wahr sind, ist Probe.2 bestanden.
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Probe.3 Zweite Losung homogenes lineares Gleichungssystem in homogenes li-
neares Gleichungssystem einsetzen.

xr + 2y — 22z 4+ 3-u =0
2z + 4y — 3z + 4-u 0
oz + 100y — 82z + 11-u = 0
mit (z,y, z,u) = (—2,1,0,0) ergibt
-2 4+ 21 - 20+ 3:0 =0
2-(-2) + 41 — 3-0 + 4.0 =0
5-(-2) + 10-1 — 8-0 + 11-0 = 0
also
-242 =0
—44+4 =0
—-10+10 = 0
und da diese Aussagen wahr sind, ist Probe.3 bestanden. C(Probe)

6 Intermezzo: Probe bestanden. Ergebnis den-
noch falsch.

Es gehort zu den Launen des “ex falsoo quodlibet” , dass falsche Schlussfolgerun-
gen zu richtigen Teilresultaten fithren konnen, aber das Gesamtergebnis dennoch
falsch ist. Besonders beachtenswert sind jene Félle, in denen die Probe nur die
Uberpriifung der richtigen Teilresultate erlaubt.

12 o2 32\, 1 2 -2 3|2
2 4 -3 4|5 | "5 Achtung.Falsch. |[ 0 2 -1 13
5 10 —8 1112 5 10 —8 1112
AR I N N AN A B S I AR A
o2 1 13S0 -1 L
00 2 —4|2 00 2 —42
12 —2 3|2
01 -3 5|3
00 1 —2/1
Dritte Gleichung:
z—2-u=1,

liefert mit
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und t € R,
z=1+2-1
Zweite Gleichung:
Y- 1 - 1 .y Achtung Fehler. |
2 2 ’
liefert
y—=—-(1+2-)+=-t=1,
also
31
Yy = 5 + B - T.

Erste Gleichung:
r+2-y—2-2z4+3 -u=2,

liefert
3 1
$+2'(§+§'t>—2-(1+2-t)+3't:2,
also
z=1.
Es folgt
3 1 3 1
=(l,-+=--t,1+2-t.t)=(1,=-,1,0) +¢-(0,=,2,1
(‘r7y7z7u) (72+2 7+ 7) (7277>+ (7277)7
und somit

1
]L_{(1,;,1,0)+t-(0,§,2,1):te]R}.

Probe.1 Partikuldre Losung in lineares Gleichungssystem einsetzen.

r + 2y — 2z + 3-u = 2
2z + 4y — 3-z + 4-u = 5
5z + 100y — 82 + 11.-u = 12
mit (z,y, z,u) = (1, %, 1,0) ergibt
1+ 23 — 2.1 4+ 3.0 = 2
2.1 + 4-% - 31 + 4.0 = 5
5-1 + 103 — 8-1 + 11-0 = 12
also
1+43-2 = 2
2+46-3 = 5

5+15—-8 = 12
Probe.1 bestanden.
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Probe.2 Losung homogenes lineares Gleichungssystem in homogenes lineares
Gleichungssystem einsetzen.

r + 2y - 22z + 3-u = 0
2.2 + 4y — 32 + 4-u =0
5-x + 10y — 8-z + 11-u = 0
mit (z,y,z,u) = (0,3,2,1) ergibt
0 + 2-3 — 22 + 31 =0
2.0 + 4.1 — 3.2 + 4.1 = 0
5-0 + 10-% - 82 4+ 11-1 =0
also
1-4+3 = 0
2—-6+4 =0
5—16+11 = 0
Probe.2 bestanden. C(Probe)

Obwohl beide Proben bestanden sind, ist I nicht die richtige Losungsmenge des li-
nearen Gleichungssystems - so ist jedes hier gefundene Quadrupel (z,y, z, u) zwar
Losung des linearen Gleichungssystems, doch jedes dieser Quadrupel hat in der
ersten Koordinate eine 1 stehen, wihrend im vorherigen Kapitel gezeigt wurde,
dass auch (4,0, 1,0) Losung des linearen Gleichungssystems ist. Damit kann das
hier gefundene IL nicht die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems sein.

7 3 x5 System

Gelegentlich liegt ein lineares Gleichungssystem bereits in oberer Dreiecksform
vor. Dann kann bis auf die Multiplikation mit einer Zahl# 0, um im der ersten
Spalte mit Eintragung= 0 eine 1 zu erzeugen, sofort mit der Auflésung begonnen
werden. Der Fiithrungskoeffizient 1 erspart die Division bei der Auflésung.

2 -3 6 2 —=5|3
0 1 -4 1 0|1
0o 0 0 1 —-3|2
mit bereits vorliegender, angestrebter oberer Dreiecksform

*
*

O O *
O ¥ *
EE
* K% %
EE

*

5

wird durch Multiplikation der ersten Zeile mit

NITT N

-2 3 1
1 -4 1 0
0 0 1 =3

N — ol

1
0
0
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iibergefiihrt. Da bei dieser Matrix links von der trennenden geraden Linie fiinf

Spalten vorhanden sind, hat das korrespondierende lineare Gleichungssystem
fiinf Variable. Diese konnten wie bisher mit unterschiedlichen Buchstaben - et-
wa x,y,2,u,v - bezeichnet werden. Einfacher und auch systematisch auf eine
noch (deutlich) grossere Anzahl von Variablen erweiterbar ist es, zu einer indi-
zierten Bezeichnung der Variablen iiberzugehen. So sollen hier die Variablen mit
X1, X9, T3, T4, x5 bezeichnet werden. Die Indices sind die rechts von x stehende,
tiefer gesetzten und kleiner geschriebenen Zahlen 1,2, 3,4, 5.

In indizierter Schreibweise ist das korrespondierende lineare Gleichungssystem

3 5 3

rT — 5'1’2 + 3‘1’3 + x4 — §'£C5 = 3
i) — 4'1‘3 + 24 =1

Ty — 3'1’5 = 2

Dritte Gleichung;:
I‘5Zt, $4:2+3I5:2+3t

Zweite Gleichung;:
r3=5, To=1+4-23—axy=14+4-5s—(2+3-t)=—-1-3-t+4-s.
Erste Gleichung:

3 3

IE1:§+§'1’2—3'I‘3—1’4+§'$5
3 3 5
= — 41— . (=1 =3-t+4+4-8)=3-5—(2 .t ~ .t
513 ( 3-t+4-5)—3-s—(2+3 )+2
=-2-5-t+3-s.

Also

(x1,$2,$3,x4,l'5)
=(—2-5-t+3-s5,—1—-3-t+4-5,52+3-1,1)
=(-2,—-1,0,2,0) +¢-(=5,-3,0,3,1) +s-(3,4,1,0,0),

und es gibt sich der unendliche, zweidimensionale Lésungsraum

L={(-2,-1,0,2,0)+¢t- (=5 -3,0,3,1) +5-(3,4,1,0,0): t e RAs € R}.

Probe.1 Partikuldre Losung in lineares Gleichungssystem einsetzen.

3 5 3

rT — 5'33'2 + 3'1’3 —+ Ty — §'£C5 = 3
i) — 4'1’3 + 24 =1

Ty — 3'1’5 = 2
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mit (21, x9, 3, T4, x5) = (=2, —1,0,2.0) ergibt
-2 — 3.(-1) + 3.0 + 2 - 2.0 =2
-1 — 4.0 + 2 =1
2 — 3:0 = 2
also
—2+3+2 = &
-14+2 =1
2 = 2

Probe.1 bestanden.

Probe.2 Erste Losung homogenes lineares Gleichungssystem in homogenes li-
neares Gleichungssystem einsetzen.

T — %'1’2 + 3'283 + x4 — 3'1‘5 =0
T2 — 4723 + 14 =0
x4y — 3-x5 = 0
mit (x1, z9, 3,24, T5) = (=5, —3,0,3,1) ergibt
-5 — %'(—3) + 30 + 3 — g-l =0
3 — 4.0 + 3 = 0
3 — 31 =0
also
—5+24+3-2 =0
—3+3 =0
3—3 =0

Probe.2 bestanden.

Probe.3 Zweite Losung homogenes lineares Gleichungssystem in homogenes li-
neares Gleichungssystem einsetzen.

rr — %'1:2 + 3'1’3 + T4 — g'l’5 =0
) — 4'5(73 + x4 = 0
T4 — 3'ZE5 =0
mit (21, T2, 3, T4, x5) = (3,4,1,0,0) ergibt
3 - 324 +31+0-2530=0
4 — 4-1 4+ 0 =0
0 — 3-0 =20
also
3—6+3 = 0
4—4 = 0
0 =0

Probe.3 bestanden. C(Probe)
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8 3 x 3 System - 2

1 2 -3|-1 M+ (-3)1 1 2 -3|-1
3 -1 2 7 — 0 —7 11|10
5 3 —4| 2 5 3 —4| 2

II+(—5)-1 2 =31 I+ (—1)-I1 12 =31

— 0 —7 11|10 — 0 =7 11|10

0o —7 11| 7 0 0 0 |-3

Dritte Gleichung des korrespondierenden linearen Gleichungssystems:
0-214+0-294+0-23 =—-3.
Lineares Gleichungssystem nicht losbar.
L=0.

Keine Probe durch Einsetzen mdoglich.

Geometrische Interpretation: Drei Ebenen im Raum, die sich nicht schneiden, da
zwei von den drei Ebenen parallel, doch ungleich sind.

9 3x 3 System - 3

In
21 =210
32 211
5 4 3 |4

konnte in der ersten Zeile in der ersten Spalte eine 1 durch Multiplikation mit
% hergestellt werden. Danach miisste aber mit Briichen weitergerechnet werden.
Besser ist es, von der ersten Zeile die zweite Zeile zu subtrahieren und dann die
erste Zeile mit —1 zu multiplizieren. Auf diese Weise steht in der ersten Zeile in
der ersten Spalte eine 1 und alle Eintragungen bleiben ganz.



21 =210 L(-1) -1 -1 —419 D1

3 2 2 1 3 2 2 11 —
5 4 3|4 5 4 3 |4

I1+(—3)-1 11499 I1+(=5)1 11

0 —1 —-10| 28 — 0 —1

5 4 3 4 0 —1

A S R 11
T g 1 10 [—28 | ™| o 1
0 —1 —17| 49 00

Dritte Gleichung;:
T3 = —3.

Zweite Gleichung:
T9 + 10 - T3 = —28,
also
x9+ 10 (=3) = =28,
so dass
Ty = 2.

Erste Gleichung:
SL’1+.Z'2—|—4'Q73 = —9,

also
r1+2+4-(=3)=-9,
so dass
I = 1.
Demnach
(xlax% 1'3) - (1a 2a _3)a
und

L={(1,2,-3)},
so dass lineares Gleichungssystem eindeutig losbar ist.

Probe.

—28
-3

17
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mit
(1,9, 23) = (1,2, -3),
ergibt
2-1 + 2 — 2-(=3) = 10
3-1 + 22 + 2-(=3) = 1
5-1 + 4-2 + 3-(=3) = 4
also
24246 = 10
3+4—-6 = 1
548—-9 = 4

Probe bestanden.

Geometrische Interpretation: Drei Ebenen im Raum, die sich in einem Punkt
schneiden.

10 3 x 3 System - 4

12 -3[6\ (1 2 =3]6
2 —1 4 |2 ™S o =5 10]-10
4 3 —2/14 4 3 —2| 14
11T 4)-1 2 _3 6 III 1)-11 1 2 _3 6
CYT o 5 10 —10 | ™S 0 Z5 10| —10
0 -5 10 | —10 00 01l 0
1 12 -316
—ia1
50001 —2]2
00 010
Dritte Gleichung;:
0=0.

Keine Information.

Zweite Gleichung:
T — 2 - T3 = 1,
also
T3 = t,
Erste Gleichung:
r1+2-29—3-23 =06,

also
r1+2-(2+2-t)—3-t=6,
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so dass
T, =2 —t.
Es folgt
(x1,29,23) = (2—t,14+2-t,1) =(2,1,0) +¢-(—1,2,1),
und

L={(220)+¢t-(—1,2,1):t € R}
ist ein unendlicher, eindimensionaler Losungsraum.

Probe.1 Partikulire Losung in lineares Gleichungssystem einsetzen.

r1 + 2-my — 3-x3 = 6
2'-731 - 4] + 4'1’3 = 2
4'1‘1 + 3'.1’2 — 2'1’3 = 14

mit (x1, 22, x3) = (2,2,0) ergibt

2 4+ 22 — 30 = 6
2:2 — 2 + 4-0 2
4-2 + 32 — 2.0 = 14
also
2+4 = 6
4 -2 = 2
8+6 = 14

Probe.1 bestanden.

Probe.2 Losung homogenes lineares Gleichungssystem in homogenes lineares
Gleichungssystem einsetzen.

T + 2'%2 - 3'(133 =0
2'56'1 — T + 4'1’3 =
4'1‘1 + 3'272 — 2'1‘3 =0

o

mit (21,29, x3) = (—1,2,1) ergibt

—1 + 22 - 3-1 =0
2.(-1) — 2 + 41 =0
4-(-1) + 3.2 — 2.1 = 0
also
-1+4-3 =0
—2-2+4 =0
—446-2 = 0
Probe.2 bestanden C(Probe)

Geometrische Interpretation: Drei Ebenen im Raum, die ein Ebenenbiischel bil-
den, die sich also in einer Geraden schneiden.
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11 5 x5 System

5 3 2 =2 110 1 2
1 2 2 -1 2|-1 5 3
2 1 0 1 2/0 || 2 1
1 2 -3 2 1]-9 1 2
2 -1 4 -5 3| 3 2 -1
1 2 2 -1

I1+(—5)1 0 -7 -8 3

- 2 1 0 1

1 2 -3 2

2 -1 4 -5

1 2 2 -1

I+ (—2)1 0 -7 -8 3

— 0 -3 —4 3

1 2 -3 2

2 -1 4 =5

1 2 2 -1

IVH(—1)1 0 -7 -8 3

— 0 -3 —4 3

O 0 -5 3

2 -1 4 =5

VHE)

~1 2] -1
—2 1] 0
1 2|0
2 1[-9
—5 3| 3
~1

5

0

—9

3

~1

5

2

-9

3

~1

5

2

-8

3

2 2 -1 2
-7 -8 3 -9
3 -4 3 -2
0 -5 3 -1
-5 0 -3 -1

Ab hier dndert sich die erste Spalte nicht mehr und die erste Zeile wird fiir die
folgenden Manipulationen nicht mehr eingesetzt. Man kann also Schreibarbeit
sparen und die erste Zeile und die erste Spalte streichen. Jedoch wird die Infor-
mation der ersten Zeile zum Auflésen des linearen Gleichungssystems benétigt

und sollte hier notiert werden.

Erste Gleichung:

[E1+2'$2+2'I3—ZE4+2'ZE5:—1.



Die Variablen der verbleibenden 4 x 5 Matrix sind w9, x3, 24, T5.

1 2 2 -1 2 |-1 7 _8 3 _9l| 5
0O -7 -8 3 -9 5
-3 -4 3 =2 2
0 -3 -4 3 -=-2| 2 —
0O -5 3 -—-1|-8
0O 0 -5 3 -—-1]|-=8 5 0 -3 —-1]1
O -5 0 -3 —-1| 5
7 8 -3 9 |-5 1 0 3
(—_12-1 -3 -4 3 =2 2 I%II -3 —4 3
0O -5 3 -—-1|-8 0 -5 3
-5 0 -3 —-1|5 -5 0 =3
1 0 3 5 | -1 1 0
I+3.1 0 —4 12 13 |-1 IV$5~I 0 —4
0O -5 3 —-1|-8 0 -5
-5 0 -3 —-1|5 0 0

Neuerlich konnen die
hierdurch nicht weiter

erste Zeile und
fortgeschriebene zweite Gleichung lautet

12

die erste Spalte gestrichen

1’2+3J]4+5ZE5:—1
1 0 3 5 |-1
0 —4 12 13 |-1 —4 12 13-l
~ -5 3 —-1|-8
0 =5 3 —1)-8 0 12 24| 0
0 0 12 2410
(111—1213—1 1 9 14]|7
X 3 118 |5 -3 18
0 12 24| 0 0 12 2410
e [19 4T 1
COT g 48 —69 | —27 | T o 0 27 _
0 12 24 | 0 0 12 24
L (19 TN L 19 14T 19
Toloo 1]-1 | oo 1]-1|""01
0 12 24| 0 01 20 0 0
Fiinfte Gleichung:
175——1
Vierte Gleichung:
ZL‘4+2'£L'5:O,
so dass

21

13
-1
24

-1
-8
0

werden. Die
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also

Dritte Gleichung:

so dass

also

I‘4:2.

(L’3+9'I4+14'$5:7,

r3+9-24+14-(-1) =7,

1'3:3.

Zweite Gleichung (siehe oben):

so dass

also

$2+3'I4+5'$5:—1,

To+3-245-(—1)=—1,

To = —2.

Erste Gleichung (siehe oben):

so dass
also
Es folgt
und somit
Probe.
5 - T
Zq
2. I
T
2- T1
mit

242 (=2)+2:3-242(=1) = —1,

+ o+

$1+2'$2+2'$3—l’4+2'$5:

1'1:1.

(3317 X2,T3,T4, 335) = (17 _27 37 27

L={(1,-2,3,2,-1)}.

Xy

&
+ +
++ 4+ +

(xh X2, T3, T4, 'T5) = (17 _27 37 2a

_17

-1,

x5

3'512'5

—1),
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ergibt
5-1 + 3-(-2) + 2:3 — 22 + (-1) = 0
1+ 2-(-2) + 2:3 — 2 + 2-(-1) = -1
2-1 + (-2 + 2 + 2-(-1) = 0
I + 2-(-2) - 33 + 2:2 + (-1) -9
2.1 — (-2) + 4-3 — 52 + 3-(-1) = 3
also
5—-64+6—-4—1 = 0
1-44+6-2-2 = -1
2—-2+4+2-2 = 0
1-4-9+4-1 = -9
2424+12-10-3 = 3
Probe bestanden. CI(Probe)

12 2 x2 System -1

2 311 51 10 1515 (—ﬁ.n 10 15 | 5
5 713 5 713 —10 —14 | —6
41 10 15| 5 é_; 2 3] 1
0 1/|-1 0 1|-1

Zweite Gleichung:

Erste Gleichung:

so dass
2-214+3-(-1)=1,
also
I = 2.
Es folgt
(z1,22) = (2, 1),
und somit
L={(2-1)}

Probe.
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mit
(z1,22) = (2,-1),
ergibt
2.2 + 3-(-1) = 1
5.2 + 7-(—=1) = 3
also
4-3 =1
10-7
Probe bestanden. C(Probe)

Geometrische Interpretation: Zwei Geraden in der Ebene, die sich in einem Punkt
schneiden.

13 2 x 2 System - 2

4—253_.1>12—6152;>1112—615
-6 3 |1 -6 3|1 —-12 6 | 2
41 12 -6 |15
0 0 |17
Lineares Gleichungssystem nicht losbar.
L=0.

Keine Probe durch Einsetzen mdoglich.

Geometrische Interpretation: Zwei parallele Geraden in der Ebene, die sich nicht
schneiden.
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14 4 x 4 System

-6 8 1| 14
11 —-13 —-1|-23
—4
9 -7 1 |-13

II+( 2)-1

—13

=W N =
g
|

= w o =
N
|
[\
—_

1 -6 1 -6 &8 1 14
T(3) 1 0 11 —13 —1 —23 V(G 0 11 —-13 —-1|-23
0 22 —-26 -2 0 22 —-26 —2|—46
4 9 =7 1 —13 0 33 -39 —-3|-69

1 -6 8 1 1 -6 8 1 14
L (21 0 11 —13 —1 —23 V(31 0 11 -—-13 —-1|-23

0 0 0 0 0 O 0 0 0

0 33 -39 -3 —69 0 O 0 0 0

Vierte Gleichung:
Dritte Gleichung:

Zweite Gleichung:
1]..1'2—13.7)3—1'4:—23

Eine der drei Variablen ist durch die anderen beiden Variablen festgelegt. Um
Briiche zu vermeiden bietet es sich an, x4 in Abhéngigkeit von x5 und x3 darzu-
stellen.

T9 = S,
l'gzt,
T4 =23+11-29—-13-23=23+11-5—-13-%.

Erste Gleichung:
I1—6'ZL’2+8'$3+1’4:14,

so dass
1 —6-54+8-t+23+11-s5s—13-t = 14,
also
1 =-9—5-s+5-t.
Es folgt

(r1,20,23,24) = (-9 —5-s+5-1¢,8,t,23+11-5—13-1)
(—9,0,0,23) +¢- (5,0,1,—13) + s (—5,1,0,11),
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und somit ist
L ={(-9,0,0,23)+¢-(5,0,1,—-13) +s-(=5,1,0,11) : t e RA s € R},

ein unendlicher, zweidimensionaler Lésungsraum.

Probe.1 Partikuldre Losung in lineares Gleichungssystem einsetzen.

1 — 6 To + 8- T3 + 14 = 14
2- r1 — ) + 3 T3 + T4 = 5
3'x;y + 429 — 2-23 + 14 = —4
4'1‘1 + 9’1[’2 — 7'1‘3 + x4 = —13
mit (21, x9, 3, x4) = (—9,0,0,23) ergibt
-9 - 6-0 + 80 4+ 23 = 14
2.(-=99) — 0 + 30 + 23 = 5
3:(-9) + 40 — 2:0 4+ 23 = —4
4-(=9) + 90 — 7-0 + 23 = —13
also
—-9+23 = 14
—184+23 = b
—27T4+23 = —4
—-36+23 = —13

Probe.1 bestanden.

Probe.2 Erste Losung homogenes lineares Gleichungssystem in homogenes li-
neares Gleichungssystem einsetzen.

I — 6'932 + 8'ZB3 + x4 = 0
2-33'1 — i) + 3'1‘3 + 24 0
31 + 419 — 2-713 + 24 0
4'1’1 + 9'.%'2 - 7'I3 + x4 = 0
mit (x1, 29, x3,24) = (5,0, 1, —13) ergibt
5 — 6-0 + 81 + (-13) =0
2.5 — 0 + 3-1 4+ (-13) =0
3:5 + 4.0 — 21 + (-13) = 0
4-5 4+ 90 — 7-1 + (=13) = 0
also
5+8—-13 = 0
100+43—-13 = 0
15-2-13 = 0
20—7—13 = 0
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Probe.2 bestanden.

Probe.3 Zweite Losung homogenes lineares Gleichungssystem in homogenes li-
neares Gleichungssystem einsetzen.

T — 6'[L’2 + 8'1’3 + x4 = 0
2-[E1 - T2 + 3'183 + x4 = 0
3-x1 + 429 — 2-33 + 24 0
4~CL’1 + 9'$2 — 7'%3 + x4 = 0
mit (21,29, 3, x4) = (—5,1,0,11) ergibt
-5 - 61 + 80 4+ 11 = 0
2.(=5) — 1 + 3:-0 + 11 =0
3-(=5) + 41 — 20 + 11 =0
4-(=5) + 91 — 7-0 + 11 =0
—-5—-6+4+11 = 0
-10-1411 = O
—15+4+11 = 0
—20+9+11 = 0

Probe.3 bestanden. C(Probe)



