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1 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz - MWSIR

f D — B reelle Funktion
AN aeRAbBeERAa<D
A f stetig auf [a]b]

=

b
g€ JabA ) = [ f

Unter den hier getroffenen Voraussetzungen heisst

1 b
b—a /a /
Mittelwert von f auf [a|b]. Mit dieser Sprechweise besagt der Mittelwertsatz der

Integralrechnung, dass unter den gegebenen Voraussetzungen der Mittelwert von
f auf [a]b] von f in (mindestens) einer Stelle £ € Jalb[ angenommen wird.

Beispiel (ohne Beweis) Mit f = sin und @ = 0 und b = 7 folgt aus dem MWSIR,

HfifGJO‘W[ASinf—%~/OWSiH.

v
/ sin = 2,
0

1



folgt
siné = —.
7
Diese Gleichung kann mit arcsin nach £ aufgelost werden. Es ergibt sich
¢ = arcsin(2/m).

Wegen ran arcsin = [ — 7|5 ] stellt sich die Frage, ob arcsin(2/m) € ]J0|7[. Da
0 < 2/m gilt folgt
arcsin(2/m) € ]Olg [,

und somit auch arcsin(2/m) € ]0|7[. Bemerkenswerter Weise gilt auch
7 —&=m—arcsin(2/7) € ]0|r [,

so dass wegen Vz : ¢ € R = sin(m — x) = sinz, auch
1 ™
sin(r —§) =siné = — / sin .
T Jo

Damit nimmt die Funktion sin ihren Mittelwert auf [0|7] in zwei Stellen - ndmlich
in arcsin(2/7) und in 7 —arcsin(2/7) - aus ]0|7 [ an. Eine weiterfithrende Diskus-
sion zeigt, dass es keine weiteren Stellen in ]0|7 [ gibt, in denen die Sinusfunktion
diesen Mittelwert annimmt. [J(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Mit f =,/ und a =0 und b = M mit 0 < M € R folgt
fiir den Mittelwert von f auf [0]M],

1 M 1 2
M—o'/0 \[:M'<§'x"/E

s:M):L(Mm_O,@

20 3-M
2-vM

3
Via MWSIR gilt
e JOIM[ = €= Q'Q/M,
und aus dieser Gleichung kann £ ohne Weiteres berechnet werden,
4-M
§=—5—.
[I(Beispiel)

Beispiel Mit
fiR—=R, f(r)=4-3 27



und a = =M und b = M und M € ]0| + oo[ folgt fiir den Mittelwert von f auf

;-/M (4—3-:U2) dx:L- <4-x—$3}xiM )
M—(=M) J_u 2-M a=—M
= ((4-M—-M)—(4-(-M)—(—M)*) = : (8- M —2-M?)
=4—-2.M?
der fiir M 1 400 gegen —oo strebt. Via MWSIR gilt
3 €] -MM[A4—-3-E2=4-2-M?
und die Gleichung lasst genau zwei Werte fiir £ zu, ndmlich

VAM VM
= f=-"

die beide in | — M|M [ liegen. Also wird fiir alle M € ]0| + oco[ der Mittelwert
von f auf [ — M|M] von f in genau zwei Stellen angenommen. [I(Beispiel)

§




2 (Signierte) Flichenberechung im R’

Satz - fg2
f D — B reelle Funktion A g : C' — A reelle Funktion
AN aceRAbeERAa<D
A f stetig auf [a|b] A g stetig auf [a|b]
=

b
/ f.— .g ist die von f und g auf [a|b]

eingeschlossene signierte Flache,
die positiv gewichtet wird, wo g < f gilt
und die negativ gewichtet wird, wo f < g ist,

b
A / |f. — .g| ist die von f und g auf [a|b]

eingeschlossene Fléche.

Beispiel (ohne Beweis) Es soll die Fliche eines Kreises mit Radius r, r € ]0| +
oo[, ermittelt werden. Der Mittelpunkt des Kreises ist gleich (0,0). Die obere
Berandungskurve ist

fr)y: [=rlr] =R, f(r)(z) = vr* —a?,

die untere Berandungskurve ist
gr): [—rlr] = R, g(r)(z) = —vr? —a?,
so dass sich fiir die nun mit A(r) bezeichnete Fliche via Satz - fg2 die Gleichung
A(r) :/ £ (r). = .g(r)] :/ ViT= 2 - (V=2 | da
:/ 2-\/7‘2—a72‘ dsz-/ Vr2 —x?dx

ergibt. Recherchen ergeben die Aussage ...




Fiir alle » € ]0| 4 oo[ gilt:

F(r):[—=rlr] =R, F(r)(z) = ( A2 — g2 42 arcsin(x/r)),

l\DI»—t

ist eine Stammfunktion von

fr):L=rlr] =R, f(r)(z) = Vr? =22,
auf [ —r|r].

.. die insofern bemerkenswert ist, als weder
h(r): [=rlr] =R h(r)(z) =z Vr? — a2
noch

n(r): [—rlr] =R, n(r)(z)=r?-arcsin(z/r),

differenzierbar sind - beide Funktionen sind weder in —r noch in r differenzier-
bar -, doch deren Summenfunktion h(r). + .n(r) ist trotzdem differenzierbar, im
Speziellen differenzierbar in —r und in 7.

Mit F(r) folgt weiter

7“):2-/ Vr2 —a?dx

=2 % : (x 2=z 4. arcsin(x/r)) -
= (r Vr2 —r2 4+ 7% arcsin(r/r) > ( ) - /12 — (—=1)2 + 1% - arcsin( )/r))

= (O + 72 - arcsin 1) (0 + 72 - arcsin(—1)) = r* - g —r2. <_§> — 42

[(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Es soll die Fliache einer Ellipse mit Halbachsen a,b, 0 <
a,b < 400 in erster Hauptlage ermittelt verden. Die Ellipsengleichung ist in

diesem Fall,
T 2 Y\ 2
i 7Y —1
G +G) =

woraus sich durch Umstellen nach y die Aussagen

:b.m v y:—b~\/1—<§>2,

a2 -2 v y=—=-vVa2— 22,

also auch

(=

@



ergeben. Die obere Berandungskurve ist

fla,b) : [ —ala] = R, f(a,b)(z) = 2- a? — x2,

die untere Berandungskurve ist

g(a,b): [ —ala] =R, g(a,b)(x)= —é Va2 — 22,

a

so dass sich fiir die nun mit A(a,b) bezeichnete Fléche via Satz - fg2 die Glei-
chung

a

Afa,b) = /_i]f(a,b).—..g(a, b)| :/

g-\/(ﬁ—x?— (—9-\/(12—302)‘ dx

a a
@ b @} b @
:/ 2. — Va2 — 2 dx:/ 2~—-\/a2—x2dx:2-—'/ Va2 — 22 dx
W a . a a J_,
Sio'2.é.a2.z:a.b.7r’
a 2
ergibt. [I(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Es soll die Flidche einer Hyperbel mit Parametern a, b,
0 < a,b < +oo in erster Hauptlage auf [a|X - a] mit 1 < A < 400 ermittelt
werden. Die Hyperbelgleichung ist in diesem Fall,

DROS

woraus sich durch Umstelle nach y die Aussagen

y:b-\/—1+<§)2 V. y=-b- —1+<§>2,

b b
y=—-vV—-at+z?2 V y=-—— -V—-a®+a?
a a

ergeben. Die obere Berandungskurve ist

also auch

ia, b)(z) =ba -V —a?+ 22,

fla,b): [a| + o[ = R, (

die untere Berandungskurve ist

g(a,b) : [a] + o[ = R, g(a,b)(z) = —9 -V —a? + 22,

a



so dass sich fiir die mit A(a, b)(\) bezeichnete Fliche via Satz - fg2 die Gleichung

A0 = [ 1100~ glo.0)
LN e (—ﬁm)' da

_/)\~a b
=/
Aa b Aa b
:/ 2. —-vV—a?+2? da:':/ 2. —-V—=a?+22dx
a a a
2.b Aa
=— V—a?+ 2% dx

a
a a

ergibt. Recherchen fordern die Aussage ...

Fiir alle a € ]0| + oo[ gilt:

F(a): [a|+ o[ = R,
F(a)(z) =

: (x -vV—a? + 22 — a® - Arcosh (x/a))

1
2
ist eine Stammfunktion von

fla): [al +oo[ =R, fla)(z) = V—a?+2?,

auf [a] + ool.

...zu Tage, die insofern bemerkenswert ist, als weder

h(a) : [a| + o[ = R h(a)(x) =z V—a®+ 22,
noch
n(a) : [a| + o[ = R, n(a)(x) = a®- Arcosh (z/r),

differenzierbar sind - beide Funktionen sind nicht differenzierbar in a -, doch
deren Differenzfunktion h(a). — .n(a) ist trotzdem differenzierbar, im Speziellen

differenzierbar in a.



Mit F(a) folgt weiter

2.0 [
Aa,b)(\) = — - V—a?+ 2% dx
a a
2:b 1 v
=—"3" (:L‘ -V —a?+ 22 — a* - Arcosh (w/a))
; =a
:—'()\-a~\/—a2+/\2~a2—aQ-Arcosh (A-a/a))
a

_b, (a -vV—a%2+ a? — a® - Arcosh (a/a))

a

-</\-a-a-\/—1+)\2—a2-Arcosh)\>—9-(0—a2-Arcosh1)

a

—a-b- <A~\/—1+)\2—Arcosh)\)—2~(—a2~0)
—a-b- (A-\/—1+)\2—Arcosh)\>.

[I(Beispiel)

Im Spezialfall ¢ = zo ergibt sich aus Satz - fg2 der aus der Schulmathematik
vertraute

Q|

Satz - 2
f D — B reelle Funktion
AN aeRADERANa<D
A f stetig auf [a|b]
=

b
/ f ist die von f und z-Achse auf [a|b]

eingeschlossene signierte Flache,
die positiv gewichtet wird, wo 0 < f gilt
und die negativ gewichtet wird, wo f < 0 ist,

b
A / |f| ist die von f und der z-Achse auf [a|b]

eingeschlossene Fléache.

Beispiel Mit f = sin und a = 0 und b = 2 - 7 ergibt sich aus Satz - 2 fiir die
von sin und der z-Achse auf [0|2 - 7 ] eineschlossene siginierte Fliche,

2
/ sin = 0,
0



wéahrend die via Satz - f2 ermittelte Fliche, die von sin und der z-Achse auf
[0]2 - 7] eingeschlossene Fliche gleich

2.
/ Isin| = 4,
0

ist. [(Beispiel)

3 Lange gekriimmter Linien

Satz - Igl

f D — B reelle Funktion
acRADERANa<D

f differenzierbar auf [a|b]
1 stetig auf [a|b]

U>>>

Die Léange von (f | [a|b]) ist gleich

/ab I+

Beispiel (ohne Beweis) Mit f = (. 1 2) und a,b € R mit a < b ist via
" TR->R, fl(r)=2-ux,

die Lange von (f | [a|b]) gleich

/am:/a\/mdm:/amdx
[ Gy = o () v [V () v

Recherchen ergeben
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Fiir alle » € ]0| 4 oo gilt:

F(r) : R - R, F(r)(z) = ( V12 + 22 + 7% . Arsinh (x/r))

l\')lr—t

ist eine Stammfunktion von
fr):R—=R, f(r)(z)=vr2+a?

auf R.
Mit F(1/2) folgt nun fiir die gesuchte Lénge

/W—z /,/ +a? da
o (e ) e
— s <%>2+b2+<%>2~Arsmh(2~b)

(o (3 e (2) i 20
= (b \/ﬁ+— Arsinh (2 - b) ( \/j+}l Arsinh (2 - a))>
(i) o
[I(Beispiel )

Beispiel (ohne Beweis) Es soll die Liange der Kreislinie mit Radius r, r € ]0|+ o0
bestimmt werden. Die Kreislinie soll die Berandung des Kreises mit Radius r
und Mittelpunkt (0, 0) sein. Es bietet sich an, die Lange der halben Kreislinie zu
berechnen. Die Funktion der oberen halben Kreislinie ist

f0): L= vl =R, J(r)(w) = Va7 =22

Jedoch ist diese Funktion nicht differenzierbar auf [ —r|r], so dass Satz - 1gl nicht
angewendet werden kann. Die Lange der halben Kreislinie wird durch Grenzwert-
bildung ermittelt. Fiir jedes m mit 0 < m < r ist die Funktion f(r) differenzierbar
auf [ —m|m] und f(r)" ist dort stetig,

) T=rlr[ =R, f(r)(z) = -

r=b

) - Arsinh (z/(1/2))

N —

r=a

(Arsinh (2 - b) — Arsinh (2-a))) .

T

r2 _ 2
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Die Lange von (f(r) | [ —m|m]) kann somit mit Satz - 1gl bestimmt werden:

Linge von (£(r) | [ = mim]) geich [~ \/1+ (7))
/ \/ L—m?) dq;_/ \/1 _xde—/ —x2

:/_mmdm

Erfolgreiche Recherchen ergeben

Fiir alle r € ]0| 4 oo[ gilt:
F(r):]—=rlr[ =R, F(r)(z) = arcsin(z/r)
ist eine Stammfunktion von

fr):1=rlr[ =R, f(r)(z) =

’
Nl
auf ] —r|r[.

Es folgt hieraus via [ —m|m] C ] — r|r|[,

Lénge von (f(r) | [ — m|m]) gleich

[

r=m
r=—m

T r - (arcsin(x /)| ) = r-arcsin(m/r) —r-arcsin(—m/r)

[ =

= r-arcsin(m/r) —r - (—arcsin(m/r)) = 2 - r - arcsin(m/r).
Somit gilt

Lange Halbkreislinie Radius r gleich

arcsin stetig

lim2 - r - arcsin(m/r) 2.7 -arcsin(r/r) =2-r-arcsin 1

mr
—2.r =g, T,
2
und es folgt das aus der Schulmathematik vertraute Resultat, dass die Lénge der
Kreislinie mit Radius r gleich 2 - 7 - r ist. [I(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Es soll die Linge der Ellipsenlinie einer Ellipse in erster
Hauptlage mit Halbachsen a,b, 0 < a,b < +o00, ermittelt werden. Die Funktion
der oberen halben Ellipsenlinie ist, wie bereits frither erortert,

fla,b): [ —ala] =R f(a,b)(z) = é a? — x2,

a
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und Ableitung

Flab)y ] —ala[ > R, flab)(x) = -2 —&

a a?—zx?

Wie bei der Berechnung der Lange der Halbkreislinie kann Satz - 1gl wegen
der fehlenden Differenzierbarkeit von f(a,b) in £a nicht unmittelbar eingesetzt
werden. Die Berechnung gelingt aber neuerlich mit Hilfe einer Grenzwertbildung:

Lange halbe Ellipsenlinie Halbachsen a und b gleich lirTn / 31+ (f )?
m 2 2
— lim / 1+ ()
mta J_,. a a? — x?

a b 2 1’2
:/_a\/1+ (5) ‘a2_a;2 dz,
wobei man mit dem letzten Integral den Rahmen des Vorkurses verlafit - Integrati-
on einer nicht-stetigen Funktion iiber ein Intervall - und man fiir a # b vergeblich

nach einer Darstellung des Integrals mit Hilfe der im Vorkurs vorgestellten Funk-
tionen sucht. Das in Frage stehende Integral kann mit einer Variablensubstitution

in
a b2 2
/ 1+ (=) =—— da=
—a a a? — x? dr =adt
1 b\ 2 a2 - 12 1 b 2 2
= 1 -] - ————Fadt=a- 1 | —dt
[ (@) smoaa [+ () 5

tibergefiihrt werden. [I(Beispiel)

r=a-t
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4 Volumen Rotationskorper

Satz - vrk
f D — B reelle Funktion
AN aceRAbeERAa<D
A f stetig auf [a|b]
=

Das Volumen des Rotationskorpers mit Erzeugender (f | [alb])
bei Drehung um die z-Achse ist gleich

W./abfz.

Beispiel (ohne Beweis) Ein Zylinder mit Radius 7, 0 < r < +oo und Hohe
h, 0 < h < 400, ist ein Rotationskérper mit Erzeugender (r"R | [0|h]) bei
Drehung um die z-Achse. Sein Volumen V(r, h) ist geméss Satz - vrk gleich

h h h
V(r,h):ﬂ-/ (rO"R)QZW-/ rzd:pzﬁ-rg-/ 1dx=7r-r2-(x|§zg>

0 0 0
=m-1%-(h—0)=n-7%-h.

[I(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Ein Kegel mit kreisrunder Grundfliche mit Radius r,
0 <7 < +oo und Héhe h, 0 < h < +00, ist ein Rotationskérper mit Erzeugender

(f(r,h) | [OR]),

f(r,h) :R—=R, f(r,h)(z)=

-x’

bei Drehung um die z-Achse. Sein Volumen V(r, h) ist geméss Satz - vrk gleich

V(vzh):w-/oh(%-x)? d(l?zﬂ'(%>2~/0hl‘2d$:ﬂ'-(%)2' (%x?’ .

[I(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Eine Kugelschicht einer Kugel mit Radius r, 0 < r < +o0,
mit orientierten Abstdnden a,b vom Mittelpunkt der Kugel, —r < a < b < r, ist
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ein Rotationskérper mit Erzeugender (f(r) | [al|b]),
fr):[=rlr] =R, f(r)=vVr?—a?

bei Drehung um die z-Achse. Sein Volumen V(r)(a, b) ist geméaf Satz - vrk gleich

V(r)(a,b)zw-/@b (M)Q dSL’:ﬂ"/ab(T2—ZL’2) dx

1 1 1
:7r-(Tz-x—g-x3x2a>:7r-<r2-b—§-b3—r2-a+§-a3)
2 L s 3 2 1 o 2
=x-|r -(b—a)—g-(b —a’))=m-(b—a)-(r —g-(b +b-a+a?) ).

Hieraus folgt via b = r, dass das Volumen einer Kugelkappe mit Radius r un
orientiertem Abstand a vom Mittelpunkt der Kurve gleich

v(r)(a,r) =7 (r —a)- (7’2—%~(r2+r-a+a2)),

ist und im Fall a = —r, b = r ergibt sich das Volumen einer Kugel mit Radius r,

W =

V(r)(=r,r)=m-(r—(-r))- (r2 —=-(rP+r-(-r)+ (—r)Q))

1 1
:7r-2-r-(r2—§~( 2—T’2+7’2)>:2-7T~7’~(7’2—§~7‘2)

[J(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Das Volumen eines Torus mit d&uBerem Radius R, 0 <
R < 400 und Querschnittsradius 7, 0 < r < R, ist die Differenz der Volumina
zweier Rotationskorper mit duflerer Erzeugender

f(Rr):[—rlr] = R, f(R,r)(x)=R+Vr?—a2
und innerer Erzeugender
gRr): [—rlr] = R, g(R,r)(x)=R—r?— a2

bei Drehung um die 2-Achse. Das Volumen V(R, r) des Torus ist via Satz - vrk
gleich
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V(R,r) = (7r- _:: (R, r)2> - (w - /_ig(R, 7“)2) - 7r~/_:f(R,r)2 (R
:ﬂ./Z((mm)t(R_my) da

:77-/ <R2+2'R'\/T2—ZE2+T2—$2—R2+2-R-\/T2—$2—T2+ZL‘2> dx
:7T-/ 4-R-\/r2—x2dx:4-7r-R-/ Vr2 — 22 dx
5.0. 1 2 2 2
:4'7T~R-§-7T'T =2-m-R-r-.

[(Beispiel)

5 Volumen, allgemeiner

Satz - vaz
QO CRS
A G : D — B reelle Funktion
AN VzizeR=
G(z) = Fliche von {(z,y) : (z,y) € R*A (z,y,2) € Q}

A aceRAbDbeERANa<D

>

G stetig auf [a|b]

Das Volumen von €2 zwischen z = a und z = b ist
b
/ G

Beispiel (ohne Beweis) Das Volumen der Kugelschicht einer Kugel (r) mit Ra-
dius r, 0 < r < 400, mit orientierten Abstédnden a, b vom Mittelpunkt der Kugel,
—r < a < b < r, soll berechnet werden. Der Mittelpunkt der Kugel sei (0,0, 0).
Es gilt also

Q(r) ={(z,y,2) : (z,y,2) e R*A2® +y* + 2% <r’}.
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Es soll das Volumen von Q(r) zwischen z = a und z = b berechnet werden. Sei
G(r):R— R, G(r)(z) = Fliche von {(x,y) : (v,y) € R* A (z,y,2) € Q(r)}.
Fir z € R gilt
{(z.y) : (v,y) ER*A(2,9,2) € Ar)} = {(2,y) : (x,y) € RFA2?+y? =17 =27},
so dass
{@y): (z,y) ER*A(z,y,2) € )},

fir —r < z < r ein Kreis mit Radius v/r? — 22 ist und fiir r < |z| die leere Menge
ist. Es folgt
o (r*=2%) , |z <
G(r):R—=R, G(r)(z) =

0 , <z

und somit ist das gesuchte Volumen V(r)(a,b) mit fast identischer Rechnung wie
zuletzt, doch mit anderer Interpretation, gleich

V(r)(a,b):/abG(r):/abﬂ-(r2—:v2) dxzﬂ-/ab(TQ—mQ) dx

z=b
1 1
m:a> :7r-<r2-b—§-bg—r2-a+§-a3)
1
:W-(TQ-(b—a)—g-(b3—a3)) :W-(b—a)~(7’2—§~(b2+b-a+a2)>.

[(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Das Volumen eines Torus Q(R,r) mit duBerem Radius
R, 0 < R < 400 und Querschnittsradius 7, 0 < r < R, in horizontaler Lage
symmetrisch zur (z, y)-Ebene und mit Mittelpunkt (0, 0, 0) soll berechnet werden.
Setzt man fiir z € R zunéchst

E(R,7)(2) ={(z.y) : (v,9) ER* A (z,5,2) € AR, 1)},

so stellt man fest, dass E(R,r)(z) fir —r < z < r ein Kreiring mit dusserem
Radius R 4+ V72 — 22 und innerem Radius R — v/r? — 22 ist. Fiir r < |z] ist
E(R,r)(z) die leere Menge.

Hiermit folgt fiir

G(R,7): R — R,
G(R,7)(z) = Fliche von {(z,y) : (z,y) € R* A (2,5,2) € QR,7)}

- ((R+\/W)2—(R—\/W)2> ;2 <

0 , < |z|
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Das gesuchte Volumen V(R, r) ist mit fast identischer Rechnung wie zuletzt, doch
mit anderer Interpretation, gleich

v(R,m:/_:G
:/Tw-((RJr\/W)g—(R—\/W)Q) dx

-T

:7]-'/ f(R,T)Z—g(R,T)2
r 2 2
=7T-/ (<R+v7“2—962> —(R—\/TZ—I2>>dI
:7r-/ <R2+2-R-\/T2—x2+r2—a:2—R2+2-R-\/r2—m2—r2+x2> dx

r 4
:7r-/ 4-R-\/r2—x2d:v:4-7r-R-/ Vr2 —a? dx
5.0. 1 2 2 2
:4-7T-R-§'7T-T‘ =2-m-R-r“.

[I(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Das Volumen eines Ellipsoids §2(a, b, ¢) mit Halbachsen
a,b,c, 0 < a,b,c<+oo in erster Hauptlage soll berechnet werden. Es gilt

Qa,b,c) = {(x,y,z) (1,y,2) ER3A (zf + (%)2 + (E)Q = 1},

a c

und wenn man fiir z € R,
E(CL7 ba C)(Z) = {(xvy) < RQ : (IL‘,y,Z) € Q(G,b, C)}a

setzt, so stellt man fir —c¢ < z < ¢ fest, dass es sich bei E(a, b, ¢) um eine Ellipse
in erster Hauptlage mit Gleichung

2 2 2
@'+ (-1
a b c
handelt, die durch Umstellen in
2 2

x n Yy _ 1

o= ooy

C C

iibergeht. Die z-abhéngige Fliche ist bekannter Maflen gleich
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also gleich

2N 2
a-b-m- (1— <E> )
Fiir |z| = c ist E(a,b,c)(z) ein Punkt - Fliche= 0 - und fiir ¢ < |z| ist E(a, b, ¢)

die leere Menge, ebenfalls mit Fliche= 0. Es folgt die insbesondere fiir |z| = ¢
bemerkenswert richtige Aussage

G(a,b,c): R = R,

G(a,b,c)(z) = Fldache von E(a,b,c)(z) =

Es folgt fiir das gesuchte Volumen

V(a,b,c) = /c G(a,b,c)

—C

:/Ca~b~7r-(1—(§)2) dr = Ca~b~77'c—12‘

—C

(
:a'bw'/C (* —2?) du ab-m <02-x—%-m3
)

c? e

-b- 1
:a W.(Cz.c__.c3_02.(_c

[J(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Das Volumen eines Kegels 2 mit ebener Grundfliche G,
und Hohe A soll berechnet werden. Mit Hilfe des Strahlensatzes zeigt sich, dass
G(z) fiir 0 < z < h quadratisch abnimmt, wobei bei z = 0 der grofite Wert= G,
und bei z = h der kleinste Wert= 0 angenommen wird. Fiir alle anderen 2 gilt
G(z) = 0. Es folgt

G- (1-2) 0 h
o (1-2) , 0<z<
G:R-R, G(z)= ( Q ©

0 , 2<0Vh<z
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und hieraus ist das gesuchte Volumen gleich

h
v=[ G
0
h T 2 h 1 5 1 h )
-/ Go-(1-7) do= [ Gorgg (- d:c_Go~ﬁ-/0 (h—2)° do
=G -i-/h(fﬂ—z-h-ﬁm?) dr =Gy - h2-x—h~x2+1-x3z:h
1 1 1 11
—Goo— (R h—h 4= B =R 0+h-0°—=-0%) =Go- — = B3
02 ( T3 * 3 ) 123
1
=--Gy-h
3
[I(Beispiel)

6 Bogenlinge von Kurven

Satz - blk

c: I —-R"AN1<neN
I echtes reelles Intervall
aceRAbDERANa<D

¢ differenzierbar auf [a|b]

¢ stetig auf [a|b]

U>>>>

Die Bogenldnge der Kurve (c | [a|b]) ist gleich
b
Jac

Beispiel (ohne Beweis) Die Kurve

c:R—=>R" ct)=p+(t—1t,)- v,
wobei p,o € R", 1 <n € N, und ¢, € R ist eine Gerade im R". Es gilt

¢: 1 =R é(t)=no.
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Falls a,b € R mit a < b, so ist die Bogenlénge von (¢ | [a|b]) gleich
b b
[ 1= [ ol= =) Jol

Beispiel (ohne Beweis) Eine Moglichkeit, die Kreislinie mit Radius r, 0 < r < 400
um Mittelpunkt (0,0) im R? als Bild-Bereich einer Kurve darzustellen, ist durch
ran ¢ mit

[I(Beispiel)

c:R—R?* ¢(t)=(r-cost,r-sint),
gegeben. Es gilt

¢:R—R?*  ¢&(t) = (—r-sint,r-cost),

so dass fiir a,b € R mit a < b die Bogenlénge von (c | [a|b]) gleich

/ le| = /| —r-sint,r - cost)| dt = /\/ —r-sint)? + (r - cost)? dt
/\/7"2 sin?t + 72 - cost? dt = /\/_dt /rdt:r-(b—a).

Im Spezialfall @ = 0 und b = 2 - 7 wird die Kreislinie genau einmal durchlaufen
und die Bogenlénge von (¢ | [0]2 - 7]) ist gleich dem Kreisumfang

2.1

[I(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Fiir a, 8 € R und 0 < «,5 < +oo parametrisiert die
Kurve

c:R—R?* c¢t)=(a-cost,f-sint),
die Ellipsenlinie in erster Hauptlage mit Halbachsen o und §. Es gilt

¢:R—R?* ¢(t)=(—a-sint,3-cost),

so dass die Bogenldnge von (¢ | [a|b]) mit a,b € R und a < b gleich

b b b
/|c'|:/ ](—oz-sint,ﬁ-cost)]dt:/ V(—a-sint)2 4 (3 - cost)? dt

b
:/ \/@2-81n2t+ﬁ2-cos2tdt,
a

Im Fall o # § ist eine Darstellung mit den im Vorkurs zur Verfiigung stehenden
Funktionen nicht méglich. [J(Beispiel)
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Beispiel (ohne Beweis) Fiir r € J0| + oo[ parametrisiert die Kurve
c: [0 +oo[ = R? c(t)=(r-t-cost,r-t-sint),
eine Spirale im R?. Es gilt
é: [0+ oo = R? ¢(t) = (r-(cost) —r-t-sint,r- (sint) +r-t-cost),

so dass fiir b € ]0| + oo[ die Bogenlidnge der Kurve (¢ | [0]b]) gleich

b b
/|é|=/ |(r - (cost) —r-t-sint,r-(sint) +r-t-cost)| dt
0 0
b
:/ 7+ |((cost) —t-sint, (sint) + ¢ - cost)| dt
0

b
= r-/ |((cost) —t-sint, (sint) 4+t - cost)| dt
0

= ro/b V/((cost) —t-sint)2 + ((sint) + ¢ - cost)? dt

b
:7«./ \/1—2-15-(sint)-(cost)+t2—|—2-t-(sint)-(cost)dt
0
b 1 t=b
_7“-/ \/1—|—t2dts’—o'r~(§~<t-\/1+t2+Arsinht) >
0 t=0
= 2+ (b VIF B+ Arsinh b— 0 VTF 02 — Arsinh 0)

:g.<b-m+Arsinhb>.

[I(Beispiel)
Beispiel (ohne Beweis) Falls ¢, f, g eine ONB des R? sind, wenn also
lef = [f] = lg] =1, (elf) = (Flg) = (gle) =0,
gilt, und falls 0 # A\, r,w € R, so parametrisiert die Kurve
c:R—=R3 ct)=A-t-e+r-(cos(w-t)) -f+7r-(sin(w-1))-g,
eine Schraubenlinie im R?. Es gilt

ER—=RY ¢t)=Xe—w-r-(sin(w-t) - f+w-r-(cos(w-1))-g,
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so dass fiir alle t € R,

e(t)]” = (et)|e(t))
=A\-e—w-r-(sin(w-1)) f+w-r-(cos(w-1))-g
Ae—w-r-(sin(w-t))-f+w-r-(cos(w-t))-g)
2o (ee) +w? - r?esin®(w - t) - (fIf) +w? -1 cos*(w - t) - (g]g)
—2-Nw-r- <e]f> 2-Nw-r- cos(w t)-(e|lg) —2-w? r*- (sin(w-t)) - (cos(w-1)) - (j|g)
=M 14w r?sinf(wet) -1+ w?-r?-cos?(w-t) - 1
—2- XN w-r-0—2-X-w-r-cos(w-t)-0—2-w? r* (sin(w-t)) - (cos(w-t))-0
=M+ w? - ((sin®(w - 1)) + (cos*(w - 1))
=N+’

und somit fiir alle a,b € R mit a < b die Kurve (¢ | [a|b]) die Bogenlénge
b
/ VR P dt =N TP 2 (b—a),

hat. [I(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Falls e, f, g ONB des R?, falls A € Rund 0 # 7, A, w, Q € R,
so parametrisiert die Kurve

c:R—=R3 ct)=N+A-sin(Q-t))-e+7-(cos(w-t))-f+7r-(sin(w-t))-g,

eine Sinusschwingung lédngs einer Kreislinie mit Mittelpunkt A - ¢ und Radius |r/,
die in der Ebene senkrecht zu ¢ liegt. Es gilt

6:R—=RY ¢(t)=A-Q-cos(w-t)-e—w-r-(sin(w-t))-f+w-r-(cos(w-1t))-g,
so dass fiir alle t € R nach kurzer Rechnung
6(t)] = w? - r? + A% - Q2 - cos?(w - 1),

folgt. Konsequenter Weise ist fiir a,b € R mit a < b die Bogenldnge der Kurve
(c| [alb]) gleich

b
/ Vw? r2 4+ A2 Q2. cos?(w - t) dt,

wobei fiir diesen Term nur in Spezialfédllen Darstellungen mit Hilfe der im Vorkurs
vorgestellten Funktionen moglich ist. [J(Beispiel)
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7 Mantelfliche Rotationskorper

Satz - mrk

f D — B reelle Funktion
ERAbVERAA<D

f differenzierbar auf [a|b]
1 stetig auf [a|b]

U>>>

Die Mantelfliche des Rotationskérpers mit Erzeugender
(f | [alb]) bei Drehung um die z-Achse ist gleich

2w-Lﬂﬂ-v1+uv?

Beispiel (ohne Beweis) Die Mantelfliche eine geraden Zylinders mit Radius 7,
0 <7 < 400, und Hohe h, 0 < h < +00, soll berechnet werden. Der Zylinder ist
ein Rotationskorper mit Erzeugender (f | [0|h]),

f=r"R,
bei Drehung um die z-Achse, so dass via
[ = zog,

und obiger Formel die gesuchte Mantelflache gleich

h h h
2~7r-/ fA/1+ f’2—2~7r~/ r'\/1+02dx—2-7r-/rdx—2-7r-r'h.
0 () 0 0

[I(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Die Mantelflache eines Kegels mit kreisrunder Grundfléche
mit Radius r, 0 < r < +o00, und Hohe h, 0 < h < 400, soll berechnet werden.
Der Kegel ist ein Rotationskérper mit Erzeugender

(f 1 [O[R]),

f:R—=R, f(z)=

.x’

>

JRSR[(@) =1,
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bei Drehung um die x-Achse, so dass mit obiger Formel die gesuchte Mantehl-
flache gleich

/|f| Vieup=zm [T ()
=2 % \/14— /xdx—Q - \/1+<h> % (%xQ .

r r (1 N2 r 1
=9. 1 () — . Z.p2 = 2) =2.71.-4/1 <_) ..... 2
\n) (2 =30 T Rt
2
=7n-1-h 1—|—<%> r-Vr? 4+ h2
[(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Die Oberflache einer Kugel mit Radius r, 0 < r < 400, soll
berechnet werden. Ist der Mittelpunkt der Kugel gleich (0,0, 0), so handelt es sich
bei der Kugel zwar um einen Rotationskoérper mit Erzeugender (f | [ — r|r]),

f:[—rlr] =R, f(a:):m,
ol =R flo) = ———

r2 — 2’
bei Drehung um die a-Achse, jedoch ist f nicht differenzierbar auf [ — r|r] -
f nicht differenzierbar in —r,r -, so dass obige Formel nicht unmittelbar zur
Berechnung der Oberfléche der Kugel eingesetzt werden kann.

Jedoch kann die Oberfliche der Kugel durch eine Grenzwertbildung ermittelt
werden. Dazu wird zunéchst die Mantelfliche der Kugelschicht der Kugel mit
orientierten Abstdnden a,b vom Mittelpunkt (0,0,0), —r < a < b < r, berechnet.
Danach wird a = —m,b = m mit m € ]0|r[ gesetzt und der Grenzwert m 1 0
ermittelt.

Die Mantelfliche M(r)(a, b) der angesprochenen Kugelschicht kann, da es sich um
die Mantelfldche eines Rotationskérpers mit Erzeugender (f | [a|b]) bei Drehung
um die x-Aches handelt, mit obiger Formel berechnet werden. Es folgt

M(T)(a,b)22'7T'/b~7”'\/1+(f’)2

_2w/m\/1+

()

_ .2 2
dac—27r/\/ — 2. \/ a:+x

=27 /de—Q m-r-(b—a).

—27r/\/ —z2. 1+
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Die Oberflache der Kugel ermittelt sich nun zu

M(r) = liITnM(r)(—m,m) = lil%n2 e (m—(—m)) = hITn4 ST em

=477

[(Beispiel)

Beispiel (ohne Beweis) Die Oberfliche eines Torus mit duBerem Radius R, 0 <
R < 400 und Querschnittsradius r, 0 < r < R, ist gleich der Summe der Man-
telfliche des Rotationskorpers mit Erzeugender (f | [ — r|r]),

f:[=rlr] =R, f(z)=R+Vr?—a2
ff:]=rir[=R fl(z)=— v

bei Drehung um die x-Achse und der Mantelfliche des Rotationskorpers mit
Erzeugendenr (g | [ — r|r]),

g:[—rlr] = R, gx)=R—Vr?—2a2

)

r2 — 2

x
g:1=rir[ =R, gl(l’)zm
bei Drehung um die x-Achse.

Wegen fehlender Differenzierbarkeit auf [ — r|r] wird die Mantelfliche zunéchst
fur die Rotationskorper mit Erzeugenden (f | [alb]), (g | [alb]), wobei —r <
a < b < r, bei Drehung um die z-Achse bestimmt. Diese Mantelflichen werden
mit M(R,7)(a,b) bezeichnet. Danach wird a = —m und b = m fiir m € ]0|r[
gesetzt und der Grenzwert m T r gebildet.

M(R, )(a,b) = <2-7T-/ab|f|-\/1+(f’)2)+(2-7T-/ab|g|- L+ )
~on [ (o) s () ) @
(
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M(R,r)(a,b)=...= (2-w-/b<R+m>- ~ ) dx

r?2 — 2

+<2.7r-/ab<R—\/W)- - 2) du

r?2 — g

r2 — 2

b 2
:2‘7T'/<R+‘/T2—$2—|—R—‘/T2—x2>- r

b

=2.7. r=4-m-R-r-

T ’ !
2-R-————d e
L4.7-R-r- (arCSin(x/rﬂx:b)

r=a

=4.-7-R-r-((arcsin(b/r)) — (arcsin(a/r))).

Mit diesem Zwischenresultat kann die Oberfliche des in Frage stehenden Torus
wie oben beschrieben berechnet werden.

M(R,r) = imM(R,r)(—m,m)

mtr

=lim4 -7 -7r- R ((arcsin(m/r)) — (arcsin((—m)/r)))

mir

= %{;4 -+ R-r-((arcsin(m/r)) — (arcsin(—m/r)))

= 15#4 -m+ R-r-((arcsin(m/r)) — (— arcsin(m/r)))

= liITIl4 ~m-R-r-2-arcsin(m/r) = lirTn8 -+ R-r-arcsin(m/r)

arcsin stetig

8-7T-R-r-g=4-7r2-R-r

[I(Beispiel)



