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1 sinh

= { (29D )

(exp ) — (exp(—2))
5 )

sinh: R — R, sinhz =

sinh : R — R bijektiv.

dom ran
dom sinh = R.
ran sinh = R.

(un-)gerade

sinh ungerade.

Periodizitét

—(sinh ist T-periodisch).

Monotonie

sinh streng wachsend.

Wegen sinh’ = cosh und ran cosh = [1| + oco[ ist sinh streng wachsend.

konvex /konkav
—(sinh konvex).
sinh konvex auf [0 + oo[.

—(sinh konkav).
sinh konkav auf ] — oco|0].

Wegen sinh” = sinh ist sinh genau auf jenen echten reellen Intervallen kon-
vex/konkav, auf denen sinh groflergleich0/kleinergleichO ist.

Extrema
—(sinh hat in z globales Maximum).
—(sinh hat in z globales Minimum).

Stetigkeit
sinh stetig.

Differenzierbarkeit
sinh beliebig oft differenzierbar.

sinh’ = cosh,
. 1Zi .
sinh” = sinh .

Verhalten bei o0

lim sinhz = +o00, lim sinh’z = 400, lim sinh” 2 = 400,
400 T+oo 400



lim sinhz = —oo, lim sinh’z = 400, lim sinh” 2z = —o0,
x]—00 xl—o0 xl—00

Verhalten am Rand -

Spezielle Stellen

sinh 0 = 0.

spezielle Eigenschaften

Ve,y:x € RAy € R= sinh(z +y) = (sinhx) - (coshy) + (coshz) - (sinhy),

Vr:x € R=sinh(2-z) =2 (sinhz) - (coshz),
Vo :x € R = (sinhz)+ (coshz) = expz,
Vr:xz € R = (sinhx) — (coshz) = —exp(—zx),
Vz : 2 € R = cosh®z — sinh®z = 1,

Va : x € R = cosh® z + sinh® z = cosh(2 - ).

Vo :x € R = sinhz = sgn () - Vcosh® v — 1,

3 45 o7
Vo :UER:>smh.7c—a:+§+a+F+

tanh x

V1 + tanh? x'

Vz:xz € R = sinhz =

2 cosh
cosh = {(x, (exp) + exp ) ) x € ]R} .
cosh: R — R, coshx = (exp z) +26Xp )
dom ran
dom cosh = R.

ran cosh = [1] 4 oo[.

(un-)gerade
cosh gerade.

Periodizitét
—(cosh ist T-periodisch).
Monotonie

—(cosh wachsend).
cosh streng wachsend auf [0 + oo[.



—(cosh fallend).
cosh streng fallend auf | — co|0].

Wegen cosh’ = sinh ist cosh genau auf jenen echten reellen Intervallen streng
wachsend /streng fallend, auf denen sinh grofiergleich0/kleinergleich0 ist.

konvex /konkav
cosh konvex.

Es gilt cosh” = cosh und ran cosh = [1| + oo[ ist cosh.
Extrema

—(cosh hat in = globales Maximum).

cosh hat in 0 striktes globales Minimum A cosh(0 = 1.

cosh hat in x globales Minimum = 2 =0 A coshz =1.

Stetigkeit
cosh stetig.

Differenzierbarkeit
cosh beliebig oft differenzierbar.

cosh’ = sinh,
1
cosh” = cosh.

Verhalten bei +00

lim coshx = 400, lim cosh’z = 400, lim cosh”z = +oo0,

zT+o0 zT+o0 400
lim coshx = +00, lim cosh’z = —o0o0, lim cosh” 2z = +oo,
x]—00 x]—00 x)—00

Verhalten am Rand -

Spezielle Stellen

cosh 0 = 1.

spezielle Eigenschaften

Ve,y: oz € RAy € R = cosh(z + y) = (coshx) - (coshy) + (sinhz) - (sinhy),

Vx : 2 € R = cosh(2 - x) = cosh® z + sinh® z,
Vo :z € R= (coshz)+ (sinhz) = expz,
Vo :xz € R= (coshz) — (sinhx) = exp(—2x),
Vz :z € R = cosh?z — sinh®z = 1,

Va : x € R = cosh® z 4 sinh® z = cosh(2 - ).



Vo 2z € R= coshz = V1 +sinh®z,

2 4 6
Vo xeR:>coshw—1+§+I+§+

| coth x|

Veoth? z — 1‘

Vr:0#x €R = coshx =

3 tanh
tanh = sinh./. cosh,
tanh : R — R bijektiv.
dom ran
dom tanh = R.

ran tanh = | — 1|1[.

(un-)gerade
tanh ungerade.

In der Tat gilt fiir alle z € R, da sinh ungerade und cosh gerade,

. sinh(—z)  —sinhx
tanh(—x) = (sinh./. cosh)(—z) = cosh(—z) " cosha
sinh

= oz —(sinh./. cosh)(x) = — tanh .

Periodizidt
—(tanh ist T'—periodisch).

Monotonie
tanh streng wachsend.

Wegen tanh’ =

CoihQ ist tanh streng wachsend.

konvex/konkav
—(tanh konvex).
tanh konvex auf ] — co|0].

—(tanh konkav).
tanh konkav auf [0] 4+ oco[.

Wegen tanh” = —% S‘Eh ist tanh auf jedem echten reellen Intervall, das Teilmenge
von | — o00|0]/[0] s oo[ ist, konvex/konkav.

Extrema
—(tanh hat in = globales Maximum).
—(tanh hat in z globales Minimum).



Stetigkeit
tanh stetig.

Differenzierbarkeit
tanh beliebig oft differenzierbar.

tanh’ : R — R, tanh'z = =1 —tanh®z,

cosh? x

2 - sinh
tanh” R - R tanh’z = —= 0% — 9. tanhz - (1 — tanh®2).

cosh?® r

Verhalten bei +o00

lim tanhz =1, lim tanh’z =0, lim tanh” 2 =0,

T+o00 zT+o00 zT+o00
lim tanhxz = —1, lim tanh’z =0, lim tanh”z =0,
Tl—o00 AR rl—o0

Verhalten am Rand -

Spezielle Stellen

tanh 0 = 0.

spezielle Eigenschaften

tanh x) + (tanhy
voy:e €RAY €R = tanh(z +y) = 1(+ (tan})lﬂ('(tanh?y).

2 - tanh
Vx:xeR:Vcanh(Q-x):Lf,
1+ tanh” x
1
Vo : 0 R = (tanhz) - (cothz) =1 Atanhz =
x:0#4z€ (tanh x) - (coth x) anh x T

(tanh0) - (coth0) = 0.

inh
V:v:xERﬁtanhx:&.
V1 + sinh?z
4 coth
coth = cosh ./. sinh,
coth: R — R,
coth: R — {0} U(R\ [ —1|1]) bijektiv.

dom ran
dom coth = R.

ran coth={0} U(R\ [—1]1]) =] —oo| = 1[U{0} U 1| + oo[.



(un-)gerade
coth ungerade.

In der Tat gilt fiir alle z € R, da sinh ungerade und cosh gerade,

, cosh(—x) cosh x
coth(—x) = (cosh./.sinh)(—x) = sinh(—z) -
cosh .
i —— —(cosh./.sinh)(z) = — cothz.

Periodizitét

—(coth ist T'—periodisch).
Monotonie

—(coth wachsend).

—(coth fallend).
coth streng fallend auf | — co|0[.
coth streng fallend auf ]0| + oo[.

Wegen coth’ z = — hQ fiir alle x mit 0 # x € R ist coth auf jedem echten reellen
Intervall, das 0 mcht enthiélt, streng fallend. Dennoch ist coth nicht fallend.

konvex/kondav
—(coth konvex).
coth konvex auf ]0| + oo[.

—(coth konkav).
coth konkav auf ] — co|0][.

Wege coth” v = £ COhShaf fiir alle x mit 0 # = € R, ist coth auf jedem echten, reellen
Intervall, das Tellmenge von | —ool0[/]0] + oo[ ist, konkav /konvex.

Extrema
—(coth hat in = globales Maximum).
—(coth hat in = globales Minimum).

Stetigkeit
—(coth stetig).

coth stetig auf R\ {0}.

coth unstetig in 0.

Differenzierbarkeit
—(coth differenzierbar).

coth beliebig oft differenzierbar auf R\ {0}.

1

— =1—coth’x
sinh” x

coth’ : R\ {0} - R, coth'z = —




coth” : R\ {0} - R, coth”"z = _2coshe —2-cothz - (1 — coth®z).

sinh® z

Verhalten bei +o00

lim cothz =1, lim coth'z =0, lim coth”z =0,
400 xT4o00 xT4o00

lim cothz =1, lim coth'z =0, lim coth”z = 0.
z—00 T)—00 zl—00

Verhalten am Rand -

Spezielle Stellen

coth0 = 0.

) . cothx —cothO . cothz
limcothz = 400, lim = lim = +00,
z0 x0 z—0 z0

lim coth’z = —o0, limcoth” z = +o00,

z|0 z]0
_ . cothz — coth0 . cothz
limcothx = —o0, lim = lim = 400,
10 10 x—0 10 x

lim coth’z = —o0, limcoth” z = —o0.

10 10

spezielle Eigenschaften

Vz : 0 R = (cothz) - (tanhx) =1 Acothx =
r:0#xe€ (cothz) - (tanh z) coths = ——,

(coth0) - (sinh0) = 0.

sgn (x) - coshz

2V cosh?z — 1

Vr:0#x €R = cothx =

5 Arsinh

Arsinh wird mit Hilfe von UKS - S mit f = sinh und / = R und J = sinh[/] = R
gebildet. sinh ist stetig, sinh ist streng wachsend. Somit treffen die Konklusionen
von UKS - S zu, wenn g = (f | I)”" gesetzt wird. g entsteht aus dem Parameter
sinh ohne weitere freie Variablen. Damit ist g ein Parameter, der mit

Arsinh,

bezeichnet wird. Arsinh ist die (reelle) AreaSinushyperbolicusfunktion. Aus UKS
- S folgen auf Grund bisheriger Erkenntnisse die Aussagen

Arsinh = sinh™".



Arsinh reelle Funktion,
Arsinh : R — R bijektiv.
Arsinh streng wachsend,
Ve:xe€eR = Arsinh(sinhz) =z,
Vy:ye€R = sinh(Arsinhy) =y.

Aus UKS - D, der Differenzierbarkeit von sinh, aus Vx : x € R = 0 # coshz =
sinh’ z folgt
Arsinh differenzierbar,

Vz:z € R = Arsinh'(sinhz) - sinh’z = Arsinh/(sinh z) - coshz = 1,
Vy:y€R = sinh’(Arsinh y) - Arsinh’y = cosh(Arsinh y) - Arsinh’y = 1.

In dieser letzten Aussage gilt Arsinh y € R. Hieraus und aus der bereits friiher
fest gestellten Aussage

Vz:z € R = coshz = V1 +sinh?z,

folgt

cosh(Arsinh y) = \/ 1 + sinh?(Arsinh ),
woraus via y € R, wonach
sinh(Arsinh y) = v,

gilt, sich die Aussage
cosh(Arsinh y) = /1 + 92,

ergibt. Hieraus und aus obigem Resultat folgt nun
Vy : y € R = cosh(Arsinh y) - Arsinh'y = /1 + 32 - Arsinh’y = 1,

woraus wegen 0 # /1 + y? die Aussage

1

Vy:y€R = Arsinh'y = ——.
1492

folgt.
*

Bei der Bestimmung der Umkehrfunktion von sinh geht es darum, bei gegebenem
y mit y € ran sinh = R jenes x mit € dom sinh = R zu bestimmen, so dass

sinhz =y.
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Diese Gleichung kann mit Hilfe der Definition von sinh auch als

(expx) — (exp(=2)) _

2 )

und somit als
(expa) — 2y — (exp(—)) = 0,

geschrieben werden. Aus dem angenommenen x € R folgt
u=-expx € |0+ oo,

und
1

- = =exp(—),
U  expr p(=2)

so dass sich .
u—2-y——=0,
U

ergibt. Hieraus folgt via 0 < u, also 0 # u,
w—2-y-u—1=0,

und dies ist bei gegebenem y € R eine quadratische Gleichung in u. Mit Hilfe von
Schulmaathematik folgt

u=y++/1+y? oder u=y—+/1+1y?

Aus y € R folgt offenbar y — /1 + y? < 0, da der Wurzelterm groer als |y| ist.
Das hier gesuchte u ist aber positiv, so dass sich die Schlussfolgerung

u=y++1+9y?%

ergibt. Via u = exp x ergibt sich hieraus

expr =y ++/1+y?%
r=In(y+ 1+ y2),

so dass

folgt. Definiert man nun

h:R—=R, h(y)=In(y+ 1+ y?),

so deutet die Argumentation darauf hin, dass diese Funktion h die Umkehrfunk-
tion von sinh ist. In der Tat gilt fiir alle x mit z € R,

h(sinhz) = In((sinhz) + /1 + (sinh )2) = In((sinh #) + V1 + sinh® )
= In((sinh x) 4 (coshz)) = In(expz) = =,
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und fiir alle y mit y € R gilt

(exp(h(y))) — (exp(=h(y)))

sinh(h(y)) = 5
_ (exp(n(y + 1 +¢?))) = (exp(=In(y + v1+4?)))
2
_(y+ 1+y2)_y+ 11+y2_(y+\/?yz)2_1
R 2 RERUERVIERT
P42y VIRl 2242y /T4 y?
- 2 (y+V1+9?) 2 V1)

_ 2y (Yt V1it+y?) _y
2-(y++1+4?)

Mit Hilfe von UKS - E folgt nun
h = sinh™ = Arsinh,

so dass
Ve:xeR = Arsinhz=In(z+ v1+ 22).

dom ran
dom Arsinh = R.
ran Arsinh = R.

(un-)gerade

Arsinh ungerade.
Periodizitét

—(Arsinh ist T-periodisch).
Monotonie

Arsinh streng wachsend.

. . . /o 1
In der Tat gilt fiir alle z € R, Arsinh’x = wirt

konvex/konkav
—(Arsinh konvex).
Arsinh konvex auf | — oo|0[.

—(Arsinh konkav).
Arsinh konkav auf ]0| + oo[.

. . . . . "o y . . .
Da fiir alle y mit y € R die Gleichung Arsinh”y = RESEwy e gilt, ist Arsinh
auf jedem echten reellen Intervall konvex/konkav,
das Teilmenge von ] — oo|0[/]0] + oo ist.
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Extrema
—(Arsinh hat in x globales Meximum).
—(Arsinh hat in = globales Minimum).

Stetigkeit
Arsinh stetig.

Differenzierbarkeit
Arsinh beliebig oft differenzierbar.

1
V1+ a2

i

A+ Vita:

Arsinh’ : R — R, Arsinh'z =

Arsinh” : R — R, Arsinh"z = —

Verhalten bei +00

lim Arsinh 2 = +o00, lim Arsinh’z =0, lim Arsinh”z =0,

T+oo 400 400
lim Arsinh 2 = —oo, lim Arsinh’z =0, lim Arsinh”z = 0.
r)—00 xl—o0 x]—00

Verhalten am Rand -

Spezielle Stellen

Arsinh 0 = 0.

spezielle Eigenschaften

Vr:x € R = Arsinhz =In(z + V1 + 22),

Vz:x € R = cosh(Arsinh z) = V1 + 22,

Ve:ze]-11[=

1 /-1 1 /=1 1 /-1
Arsinhx::c+§-(12)~:c3+g-<22>'x5+?~(32)~377+...

Ve:ze]-11[=
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6 Arcosh

Arcosh wird mit Hilfe von UKS - S mit f = cosh und I = [0] 4+ oo[ und
J = cosh[I] = [1]| 4+ oo[ gebildet. cosh ist stetig, cosh ist streng wachsend auf
[0] + co[. Somit treffen die Konklusionen von UKS - S zu, wenn g = (f | I)~"
gesetzt wird. g entsteht aus den Parametern cosh und [0]4 oco[ ohne weitere freie
Variablen. Damit ist g ein Parameter, der mit

Arcosh,

bezeichnet wird. Arcosh ist die (reelle) AreaCosinushyperbolicusfunktion. Aus
UKS - S folgen auf Grund bisheriger Erkenntnisse die Aussagen

Arcosh = (cosh | [0] + oo[)~".

Arcosh reelle Funktion,
Arcosh : [1| + oco[ — [0] + co[ Dbijektiv.
Arcosh streng wachsend,
Ve:xz € [0|+00] = Arcosh(coshz) =z,
Vy:y e [1|+ o] = cosh(Arcosh y) =y.

Aus UKS - D, der Differenzierbarkeit von sinh, aus Vz : = € J0| + oco[ = 0 #
sinhz = cosh’ z und cosh[]0] 4+ oo[] = ]1| 4 oo[ folgt

Arcosh differenzierbar auf 1| + oo,
Vr:x €]0|+o0o[ = Arcosh’(coshz)-sinh’z = Arcosh’(coshz) - coshz =1,
Vy:y €]l +o0o[ = cosh’(Arcosh y) - Arcosh'y
= sinh(Arcosh y) - Arcosh’y = 1.
In dieser letzten Aussage gilt Arcosh y € 10| + oo[. Bekannter MaBen gilt
Vr:xz € R = sinhx = sgn(z) - \/m,
so dass im Speziellen

Vz:0 <z €R=sinhz =Vcosh?’z —1,

und hieraus

sinh(Arcosh y) = \/coshz(Arcosh y)—1=+/y?—1,
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folgt, da y € J1|+ oo, also auch y € [1]|+ oo[. Hieraus und aus obigem Resultat
folgt nun

Vy :y € J1| 4+ oo[ = sinh(Arcosh y) - Arcosh’y = \/y2 — 1 - Arcosh’y = 1,
woraus sich wegen y € ]1| 4+ oo[, so dass 0 # /y? — 1, die Aussage
1

Nt

Vy:ye€]l|+o0o[ = Arcosh’y=

ergibt.
*
Bei der Bestimmung der Umkehrfunktion von (cosh | [0] + oo[) geht es darum,
bei gegebenem y mit y € cosh[[0] + co[] = [1] + oo[ jenes  mit x € [0] 4+ oo
zu bestimmen, so dass
coshx = y.

Diese Gleichung kann mit Hilfe der Definition von cosh auch als

(expz) + (exp(—z))
2

=Y,
und somit als
(expa) — 2y + (exp(—)) =0,

geschrieben werden. Aus dem angenommenen z € [0] + oo[ folgt
u=-expx € [1|+ oo[,

und
1

- = = exp(—),
U  expr p(=2)

so dass sich 1
u—2-y+— =0,
U

ergibt. Hieraus folgt via 1 < u, also 0 # u,
w—2-y-u+1=0,

und dies ist bei gegebenem y € [1]| + oco[ eine quadratische Gleichung in u. Mit
Hilfe von Schulmaathematik folgt

u=y+\y>?—1 oder u=y—+\y?>—1,

Fiir y = 1 gilt in beiden Féllen v = 1, im Fall 1 <y € R gilt

y—ViR—l=(y-D+1-y-1=1+@y-1)—/(y—1)-(y+1)
=1+y—1)—Vy—1-Vy+rl=1+y—1-(WVy—1-y+1)<1,
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da fiir 1 < y € R offenbar

Vy—1—1/y+1<0,
gilt. Aus der Forderung u € [1] + oo[ ergibt sich nun
u=1Y-+ \/ﬁ
Via u = exp z ergibt sich hieraus
expr =y +/12— L,

so dass
= hl(y + V y2 - 1)7

folgt. Definiert man nun

h:[ll+oo[ =R, h(y) =In(y+vy>—1),

so deutet die Argumentation darauf hin, dass diese Funktion h die Umkehrfunkti-
on von (cosh | [0| + oo[) ist. In der Tat gilt fiir alle z mit x € [0] + oo [ zunéchst

sinhz = Vcosh?z — 1,

und weiter

h(cosh z) = In((cosh x) + \/(cosh )2 — 1) = In((cosh ) 4+ V/cosh® z — 1)
= In((cosh z) + (sinhx)) = In(exp z) = x,

und fiir alle y mit y € [1| + oco[ gilt

(exp(h(y))) + (eXp(—h(y)))

cosh(h(y)) =
_ (exp(In( y—l—\/y — + (exp(—In(y + /9% —
B 2
R AT = B R it i
2 2-(y+ vy = 1)
_y2+2-y-\/y27—1+y2—1+1:2-y2+2-y-\/y27—1
2-(y+ V- 1) 2-(y+ V21
_ 2 y (y+Vy* —
S

Mit Hilfe von UKS - E folgt nun

h = (cosh | [0] 4+ co[)™" = Arcosh,
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so dass

Ve:xeR = Arcoshz=In(z+ Vva?—-1).

dom ran
dom Arcosh = [1]| + oo[.
ran Arcosh = [0 + oo[.

(un-)gerade
—(Arcosh gerade)
—(Arcosh ungerade).

Periodizitét
—(Arcosh ist T-periodisch).

Monotonie
Arcosh streng wachsend.

In der Tat ist Arcosh stetig und fiir alle x € J1| + oo[ gilt Arcosh’z = \/%

konvex /konkav
Arcosh konkav.

Da Arcosh stetig ist und fiir alle y mit y € ]1| + oo[ die Gleichung Arcosh”y =
—W gilt, ist Arcosh konkav.

Extrema
—(Arcosh hat in z globales Meximum).

Arcosh hat in 1 striktes globales Minimum A Arcosh 1 = 0.
Arcosh hat in x globales Minimum = 2 =1 A Arcosh x = 0.

Stetigkeit
Arcosh stetig.

Differenzierbarkeit
Arcosh beliebig oft differenzierbar auf 1| + oo[.

Arcosh’: J1| + oo = R, Arcosh’'z = ——

Arcosh” : J1| + co[ = R, Arcosh”z = —

Arcosh nicht differenzierbar in 1.

Verhalten bei +o00

lim Arcosh z = +00, lim Arcosh’z =0, lim Arcosh”z = 0.
T+oo T+oo 400
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Verhalten am Rand

1i£111 Arcosh x = 0 = Arcosh 1,

. Arcosh z — Arcosh 1 . Arcoshz —0
lim =lim— = 400,
zl1 r—1 1l z—1
hﬁl Arcosh’z = 400, h?ll Arcosh”z = —o0.
Spezielle Stellen
Arcosh 1 = 0.

spezielle Eigenschaften

Vo :x € [1| 4+ oo = Arcoshx = In(x + Va2 — 1),

Vo :x € [1| 4+ oo[ = sinh(Arcosh z) = Va2 — 1,

Ve:ze]l|+ oo =
1 /-1 1 1 /-1 S A 1
AICOth:1nx+ln2+§.(12).P_Z'(22)'E+8'(32)'E+“"

Voe:xz e ]l + oo =

Arcoshz =Im24+her— - — — — - . —. — — . . _ —

7 Artanh

Artanh wird mit Hilfe von UKS - S mit f = tanh und 7 = R und J = tanh[/] =
] — 1J1[ gebildet. tanh ist stetig, tanh ist streng wachsend. Somit treffen die
Konklusionen von UKS - S zu, wenn g = (f | I)_l gesetzt wird. g entsteht aus
dem Parameter tanh ohne weitere freie Variablen. Damit ist g ein Parameter, der
mit
Artanh,

bezeichnet wird. Artanh ist die (reelle) AreaTangenshyperbolicusfunktion. Aus
UKS - S folgen auf Grund bisheriger Erkenntnisse die Aussagen

Artanh = tanh™'.

Artanh reelle Funktion,
Artanh : ] —1|1[ -+ R bijektiv.

Artanh streng wachsend,
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Ve:x €R = Artanh(tanhz) =z,
Vy:ye]—1/1[ = tanh(Artanhy) =y.

Aus UKS - D, der Differenzierbarkeit von tanh, aus Vo : z € R = 0 # 0051112:t =
tanh’ x folgt

Artanh differenzierbar,

Ve:rxre€R = Artanh’(tanhz) - tanh'x
— Artanh’(tanhz) - (1 — tanh®z) = 1,

Vy:ye]—1/1[ = tanh’'(Artanhy)- Artanh’y
= (1 — tanh®*(Artanh )) - Artanh’y = (1 — ¢?) - Artanh’y = 1.
Hieraus folgt
1
)

Vy:ye]-11[ = Artaunh’y:1 5

*
Bei der Bestimmung der Umkehrfunktion von tanh geht es darum, bei gegebenem
y mit y € ran tanh = ] — 1|1[ jenes  mit 2 € dom tanh = R zu bestimmen, so

dass
tanhz = y.

Diese Gleichung kann mit Hilfe der Definition von tanh auch als

sinh x
=Y
cosh ’
geschrieben werden, woraus
sinh? z 9
=Y
)
cosh? z

folgt und sich via
cosh?z — sinh?z = 1,
die Gleichung
sinh® 2
1+ sinh® 2
ergibt. Durch Umstellen folgt ohne allzu viel Miihe

=y

y2

L—y

. 2 .
sinh” x = 5

und hieraus
Y

|sinhz| = .
1—y?
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Da aus

tanhx =y

klarer Weise
sgn (tanh z) = sgn (y),

folgt und iiberdies fiir alle z € R die Gleichung

sgn (sinhz) = sgn (tanh z),

gilt, folgt
sgn (sinh z) = sgn (y),
und somit
. . . . Y|
sinh x = sgn (sinh ) - | sinh 2| = sgn - | sinh z| = sgn e
gn (sinh ) - | | = sgn(y) - | | g(y)ﬂ
_sgn(y) -yl oy
1—9y? V1=

Aus dieser Gleichung folgt mit Hilfe der bereits zur Verfiigung stehenden Funktion

Arsinh via —2—= € R,
x = Arsinh (L ,
1—y?

\/ 1—y2

und somit auch

2 a2 2
=1In L-i- 1_|_y— —1In Y + l—y*+vy
V1—y? 1—y? 1 —y? 1—y?
Y 1 1+y 1+y
=In + =In|—=— 1] =In
<\/1—y2 \/1—y2> (x/l—y2> <\/(1 y)-(1—y)

+
:ln(\/1+y-\/1+y):1n( 1+y) I+y
Vity-v1—y

Definiert man nun

h:]—11[ =R, h(y)=In\/——
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so deutet die Argumentation darauf hin, dass diese Funktion h die Umkehrfunk-
tion von tanh ist. In der Tat gilt fiir alle x mit z € R,

h(tanh x) \/m iéﬁgi :ln (coshx) + (s%nh x)
1 —tanhz sinhz (cosh z) — (sinh 2)

" coshz

—n/exp(2 - 7) = In (6/\2.33):111((6/\2-93)/\%)

expx

p— 1 —————
"\ exp(—a)

1
zln(eA2-x~§) =In(e”z)=In(expz) = z,,

und fiir alle y mit y € ] — 1|1 gilt

tanh(h(y)) = S0 _ (xp(hw) — (Exp(=h) _ Vi~V i

cosh(h(y))  (exp(h(y))) + (exp(=h(y))) Ly 4 floy

VY-V -y? iyl -yl lty-(-y)
VO+)2+/0—y? N+yl+1-yl 14+y+l-y 2

~—
[\]
<

da wegen y € | — 1|1[ die Abschitzungen
0<l+y, 0<l-y,

gelten, woraus
T+yl=1+y, [1—yl=1-y,

folgt. Mit Hilfe von UKS - E folgt nun
h = tanh™" = Artanh,

so dass
1+z

_x‘

Ve:ze]—1/1[ = Artanhz=1In

dom ran
dom Artanh = ] — 1|1[.
ran Artanh = R.

(un-)gerade

Artanh ungerade.
Periodizitét

—(Artanh ist T-periodisch).

Monotonie
Artanh streng wachsend.



21

In der Tat gilt fiiralle z € ] — 1|1, Artanh'z = %

konvex /konkav
—(Artanh konvex).
Artanh konvex auf [0]1[.

—(Artanh konkav).
Artanh konkav auf ] — 1|0].

Da fiir alle y mit y € J—1|1[ die Gleichung Artanh”y = - 2)2 gilt, ist Artanh auf
jedem echten reellen Intervall konvex/konkav, das Teilmenge von [0|1[/] — 1|0]
ist.

Extrema
—(Artanh hat in x globales Meximum).
—(Artanh hat in = globales Minimum).

Stetigkeit
Artanh stetig.

Differenzierbarkeit
Artanh beliebig oft differenzierbar.

1
Artanh’: ] —1]1[ = R, Artanh'z = ——
rtanh’ : ] I1[ = R, Artanh'z T
2.
Artanh” : ] — 1]1[ = R, Artanh"x:ﬁ.

Verhalten bei o0 -
Verhalten am Rand

lim Artanh = 400, lim Artanh’zx = 400, lim Artanh”z = 400,

11 11 11
lim Artanh = —oo, lim Artanh’z = +00, lim Artanh”z = —o0.
zl—1 zl—1 zl—1

Spezielle Stellen

Artanh 0 = 0.
spezielle Eigenschaften
1+x
Ve:xe] —1]1[ = Artanh z = In
-
1 I+z 1
=—-1 =~ ((In(1 — (In(1 — .
Cn T = (a1 4 ) — (a1~ )
1 Artanhz |, |z] <1
rER\{-1,1} = Inf|—2
1_17 Arcothz , 1< |z




22

8 Arcoth

Arcoth wird mit Hilfe von UKS - S mit f = coth in zwei Schritten mit I =
] — 00|0[ und dann mit I = ]0| 4+ oo[ und korrespondierenden J = coth[I] =
] —oo|l[ und J = ]1| + oo gebildet. coth ist stetig auf R\ {0}, coth ist streng
fallend auf R\ {0}. Somit treffen die Konklusionen von UKS - S zu, wenn jeweils
g=(f 11 )71 gesetzt wird. g entsteht in zwei Schritten aus den Parametern coth,
sowie ] — 0o|0[ und ]0| + oo[ ohne weitere freie Variablen. Damit ist ¢ ein
Parameter, der mit
Arcoth,

bezeichnet wird. Arcoth ist die (reelle) AreaCotangenshyperbolicusfunktion. Aus
UKS - S folgen in zwei Schritten auf Grund bisheriger Erkenntnisse die Aussagen

Arcoth = (coth | R\ {0})".

Arcoth reelle Funktion,

Arcoth: R\ [ —1|1] — R\ {0} bijektiv.
Arcoth streng fallend auf ] — oo|1[,
Arcoth streng fallend auf 1| + oo,

Ve:x € R\ {0} = Arcoth(cothz) =z,
Vy:ye R\ [—-1]1] = coth(Arcoth y) =y.

Aus UKS - D, der Differenzierbarkeit von coth auf R\ {0}, aus Vz : x € R\{0} =
0 # ——— = coth’z folgt

Arcoth differenzierbar,

Vo:z € R\ {0} = Arcoth’(cothz) - coth’x
= Arcoth’(cothz) - (1 — coth®z) =1,

Vy:yeR\[—1/1] = coth’'(Arcoth y) - Arcoth’y
= (1 — coth?®(Arcoth y)) - Arcoth’y = (1 — y?) - Arcoth’y = 1.

Hieraus folgt

< 0.

1
Vy:ye R\ [—1]1] = Arcoth’y = =
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Bei der Bestimmung der Umkehrfunktion von (coth | R\ {0}) geht es darum,
bei gegebenem y mit y € ran (coth | R\ {0}) = R\ [ — 1]1] jenes x mit x €
dom (coth | R\ {0}) = R\ {0} zu bestimmen, so dass

cothx =y.

Da im Speziellen 0 # y vorausgesetzt ist, folgt 0 # x und da bekannter Maflen

Vr:0#x €R = cothzx =

tanh 2’
gilt, folgt
1
tanhz Y
so dass .
tanhz = —.
)

Ausy € R\ [—1|1] folgt i € ] —1|1[. Somit kann Artanh zum Einsatz kommen.
Es folgt

1
x = Artanh (tanh ) = Artanh (—) :
Y

und hieraus

y+1

An dieser Formel ist bemerkenswert, dass im Bruch

y+1

y—1
fiir 1 < y € R sowohl Zéhler als auch Nenner positiv sind, so dass dessen Wert
ebenfalls positiv ist, aber fiir y < 1 und y € R Zéahler und Nenner zwar negativ

sind, der Wert des Bruchs damit aber ebenfalls positiv ist. Diese Beobachtung
fithrt zu dem Schluss, dass zwar im Einklang mit bereits Bekanntem zwar

((In(y +1)) = (In(y — 1)),

N | —

Vy:1<yAy€R= Arcothy =
gilt, aber

Vy:y < —1Ay€R= Arcoth y # % ((In(y + 1)) — (In(y — 1))).
Definiert man nun

h:R\[—-11] =R, hA(y)=In{/=——
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so deutet die Argumentation darauf hin, dass diese Funktion h die Umkehrfunk-
tion von (coth | R\ {0}) ist. In der Tat gilt fiir alle z mit x € R\ {0},

cothr +1 Sosh 1 (coshx) + (sinh )
h(coth x) e
cothz+1 CosAL _ (coshx) — (sinh x)

1
=In %:ln\/exp(lx):ln\/ (en2-x) ln((e/\Z x) A 2)
\/ exp(—=
1
zln(eAQ-x-§)zln(e/\x)zln(expx):xH

und fiir alle y mit y € R\ [ — 1|1] gilt

coth(h@))_cosh(h(y))_<exp<h<y>>>+<e hy /e

- sinh(h(y))  (exp(h(y))) — (exp(—h(y)) x/%%%-— V/il?

VYDV -0yt ly 1]

\/(y+1)2—¢(y—1)2_ y+1—ly—1 7

und hier gilt im Fall 1 < y,

y+1+ly—-1 y+14+y—-1 2.y

coth(h(y)) = — _ —y
() ly+1=ly-1 y+1-(y-1) 2
und im Fall y < —1 gilt,
1 —1] -+ +(-y—1
coth(h(y)):‘y—i_‘—i_‘y |_ -+ D+ (= -1)
y+1—ly—1 —(y+1)—(=(y—-1)
y—1l-y+1 2.y
Ty 1ty-1 2

so dass in beiden Féllen,
coth(h(y)) = v,

gilt. Mit Hilfe von UKS - E folgt nun
h = (coth | R\ {0})~" = Arcoth,

so dass
z+1

Ve:x e R\ [-1]1] = Arcothz=1In T
T —

dom ran
dom Arcoth =R\ [ — 1|1].
ran Arcoth = R\ {0}.
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(un-)gerade

Arcoth ungerade.
Periodizitét

—(Arcoth ist T-periodisch).

Monotonie
—(Arcoth wachsend).

—(Arcoth fallend).
Arcoth streng fallend auf ] — oo| — 1[.
Arcoth streng fallend auf ]1| + oo|.

In der Tat gilt fiiralle z € R\ [ — 1|1], Arcoth’z =

konvex /konkav
—(Arcoth konvex).
Arcoth konvex auf ]1| 4+ oo[.

1
L <o

—(Arcoth konkav).
Arcoth konkav auf | — oco| — 1[.

Da fiir alle y mit y € R\ [—1/1] die Gleichung Arcoth”y = uf—y%)Q gilt, ist Arcoth
auf jedem echten reellen Intervall konvex/konkav, das Teilmenge von ]1|4+o0c0[/] —
oo| — 1[ ist.

Extrema
—(Arcoth hat in = globales Meximum).
—(Arcoth hat in = globales Minimum).

Stetigkeit
Arcoth stetig.

Differenzierbarkeit
Arcoth beliebig oft differenzierbar.

1
Arcoth’ : R\ [ —1]1] = R, Arcoth’z = gt
— X
2.
AI‘COthH . R\ I:— ].|1:| — R, AI‘COthHCC = ﬁ

Verhalten bei +o00

lim Arcothz =0, lim Arcoth'z =0, lim Arcoth”’z =0,
400 zt+00 400

lim Arcoth z = 0, ljm Arcoth’z =0, lim Arcoth”’z =0,

x]—00 x]—00

Verhalten am Rand

lim Arcoth = 400, lim Arcoth’z = —0o, lim Arcoth”z = +oo0,
zl1 zll zl1
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lim Arcoth z = —oo, lim Arcoth’z = —oo, lim Arcoth”z = .00,
zt—1 zt—1 -1

Spezielle Stellen -

spezielle Eigenschaften

r+1 1 r+1
Vo R\ [ —1|1] = Arcoth z =1 =—-1 .
r:xeR\[—11] rcoth n\/%_1 5 In——

{ Artanhz | |z] <1

1+z
l1—=x

reR\{-1,1} = In ‘

Arcothz , 1< |z



