Vorkurs Mathematik
Fakultat

Andreas Unterreiter

20. Juni 2020

Inhaltsverzeichnis

1 n! 2

2 (2-n)!! 5

3 (1+2-n)!! 7

4 UE - Fakultat 9
41 1<nl €N . oL 9
42 n!<(IT+n) . o 11
43 nl<(T4n)l . o 12
44 (2-m)Vl=2mnl L 13
45 (1+2.n)11=0200 0 15



2 Fakultat

1 n!

Neuer Term. Ist n eine natiirliche Zahl, so ist n! das Produkt aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis n. Die rekursiven Vorschriften zur Festlegung dieser Multiplika-
tion sind

1.2.3.....0=1, (1)
Vn:neN=1-2-3-...-(1+4n)=(1-2-3-...-n)-(1+n). (2)

Anders als bei der Addition der natiirlicher Zahlen von 0 bis n tritt beim ersten
Term in (1) das Produkt gar keiner natiirlichen Zahlen auf. Dies ist intuitiv
schwer zu fassen. Mathematisch ist es dennoch sinnvoll, konventioneller Weise
dem Produkt gar keiner Zahlen den Wert “1” zuzuordnen. Insofern ist (1) die
Konsequenz einer Konvention.

Einer dhnlichen Konvention folgend ist die Summe gar keiner Zahlen stets 0.
Das Produkt einer einzigen Zahl ist konventioneller Weise gleich dieser Zahl.

Die Umsetzung von (1), (2) bereitet fiir die ersten natiirlichen Zahlen keine
Schwierigkeiten:

1-2:3-....0=1,
1-2-3-...-1=1-2-3-...-(140)=(1-2-3-...-0)-1=1-1=1,
1-2:3-....2=1-2-3-...-(1+1)=(1-2-3-...-1)-2=1-2=2,
1.2.3.....3=1-2-3-...-(142)=(1-2-3-...-2)-3=2-3=6,
1-2.3....-4=1-2-3-...-(143)=(1-2-3-....3)-4=6-4=24,
1-2:3-...-5=1-2-3-...-(1+4) =(1-2-3-...-4)-5=24.5 = 120,
1-2:3-...-6=1-2-3-...-(145)=(1-2-3-...-5)-6=120-6 = 720,

oder vielleicht suggestiver,

o
|

void - void =1,
1=1,
1-2=2,
1-2:3=(1-2)-3=2-3=6,
1-2:3-4=(1-2-3)-4=6-4=24,
1-2:3-4-5=(1-2-3-4)-5=24-5= 120,
1-2:3-4-5-6=(1-2-3-4-5)-6=120-6 = 720.

Man erkennt, dass die Schreibweise mit Punkten “...” fiir n = 0,1, 2, 3,4 zwar
sperrig ist, aber fiir grosser werdende natiirliche Zahlen deutlich platzsparender
als die “suggestive” Schreibweise ist.

Wie bereits erwidhnt nennt man fiir jede natiirliche Zahl n das Produkt der
natiirlichen Zahlen von 1 bis n,
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n Fakultét |,

und legt die Notation
Vn:neN= nl:=1-2-3-...-n, (3)
unter Einfithrung des neuen Terms “n!” fest.

Auf Grund bisheriger Rechnungen gelten die Gleichungen

0l =1,
=1,
21 =2,
31 =6,
41 = 24,
51 = 120,
6! = 720.

Es gilt die notationelle Konvention, dass das Ausrufungszeichen “!” der Fakultét
vor der Punktrechnung kommt. Also ist = - n! = z - (n!) und nicht etwa gleich
[13 (I . n)!?’ .

Satz - FakRek

neN = (1+n)=(14+n)-nl

Beweis

n € N.
2.1: Aus Themal folgt via (3): nl=1-2-3-...-n.
2.2: Aus Themal folgt: 1+neN.
3.1: Aus 2.2 folgt via (3): (1+n)!=1-2-3-...-(1+n).

3.2: Aus Themal folgt via (2):
1-2:3-...-(14n)=(1-2-3-...-n)- (1L +n).

3.1 3.2

4: (14nt=1-2-3-...-(14n)=(1-2-3-...-n)-(1+n)

Ergo Themal: Vn:neN= (1+n)l=(1+n) nl
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Weitere Eigenschaften der Fakultét sind im folgenden Satz zu finden.

Satz - Fak - 1

a) neN = 1<nleN.
b) neN = nl<(1+n)l

c) 1<neN = nl<(1l+n)l

Beweis als UE.
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2 (2-n)!!

Neuer Term. Fiir natiirliche Zahlen n ist der neue Term “(2-n) ! I” das Produkt
aller geraden natiirlichen Zahlen von 2 bis 2 - n. Der neue Term “(2-mn) ! ! ist
strikt vom bereits bekannten Term “((2 - n)!)!” zu unterscheiden. (2 -n) ! ! ist
rekursiv festgelegt.

oll=1, (4)
Vn:neN= (2-(14+n)!!=2-(1+n)-(2-n)!L (5)
Somit gilt unter Verwendung der notationellen Konvention, wonach das doppelte
Ausrufungszeichen “!!” vor der Punktrechnung kommt,
oll=1,

211=(2-1)11=(2-(1+0)!!
=2.-(1+40)-(2-0)11=2.011=2-1=2,

A1 =(2-2)11=(2-(1+1)!!
—2.-(1+1)-(2-1)!11=4-211=4.2=38

611=(2:3)11=(2-(1+2)!!
=2.(1+2)-(2:2)11=6-411=6-8 =48,

BIl=(2-4)11=(2-(143)!!
=2-(143)-(2:3)!11=8-611=8-48 = 384,

und man erkennt hieraus wie eingangs erwahnt,
void - void =1,
211 =2
411=4-211=4.2,
6!'=6-4!1=6-(4-2)=6-8=148,
811=8-6!1=8-(6-4-2)=8-48 = 384,
so dass man mit Hilfe eines neuen, suggestiven Terms

Vn:neN = (2-n)!1=2-4-6-...-(2-n),
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schreiben kann. Auch hier ist deutlich der Unterschied zwischen “(2-n) ! ! und
“((2-n)H)!” zu erkennen: (2-n) !'! hat die n Faktoren 2,4,6,...,2 - n, hingegen
hat ((2-n)!)! die (2-n)! Faktoren 1,2,3,...,(2-n).

Bei néherer Betrachtung von 2 11,4 116118 I'! fdllt ein moglicher Zusammen-
hang zwischen (2 -n) !'! und n! auf:

211=2.1=2-11,
411=4.2=(2-2)-(2-1)=(2-2)-(2-1)=2%-2!,
611=6-4-2=(2-3)-(2-2)-(2-1)=(2-2-2)-(3-2-1) =2%-3I,
811=8-6-4-2=(2-4)-(2-3)-(2-2)-(2-1)=(2-2-2-2) - (4-3-2-1) = 2% . 41,
so dass die Vermutung

neN = (2:n)!!1=2".nl (6)

naheliegt. Die Vermutung ist richtig. Beweis mit Vollstandiger Induktion als UE.
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3 1+2-n)!!

Neuer Term. Fiir natiirliche Zahlen n ist der neue Term “(1 4+ 2-n) ! !” das
Produkt aller ungeraden natiirlichen Zahlen von 1 bis 14-2-n. Der neue Term “ (1+
2-n) !'list strikt vom bereits bekannten Term “((1 + 2 - n)!)!” zu unterscheiden.
(14+2-n)!!ist rekursiv festgelegt.

11=1, (7)
Vn:neN= (1+2-(1+n)!!=01+2-(14n))-(1+2-n)!l. (8)
Somit gilt unter Verwendung der notationellen Konvention, wonach das doppelte
Ausrufungszeichen “!!” vor der Punktrechnung kommt,
111=1,

JM=@0+2-1+0)!"'=042-140)-(1+2-0)!'=3-111=3-1=3,
Sl=01+2-1+1)!'=01+2-1+1)-1+2-1)!!=5-3!1=5-3=15,
TH=01+2-1+2)!!=(1+2-(142)-(142-2)!1=7-5!11=7-15= 105,
9I=(14+2-1+3)!'=(1+2-(1+3))-(14+2-3)!=9-7!1=9.105 = 945,
und man erkennt hieraus wie eingangs erwéhnt,
111=1,
3M=3-111=3-1=3,
511=5.311=5.(3-1)=5-3=15,
THN=7.511=7-(5-3-1)=7-15 =105,
911=9.711=9.-(7-5-3-1) =9-105 = 945,
so dass man mit Hilfe eines neuen, suggestiven Terms
Vn:neN = (1+2-n)!1=1-3-5-...-(14+2-n),

schreiben kann. Auch hier ist deutlich der Unterschied zwischen “(14+2-n) ! ! und
“((1+42-n))!” zu erkennen: (142-n) ! ! hat die 14+n Faktoren 1,3,5,...,14+2-n,
hingegen hat ((1+2-n)!)! die (14 2-n)! Faktoren 1,2,3,...,(14+2-n).

Da fiir jedes natiirliche n die Zahl (1 4+ 2-n) ! | das Produkt der ungeraden
natiirlichen Zahlen 1,3,5,...,1 4+ 2 -n ist und da (2 -n) ! ! das Produkt der
geraden natiirlichen Zahlen 2,4,6,...,2 - n ist, liegt es nahe,

(I1+2-n)!!1-(2-n)!!
=(1-3-5-...-(142-n)-(2:4:-6-...-(2-n))

=1-2-3-...-(142-n)=(1+2-n),
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fiir richtig zu erachten, woraus via (6)
(I1+2-n)!1-2".nl=(1+2-n),
folgt und sich hieraus die Vermutung

1+2-n)!
neN = (1+2~n)!!:M,
2" - nl
ergibt. Von der Richtigkeit dieser Vermutung kann man sich mit Vollstdndiger
Induktion als UE iiberzeugen.
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4 UE - Fakultat

4.1 1<nleN

Satz - Fak - 1 a)

n €N = 1<n!'eN.
Beweis

1: JE:E={w:weNAl<w!eN}

peE.

3: Aus Thema2 und aus 1“F = {w:w € NA1 < w! € N}”

folgt: peNAL<p eN.

4: Aus 3 folgt: peN.
Ergo Thema2: Vp:pe FE=peN.

Konsequenz per definitionem “C”: Al “EFCN”

3: Aus “1 <17 und aus “0! = 1” folgt: 1 <0

4: Aus “0 Menge” , aus “0 € N” | aus 3
und aus 1“EF ={w:weNA1<w!eN}” folgt: 0ec k.
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6: Aus Themab und aus 1“F = {w:w e NA1 < w! € N}”

folgt: AeNAT< AN eN.
7.1: Aus 6“X € N7 folgt: 1+AeN.
7.2: Aus 6“\ € N7 folgt: 1<1+4+ A

7.3: Aus 6“\ € N7 folgt via Satz - FakRek:

8.1: Aus 7.
8.2: Aus 7.

8.3: Aus 6“1 < \!” und aus 7.2 folgt: 1T-1<A- (14 N).

9.1: Aus 7.3 und aus 8.2 folgt: (1+M)!'eN.
9.2: Asu 8.3 folgt: 1< (14 X)-AL
10: Aus 9.2 und aus 7.3 folgt: 1< (14 M)
11: Aus 8.1, aus 7.1, aus 10 und aus 9.1

folgt per definitionem “ E” : 1+ XAeFE.

ANE L.

(IT+M!=(1+X)- AL
1 folgt: 1 4+ A Menge.

1 und aus 6\l € N” folgt: (I4+X)-AleN.

Ergo Themab:

A2 “YVA:ANe E=14+)Ae€FE”

6: Aus A1, aus 4 und aus A2

folgt via Satz - Vollstindige Induktion: E=N.

n€N.

8: Aus Thema7 und aus 6 folgt: nek.

9: Aus 8
und aus 1“F ={w:w e NA1<w!eN}” folgt:

1 <n!eN.

Ergo Thema7: neN=1<nleN.

]
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4.2 n!<(1+n)!

Satz - Fak - 1 b)

neN = n! < (1+n)l.

Beweis VS n e N

1.1: Aus VS folgt: 1<1+n.
1.2: Aus VS folgt via des bereits bewiesenen a): 1<nleN

2: Via “0<1”und aus 1.241 <nl”: 0<nl
3.1: Aus 1.1 und aus 2 folgt: 1-nl<(1+n)- -nl
3.2: Aus 1.2“n! e N” folgt: 1-n!l=nl
3.3: Aus VS folgt via Satz - FakRek: (I14+n)!=(14n)- -nl

4: Aus 3.1, aus 3.2 und aus 3.3 folgt: n! < (1+n)l.
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4.3 nl<(1+4n)!

Satz - Fak - 1 ¢)

1<neN = n! < (1+n)l.

Beweis VS 1 <n e N

1.1: Aus VS“1 < n” folgt: 2<1+n.
1.2: Aus VS“n € N” folgt via des bereits bewiesenen a): 1<nleN
2: Via “0 < 1”und aus 1.2“1 <n!” folgt: 0 < nl
3.1: Aus 1.1 und aus 2 folgt: 2-n! <(14n)-nl
3.2: Aus 1.2 folgt: n! <2-nl
3.3: Aus VS“n € N” folgt via Satz - FakRek: (I14+n)!=(14+n)- -nl
4: Aus 3.2 und aus 3.1 folgt: n! < (1+mn)-nl
5: Aus 4 und aus 3.3 folgt: n! < (1+n).

]
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4.4 (2-n)!!=2"-nl

Satz - (2-n)!!
neN = (2:n)!!1=2".nl
Beweis
1: dJE:E={w:weNA2 w)!l=2v wl}
2: Via (4) gilt: oll=1.
3.1: (2-0)11=01121,
3.2: 20.0l=1-0l=1-1=1.
4: Aus 3.1 und aus 3.2 folgt: (2-0)!1=2%.0L
5: Aus “0 Menge” , aus “0 € N” | aus 4 und aus
1“E={w:weNA(2 -w)!!=2v w}" folgt: 0ckFE.
peE.

7: Aus Thema6 und aus
1“E={w:weNA(2 -w)!!=2v w}" folgt:
peENA2-p)!I1=2°.pl

8: Aus 7 folgt: p € N.

Ergo Thema6: Vp:pe FE=peN.

Konsequenz per definitionem “C” : Al “EFCN”
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8: Aus Thema7 und aus

1“E={w:weNA(2 -w)!!=2Y wl}"” folgt:
AENA(2-A) =24 )L

9.1: Aus 8“\ e N7 folgt:
9.2: Aus 8 folgt:
9.3: Aus 8 folgt:

10.1: Aus 9.1 folgt:

Ae E.

1+XeN.
A eN.
(2-N)11=22. )L

1+ A Menge.

2,(5)

10.2: (2-(1+A) 72 20140 (2-0) 1
Lo (14N -2 A =(2-2Y) - (1N A)
_ 21+/\ ) ((]_—l—/\) )\') 9.2,Satz;FakRek 21+/\ ) (1+)\>'

11: Aus 10.1, aus 9.1, aus 10.2
folgt per definitionem FE: 1+ e FE.

Ergo Thema7: A2| “VA:ANe E=14+)Xe k7

8: Aus A1, aus 5 und aus A2

folgt via Satz - Vollstindige Induktion: E=N.
n€N.
10: Aus Thema9 und aus 8 folgt: ne k.
11: Aus 10 und aus
1“E={w:weNA(2 w)!!=2v w}" folgt:
(2-n)!l=2".nl
Ergo Thema9: neN=(2-n)!l=2".nl

[]
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_ (142!
Satz - (1+2-n)!!
(1+2-n)
. || =2 - /7
neN = (1+2-n)!!l= SERPTRE
Beweis
. |
1: JE: E = w:wEN/\(l—i—Zw)!!:M :
2¢ - w!
2: Via (7) gilt: =1

1.

3.1: (1+2-0)11=11121.
14+2-0)! 1!
3.2: ( —i(_] 0) — _
270! 1-1
(1+2-0)!
4: Aus 3.1 und aus 3.2 folgt: (1+2~0)!!:20—0'.
5: Aus “0 Menge” , aus “0 € N” | aus 4 und aus
142 w)!
1“E:{w:w6N/\(1—|—2-w)!!:(;—TJ)}” folgt: 0e€FE.
- w!
peE.
7: Aus Thema6 und aus o '
1“E:{w:wEN/\(1+2‘w)!!:% 7 folgt:
- w!
(1+2-p)!
. = -7
peNA(1+2-p)!! 7 i
8: Aus 7 folgt: p € N.

Ergo Thema6:

Konsequenz per definitionem “C” :

Vp:pe E=peN.

A]. “EQN”
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| Thema | NEE.
8: Aus Thema7 und aus _ |
1“E = w:wEN/\(l—i—Q-w)!!:M 7
2 w!
(1+2-N)!
. . = 7
folgt: AeNA(T+2-N)!! YIS
9.1: Aus 8“X e N” folgt: I1+XeN.
9.2: Aus 8 folgt: AeN
(14+2-N)!
. . . = 7
9.3: Aus 8 folgt: (14+2-X)!! SIS
10.1: Aus 9.1 folgt: 1+ X\ Menge.
10.2: (142 - (L4+ 172 (12 (14 0) - (1+2-A) 1
9.3 (1+2-00

...und hier sollte eigentlich

(1+2-(1+A)!
21+)\ X (1 +)\)! ’

stehen. Unter Heranziehung bekannter Rechenregeln fiir die Fakultdt und unter
Verwendung von A € N;2- (1 4+ )\) € N1+ 2.\ € N, folgt, neuerlich vom
Erstrebten ausgehend,

(1+2-(1+N)
21 (1 4+ )1

(142 (1+A

(I4+2-(1+X)-(2-(1+)!
21+/\_<1+)\) Y

(14+2-(1+N)-2-(1+N)
2.20 (14 A)- A\l o
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(T4+2-(14+X)-(2-(1+N)!
224 (1+A)- M

(T+2-(1+N)-(1+(1+2-2)
2.2 (14 A) -\

(T+2-(14+N) - 1+ (1+2-X)-(1+2-N)
2-(14+A)-28- )\

(T+2-(14+X)-(2+2-2) - (1+2-N)!
(242-))-2*- Al
2420 (T42-(1+A) (142N
2420 22!
_1.(1+2-(1+>\))-(1+2->\)!
B 22l

(14+2-(14X)-142-\)
2A

)

wobei hier die bemerkenswerte, fiir natiirliche A stets richtige Gleichung,

2+2-)\_1
24+2.\

eingesetzt wird. Fiir die Bearbeitung von Thema7 wird die soeben erstellte Glei-
chungsliste in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen. Die Multiplikation mit der
1 und die anschlieBende Ersetzung der 1 durch

242-\
242\

kann als “Multiplikation mit einer ergiebigen 1” bezeichnet werden. Sie ist das
Pendant zur “Addition einer ergiebigen 07 . ...
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18
NEE.
14+2-))!
102:a+241+M)H:”.:u+a-ﬂ+A»nL§—ﬁl
242-A
10.3: Aus 9.2 folgt: T2
10.4: Aus 9.2 folgt: 1+2-AeN.
10.5: Aus 9.2 folgt: 2-(1+ X)) eN.
1+2-))!
1L(1+241+»)uﬁfm+2«1+m)fj%fgl
(2 (1) (1420
B 2% Al
20N a 2N
B 22\l
1&32-’-2-)\.(1+2-(1+)\))-(1+2-/\)!
242 22

(14+2-(1+X)-2+2-1)-(1+2-N)!
(2+2-2)-2*- A
(I+2-(14+XN)-(1+(1+2-X)-(1+2-N)!
2-(14+A)-24- )\
10.4,Satz—FakRek (1 4+2-(1+ X)) - (1+(1+2- X))
B 2-2% (14 M) -\
(1+2-(14+N)-(2+2-))
2:-24 (14 2)- M
(I42-(1+X)-(2-(L+ M)
25 (T +A) - A
9.2.Satz—FakRek (1 + 2- (1 + )\)) . (2 . (1 + )‘))'
N AL (1+ \)!

10.5,Satz—FakRek (142 (14 A))!
21+>\ X (1 + )\)‘
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NEE.
12: Aus 10.1, aus 9.2
(I+2-(14+ X))
und aus 11“(1+2-(14+ M) ! =... = K
( ( ) 21 (1 4+ \)!
folgt per definitionem FE: 1+ e FE.
Ergo Thema7: A2| “VA:ANe E=14+Xe k7
8: Aus A1, aus 5 und aus A2
folgt via Satz - Vollstandige Induktion: E =N
n€N.
10: Aus Thema9 und aus 8 folgt: nek.
11: Aus 10 und aus Lio |
1“F = w:weN/\(1+2-w)!!:M 7
2¢ - w!
(1+2-n)!
folgt: 142n)!l=—=.
olg (1+2-n) 5
14+2-n)!
Ergo Thema9: n€N¢(1+2-n)!!:(;—TL>.
-n!

]



