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2 Binomialkoeffizient

1 ()

Neue Terme. “Binomialkoeffizienten” sind in Abhéngigkeit von “z” fiir natiirli-
che “k” rekursiv definiert.
x
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(5) =1 m
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z\ x—k
Vk.keN:(lJrk):(k)-lJrk, (2)

so dass im Speziellen fiir reelle x,
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z-(x—1)-(z—2)-(x—3)
24 ’

und hieraus durch sorgfiltige Beobachtung die Vermutung entsteht,
Ve,k:x e RANkeN=

(x) :J;-(x—l)-(x—2)~...-(x—(—1+k))
k k!

L xe(e—=1)-(z=2)-...-(x = (—-14+k))

B 1-2-3-...-k - ¥

wobei beim letzten Term auffillt, dass die Anzahl der Faktoren im Zéihler und
Nenner gleich k& sind.

In der Tat ist (3) richtig - vorausgesetzt, der neue Term “z-(z —1)-(z—2)-...-
(x — (=1 +k))” ist rekursiv via

z-(x—=1)-(z—=2)-...-(z—(-140)) =1,
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Vk:keN=z-(z—1)-(z—=2)-...-(r— (—1+(14+k)))
=x-(z-1)-(x=2)-...-(x = (=1+k))) - (x — k),

festgelegt. Beweis als UE.

Satz - binom - 1

a) reRAkeN = ($>GR.

b) t e RAkeN
= (1+x—k)-<1zx):(1+x)-(2).

1+z x z+1
RAEk — .

c) reRAEeN = (1+k) (k) Tk

1+x T x

d reRAEeN = (1+k>_(k)+ 1+k)'

xr T

R = =0.

e) x € /\keNA(k) 0 = (1+k> 0

Beweis als UE.

Satz - binom - 1 d) ldsst sich ansprechend mit dem “PASCALschen Drei-
eck” visualisieren.
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Entsprechend nachfolgenden Satzes ist - unter anderem - fiir natiirliche n, k der
Binomialkoeffizient (Z) ebenfalls eine natiirliche Zahl.

Satz - binom - N

a) 1<keN = (0>:0.

b) neN = (n)zl.

n
n n!

k k< —
c)neNAkeNAkE<n = k: (0 — )]
O neNAkeNAk<n = L P LY

k n—=k

e) nc NAkceN = (n)eN.

f) neNAEeNAn<k = <n>:0.

Beweis als UE.
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Der folgende Satz ist von eher theoretischem Interesse und wird deshalb im Vor-
kurs nicht weiter durch Beispiele erldutert. Dass er dennoch hier erscheint liegt
an den Beweisen von a) - c¢). Im Beweis von a) kommt es zum FEinsatz eines
Satzes iiber natiirliche Zahlen, wonach jede nichtleere Teilmenge von N ein Mi-
nimum hat. Dieser Satz wird erst spater im Abschnitt “ Maximum und Mini-
mum” von Kapitel “ < und <” vorgestellt. Der Beweis von a) wird im Ubungsteil
von Kapitel “< und <” nachgereicht.

Der Beweis von b) ist indirekt. Dies ist eine wichtige Art der Beweisfithrung.
Aussage a) wird beim Beweis von b) als wahr vorausgesetzt. c¢) folgt in indirekter
Weise aus b). Jedoch muss hier die zum indirekten Beweisen benotigte wahre
Aussage selbst gefunden werden.

Satz - binom - 2

a) teRALENA(])=0 = zeNAz<k
b) teRAz¢NAkeN = (7)#0.
) 2ERANz<OANkKEN = (¥)#0.

Beweis a) siche UE - < und <.
Beweis b) VSz e RAxz ¢ NA Kk € N.

INDIREKT.

Intermezzo. Egal, ob eine Hausaufgabe bearbeitet, eine Rechenaufgabe gelost
oder ein Beweis gefiihrt werden soll - es wird immer von Voraussetzungen - den
Pramissen - “ausgegangen” - das heisst, es wird angenommen, dass die Pramissen
wahr sind. Danach werden bekannte mathematische Sitze zur Losung des jewei-
ligen Problems eingesetzt. So ist mathematisch genau genommen etwa mit der
unscheinbaren

Aufgabe Bestimme alle z mit 22 —5-2+6 = 0.

“implizit” - also ohne spezielle Erwahnung - gemeint: Es gibt - mindestens - ein z,
fiir das die Aussage “2%2—5-2+6 = 0” wahrist. Unter stillschweigender Annahme,
dass es so ein x gibt, werden bekannte Manipulationen durchgefiithrt. Wenn sich
am Fnde ein erwartetes Resultat einstellt - im vorliegenden Fall wére es typischer
Weise die Aussage “x = 2 V x = 3”7 -, gilt das “A priori - Problem ” als gelost
und mit einfachem Einsetzen kann man sich “A posteriori ” davon {iberzeugen,
dass sowohl aus “x = 27 als auch “z = 3” die Aussage “2? — 5.2 + 6 = 0” folgt.
Damit ist die Aufgabe komplett gelost.
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Anders ist es, wenn man an eine “unlésbar ” genannte Aufgabe wie
Aufgabe Bestimmen Sie alle reellen z,y mit 22 + y? = 36 und z + y = 10.

gerdt. Man geht bei der Bearbeitung unbedarft von reellen x,y mit 22 + y? =
36 und x + y = 10 aus, schlussfolgert richtiger Weise y = 10 — x und hieraus
224+ (10—2)? = 36, also auch 22422 —20-2+100 = 36, so dann 2-2?—20-x+64 = 0,
vereinfacht zu 22 — 10 - x + 32 = 0 und erhilt mit quadratischer Erginzung
(x—5)2+7=0, also (x —5)*> = —7, wihrend aus € R zunichst z —5 € R und
dann 0 < (z —5)? folgt, so dass sich befremdlicher Weise 0 < —7 ergibt, wihrend
doch bekannter Massen —7 < 0 gilt, so dass 0 < 0 und demnach 0 # 0 folgt.
Spétestens hier man stellt verwundert bis verdgert fest, dass dies falsch ist und
sagt, dass “die Aufgabe nicht l6sbar” sei und zeigt jedem, der “Warum?” fragt,
als Begriindung den logisch einwandfreien Rechenweg und legt die Aufgabe ad
acta, da dem Anspruch des Aufgabenstellers, reelle z,y mit 22 + ?> = 36 und
x 4+ y = 10 zu benennen, nicht nachgekommen werden kann.

Trotz der Enttduschung ist die Bearbeitung nicht v6llig umsonst gewesen, denn
genau genommen wurde einwandfrei der mathematische Satz

Satz - Intermezzo - 1
reR

A yeR

AN 2?4+ y? =36

A r+y=10

=
0#0

bewiesen.

Logisch dquivalent zu der “Pramissen =-  Konklusion” -Formulierung von
Satz - Intermezzo - 1 ist die “—(Préamissen) V (Konklusion)” -Darstellung

—(r€ERAyERAZ?+y* =36 Az +y=10)V (0+#0),

die wegen der Wahrheit von “—(0 # 0)” - also von “0 = 0” - logisch &quivalent
zZu

“(r€RAyERAZ*+y* =36 A2 +y=10),

ist. Mit Satz - Intermezzo - 1 wurde also der universell giiltigen
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Satz - Intermezzo - 2

—(z€RAyERAZ*+5y* =36 Az +y=10)

bewiesen. Satz - Intermezzo - 2 kann auf mehrere Arten in eine “Pramissen
= Konklusion 7 -Darstellung {ibergefiihrt werden. So ist Satz - Intermezzo
- 2 logisch dquivalent zu

—(r€RAYyERAZ*+ 4> =36)V (=(x +y = 10)),

woraus via der logischen Aquivalenz von “—(z +y = 10)” und “z 4y # 107,

Satz - Intermezzo - 3
x€eR

A yeR

AN 22 +y? =36

=
x4y # 10

folgt. Als Ubung sei die - sehr dhnliche - Herleitung von

Satz - Intermezzo - 4

2?4 y* = 36
A z+y=10

r¢RVy¢R

empfohlen.

Man sieht: Fiihrt ein Biindel von Pramissen zu einer falschen Aussage sind den-
noch einige mathematische Sétze verfiigbar.

Dies ist das Wesen indirekter Beweise. Intermezzo Ende

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist die (auch ohne Vorlegen eines Beweises)
wahre Aussage a):

T

xeR/\keN/\<k

):0 = r €N, (4)
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wobei die ebenfalls via a) verfiighare Konklusion “x < k” hier nicht weiter inter-
essiert. Nach den Ausfithrungen des Intermezzos ist (4) logisch dquivalent zu

ﬂ(xeR/\keN/\(i)zo)\/xeN,

und wenn man hier die Negation auflost erhéilt man die zwar universell giiltige,
ansonsten aber eher unverstindliche Aussage,

x¢Rvk¢Nv(i>7AoweN. (5)

Nun kommt die VS ins Spiel. Die VSist s e RAz ¢ NAk € N.

Es wird bei jedem Beweis davon ausgegangen, dass die VS wahr ist.

Es gilt also nicht nur (5), es gilt auch
reRANx¢NAKkeN. (6)

(5) und (6) sind beide wahr. Aus (5) und “z € R” von (6) folgt

kgéN\/(i);«éO\/azeN.

woraus via “k € N” von (6) die Aussage

<l<:) #0VzxeN,

folgt, aus der sich via “z ¢ N” von (6) schliesslich

x
0
<k) # 9
ergibt.

Damit ist b) bewiesen. O b)
Beweis c) VS e RAz <0OAk € N.

INDIREKT.
Aus “x < 0” folgt offenbar “x ¢ N” . Hieraus und aus der VS

reERANxENAkEN,

ergibt sich via des bereits bewiesenen b) die Aussage (i) # 0.



Binomialkoeffizient 9

Etwas préziser gesprochen wird mit der wahren Aussage
reN = 0<x,

begonnen, die als

r¢NVv0 <z, (7)
reformulierbar ist. Aus der VS“z < 0” folgt mit Schulmathematik
—(0 < ),
so dass sich nun mit (7) in der Tat
r &N,
ergibt. Somit gilt unter Verwendung der VS,
reERANx<OANkeNAz &N,

woraus

reERANx¢ENAkEN,

folgt. Dies sind die Préamissen von b), so dass via b) die Aussage (z) # 0 folgt.
[c)

Zum Abschluss des Abschnitts * (i)” sei hauptsichlich als logische Ubung die
Ausarbeitung eines Beweises von

Satz - binom - N +1

a) neNAkeNAE<n = 1§(Z).

b) neNAKENALILZ(}) = ken

empfohlen. Es darf auf Satz - binom - 2 a) zuriick gegriffen werden. Ein Beweis
ist in UE - Binomialkoeffizient - N zu finden.
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2 Beispiele

In nicht mathematisch priziser, doch in typisch Ubungsaufgaben-artiger Form
sind hier einige Ubungsaufgaben gestellt. Zumeist zeigt erst die Bearbeitung, was
mit der Ubungsaufgabe gemeint ist.

2.1 () (1) (o)- (1)

Aufgabe Berechnen Sie

Ausarbeitung a) Fiir alle x gilt (g) = 1. Es folgt (8) = 1.

Ausarbeitung b) Fiir alle £ mit 1 < k € N gilt (2) = (. Hieraus folgt wegen
1<1eN: (])=0.

Ausarbeitung c¢) Fiir alle n mit n € N gilt (Z) = 1. Hieraus folgt via 1 € N:
1

(1) =1

)

Ausarbeitung d) Fiir alle x gilt (g) = 1. Es folgt ((1)) = 1.
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22 (5). (). (3). (3

Aufgabe Berechnen Sie

2 (3),
b) (),
) (3).
a (2).

Ausarbeitung a) Fiir alle x gilt (”é) = 1. Es folgt (%) =1.

Ausarbeitung b) Fiir alle z mit x € R gilt (91”) = x. Hieraus und aus % € R folgt:

1

5=+

Ausarbeitung c¢) Fiir alle x mit x € R gilt (g) = %51) Hieraus und aus % eR
folgt:
1 (1 1 1 1
5\ _z- G- _35-(3) _-1_ 1
2 1-2 2 2
Ausarbeitung/Version 1 d) Fiir alle z mit = € R gilt (5) = % Hieraus
und aus % € R folgt:
1 1 3
3 (=3) - (=5)

3

(%)_%'(%—1)::2%—2)_

1- N

Ausarbeitung/Version 2 d) Fiir alle z,k mit z € R und k£ € N gilt ( N ) =

1+k
(i) . %Z Hieraus und aus % € R und 2 € N folgt

_3

1
%: 2 — ). 22 L DN SN N
3 142 2) 1+2 8 3 8 2 16

e
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23 (). (1) (). (3)

Aufgabe Berechnen Sie

Ausarbeitung a) Fiir alle x gilt (”é) = 1. Es folgt (_0%) =1.
Ausarbeitung b) Fiir alle z mit z € R gilt (”1“”) = x. Hieraus und aus —% eR
folgt: () = —1.

Ausarbeitung ¢) Fiir alle 2 mit = € R gilt (3) = z(z—1)

. Hieraus und aus —% eR

12
folgt:
1 1 1
5\ _ 3 (-0 _—3-(=3) _i_3
2 1-2 2 2 8
Ausarbeitung d) /Version 1 Fiir alle x mit € R gilt (g) = w Hieraus
und aus —% € R folgt:
5\ _—z (=0 (=5-2) _ —5-(=3) - (=3)
3 1-2-3 6
-5 15 5 5
6 86 8.2 16

Ausarbeitung d) /Version 2 Fiir alle z,k mit z € R und k& € N gilt (lik) =

(7) - %% Hieraus und aus —3 € R und 2 € N folgt

D) ( ) (). cizesci 1
3 1+2 2 1+2 8 3 8
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24 (3), (%) (3 (o)
Aufgabe Berechnen Sie

a) (%),

b) (),

c) (240),

D (5)-

Ausarbeitung a) Fiir alle x gilt (gé) = 1. Es folgt (200) =1.

Ausarbeitung b) Fiir alle z mit z € R gilt (3) = %;1) Hieraus und aus 20 € R
folgt
20 20-19 20-19
( 2) s ; 0-19 = 190

_ z-(z—1)-(x—2)-(x—3)

1234 . Hieraus und

Ausarbeitung c¢) Fiir alle z mit x € R gilt (j)
aus 20 € R folgt:

20\ 20-19-18-17 20-19-18-17 10-19-18-17 10-19-6-17

(4)‘ 1-2-3-4  2.3.-4 3-4 B 4
~5-19-6-17
B 2

=90-50+90-1+5-50+5-1=4500+ 90 4 250 + 5 = 4750 + 95 = 4845.

=5-19-3-17=95-51

Ausarbeitung d) /Version 1 Fiir alle z mit x € R gilt

(o) = s e

Hieraus und aus 20 € R folgt

20y 20-19-18-17-16-15-14-13-12-11-10-9-8-7-6-5
6/  1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-15-16

20-19-18-17-16-15-14-13-12-11-10-9-8-7-6-5
N 2.3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-15-16
©20-19-18-17  10-19-18-17 10-19-6-17
N 2.3-4 N 3.4 N 4

:%6'17:5-19.3-17:95-51

=90-50+90-145-50+5-1=4500+4 90 + 250 + 5 = 4750 + 95 = 4845.
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Ausarbeitung d) /Version 2 Firallen, kmitn € N, k € N, k < n gilt (Z) = (nfk)
Hieraus, aus 20 € N, 16 € N, 16 < 20, folgt

20 _ 20 _ 20 62)4845.
16 20— 16 4
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25 f(z)=14+2-2-3-22+5-2° -8 2!
Aufgabe Sei
f R-R, flo)=1+2-2—-3-2°+5-2°-8.2%

Bestimmen Sie die ersten vier Ableitungen f'(z), f”(z), f"(z), f""(z), werten die-
se fiir x = 0 aus und erstellen
fl(o) fl/(o) f/l/(o) 3 f/l/l(o) :L‘4

2
T T TR TR

g:R—=R, g(x)=f(0)+

Sind f und g gleich?
Ausarbeitung Via Aufgabenstellung und Schulmathematik gilt fiir alle reellen x,

flx)=1+2-2-3-22+5-2° 8- 2% (8)
flx)=2—-6-2+15 2% - 3227, (9)
f"(r) = —64+30-2—96- 2% (10)
() =30 —192 - x, (11)
" (x) = —192. (12)

Aus (8) - (12) folgt fiir x = 0,
f0) =1, (13)
f1(0) =2, (14)
f(0) = =6, (15)
1"(0) = 30, (16)
f7(0) = —192, (17)
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so dass nun fiir alle z mit z € R geméfl Aufgabenstellung,

g(x):f(0)+@'$+f2—(!o)-x2+f3—<!o)-x3+—f4!(0).374

(1_4) 2 f/l(o) 9 fl//(o) 3 f//l/(O) 4
= 1+ﬁ~x+T-x —i—T'x —I—T~x

(E) 2 _6 5 f///(o) 3 f////(O) 4

(16) 2 -6 5, 30 5 f"0) 4
—1+ﬁ'l‘+§'$ +§'ZE+ A1 - L

an 2 -6, 30 4, -192
—1+ﬁ'ﬂf+§'l‘ +§'$+ Al L

2 —6 30 —192
=1+ Z. 2 8 e
+1 :v—|—2 :1c~|—6 T 2 T

@4

=1+2-2-3-2°+5-2° -8 2% = f(2).

Es folgt f =g.
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26 f(r)=-2+3-2—2-22+2°
Aufgabe Sei
fR-R, flx)—2+3-2—2 2°+2°

Bestimmen Sie die ersten drei Ableitungen f'(z), f”(x), f”'(x), werten diese fiir
x =1 aus und erstellen

f”(l) . (iL‘ _ 1)2 + f/”<1) X (ib’ o 1)3

g:R=R, g(x)=f(1)+ o —r

(x—1)+ 3

Sind f und g gleich?
Ausarbeitung Via Aufgabenstellung und Schulmathematik gilt fiir alle reellen x,

flx)=—-2+4+3-2—2- 2> +2° (18)
flle)=3—4-2+3-22 (19)
f'(x)=—-4+6-x, (20)
f"(x) = 6. (21)
Aus (18) - (21) folgt fiir x = 1,
f(1)=-2+3-2+1=0, (22)
f(1)=3—-4+3=2, (23)
(1) =—-4+6=2, (24)

f///<].) :67 (25>
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so dass nun fiir alle z mit z € R geméfl Aufgabenstellung,

o=+ 20 oy B o B gy
@OJF#-(x—1)+%(!1)-(x—1)2+%(!1)-(x—1)3
Dot 2 -+ LD e B oy
(E)O-I—%-(x—l)—i-%-(x—1)2+$~(x—1)3
@0+%-(x—1)+%-(m—1)2+%(x—1)3

_2 2 5 6 3
—ﬂ-(l‘—l)—i—a'(l‘—l) —|—3—'(JZ—1)

-(x—1)+§-(x—1)2+g-(x—1)3
=2-(z =1+ (x -1+ (z - 1)
=2 z-2)+@*-2-2+1)+(2*-3-2°+3-2-1)
=(—241-1)+(2-2+43)-z+(1-3)-2°+2°
=-2+3-0-2- 22 +2° = f(x).

Es folgt f = g.
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2.7 f(z)=+V1+z

Aufgabe Sei
f:]1-11[=R, f(z)=v1+uz.

Bestimmen Sie fiir n mit n € N die n-te Ableitung f™ von f (mit der Konvention
0-te Ableitung von f gleich f© gleich f) und stellen Sie fiir z mit 2 € ] —1|1[ den
Term &,(I) mit Hilfe eines geeigneten Binomialkoeffizienten dar. Spezialisieren

Sie die Iglérstellung fiir x = 0.
HINWEIS: Fiir # € ] — 1]1[ gilt f(z) = (1 +2)Y2.
Ausarbeitung Via Aufgabenstellung, HINWEIS und Schulmathematik gilt fiir

alle reellen z,
fla) = (1+a)"

fla) =5 (a2,

N —

fra)=5 5 (),

1 1 3
" ——._ .. —5/2

f/”/(l’) _ % . _% . _g . _g . (1 + $)77/27
also auch
fl@)=1-(1+x)"2

=4 (31) (1)

ro=b () (1) () 0o

so dass der Verdacht

Ve,n:xe]—-11[AneN=

£ () = % - (% _ 1) - (% _ 2) o (% -1+ n)) (1 4 )22
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entsteht. Aus (26) folgt unmittelbar

Ven:ze]—11[AneN=

) A ()
nl 1-2-3-.... () !

[N

S

und hieraus per definitionem
Ve,n:ze]—11[AneN

- f(n)(x) _ (%) _<1+x)—(—1+2-n)/2 ? (27

Via
Vn:n € N= 1-(1+2n)/2

)

Vn:neN = f(")(O) = (%) ?

n! n

folgt aus (27)

Doch ist (26) wahr und sind - wenn ja - die Fragezeichen “?7”in den nachfol-
genden Formeln iiberfliissig ? Die Antwort ist “ja” . (26) wird mit Vollstandiger
Induktion bewiesen. Die als Ubung empfohlene Ausarbeitung des Beweises ist in
den “Exempla 1”7 zu finden. O]
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2.8 f(r)=—o—

Aufgabe Sei
1
iz
Bestimmen Sie fiir n mit n € N die n-te Ableitung f™ von f (mit der Konvention
0-te Ableitung von f gleich f() gleich f) und stellen Sie fiir z mit # € ]—o00|3[ den
()

Term ~—= mit Hilfe eines geeigneten Binomialkoeffizienten dar. Spezialisieren

Sie die Darstellung fiir z = —1.
HINWEIS: Fiir # € ] — co|3[ gilt f(z) = (3 —2)~ /2

Ausarbeitung Via Aufgabenstellung, HINWEIS und Schulmathematik gilt fiir
alle reellen z,

fi]1-0cB[=R, flz)=

fO) =@ =),

f(l)(x) = _% (=1)-(3— x)_3/2 —_ % (3— :v)_3/2,
f(2)(g;-) = % . _g (=1)- (3 - x)75/2 _ % ) ; (3 :C)75/2,
fO(x) = % : g —g S(=1) - (3 —2)T? 1 g : g B—a) T,
f(4)(x) Z%.g.g._;.(_l).(?)_x)—wz 1 gg_(g x)—g/z’
also auch
fO@)=1-3—a)"",
FO@) = (-1)-—5 - (3= a)

und hieraus

fO@) _1-@=a)

o! 1
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= 1 = (1) (3 a)
— 0+ ( ) 60,
ARICD) 1 _% (_% - 1) (3—a)? _ _% ’ <_% — 1) —5/2
o 1-2 =1 1-2 B-o)

so dass der Verdacht

Ve,n:x €] —o0|3[AneN
- f(n)($) _ (_1)n . <_%> . (3 . I)_(1+2.n)/2

n! n

7 (28)
entsteht. Offenbar gilt

Vn:neN=
(3— (_1))*(1+2-n)/2 — 4 (+2n)/2 _ (22)—(1+2-n)/2

2-—(142:n)/2 —1—2. (1) 1+2n
=9 n -9 n __
2 ’
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so dass aus (28)
Vn:neN = A (—1)"- <1>1+2.n- (_%) 7 (29)

folgen wiirde.

Sowohl (28) als auch (29) sind wahr. Ein Beweis mit Vollstandiger Induktion ist
in den “ Exempla 1”7 zu finden. Es wird eigenstéindige Ausarbeitung des Beweises
empfohlen. O
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2.9 (a+0b)°

Aufgabe Seien a,b € R. Zeigen Sie

w0 = () () (B s () a4 (s ()

Ausarbeitung Es gilt

(a+0)°=(a+b)? (a+b)?=(a*+2-a-b+b)-(a®*+3-a® - b+3-a-b*+b%)

=a* (a®+3-a> b+3-a-b*+10b*)
+2-a-b-(a®>+3-a*>b+3-a-b*+0b°)
+b(a*+3-a®>-b+3-a-b*+b°)

(a +3-a*b+3-a* b+ a*- b
+(2-atb+6-a*b*+6-a* b*+2-a-bh)
+ (@ *+3-a®> b +3-a-b* 4+ )

= +(3+2)-a* b+B+6+1)-a® V¥ +(1+6+3)-a*>-0*+(24+3)-a-b*+b°
=1-a"+5-a* b+10-a®- V> +10-a*> V> +5-a-b*+1-°,

und mit Hilfe von (1), (2) folgt via “5 € R” und “0,1,2 € N”|

und dann via Satz - binom - N d),

(0)=(:20) =) =0
(=(24)=0)=>
(0)=(:25) = )=
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so dass in der Tat,

(a+b)°

=...=1-a®+5-a*b+10->-*+10-a*> V®*+5-a-b*+1-0°

(D) s () atos (D) () ot () awr e (3) 0

O
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3 UE - Binomialkoeffizient

2\ _ x(z—1)(x=2)....(x—(—14+k)) __
3.1 (j) = il =

Es soll die Aussage

Ve,k:x e RANkeN=

(1:) o (@—1) (@ —2) .. (x— (=1 +k))

k)~ k!
z(x—=1)-(x=2)-...- (z = (—=1+k))
- 1-2-3-... -k » (30)

bewiesen werden. Es stehen die Rekursionen

<g) =1, (31)

T z\ = —k
Vk.keN:(lJrk)—(k)H—k, (32)

z-(x—=1)-(z—=2)-...-(z—(-140)) =1, (33)

und

Vk:keN=z-(z—-1)-(z—2)-...-(x = (—=1+(1+k)))
=(x-(z=1)-(x=2)-...-(x—(=1+k))) (x —k), (34

zur Verfiigung.
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Beweis von (30)

2: EIE:E:{w:u)GN/\

z € R.

3.1: Via (31) gilt:

7: Aus Thema6 folgt per definitionem E:

3.2: Via (33) gilt: z-(x—1)-(z=2)...-(x—(=140)) =1.
2 (7 3;1_13;2x-(x—l)-(x—2)-...~(x—(—1+0))
~\0 1 1
oz —1)-(x—2)-...- (v —(=140))
a 0! ‘
5: Aus “0 Menge” , aus “0 € N” und aus 4
folgt per definitionem FE: 0e L.
peE.

(2—2)-....(x—(—1+4p))

peNA () = 2=t
8: Aus 7 folgt:

p!
peN.

Ergo Themaé:

Konsequenz per definitionem “C” :

Vp:pe E=peN.

Al “EQN”

27
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z €R.
NEE.
8: Aus Thema?7 folgt per definitionem E:
AeNA (f\) _ m-(m—1)-(1—2);\.!..(33—(—1—&—)\)).
9.1: Aus 8“X € N” folgt: 1+XelN
9.2: Aus 8 folgt: AeN.
9.3: Aus 8 folgt: ) = z'(JC_1)'($_2)g!”'(z_(_1+’\)).
10.1: Aus 9.1 folgt: 14+ A Menge.
o 22062y zox 98 z(e—1)-(s=2)...(z—(=14A)  z—)
10.2: (1) = ()-8 = N e
_ (z(a=1)(z=2) .. (a—(=14N)))-(z—A)
EGESY
9.2,34) z-(x—1)-(z—2)-....(z—(=1+(1+))))
- PYRGESY)
_ z(z=1)(2=2)-.(z—(=1+(1+N)))
FEBYBY
9.2,Satz—FakRek z.(z—1)-(z—2)-....(z—(—14+(141)))
- (14)! )
11: Aus 10.1, aus 9.1 und aus 10.2
folgt per definitionem F: 1+\eE.
Ergo Thema7: A2| “VA: ANe E=1+)Xe€ k7
8: Aus A1, aus 5 und aus A2
folgt via Satz - Vollstindige Induktion: E=N
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v €R.
keN.
10: Aus Thema9 und aus 8 folgt: ke E.

11: Aus 10 folgt per definitionem E:

(:D :x-(m—l)-(x—2)k-:!...-(x—(—1—i—k:)).

Ergo Thema9:
r-(x—1)-(x—=2)-...-(x — (—14+k))

xr
Vk:.k:eN:><k): o )

Ergo Themal:
A3| “Vz:

x z-(x—1)-(x=2)-...-(x = (=1+k)),
Vk:keN;»(k): il

2: Aus A3 folgt:

Ve,k:x e RANkeN=

(z) x-(:c—l)-(x—Q)k-:!...-(:v—(—l—l—k))

1-2-3-...- k.

3: Via Kapitel “Fakultat” gilt: Vk:keN = k!
4: Aus 2 und aus 3 folgt:

Ve,k:x e RANkeN=
((I}) (@1 (@-2)-...-(z—(-1+k))

r-(z—1)-(z—=2)-...- (2 — (—1+k))
1-2-3-...-k
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Satz - binom - 1 a)

Ve,k:z e RAkeN = (m)eR

Beweis

z €R.
2: JE:E={w:weNA(’) e R}.

2y
3: (0) =1.
4: Aus 3 und aus “1 € R” folgt: (0) eR

5: Aus “0 Menge” , aus “0 € N” und aus 4

folgt per definitionem £ 0eE.

peE.

7: Aus Thema6 folgt per definitionem E: pé&e NA (Z) e R.

8: Aus 7 folgt: p e N.
Ergo Thema6: Vp:pe E=peN.

Konsequenz per definitionem “C” : Al “ECN”
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v €R.
AEE.
8: Aus Thema7 folgt per definitionem FE:
AeENA(}) e R
9.1: Aus 8“X e N” folgt: 1+XxeN
9.2: Aus Themal und aus 8“\ € N” folgt:
x— A cR
14+ A
10.1: Aus 9.1 folgt: 1 4+ A Menge.
- A
10.2: Aus 8¢ (i) € R” und aus 9.2 folgt: (i) . T—F—)\ eR
10.3: Aus 8“\ € N” folgt via (2) v "
.3: Aus olgt via (2): = : :
& 1+2) ) 1T
11: Aus 10.3 und aus 10.2 folgt: ¢ e R.
1+ A
12: Aus 10.1, aus 9.1 und aus 11
folgt per definitionem E: 1+Xe k.
Ergo Thema7: A2’ “VYA:AeE=14+AeE”
8: Aus A1, aus 5 und aus A2
folgt via Satz - Vollstindige Induktion: E =N.
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r€R.
keN.
10: Aus Thema9 und aus 8 folgt: ke L.
11: Aus 10 folgt per definitionem E: (2) € R.
Ergo Thema9: Vk:keN= (i) e R.
Ergo Themal: AS‘ “Vo (Vk keN= (i) € R) 7

2: Aus A3 folgt:

Vx,k:xeRAkeN:><z)eR.
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33 (I+z—k) - () =01+2)-(9

33

Satz - binom - 1 b)

1
Ve, k:x e RAkeN = (1+x—k)-< —;;

“””) = (1+x>.<z).

7: Aus Thema6 folgt per definitionem E:
peENA(l+z—p)-(

8: Aus 7 folgt:

Beweis

z €R.
2: EIE:E:{w:wEN/\(l—l—x—w)~(1:w):(1+:c)'(2)}.
3.1: Gtz-0)- ()Y A+a) 1™ 140
3.2: (I+a2)- ()Y A+a) 1™ 4
4: Aus 3.1 und aus 3.2 folgt: I+z-0)-("")=0+2)- ().

5: Aus “0 Menge” , aus “0 € N” und aus 4
folgt per definitionem FE: 0e L.

pek.

p

T = (1 42)- (2).

peN.

Ergo Thema6:

Konsequenz per definitionem “C” :

Vp:pe E=pelN.

Al “EQN”
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r€R.
AEE.
8: Aus Thema7 folgt per definitionem FE':
AeNA(L+z—A)- (") =010+2)- ().
9.1: Aus 8“\ e N” folgt: 1+XxeN
9.2: Aus 8 folgt: Ae N
9.3: Aus 8 folgt: T+z=N- (") =01+2)-(5).
10.1: Aus 9.1 folgt: 1 4+ A Menge.
10.2: (L+z—(1+X)- (175
9.2,(2) (I+z—(1+A)- (1-;:(:) . (11:?)\—)\
o 1+ (1+z)—A
=(@-=X1-(") 1+X
=(1+z-0-(7) 5=
9.3 T T—\
= <1+$)'(,\)'1+_/\
9.2,(2) x
= (1+x)- (1+/\>'
11: Aus 10.1, aus 9.1 und aus 10.2
folgt per definitionem FE: 1+Xe k.

Ergo Thema7:

A2 “VA:Ae E=1+)Ae€E”

8: Aus A1, aus 5 und aus A2
folgt via Satz - Vollstindige Induktion:
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z €R.
keN.
10: Aus Thema9 und aus 8 folgt: ke L.

11: Aus 10 folgt per definitionem FE in 2:
1+

wean (1

)

= (1+2)- (z)

Ergo Thema9:

VkikeN= (1+z—k)- (12“@) :(1%)-(2).
Ergo Themal:
AS’ “V : (Vk:keN;»(Hx_k).(lzaf) :(1”),(@),,

2: Aus A3 folgt:

Ve,k:x e RANkEeEN=

Vk:keN:>(1+x—k)~<

1+
k

Y- ()
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1+z\ _ [z r+1
3.4 (1+k) - (k) " 1+k
Satz - binom - 1 c¢)
1+2x T r+1
k: RAEK = . .
v,k cRAEEN <1+k> (k) 11k
Bewelis

v €R.
2: EIE:E:{w:wEN/\GIi):(i)-%.
x 2y @) (14 z)—0 (1) x z
0.1 () = () 2 () a0 W ey e
2y a1 D
3.2: ;) - =1-=
4: Aus 3.1 und aus 3.2 folgt: () =) - =
5: Aus “0 Menge” , aus “0 € N” und aus 4
folgt per definitionem FE: 0eE
peE.
7: Aus Thema6 folgt per definitionem FE in 2:
142 T T
peNA (i) = () 5
8: Aus 7 folgt: peN.

Ergo Thema6:

Konsequenz per definitionem “C” :

Vp:pe E=peN,

A1 CcEgN??
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r e R.

8: Aus Thema7 folgt per definitionem FE:
NENA(E
9.1: Aus 8“X e N” folgt:
9.2: Aus 8 folgt:
9.3: Aus 8 folgt: (if
10.1: Aus 9.1 folgt:
. 1+«

10.2: (1+(1+,\))

9.L,(2) r14x\  (14z)—(1+))

- (1+/\) TR EES))
— (1+ ) Ny S
1+A)  14(14X)

23 (5) - 2l —=A

= W T 1N

_ (= z—A z+1

- (,\) I ES R FRGEBY)

9.2,(2) ; 4 o4l

- (1+,\) IEE(EDIR
11: Aus 10.1, aus 9.1 und aus 10.2
folgt per definitionem F:

e E.

x+1
1+X°

) =)
1+ eN.
AeN.

) =)

1 4+ A Menge.

1+MNeE.

Ergo Thema7:

A2 “VA:ANeE=1+)XeFE”

8: Aus A1, aus 5 und aus A2
folgt via Satz - Vollstindige Induktion:
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z€R.
keN.
10: Aus Thema9 und aus 8 folgt: ke L.
11: Aus 10 folgt per definitionem E:
IL+z\ (x\ z+1
1+k) \k) 1+Fk

Ergo Thema9:

1+2z
k:k
v EN:><1+k>

| 8
+
—_

RS
>~ 8
~__
—

+
k‘-

Ergo Themal: A3

Vg - (Vk:keN:»(Hx)

r+1
1+ k

),,

1+Ek

2: Aus A3 folgt:

Ve,k:x e RANkeN= Vk:keN:(

)= ()
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3.5

(

i) = () + ()

39

Satz - binom - 1 d)

1+=z T T
Ve, k:x e RAkeN = <1—|—k:)_<k’)+(1+k)'

Bewelis

reRAKEN.

1.1: Aus Themal
folgt via des bereits bewiesenen c): (}K) = (2) . %
1.2: Aus Themal“k € N7 folgt: 0=k—k.
1.3: Aus Themal“k € N” folgt via (2): (Lfk) =) - %ﬁ
2.1: (1) = G) =0 55 =0 =
=)= =0 G+ )
= g () S E )0 =)+ 6
2.2: Aus Themal folgt via des bereits bewiesenen a): (i) e R.
2.3: Aus Themal“k € N7 folgt: }i—: = 1.
3: Aus 2.2 folgt: (i) 1= (i)
£ )= E)HEEE )0 1= G0 =0+ 05
Ergo Themal: Ve,k:x e RANkeN= Gii) = (i) + (

1+k:)'
[
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Satz - binom - 1 e)

e s
R f— =
T € Ak:eNA(k> 0 = (1+k) 0

BeweisVSa:GR/\kGN/\(i)zO

1: Aus VS“k € N” folgt via (2): (1) = () - TT_]IZ
2: Aus 1 und aus VS* (i) = 0” folgt: (lfﬁk) =0- ”1”7_:
3: Aus VS“z € RAk € N” folgt: xeR
4: Aus 3 folgt: 0- 2= =0.
5: Aus 2 und aus 4 folgt: (111@) =0
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0y _
41 () =0
Satz - binom - N a)
0
1<keN = (k) =0.
Beweis
1.1: dl:l=1
1.2: EIE:E:{w:(g)zo}
2.1: Aus 1.1“l =17 und aus “1 € Z” folgt: leZ
2.2: Aus “0 € N” folgt via (2): (120) = (8) %
3: HEQ SF=0-0210=0
4: Aus “1 Menge” und aus 3¢ ((1)) =...=0"
folgt via 1.2“E:{w:(g):0}”: lek
5: Aus4und aus 1.1l =17 folgt: leE.
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ANEZANNEENI<

7.1: Aus Thema6“\ € E”
und aus 1.2“F = {w ; (g) = 0}” folgt: (?\) =0.
7.2: Aus 1.1“l =17 und aus Thema6“] < \” folgt: 1 <A
7.3: Aus Thema6“\ € Z” folgt: 1+XeZ.
8.1: Aus 7.2 und aus Thema6“\ € Z” folgt: AeN
8.2: Aus 7.3 folgt: 14+ A Menge.

9: Aus “0€eR”,aus 8.1 und aus 7.1

folgt via Satz - binom - 1 e): (14(:/\) =0.
10: Aus 8.2 und aus 9 folgt per definitionem E: 14+ )\ € F.

Ergo ThemalO:

M| “YA:(AEZANEEAI<A) = 1+A€E”

7: Aus 2.1, aus 5 und aus A1 folgt via Satz - vVI:

) CE.

1<keN

9.1: Aus Thema8“k € N” folgt:
9.2: Aus Thema8“1 < k” und aus 1.1“l =1" folgt:

10: Aus 9.2 und aus 9.1 folgt via Satz - aZ: ked{l ...}
11: Aus 10 und aus 7 folgt: ke FE.
12: Aus 11 und aus 1.2“F = {w ; (2) = O}” folgt: (2) = 0.

Ergo Thema8:

VE:1<keN= (9 =o0.

]
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Satz - binom - N b)

Vn:néeN = (n)zl.

Beweis

1: HE:E:{WIWEN/\(M):l}.
w
1.

2: Via (1) gilt:

3: Aus “0 Menge” , aus “0 € N” und aus 2
folgt per definitionem F:

5: Aus Thema4 folgt per definitionem E:
6: Aus 5 folgt:

pe k.
peNA() =1
p e N.

Ergo Thema6:

Konsequenz per definitionem “C” :

Vp:pe E=peN.

A]. “EQN”
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AEE.
6: Aus Thema5 folgt per definitionem FE: AeNA (’A\) =1.
7.1: Aus 6“\ € N7 folgt: 1+XeN.
7.2: Aus 6“)\ € N7 folgt: AeR
. « ) . 14+
7.3: Aus 6“)\ € N7 folgt: o5 =L
7.4: Aus 6 folgt: (;) =1.
8.1: Aus 7.1 folgt: 1+ A Menge.
8.2: Aus 7.2 und aus 6“\ € N”
folgt via Satz - binom -1 ¢): (}j:\\) =(3) - .
. 1+A) 82 A\ Ayl 74 A1 A T3 _
9: (1—1—)\)_<>\)'1-i-i>\_1'1+i>\_1'}i_>\_1'1_1'
10: Aus 8.1, aus 7.1 und aus 9
folgt per definitionem FE: 1+ e k.
Ergo Themab: A2| “VA:ANe E=14+Xe k7
6: Aus A1, aus 3 und aus A2
folgt via Satz - Vollstindige Induktion: E=N.
n€N.
8: Aus Thema7 und aus 6 folgt: nek.
9: Aus 8 folgt per definitionem E: (Z) =
Ergo Thema7: Vn:neN= (") =1
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ny __ n!
4.3 (k) = (k)
Satz - binom - N ¢)
|
neNAkeNAE<n = (Z):k' (Z—k:)‘
Beweis
keN.
1.1: dl: 1l =k.
w w!
1.3: Aus Themal folgt via des bereits bewiesenen b): (Z) =
1.4: Aus Themal folgt via Satz - Fak - 1: 1 <kleN.
1.5: Aus Themal folgt: k Menge
1.6: Aus 1.1l =k” und aus Themal folgt: leN.
2.1: Aus 1.4 folgt: p=1
2.2: Aus 1.6 folgt: leZ
. k! _ kK K _ k21
3: R — ROl — B — K
4: Aus 1.3 und aus 3 folgt: (Z) = m
5: Ausl.5,aus4undaus1.2“F = {w : (“kf) = Wl—k)!}” folgt: k € E.
6: Aus 1.1“l =k” und aus 5 folgt: leE.
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keN
ANEZNNEENI<A
8.1: Aus Thema7“\ € Z” folgt: 1+ XeZ.

8.2: Aus Thema7“\ € E”
und aus 1.2%: ' = {w : (“’) = }” folgt:

k Kl (w—k)!
A X
(k) = ROk

8.3: Aus 1.6, aus Thema7“l < A” und aus Thema7“\ € Z”

folgt: AeN.
8.4: Aus Thema7“\ € Z” folgt: AeR.
8.5: Aus 8.1 folgt: 1 4+ A Menge.

9.1: Aus 8.4 und aus Themal
folgt via Satz - binom - 1 b):
A=K (P) =40 ().

9.2: Aus 8.3 folgt via Satz - FakRek: (1 + A\)! = (1+X)- Al

9.3: Aus Thema7“l < A” und aus 2.2 folgt: 0< =1L
9.4: Aus Thema7“\ € Z” und aus 2.2 folgt: A—leZ.
9.5: Aus 8.4 folgt: 1+XeR.
10.1: Aus 9.4 und aus 9.3 folgt: A—leN.
10.2: Aus 9.5 und aus Themal

folgt via Satz - binom - 1 a): (Hk"\) e R.
11.1: Aus 10.1 und aus 1.1“] = k” folgt: A—keN.

11.2: Aus 10.2 folgt: 1- (MY = (Y.
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Themat k€N,
ANEZANINEENLLA.
. . 4 -k
12.1: Aus 11.1 folgt: o = L

k

9.2

12.2: Aus 11.1 folgt via Satz - FakRek:

13: (1+,\) 1+,\) 121 142k | (1+A)

k

(=R () = i (- ()

14+X—k

14X
THA—k

I+A—E)l=1+A—k)-(A—k).

1+A—k k

T Or—k)R-O—k)  RE(IA—k)- (k)

14: Aus 8.5 und aus 13
folgt per definitionem F:

8.2 141 A (1+A)-Al
I+2—k  E-O—k)! — (A4 —k)k-(OA—k)!
(14+N! 122 (142!
EL(1+XA—FK)!
1+AeFE.

Ergo Thema7:

M| “YA:(AEZANEEAI<A)=1+A€E"

8: Aus 2.2, aus 6 und aus Al

folgt via Satz - vVI: {l,...} CE.
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keN.
neNAE<n.
10.1: Aus Thema9“n € N” folgt: n € 2.

10.2: Aus Thema9“k <n” und aus 1.1l =k” folgt: [ <n.

11: Aus 10.2 und aus 10.1 folgt via Satz - aZ: n € {l,...}.

12: Aus 11 und aus 8 folgt: nekr.
13: Aus 12
und aus 1.2“F = {w . (“kf) = W!—k)!}” folgt:

() = wosmr

Ergo Thema9: Vn:(neNAk<n)=(}) = —m‘(ﬁ!_k)!-
Ergo Themai: Vk:keN= (Vn :meNAE<n) = (Z) = —k!_(g!_k)!)
Konsequenz: ‘v’n,k:(nEN/\kEN/\k‘Sn)é(Z):W!_k),.

]
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4.4

(1) = G2

Satz - binom - N d)

neNAkeENAk<n = Yo "),
k n—=k

Beweis VSn e NAkEkeNAELk <n.

1.1: Aus VS folgt via des bereits bewiesenen c): (Z) W
1.2: Aus VS folgt: n—keN.
1.3: Aus VS folgt: n—k<n.
1.4: Aus VS“k € N” folgt: k=0+k.
1.5: Aus VS“n € N” folgt: n—n=>0.
2.1: Aus VS“n € N” Jaus 1.2 und aus 1.3

folgt via des bereits bewiesenen c¢): (nfk) = W‘_(n_k)),

EZ20+kZ (n—n)+k=n—n+k=n—(n—k).

: Aus 2.2 folgt: k=n—(n-—k).

(Z) = k!-(g!—k)! - (n—rllc!)!-k! = (n—k)!- (::' (n—k)) 2: (nnkz :

)
0
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Satz - binom - N e)

neNAkeN = (n)eN.

Beweis

1: EE:E:{w:wGN/\‘v’V:VEN#(i)EN}.

peE.

3: Aus Thema?2
und aus 1“E = {w:wEN/\Vu:uENi(‘l‘j)EN}”

folgt: peNAVY:veN= (P)eN.
4: Aus 3 folgt: p € N.
Ergo Thema2: Vp:pe E=peN.

Konsequenz per definitionem “C” : Al “ECN”
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veN.
4: Aus Thema3 folgt: v=0Vv1<uw.
’Fallunterscheidung‘
4.1.Fall v=0.
5: Aus 4.1.Fall folgt: @) =(9) Y.
6: Aus 5 und aus “1 € N” folgt: (S) eN.
4.2.Fall 1<
5: Aus 4.2.Fall und aus Thema3 folgt via des bereits
bewiesenen a): (2) =0.
6: Aus 5 und aus “0 € N” folgt: (S) eN.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (2) e N.

o1

Ergo Thema3: A2‘ “Yv:veN= (2) eN.”

4: Aus “0 Menge” , aus “0 € N” | aus A2
und aus 1“F = {w:w e NAW:v e N= (¥) e N}” folgt: 0eFE.
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6: Aus Themab
und aus 1“FE

folgt:

Ae E.

= {w:wEN/\Vu:uENé(‘:)EN}”
AeNAW:veN= () eN,

8: Aus Thema7 folgt: w=0Vv1<pu.

e N.

’Fallunterscheidung‘

9:
10:

n=0.

Aus 8.1.Fall folgt: (') = ("$") = 1.
Aus 9 und aus “1 € N” folgt: (1;2)‘) eN.

9.1:

9.2:
10.1:

10.2:
10.3:

11:

12:

13:
14:

L<p

Aus 8.2.Fall und aus Thema7 folgt:
In:neNApu=1+n.
Aus 6\ € N7 folgt: reR

Aus 9.2 und aus 9.1“n € N” folgt via
Satz - binom - 1 d): (}ig) = <2)+<1in)
Aus 9.1“n € N7 folgt: 1+neN.
Aus9.1“n e N” undaus 6“Vv:v € N =
(3) e N” folgt: () eN.
Aus 10.2“14+n € N” und aus 6“Vv : v €
N= (}) e N” folgt: (13,) €N
Aus 10.3 und aus 11 folgt:

() + (3,) €N

n 1+n

Aus 10.1 und aus 12 folgt: Gi;\]) e N.
Aus 13 und aus 9.1%u =1+n” folgt:

(1+/\) e N.

"

Ende Fallunterscheidung]

In beiden Féllen gilt: (H’\) e N.

0

Ergo ThemaT7:

AB‘ “Yu:peN= (1?) e N”
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NEE.
8: Aus 6“)\ € N” folgt: 1+XeN.
9: Aus 8 folgt: 1+ A Menge.
10: Aus 9, aus 8 und aus A3
folgt per definitionem FE: 1+Xe k.
Ergo Themab: ALl “VA:NeE=14+)Xe k7

6: Aus A1, aus 4 und aus A4 folgt via Satz - Vollstidndige Induktion: £ = N.

neN.
8: Aus Thema7 und aus 6 folgt: nek.
9: Aus 8
und aus 1“FE = {w:weNAW:vreN= (¥)eN}”
folgt: Vk:keN=(}) eN.
Ergo Thema7: Vn:neN= (Vk:keN= (}) €N).

Konsequenz: Vn,k:neNAkeN= (}) eN.
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4.6 (") = 0 - A posteriori

k
Satz - binom - N f)
neNAkEkeNAn<k = (Z):O.
Beweis

n € N.
2.1: dl:l=1+n.
2.2: EIE:E:{w:(Z)zo}.
2.3: Aus Themal folgt: 14+neN.
2.4: Aus Themal folgt: n € R.
3.1: Aus 2.3 folgt: 1+neZ.
3.2: Aus Themal folgt via (2): (1Zn) =) - Tn-
3.3: Aus 2.4 folgt: n—n=
4.1: Aus2.1“l=1+n" und aus 3.1 folgt: leZ.
4.2: Aus Themal folgt via des bereits bewiesenen b): (Z) =
4.3: Aus 3.1 folgt: 14+nekR.
4.4: Aus 3.1 folgt: 1+ n Menge.

5: Aus 4.3 folgt: Hin:o.

6 (2R
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5}

| Thema| n€N.
7: Aus 4.4, aus 6“ (lﬁn) =...=0"
und aus 2.24F = {w: (Z):O}” folgt: 1+nekE.
8: Aus 2.1“l=14n" und aus 7 folgt: le E.
ANEZANNEENLL.
10.1: Aus Thema9“\ € Z” folgt: 1+ XeZ.
10.2: Aus Thema9“\ € E”
und aus 2.2“F = {w : (Z) = 0}” folgt:
() =0
10.3: Aus Thema9“l < A” und aus 2.1“l=1+n"
folgt: 14+n <A
11.1: Aus 10.1 folgt: 1 4+ A Menge.
11.2: Aus 2.3, aus 10.3 und aus Thema9“\ € Z”
folgt: AeN.
12: Aus 2.4, aus 11.2 und aus 10.2
folgt via Satz - binom - 1 e): (11)\) = 0.
13: Aus 11.1 und aus 12
folgt per definitionem FE: 1+\AeE.

Ergo Thema9:

M| “YA:(AEZANEEAI<A) = 1+A€E”

10: Aus 4.1, aus 8 und aus A1l folgt via Satz - vVI: {l,...} CE.
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nen.
keNAn <k
12.1: Aus Themall“k € N7 folgt: keZ.
12.2: Aus Themal“n € N”, aus Themall“k € N” und aus
Themall“n < k7 folgt: 14+n<k.
13: Aus 12.2 und aus 2.1l =1+ n" folgt: I <k.

14: Aus 13 und aus 12.1 folgt via Satz - aZ: k€ {l,...}.
15: Aus 14 und aus 10 folgt: keFE.

16: Aus 15 und aus 2.1“F = {w : (Z) = O}”
folgt: (Z) = 0.

Ergo Themali: Vk:keNAn<k=(})=0.

Ergo Themai: Vn:neN= (Vk:keNAn<k= (})=0).

Konsequenz: Vn,k:nEN/\keN/\n<k:>(Z):O.
]
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4.7

1< (})

Satz - binom - N - 1+

a) neNAkEkeNAE<n = 1<

(
) neNAKeNALIZS(}) = k<n

Beweisa) VSneNALkeNAE<n

INDIREKT.
1: Via Satz - binom - 2 a) gilt: (ze RAKENA(}) =0) =z <k
2: Aus 1 folgt: (z¢R)V(E¢N)V((]) #0)V(z <k).
3: Aus 2 folgt: méR)V (kEN)V((}) £0)V(n<k).
4: Aus 2 und aus VS“k € N” folgt: meR)V((}) #0)V(n<k).
5: Aus VS“k < n” folgt: —(n < k).
6: Aus 4 und aus 5 folgt: (n¢R)V((}) #0).
7: Aus VS“n € N” folgt: n € R.
8: Aus 6 und aus 7 folgt: (Z) # 0.
9: Aus VS“n € NA k € N” folgt via Satz - binom - N e): (Z) e N.
10: Aus 9 und aus 8 folgt: 1< (Z)



o8

Beweisb) VSneNAEeNALL (Z)
INDIREKT.

1: Via Satz - binom - N f) gilt:

UE - Binomialkoeffizient N

meNAkeNAn<k)= (})=0.

k

2: Aus 1 folgt: (n¢N)V (k¢ N)V(=(n<k)V((})=0).

3: Aus VS“n € N” und aus 2 folgt:
4: Aus VS“k € N” und aus 3 folgt:
5: Aus VS gleich “1 < (Z) 7 folgt:
6: Aus 4 und aus 5 folgt:

7: Aus VS“n € NA k € N” folgt:

8: Aus 6 und aus 7 folgt:

(k€ N) Vv (=(n < k) V((;) =0).

(=(n < k) V((})=0).
(}) #0.

—(n < k).

(n < k)V (k<n).
k< n.

]



