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1 Vorstellung

C ist die Menge aller komplexen Zahlen. Es gilt R C C. Jede reelle Zahl ist
eine komplexe Zahl. So sind etwa 0, 1,2, e, v/2, 7 komplexes Zahlen. In Kurzform:
0,1,2,e,v/2,m € C. Es gibt unendlich viele komplexe Zahlen, die keine reellen
Zahlen sind. Also gilt C € R und somit R # C. Die bekannteste komplexe Zahl,
die keine reelle Zahl ist, ist die imaginédre Einheit

i.
Es gilt i ¢ R, i € C. Weder +00 noch —oo noch nan sind komplexe Zahlen.
*

Von komplexen Zahlen zu sprechen leitet sich vermutlich aus der Méglichkeit ab,
mit komplexen Zahlen dhnlich wie mit reellen Zahlen rechnen zu koénnen. Die
komplexe Arithmetik beruht auf folgenden Aussagen.
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Komplexer Vorzeichenwechsel. Fiir reelle Zahlen stimmt der komplexe Vorzei-
chenwechsel mit dem reellen Vorzeichenwechsel iiberein. Ist z eine komplexe Zahl,
so wird das Ergebnis des Vorzeichenwechsels dhnlich wie im Reellen mit —z be-
zeichnet. Es gilt

Vz:iz€eC= —2€CA—(—2) ==z

Komplexer Reziprokwert. Fiir reelle Zahlen stimmt der komplexe Reziprokwert

mit dem reellen Reziprokwert iiberein. Ist z eine komplexe Zahl, so wird der
Reziprokwert dhnlich wi im Reellen mit % oder 1/z beheichnet. Es gilt

1 1
Ve:izeC=-€eCA~+ =2z
z

1
z

Kompexe Addition. Fiir reelle Zahlen stimmt die komplexe Addition mit der
reellen Addition tiberein. Sind z, w komplexe Zahlen, so wird die komplexe Summe
- also das Ergebnis der komplexen Addition - von z und w &hnlich wie im Reellen
mit z + w bezeichnet. Es gilt

Vzow:2€CANweC=z24+weCArz+w=w+ z,

Vz2:2€C=2+40=0+z=2zAz+(—2)=(—2)+2=0,
Vzwu:2€ CAweCAhueC=z+ (w+u) =(z4+w)+u.

Komplexe Subtraktion. Fiir reelle Zahlen stimmt die komplexe Subtraktion mit
der reellen Subtraktion iiberein. Sind 2z, w komplexe Zahlen, so wird deren kom-
plexe Differenz - also das Ergebnis der komplexen Subtraktion - dhnlich wie im
Reellen mit z — w bezeichnet. Es gilt

Vzow:z€CANweC=z—welCAhz—w=z+(—w)Az—w=—(w—2),

Vzowu: 2€ CAweChruelC=z—(w—u)=(z—w)+u,
Vzow:2z€CAweC= —(z+w)=—z2—wA—(z+w) =(—2) + (—w),
Vzow:z€eCANwel=—(z—w)=w— =z
komplexe Multiplikation. Fiir reelle Zahlen stimmt die komplexe Multiplikation
mit der reellen Multiplikation {iberein. Sind z,w komplexe Zahlen, so wird das

komplexe Produkt - also das Ergebnis der komplexen Multliplikation - von z und
w dhnlich wie im Reellen mit z - w bezeichnet. Es gilt

Vzow:2€CANweC=z-weCAz-w=w-z,

Vz:izeC=2-1=1-2=2N2-0=0-2=0,

1 1
V2:0#£2eC=z2-—=—--2z=1,
z oz



Vz,w:2€ CAweC= (—2)- (—w)=z-wA—2-w=(—2)-w=z-(—w).
Vz,wau:z2 € CAw e CAueC=z-(w-u) = (z-w) uNhz- (w+u) =z -w+z-u,

wobei in der komplexen Arithmetik wie im Reellen die Regel “Punktrechnung
vor Strichrechnung” gilt. Das vermutlich beknnteste Produkt komplexer Zahlen
ist

i-i=—1.

kompexe Division. Fiir reelle Zahlen stimmt die komplexe Division mit der reellen
Division iiberein. Sind z,w komplexe Zahlen, so wird der komplexe Quotient -
also das Ergebnis der komplexen Division - von z und w dhnlich wie im Reellen
mit = oder z/w bezeichnet. Es gilt

z z 1 1
Vzow:2€eCANweC=—eCAN—=2z-—=—"-2,
w w woow
z
Vz2:0#2eC= - =1,
z
1 w 1 1 1
Vow:2€CAweC= —=—A =_-.
Z 2z zow  zow
z Z-u = z-w
Vz,w,u,v: 2z e CANweCAueCArveC= —-—= AL = ,
w wevooT o weu

und es gilt die Kiirzungsregel,

u-z oz
Vz,w,u: 2z CAweCAO#ueC= = —
urw o ow w-eu

und die mathematisch dquivalente Erweiterungsregel

Z  wu-z  zZ-u
Vzow,u: 2z CAweCAN0AuelC= — = = .
woou-w w-u

2 Realteil und Imaginérteil

C kann in kanonischer Weise bijektiv auf R? abgebildet werden. Diese kanonische
Bijektion wird hier mit reim bezeichnet. Es gilt

reim: C — R? bijektiv.

Fir z € C ist reim(z) ein geordnetes Paar (a,b) reeller Zahlen. Sowohl die erste
als auch zweite Koordinate héngen von z ab, so dass man

reim(z) = (reim;(z), reimy(z2)),

schreiben kann, wobei
reim 5 : C — R,



reellwertige Funktionen sind. reim; ist die Realteilfunktion und wird mit Re be-
zeichnet. reimy ist die Imaginérteilfunktion und wird mit Im bezeichnet. Es gilt
also

reim: C - R, reim(z) = (Rez, Imz).

Auch gilt
Re: C — R,

und
Im:C — R.

Trotz ihres Namens ist die die Imaginérteilfunktion reellwertig. Der kanaonische
Charakter von reim wird sichtbar, wenn die Umkehrfunktion

reim!' : R? = C,
1

betrachtet wird. reim™" ordnet jedem geordneten Paar (a,b) reeller Zahlen eine
komplexe Zahl. Dies geschieht in - eben - kanonischer Weise via

Va,b: (a,b) € R® = reim '((a,b)) = a+i-b.

Hier sind mit + und - die komplexen arithmetischen Operationen gemeint. Es
gilt
Vz:2€C= z=(Rez)+i-(Imz),
Vz,w:2€ CAwe  CARez=Rew Almz =Ilmw = z = w.
Ve:x € R=Rexr=2Almz =0,
Vz:z€CAlmz=0= z€ RARez = z,
Vz:z € C = Re(Rez) = Rez A Im(Rez) = 0,
Vz:z € C = Re(Imz) =Imz Alm(Imz) = 0.

Beziiglich komplexer Arithmetik gilt
Vz:2z€eC = Re(—z)=—-Rez A Im(—z)=—Imz,

Rez —Imz

Vz:2z€ C = Re(l/z) = (Re2) 1 (Im2)? A Im(l/z) = (Rez)2 + (Imz)2’

Vz,w:2€ CAhweC
= Re(z4+w) = (Rez) + (Rew) A Im(z+w)= (Imz)+ (Imw),

Vz,w:2€ CAhweC
= Re(z —w)=(Rez) — (Rew) A Im(z —w) = (Imz)— (Imw),



Vzyw:2z€ CAweC
= Re(z-w) = (Rez) - (Rew) — (Imz) - (Imw)
A Im(z-w) = (Rez) - (Imw) + (Imz) - (Rew).

Vz,w:2€ CAweC
(Rez) - (Rew) + (Imz) - (Imw)
(Rez)? + (Imz)?2 ’
~ —(Rez) - (Imw) + (Imz) - (Rew)
A Imiz/w) = (Re2)? 1 (Im2)? ‘

= Re(z/w) =

*

Fiir praktische Rechnungen empfiehlt es sich, mit komplexen Zahlen der Form
a+i-bmit a,b € R zu hantieren. Wegen

reim ' : R? — C bijektiv,
gibt es zu jeder komplexen Zahl z genau ein geordnetes Paar (a,b) € R? mit
z =a+i-bund fiir jedes geordnete Paar (a,b) € R? ist a + i - b eine komplexe
Zahl. Dariiber hinaus gilt
Va,b:a € RAbeR = Re(a+i-b)=a A Im(a+i-b) =0,
so dass sich etwa aus
1=14+i-0 A i=0+i-1,

und 0,1 € R die Aussagen

Rel=1 A Iml=0,

Imi=0 A Imi=1,

ergeben. In Anwendung komplexer Rechenregeln ergeben sich folgende Aussagen.

Va,b:a e RAbeR = —(a+i-b)=(—-a)+i-(-b)=—-a—i-b
A Re(—(a+i-b)=—-a A Im(—(a+i-b))=—b,

1 a . b
= — s
a+i-b a?+b? a? + b?

A Re ! = ¢ A Im ! = b
a+i-b) a?+b? a+i-b) a?+0b2

Va,b:a e RAbeR =




beispielsweise

Va,b,c,d:a e RAbERAceERADdER =
(a+i-b)+(c+i-d)=(a+c)+i-(b+d)
A Re((a+i-b)+(c+i-d))=a+c A Im((a+i-b)+(c+i-d))=0b+d,

Va,b,c,d:a e RAbERANceERADdER =
(a+i-b)—(c+i-d)=(a—c)+i-(b—d)
A Re((a+i-b)—(c+i-d))=a—c AN Im((a+i-b)—(c+i-d)=b—d

Va,b,c,d:a e RAbeERAceRAdeER =
(a+i-b)-(c+i-d)=(a-c—b-d)+i-(a-d+b-c)
A Re((a+i-b)-(c+i-d)=a-c—b-d AN Im((a+i-b)-(c+i-d))=a-d+b-c.

Va,b,c,d:a e RAbERANceERADdER =
a+i-b_a-c+b-d+i —a-d+b-c
c+i-d 2+ d2 c? + d?

a+i-b a-c+b-d a+i-b —a-d+b-c
A Re = A Im =

c+i-d ? + d? c+i-d 24 2

*

Es gilt

|0:17 Il =1, i2:_]—, |2:_|;
und allgemeiner
Vn:neZ = =1, itr=j 2Hn 1, P —

*

Die komplexe Zahl

54i-(-2),

kann in Einklang mit komplexer Arithmetik auf verschiedene Weise geschrieben

werden,
54i-(=2)=5+(-2)-i=5—-2-i=5—i-2.

Es gilt
—5—=2-1)==-5+2-1i.



Zur Berechnung von ﬁ wird am besten ein Trick eingesetzt: Zdhler und Nenner

werden mit dem “konjugiert Komplexen” des Nenners - Erkldarung folgt bald -
multlipliziert und die Produkte werden nicht per Formel sondern unter Einsatz

des komplexen Distributivgesetzes und i-i = —1 berechnet:
1 5+2-i  1-(542-i)
5—2-i 5-2-i 5+2-i (5—-2-1)-(5+2-1)
B 5+2-i 9420 5420 5+2-i
C25410-i—10-i—4-i-i 25—4-(=1) 25+4 29
5 2
29 "3

Auch gilt mit vertrauten komplexen Rechenregeln etwa,
(5—2-)+(34+i) =5—2-i+34+i=8-2-i+1-i =8+ (—2+1)-i =8+ (—1)-i =8—1,
5-2-)—B+i)=5-3—-2-i—i=2-2-i—1-i=2+(-2-1)-i=2-3-],
sowie
5-2-1)-B3+i1)=5-34+5-1—2-i-3=2-i-i=154+5-i—6-i—2-(—1)
=15-1-14+2=17—1,
und

5-2-i 5-2-i 3—i (5-2-0)-(3—i) 15-5-i—6-i+2-i-]

341 341 3—i  (3+i)-3-1i) 32—
15—11-i+2-(=1) 15—11-i—2 13—11-i 13 11
pu— pr— pu— :——I._
9—(—1) 9+1 10 10 10’

wobei hier die natiirlich auch fiir komplexe Zahlen giiltige Formel

Vow:2€CAweC = (z4+w)- (2 —w) =2*—w

eingesetzt wird.

3 Die konjugiert komplexe Zahl

Ist z eine komplexe Zahl, so wird die durch Vorzeichenwechsel des Imaginérteils
von z gewonnene Zahl “konjugiert komplexe Zahl von z” genannt und mit z
bezeichnet:

Vz:2€e C=z€ CAZ=(Rez)—i-(Imz).

Es folgt
Veiz€C=Rez=Rez A Imz=—Imz.



Stellt man C mit Hilfe von reim als Ebene - die “Gaufische Ebene” - dar, so
erhilt man Z aus z durch Spiegelung an der Abszisse, also der reellen Achse. Es
gilt

V2izeC=Z=z,

_ 1
Vz:2€C=—2=—-2ZAN1/z2=—,
Z

Vz:z€C=2-Z=((Rez) +i-(Imz2))- ((Rez) —i- (Imz)) = (Rez)* —i*- (Imz)?
= (Rez)? + (Imz)? € [0] + <],

z z

1 1
Vz: C=-=--== =
FiEe z-Z  (Rez)?+ (Imz)?’

Z z

ISTN IR

wobei hier alle Gleichungen auch im Fall z = 0 richtig sind,
Vr:x e R=7=ux,
Vz:izeCANZ=2=2z€R,
VZ:ZE(C:>Rez:%-(z—l—z)/\lmz:%i-(z—z),

Vzow:2eCANweC=z4+tw=zZ4+w,z—w=2%—w,

B

Vzow:2€CANweC=Zw=2 w,z/w=

)
w

Va,b:a €ERADER=a+i-b=a—i-bAa—i-b=a+i-b,
VYa,b:a € RADER = (a+i-b)-(a+i-b)=a®+b*€ [0]+ oo

4 Der komplexe Betrag

Visualisiert man die Menge der komplexen Zahlen als Gauflsche Zahlenebene,
so ist der “komplexe Betrag” einer komplexen Zahl z gleich dem Abstand, den
der z visualieserende Punkt von 0 hat. Der komplexe Betrag stimmt fiir reelle
Zahlen mit dem reellen Betrag {iberein und wird wie im Reellen mit Hilfe zweier
senktrechter Striche | bezeichnet. Es gilt

Vz:z€C=|z| = /(Rez)? + (Imz)2 € [0] + oo,
so dass auch
Vz:zeC=|z| e R

Es gilt
Vo:xz e [0+ oo = |2] =,

Vz:z€CAlz|=2=z€ [0]+ o[,



Ve:z €] —o0l0] = |z| = —x,
Vz:z€eCA|z|=—2=2z€] — o0|0],
Vz:z€eCAlz|=0=2=0,
z2=0=|z| =0.
Beziiglich |.| und komplexer Arithmetik gilt
\V/ZZZGC:>|—Z|:|Z|/\’§‘:%;
Vzow:z€ CAw e C=||z] — |w|| < |z 4+ w| < |z| + |w),
Vzow: 2z € CAweC=|z] — |w|| < |z —w| < 2] + |wl,

Vz,w:zeC/\wECZ>|z-w|:|z|-|w|/\‘i‘:M.
wl |wl
Vz:zeC=|z| = |z
Auch gilt
Va,b:a e RADER = |a+i-b] = Va2 + 12,

Va,b:a € RADER = ||a| — |b]| < Va2 + b2 < |a| + |b].

5 Die Eulersche Formel

Die Funktionen exp, sin, cos konnen auf kanonische Weise auch fiir komplexe Zah-
len derartig definiert werden, dass sie fiir reelle Zahlen mit den jeweiligen reellen
Funktionen {ibereinstimmen. Es gilt dann fiir die entsprechenden Erweiterungen,

expe : C = C, sing:C—=C, cosc:C—C,

2 3 4

z° oz
Vz:ze(C=>eXp(Cz:1+z+§+§—|—1+...,
, 2 2
Vz:zEC:>sm<cz:z—§+a—ﬁj:...,
22 2t 28
Vz:ZGC:>cosCz:1—§+I—ﬁj:...,

insbesondere gilt die Eulersche Formel,
Vz:2€ C = expe(i-z) =coscz+i-sine z,

und es gilt unter anderem

Vz:z € C = expe(—2) =

A sing(—z) = —sing 2 A cosc(—2) = cosc 2,
expe 2
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Auch die Additionstheoreme bleiben strukturell gleich,
Vz,w: 2 € CAw e C = expe(z+w) = (expe 2) - (expe w),

Vz,w:z € CAw € C = sing(z + w) = (sinc 2) - (cosc w) + (cosc 2) - (sing 2),
Vz,w:z € CAw e C = cosc(z +w) = (cosc z) - (sing w) — (sing 2) - (sing w),

so dass sich unter Einbeziehung der Eulerschen Formel

Va2 € C = sines = 5 ((expeli- 2) - (exp(—i-2))
Vz:2€ C = coscz= % - ((expe(i- 2)) + (exp(—i- 2))),

Vz:z € C = (coscz)? + (sing 2)* = 1,

ergibt. Werden an Stelle komplexer reelle Zahlen betrachtet, so zeigt sich zunéchst
ein Spezialfall der Eulerschen Formel,

Ve:z € R = expe(i-x) = (cosz) +i- (sinz),

und weiter
Vo :x € R = Re(expe(i-z)) = cosz Alm(expe(i-x)) = sinz,
und
Ve:xz e R= |expe(i-x)| = 1.

6 Ebene Polarkoordinatenfunktion. wnkl.
Betrachtet man in der Ebene R? die Einheitskreislinie

EK={(z,y) ;s ERAyeRA2>+¢* =1},

so stellt man fest, dass es zu jedem (z,y) € EK genau ein ¢ € | —7|r] - an Stelle
von | —m|m] kann auch jedes andere Intervall der Form Jala+ 7] oder [ala+ 7 [
mit a € R betrachtet werden, doch im Vorkurs soll es das Intervall | — 7|7 ] sein
- gibt, so dass

r=cos¢p A y=sing.

Damit ist eine Funktion
phi : EK — ] — w|w] Dbijektiv,

festgelegt.
ACHTUNG phi unstetig in (—1,0).
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Die entscheidende Eigenschaften dieser Funktion sind

Vp:p € EK = p = (cos(phi(p)), sin(phi(p))),

Vo :¢ €] —m|r] = phi~'(¢) € EK.
Ist (z,y) € R?* mit (z,y) # (0,0), so gilt mit Hilfe des Betrags von Vektoren im
R2,
1
Tl (x,y) € EK, wobei |[(z,y)] =%+ y?,
T,y
woraus ohne viel Weiteres,

o) = ol (e s (1 o)) o (o (1 0) ) ).

folgt. Schreibt man in dieser doch eher aufwéndigen Notation

oy (0.0) £ (o) € B = wd((o,) = s s () )
und ergénzt eher willkiirlich,
wnk1((0,0)) =0,
so ergibt sich die Funktion

wnkl : R? — ] — 7|n],

phi <|(x%y)\ ) (x,y)) , (0,0) # (x,y) ‘
0 ) (070) = (.CE,y)

Mit den Mitteln des Vorkurses gelingt eine Darstellung von wnkl mit Hilfe von
arctan und einer Fallunterscheidung:

wnkl((x,y)) =

( 0 , t=0Ay=0
arctany , O<z
x

g , t=0A0<y

Va,y: (2,y) € R? = wnkl((z,y)) = Y
m+arctan= |, z<O0AO0<y

x
T , < 0Ay=0
k—7r+arctany , t<0Ay <0

x

ACHTUNG wnkl unstetig entlang ] — 0o|0] x {0}.
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Es folgt weiterhin,

Va,y: (z,y) € R = (z,y) = |(z,y)] - (cos(wnk1((z,y)), sin(wnkl((z,y))).

Mit dieser Gleichung ist die Grundlage fiir die “ Ebene Polarkoordinatenfunktion
"7 epk gelegt:

epk : R? = R?,  epk((z,y)) = (x((z,y)), wnkl((z,y))

= (|(z,y)],wnkl((z,y))) = (v 2* + y?,wnkl((z,y))),
so dass
Va,y; (x,y) € R® = (x,y) = r((z,y)) - (cos(wnkl((x,y)), sin(wnkl((z,y))),
In der Tat gilt

epk : R? — {(0,0)} U]0| + 0o x ] —7|r] bijektiv

ACHTUNG epk unstetig entlang ] — oo|0] x {0}.

7 wnCl. Eine komplexe Wurzelfunktion. wrzl.

Die Menge der komplexen Zahlen C mit Hilfe von reim bijektiv auf R? abgebildet.
Damit kann die Funktion wnkl via reim ins Komplexe {ibertragen werden:

wnCl := wnkl o reim,
oder etwas expliziter,
Vz:z € C = wnClz = wnkl(Rez, Imz).

Es gilt
wnCl: C — | —7|7].

ACHTUNG wnCl unstetig entlang {z : 2 € C A Rez < 0}.

Beispielsweise gilt
Vo :z € [0 + oo[ = wnClz =0,

Vo:xz €] —ool0[ = wnClz =,

wnCL(i) = g wnCl(—i) = _g, wnCl(1 +1i) = —,

]

Vm:x€]0|+oo[:>wnC1(i-a:):g,

Vo :xz €] —ool0[ = wnCl(i-z) :—g.
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Mit Hilfe der komplexen Betragsfunktion und der Eulerschen Formel kann man
Vz:z2€C= z=|z| expe(i-wnClz),

zeigen. Diese Darstellung und die Eigenschaften der komplexen Exponentialfunk-
tion erlauben es, eine kanonische Erweiterung der reellen Wurzelfunktion anzu-
geben. Diese Fortsetzung ist

Cl
wzzl: C — C, wrzlz=/|z| - expc <i . Wn2 Z)

Cl Cl
=z <cos (wn2 Z) +i-sin (wn2 Z)) :

Zum Nachweis, dass wrz1 die entscheidenen Eigenschaften einer kanonischen Fort-
setzung der reellen Wurzelfunktion hat, sei Folgendes festgestellt:

2
Cl
Vz:z€C = (wrzlz)? = (\/ 2| - expe (i : Wn2 Z))

~ (V) (e (1 29))

: Cl .
= |z| - exp¢ (2 . Z) = |z| - expe(i - wnClz) = z,

so dass fiir alle z € C die komplexe Zahl wrzlz mit sich selbst multipliziert= z
ist. Auch gilt

c1
Vi :x € [0] + oo[ = wrzle = \/|z| - expge (i _ wn2 a:)

.0 .
= /|| - expe (I . 5) =/|z| - expc (i-0) = /|z] - expc 0
= Vil -exp0 = Vil 1= Vil = V.

so dass wrzl fiir reelle Zahlen tatsiachlich mit \/' ibereinstimmt. In vermutlich
erwarteter Weise gilt

Cl
vx:l'E] —OO‘O[:>WI'Z]_$: w/’x‘ - eXPg (i.an Z‘)

(7)< (e (5) 105
— Izl - 0+i-1) = ol -i =i V],

so dass im Speziellen
wrzl(—1) =i
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ACHTUNG wrzl ist im Gegensatz zu /7 nicht stetig. Dies wirkt sich unter
anderem dadurch aus, dass nicht jede fiir nichtnegative reelle Zahlen und /-
giiltige Formel auch fiir wrzl giiltig ist. So gibt es etwa komplexe Zahlen z, w mit

wrzl(z - w) # (wrzlz) - (wrzlw),
und hierfiir ist 2 = w = —1 vermutlich das einfachste Beispiel:

wrzl((—1)-(=1)) =wrzl(l) =1# —1 =i-i= (wrzl(—1)) - (wrzl(—1)).

Mit Hilfe von wrzl kann man bei gegebenem komplexen a die Gleichung
2* =a,

nach z auflésen. Mathematisch préaziser gesprochen: Aus a € C folgt wrzla € C
und (wrzla)? = a. Auch gilt offenbar (—wrzla)? = (wrzla)? = a, so dass

Va:a € C= twrzla € {z:2 € CA2*=a},

so dass
Va:a € C = {—wrzla,wrzla} C {z:2€ CAz*=a}.

Ist umgekehrt
Ne{z:2€CAZ2=a},

so folgt A € C und
M\ = a = (vrzla)?,

so dass
A\ — (wrzla)? =0,
also auch
(A +wrzla) - (A —wrzla) =0,
woraus

A= —wrzla V \=uwrzla,

folgt, aus dem sich
A € {—vwrzla,wrzla},

ergibt. Als weitere Schlussfolgerung zeigt sich nun
Va:a € C= {—vwrzla,wrzla} = {z: 2 € CA2* = a},
und somit auch

Va,z:2€ Cha € CA2*=a & 2€CAacCA(z=vurzlaVz= —wrzla).
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Zur Losung der Gleichung z?> = a bei gegebenem komplexen a und gesuchtem
komplexen z kann man, muss man aber nicht die Darstellung von wrzl mit expg
und wnC1 zuriick greifen. Es reicht aus, wenn man reelle quadratische Gleichungen
in R l6sen kann. Dazu ein Beispiel.

Beispiel (ohne Beweis) Gesucht sind all jene komplexen z fiir die
2 =5-2-i,

gilt. Unter der Voraussetzung, dass es derartige z gibt, gibt es auch reelle a, b mit
z=a+i-b. Es folgt
(a+i-b)*=5-2-i

und hieraus
a> =0 +i-(2-a-b)=5-2-i.

Realteil und Imaginérteil der komplexen Zahl links muss gleich Realteil und Ima-
gindrteil der komplexen Zahl rechts sein. Da a, b reell sind gilt

Re(a> —b* +i-(2-a-b)) =a®>—b*, Ima®—b*+i-(2-a-b)=2-a-b.
Es folgen die Gleichungen
a>—bv =5 2-a-b=-2

Aus der zweiten Gleichung folgt 0 # a, 0 # b und

b= -2,

a
und dies in die erste Gleichung eingesetzt ergibt zunéchst

].
2
a __2 5’

woraus wegen 0 # a die biquadratische Gleichung
at—5-a>—-1=0,

folgt. Via (a?)? = a* und mit Schulmathematik ergibt sich

5 5\ 5 5\
2 2
== = 1 == — = 1.
a 5 + ( 2) + Vo a 5 ( 2) +
a? muss als Quadrat einer reellen Zahl nichtnegativ sein. Der Term mit “—
es nicht. Es folgt

2

ist
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so dass
Lo VhEVE9 o VB4V
V2 V2o
und korresponierend zu b = —% folgt jeweils
2 2
o V2 v b Y2
54129 5429
so dass
L_ VbV 2 v oo VBV L V2
V2 V5 + /29 V2 V5 +v29
folgt. Zur Probe wird
2 2
L (VEEVE L V2 (VB L V2
V2 5+ /29 V2 5+ /29
2 2
_(VEEVE9 L, VBV V2, V2
V2 V2 5+ V29 V5 + /29
5V 2 B4V 4 o
2 5+v29  2-(5++v29  2-(5+29)
_25+10-v20+20-4 . 50+10-v329
2-(5+/29) 2- (54 /29)
10 -
20(5—4_\/2_9)_2429_2.;:5_2.57
2-(5++/29) 2
berechnet. [J(Beispiel)

Mit Hilfe von wrzl kann die aus der Schulmathematik vertraute p, g-Formel fiir
komplexe Losungen reformuliert werden. Seien p,q komplexe Zahlen. Gesucht
seien all jene komplexen z fiir die

Z4p2z+q=0,
gilt. Unter der Voraussetzung, dass derartige z existieren gilt fiir all diese

SIORTR
<z+2 5 +q ,

also
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In Worten: z+% ist eine komplexe Zahl, deren Quadrat gleich der komplexen Zahl

(g)2 — g ist. Hierfiir gibt es nach aktuellem Wissensstand genau zwei Moglichkei-

ten: es muss

D <p>2 D
L 1 Z) — vV =
z+2 wrz ( 5 q) z+2

gelten. Es folgt

2 2
z:—g—i-wrzl((g) —q> \ z:—gz—wrzl(<g> —q),

oder einpriagsamer, aber bednklicher,

2
z:—g:i:wrzl ((g) —q).

Dies ist die aus der Schulmathematik vertraute p, g-Formel, in der /- durch die
komplexe Erweiterung wrzl ersetzt wird. Zur Probe wird in neurlicher etwas
bedenklicher Notation,

(v (8 ) +o- (L ((2) ) 4o |
e o (1) (o (0 )

|
|
=
[a]
N
|_l
N
/N
N3
N———
[N}
|
)
~_

berechnet.

Beispiel (ohne Beweis) Gesucht sind all jene komplexen z fiir die
224102+ 26 =0,

gilt. Mit Hilfe der komplexen p, g-Formel folgt

10 10\° )
s=—gdwrzl (o) —26) = -5 +wrzl (52 —26) = —5 £ wrzl(—1)

=-—-5%i.
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Zur Probe wird

(=5+1)2+10- (=5 +1) +26 =25 — 10 - i +i>— 50 + 10 - i + 26
—25—1—50+26 =0,

und

(=5 —i)>+10- (=5 —i) +26 =25+ 10-i+i>— 50 — 10 - i + 26
=25—1-50+26=0,

berechent. [I(Beispiel)



