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1 Notationen

1.1 ¥, fiir j {1,...,d}
Falls 1 < d,n € Nund ¥ € C}(W : R") und 0 # W C R? offen, dann ist fiir
xeWund j € {l,...,d},

(O,90)() = W (x) = lim 1+ (¥ (x+ h-e) — V()

h—0

wobei e;-l der j-te Einheitsvektor im R? ist, die j-partielle Ableitung von ¥ an der
Stelle x und fiir
U ={(z,¥;(z)):xeW},

gilt ¥ ; € ¢(W : R?) und

U, W —=RY 2 U (2).

1.2 (P¥) und (P10)
Falls 1 <d,n € Nund ¥ € C}(W : R") und 0 # W C R? offen, dann ist

(PW) = {(z, (P¥)(2)) :
(PU)(z) Projektion des R™ auf H[{V (z),... ¥ 4(2)}]},

und es ist

(Pr0) = {(z, (P T)(2)) :
(PL¥)(z) Projektion des R™ auf (H[{¥ 1(z),... ¥ 4(z)}])*}.
1.3 U, fur j,ke{l,...,d}

Falls 1 < d,n € Nund ¥ € C3(W : R") und 0 # W C R? offen, dann ist fiir
xeWund j, k€ {l,...,d},

(8k8]‘1/)(l') = \Pd‘Jg(ZL‘) = }3{}%% . (\I/J‘ (ZL‘ + h . ez) — \I/J(l')) s

wobei ¢ der k-te Einheitsvektor im R? ist und fiir
Ui ={(z,¥ k(x) :x € W},
gilt ¥, € C(W : RY) und

Uip: W =RY 2T, (n).



1.4 Uk
Falls 1 <d,n € Nund ¥ € C}(W : R") und 0 # W C R? offen, dann ist

Uk = {((t,x),(t,¥(z))) : t e RAx € W},
und es gilt ¥ € CY(R x W : R x RY), sowie

TR x W =R xR UE((t,7) = (t,V(x)).

1.5 e
Falls 1 <d,n € Nund ¥ € C}(W : R") und 0 # W C R? offen, dann ist

d

und es gilt U8 € C((R x W) x R?: R"), sowie

UE: (R x W) xR R, WE(( Zv]

1.6 (Vo~)* und V&o~*

Satz

Vi. 1<d,ne€Nund 0# W CR?offen und ¥ € CH(W : R™).
V2. ~ist 1-Kurve in R? und rany C W.

=

a) Vorxyist I-Kurve im R” und W o~ : domy — R"
und (¥ ov)® € C(dom~ : R™).
b) Vt:t€domy = (Vory)¥ Z% (W, 07)(t) = (P& or™)(1).

c) (Wory)*=Uson

Beweis trivial. O



1.7 Wwee
Falls 1 <d,n € Nund ¥ € C}(W : R") und 0 # W C R? offen, dann ist

d
yee — { (((t,x),v), ((t,\ll(x)),Zvj : \I/J(x)>> teRAzeWAvE ]Rd} :

und es gilt e € C((R x W) x R%: (R x R") x R"), sowie

Ve (R x W) x RY — (R x R") x R",
VE(((¢,2),v)) = <(t, U(x)), Zvj - ‘I’J(:v))

= ((t, ¥(2)), VE(((t,2),v))) = (P ((t, 2)), VE(((t, 2),v))) -

1.8 (Vo~)" und Ve o~*

Satz

Vi. 1<d,neNund 0# W CR?offen und ¥ € CH(IW : R?).
V2. v ist 1-Kurve in R? und rany C W.
=

(W or)" = wee oy~

Beweis trivial. O

2 Ly=LoVes

Satz - KT

V1. L ist n,Q-Lagrange-Funktion.
V2. 1<deNund 0#W CR?offen und ¥ € C3(W : R") und 0 # Qy.
V3. Qg = (0e8)~1Q] und Ly = L o Vee,

=

a) 0# Qy CR?offen und Ly € C1(Qy : R)

und Ly : Qp = R, Ly(((¢,2),v)) =L (((t,\lf(x)), Zvj . \I/J(x))> :

j=1



c) Vk:ked{l,... d}

= (&{qu,) : Q\y — R,

n

(O Lw)((8,2),0) = D (L © UEB). - W) (1 2), )

a=1
d n

+ D0 > (L) 0 W) W) (£ 7))

j=1 a=1

= (VL) o WU 1) (1, %), 0)) + (Vo L) 0 WEE[(W8) 1) (((t, ), v)),

d
wobei (V€)= Zvj k(8 2),0)).

Q) Vk:ke{l,...,d

n

= (QuLo)(((t,2),0) = Y ((BvaL) 0 W) - Wop)(((t2),0))

a=1

= ((VoL) o WEW 1) (£, %), v)).

e) Ly ist d, Qy-Lagrange-Funktion.

f) ~vist d, Qg-Kurve von Ly
& vy ist 2-Kurve in R? und ran (%) C
& qist 2-Kurve in R? und ran (V&8 o y*) C Q.

g) vist d,Qg-Kurve von Ly = Worist n,2-Kurve von L.

h) Falls v eine d, Qg-Kurve von Ly ist, falls Ay die d, gy, Lg-ELK von ~ ist
und falls A die n, 2, L-ELK von W o v ist, dann gilt

i) Falls v eine d, Qg-Kurve von Ly ist, falls A die n, 2, L-ELK von ¥ o 7 ist
und falls
Vt:tedomy = (PU)(~(t))(A(t)) = o™

dann ist 7 eine d, Qy-Zustandskurve von Ly.



j) Falls v eine d, Qg-Zustandskurve von Ly ist und falls A die n, (), L-ELK
von V¥ o v ist, dann gilt

Vt:tedomy = (PU)(7(t))(A(t)) = o™

Beweis a), b), c), d), e), f), g) trivial.
Beweis h) Rechnung.

Beweis i), j) trivial. O

*

Ist v eine d, Qg-Zustandskurve von Ly und ist A die n, 2, L-ELK von W o 7, so
ist geméafl mechanischer Interpretation fiir alle ¢ € dom~,

(PO (v (D)) (A(1)),

die Kraft, die erforderlich ist, um W o~ zur Zeit t in der Mannigfaltigkeit ran & C
R™ zu halten.
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If - stnd-d-m(i, j)(¢t,z)/P(t,z) (4+1)

Satz stnd-d-KT

V1.

V2.

V3.

V4.

V5.

V6.

V7.

V8.

V9.

V10.

Vi1,

=

1<neNlN
0# B CR x R” offen.
Q=B xR"
m:{1,...,n} x{1,...,n} - C'(B:R).
Vo,B:aef{l,..., n}ANBed{l,..., ny = m((e,B)) =m((B,q)).
® € CY(B:R).
L:Q—R,
L(((t,2),0) = 5 - (%njlm((a,ﬁ))«tw)) o v5> — ((t,2).
1<deNund0#£W CR? offen und ¥ € C2(W : R") und 0 # (U*)~![B].
Qp = (Ve8) Q] und Ly = L o Wee.

Vi,j:ije{l,..., b= me((, )
= {((w), > (ml(a, B)) 0 UH)((t,7)) - Toil) - ‘I’a,j(x)> :
a,f=1

teERAz €RIA(t,2) € (\Ilk)‘l[B]}.

myg = {((Z>])7m\ll((27]))) 11,] € {17 <o ?d}}

a) 0# (U%)7IB]CR x W CR x R? offen.

b) 0# Qg C(Rx W) xRYC (R x RY) x R? offen.

¢) Qg = (T¥)"![B] x R

d) Vt,z,i,j:t e RAzeRIA(t,z) € (¥¥)L[B]Ad,j€{L,..., d}

n

= my((,)((t2) = Y (m((a,B)) 0 WF)((t,2)) - Wau(w) - U ().

a75:1



e) Vi,j:i,5€{l,....d} = mgy((i,))) € C((¥*)'[B]: R).
£) mg:{1,...,d} x{1,...,d} = C'((U*)7'[B] : R).

g) ®o Uk e cl((T*)B]:R).

h) Ly : Q¢ — R,

Ly(((t, ), v)) = (% > me((i5))((t2)) - i vj> — (2o UH)((t, ).

ij=1
i) Ly € CI(Q\I/ R)
j) Ly ist d, Qg-Lagrange-Funktion.

Beweis a), b), c), d), e), f), g) trivial.
Beweis h) Rechnung.

Beweis i) trivial.

4 If - stnd-3-m/P(z) und pend-1-mviad(x)

Satz - ebPend

Vi. 0 <m € Rund 0# O C R? offen und ® € C'(O : R).
V2. Q=R x0) xR

1
V3. L:Q— R, L(((t,x),v))zé-m-|v|2—<1>(a7).
V4. pe R?und ¢,f,g ONB R?® und 0 </ € R und

U:R—-R W(p)=p+l-cos¢-f+1-sing-g.

V5. 0# ¢ O].
V6. Qg = (0e8)~1Q] und Ly = L o Vee,
=
a) L ist 3,Q-Lagrange-Funktion.
b) U e (R :R3).
c) 0#Qy = (R x VO] x R.



d) L@IQ@%R,

La(((t,6).0) = 5 -m P |9~ @(p +1- cosg -+ -sing - g).

e) Falls v eine 1, Qy-Zustandskurve von Ly ist, dann gilt fiir alle ¢ € dom~,

1) = 2 0)p 41 (cos (1) -+ - (s (1) - I

t
+COSW(>
m -1

(V@) (p +1-(cos(t)) -F+1- (siny(2)) - g)lg) = O,

und es gibt E, € R, so dass fiir alle t € dom~y,

\)

. E,
m- 2’

~O(p 41 (cosy(t) - F+1- (sinr(t)) - 9) =

2
. 2
P+

und fiir alle ¢ € dom 7 ist

(V@) (p+1-(cosy(t))-f+1-(siny(t))-g)le) - e

+(VO)(p+1- (cosy(t)) - f+1- (sinvy(t)) - g)l(cos(t)) - F+ (sinry(t)) - 8)
~((cosy(t)) - f + (sin~y () - 9)

—m- Py O ((cosy(t)) - f+ (sinv(t) - g),

jene Kraft, die erforderlich ist, um W o~y zur Zeit ¢ in der Mannigfaltigkeit
ran U C R3 zu halten.

f) Falls v eine 1, Qy-Kurve von Ly ist und falls fiir alle ¢ € dom~,

140~ 24 0)p 41 (cos (1) -+ - (s (1)) - I

N cos(t)
m -1

((V®)(p 41 (cosy(t)) - f+ 1+ (siny(t)) - g)lg) = 0,
dann ist v eine 1, Qy-Zustandskurve von Ly.

Bewweis a), b), c) trivial.

Beweis d), e), f) Rechnung. O]
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5 If - stnd-3-m/Nwt0 und pend-1-mviaNwt0

Satz - NwtOPend

Vi. 0<m,M,GEeRund me R® und O = {z: m # z € R3}.

V2. Q= (R xO0)xR3,
M
V3. _Gom m#r R
Jr—m[
em-M
V3. |v|2+GL teERAzE€0OAVER? .
|z —m|
V4. pe R und ¢,f,g ONB R? und 0 </ € R und

U:R—R* U(p)=p+l-cosp-f+1-sing-g.

V5. Qg = (088)~1Q] und Ly = L o Vee,
=

a) 0# O C R3 offen.

b) &:0 — R, @(x)z—%.
c) ®eCct(0:R).

1 G-m-M 1
d) L:Q—R, L(((t ——m- | —==
) LiQo R L)) = o me o+ T =
e) L ist 3, Q-Lagrange-Funktion.
£f) UeCc™(R:R?.

g) 00y = (R x U 1[0]) x R,

wobei U0O] = {gb o ERA % -(m—p) # (cosp)-f+ (sing) - g

h) L@IQQ%R,

G-m-M

m-|v]* — ®(z).

Lu(((t,9), é))z— O T cosd) T T 9 8

1 .
:5-m'ZQ-|q§|2—<I>(p+l-cosq§-f+l~sinqb-g
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1) VO:0 =R, (Vo) (2)=G-m- M-~
|z —m[?

j) Falls v eine 1, Qy-Zustandskurve von Ly ist, dann gilt fiir alle ¢ € dom~,

REALLY (siny(t)) - {p — mlf) — (cos(t)) - (p —mlg) _
L dp—mA1-(cosy(t) - f+1- (sinn(2)) - g

und es gibt E, € R, so dass fiir alle t € dom~,

I

2-G-M 2-E,

Oy T T omn0) T+ L @) ol

und fiir alle ¢ € dom ~y ist

{(p —mle)
G-m-M- p—mt1 (cosr(t)-F+1-(sm() o e
U+ {p—m|(cosy(t) - f+ (siny(?)) - g)
lp—m+1-(cosy(t)) - 41 (siny(t)) - gl*
+((cosy(t)) - F+ (sinv(t)) - g)

—m- -y (O - ((cosy(t)) - f+ (sinv(t) - g),

+G-m-M

jene Kraft, die erforderlich ist, um W o~y zur Zeit ¢ in der Mannigfaltigkeit
ran U C R3 zu halten.

k) Falls v eine 1, Qy-Kurve von Ly ist und falls fiir alle ¢ € dom~,

(1) — G-M _ (siny(t)) - (p — m|f) — (cos(t)) - (p — m|g) 4
L lp—ml (cosy(t)) - f+ 1 (sinvy(t)) - gf?

dann ist v eine 1, Qy-Zustandskurve von Ly.

Beweis a), b), c), d), e), f), g), h), i) trivial
Beweis j), k) Rechnung. O
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6 1If - stnd-3-m/kK und pend-1-mviakK

Satz - kKPend

Vi. 0 <m,g € Rund n € R® und |n| = 1.
V2. Q=R xR?) xR

V3. @ ={(z,—m-g-(zn)) :z € R’}.

1
V3. L:{(((t,x),v),§-m-|v|2+m-g-<x|n)) :tGRAZEGRS/\UGR?’}.

V4. peR?>und e, f,g ONB R?® und 0 < € R und

U:R—R* U(p)=p+l-cosp-f+1-sing-g.

V5. Qg = (V&) ~'[Q] und Ly = L o Wee,
=
a) :R* =R, &(z)=-m-g-(z|n).
b) ® € CT(R?: R).
o) L:Q—=R, L(((t,x),v)==-m-|[vP+m-g-(zn) :%~m~]v|2—®(x).
d) L ist 3,€)-Lagrange-Funktion.
e) UeCr™(R:R?.
) Qy = (RxR) xR,
g) Ly: (RxR) xR R,
%))
cm PP +meg- (p+1-(cosd)-f+1-(sing)-g|n)
1

:5-m-lQ-|ng5|2—@(p—i—l-cosgb-f—f—l-singb-g).

Ly (((Z, ¢

~—

N |

h) VP:R =R (VO)(z)=-m-g-n
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i) Falls v eine 1, Qg-Zustandskurve von Ly ist und falls w = \/g , dann gilt
fiir alle t € dom 1,

Y1) +w? - (sin (1)) - (nff) — w?® - (cos(t)) - nlg) =0,

und es gibt E, € R, so dass fiir alle t € dom~y,

()] = 2w - (cosy(t)) - (fln) —2-w? - (sin(t)) - (g|n)

alle t € dom~y ist
~meg-fale) e
—m-g- {nl(cosy(1)) - f+ (sin(1)) - g) - ((cos7(t)) - f+ (sinA(1)) - g)
—m -yt () - ((cosy(t)) - F+ (sinv(t)) - 9)

jene Kraft, die erforderlich ist, um W o~y zur Zeit ¢ in der Mannigfaltigkeit
ran U C R3 zu halten.

j) Falls v eine 1, Qy-Kurve von Ly ist und falls fiir alle t € dom~y,

Y1) +w? - (sin (1)) - (nff) — w? - (cos (1)) - nlg) =0,

dann ist v eine 1, Qg-Zustandskurve von Ly.

Beweis a), b), c), d), e), f), g), h) trivial.
Beweis 1), j) Rechnung. [l
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7 1If - 2-fed-1-m/k-2

Satz - 2fed

Vi. 0<m,ke Rund w = E
m

v2. Q= (R x R?) x R?

1 1
V3. L:{(((t,x),v),i'm‘]v|2—§~k‘]a:\2> :tER/\xER2/\UER2}.
=
1 2 1 2
a) L:Q—R, L(((t,x),v)):§-m-|v| —§k|x|

b) L ist 2,Q-Lagrange-Funktion.
c) Falls v eine 2, Q)-Zustandskurve von L ist, dann gilt

Vt,s:t,s € domry

sin(w - (t — s))

= (1) = (cos(w - (t =) - 7(s) + -7 (),

und

Visitsedomy = POP +w (0P = () +w? - 1)

d) Falls I echtes, reelles Intervall, s € I, ., v, € R? und falls

”:{Gﬂww~@—wyaﬁfmw'“‘””%)”GI}

w

dann

vl —R% () =cos(w- (t—s)) - xo+ sin(w 'ugt —5)) v,

und ~ ist 2, Q-Zustandskurve von L und

V(s) = o, Y (s) = vo,

und
Vt:tel = |7'(zf)|2 +w?- |7(t)|2 = |vo|2 +w?- |a:o|2.



e) Falls I echtes, reelles Intervall, ¢, € R, x,,v, € R? und falls

7:{(t,cos(gboqu-t)-xo—FM-vo) :te[},

w

dann

(6, »
v I — R? v(t):COS(¢o+w~t)-xo+M-vo,
w

und ~ ist 2, Q-Zustandskurve von L und

Virtel = O+ [y = v + w? - |zo]?

Beweis a), b) trivial.

Beweis ¢), d), e) Rechnung.

15
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8 1f - 2-polfed-1-m/k-2

Satz - pol2fed

Vi. 0<m,keRund w = E
m

V2. Q= (R x R?) x R2
1 1
V3. L:{(((t,x),v),§'m~|v|2—§~k5~|$|2> :tE]R/\xER2/\UE]R2}.

V4. U ={((r,¢),(r cose,r-sing)): (r,¢) € R2}.
V5. W =R~
V6. Qg = (&)1 und Ly = L o WEE.
=
a) 0#W CR?und ¥ € CT°(W : R?).
b) U:R2 5 R2  U((r,¢)) = (r-cosd,r - sing).
c) UEE: (R x R?) x R? — (R x R?) x R?,
(1. (1, 0)). (7,9)) A
= ((, ¥((r,9))), 7 - (cos §,sin @) + 1 - ¢ - (= sing, cos P)).
d) Qp = (R x R?) x R
e) Ly: (R xR?) xR? =R,

Lal((t, (.00, (7, 00) = 5o (472 ) = 5 ko,

f) Falls 7 eine 2, Qy-Zustandskurve von Ly ist und falls 0 # v, auf dom~ gilt,
dann ist W o« eine 2, {2-Zustandskurve von L.

g) Falls 7 eine 2-Kurve im R? ist und falls

Vt:t € domvy
= ) =) (w3 @) A 0= (3. 3)" @),

dann ist 7 eine 2, Qg-Zustandskurve von Ly.
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h) Falls 0 # 1 € R und falls p eine 2-Kurve in R ist und falls

Vt:tcdomp = p*(t) =—w? p(t) + ,
() )+ s
und falls 0 # p(s) fiir mindestens ein s € dom p, dann

Vi:tedomp = 0% p(t),

und es gibt F, mit 0 < w - |u| < E, € R, so dass

Vi:tedomp = (p°(t))* +w?-p2(t) +
und

Vt:tedomp =

w w
wobei
VE, -\ VE, i\’
0< 1=y 1= (22 < AT+ qf1= (2) er,
w Eo W EO
und falls ¢, € dom p und ¢, € R, so ist
"
P = {(t,gbo—l—/ —2) :tedomp},
to P
eine Stammfunktion von % auf dom p mit
p
o K
w € C2(d0mp : R)J w(to) = wov w (to) = p2(t )7

und
v =A{(t, (p(t),%(¢)) : t € dom p},

ist eine 2, {)g-Zustandskurve von Ly und W o« ist eine 2, (2-Zustandskurve
von L.

i) Falls po, ¢o, ¥, € R, falls I ein echtes reelles Intervall, falls

p={(t, po - cos(o +w-1)) : t € T},
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falls
v =92,
und falls
v ={(t, (p(t), ¥(t) : t € I},
dann gilt p € Ct>(I : R)
p:l =R, p(t) = po-cos(¢o+w-t),
und 7 ist eine 2, Qg-Zustandskurve von Ly und W o~y € C*°(] : R?) und
Vovy:I =R (Vor)(t)=po-cos(do+w-t)-(costh,,sin,),
und W o v ist 2, Q2-Zustandskurve von L.

j) Falls v eine 2, Qy-Zustandskurve von Ly ist, dann gilt

Vt:t € domvy
= W =) (P +(3)() A 0= 3)" @)

Beweis a), b) trivial.
Beweis ¢) Rechnung.
Beweis d) trivial.

Beweis e) Rechnung.

Beweis £) Via Satz - KT in Ly gilt
Vt:tedomy = (PU)(v(t)(A®#)) = 0%

wobei A die 2,9, L-ELK von W o « ist. Fiir alle ¢ € dom~ ist (PU)(~(¢)) die
Projektion des R? auf H[{W ;(v(¢)), ¥2(7(t))}], wobei

W1 (v(£) = (cos(2(t)),sin(12(t))),  Wa(v(t)) = 71(t) - (=sin(72(t)), cos(12(t)),
fiir 0 # 1 (¢) eine Basis des R? ist. Somit gilt im vorliegenden Fall
Vt:tedomy = o’ =A(t).
Beweis g), h), i) Rechnung.
Beweis j) trivial. O
*

Bemerkung Ungeachtet klassischer Interpretationen ist die Funktion p von i) fiir
0 # po und m <Lénge von I auf echten Teilintervallen von I negativ. Auch hat
die Funktion p in diesen Féllen mindestens eine Nullstelle in 7, so dass £) nicht
zur Anwendung kommt. Dennoch ist ¥ o v eine 2, 2-Zustandskurve von L.
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9 If - ebpendgerfii-mymslviakK

Satz - epgfk

my g

und w = 4/ =.

Vi. 0 <mq,msa,l,g € Rund m =my + mo und 0 =
my + Mo l

V2. Py R4 — RQ, Pl((zl,z2,23,zr)) = <Zl,22)
und Py : R* — R2, Py((21, 29, 23, 2)) = (23, 24).

V3. 2= (R x R?) x R2

V4. L= {(((t,x),v),

5 PO+ 5o mae a0 g+ (Pu(a)le) + g (o)) )

tERA:cER4AUER4}.

V6. U ={(((2,0),(l-cosg,z+1-sing,0,2)): z€ RA¢p € R}.
ve. W =R2
V7. Qg = (V&) 1Q] und Ly = L o Wee,
=
mgy

a) 0<mweRuNdl<f<lundO<1—0=—"—<1.
mi + Mo

b) L e€Ct(Q:R) und

L:Q—=TR, L((t,z),v)) = % -my - [P1(v)]* + % My - [Py (v)[?

+my g (Pr(2)e}) +ma g (Pa(w)]er).

c) L ist 4, Q-Lagrange-Funktion.
d) F ist 4,Q-Energie von L

& E:Q—= R, E(((t,x),v)):%-ml-]Pl(v)\2+%-m2-|P2(v)\2

—ma g (Pi(z)le]) —ma-g- (Pa(w)]e}).

e) 0£W CR?und ¥ € CT(W : RY).
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f)

g)

h)

i)

3)

k)

1)

U:R2 - RY U((2,¢) = (- cosg,z+1-sing,0, 2).

vee (R x R?) x R? — (R x R*) x RY,

WE(((t, (2, 9)), (£,0) = (£, W((2,0))), (- ¢-sin, 2+ § - cos $,0,2)).

Qyp = (R x R?) x R%

Ly : (R x R?) x R*? - R,

-m-22+m1-l-(cosqﬁ)-é-é%—%-ml-12-452
+mqy-g-l-cos¢

FEy ist 2, Qg-Energie von Ly

& Ey:(RxR?)xR?* =R,

Bu((t,(2,0)), (2,8)) = 5 -m- % 4 my -1 (cosg) -

Q>

| .
-d)+§-m1-l2-¢2

—my-g-1l-coso.
Falls v eine 2-Kurve im R? ist, falls p = v, a = 7, und falls

Vt:t € domvy
(a®(t))* + w? - cos(a(t))
1 —0-cos?(at))

= p*(t) =01 sin(a(t)) -

- (a®(t))? - cos(a(t)) + w?
1—6-cos?(aft)) ’

dann ist v eine 2, Qy-Zustandskurve von Lg und 3F,, so dass £, € R und

A a®(t) = —sin(a(t)) -

Vt:t € domy
= gm0 - Lcos(a®) (1) 0*(0) + 5 a1 (0" (1))

—my-g-l-cos(at)) = E,.
Falls v eine 2, Qg-Zustandskurve von Ly ist und falls p = 1, @ = 75, dann
gilt

Vt:t € domvy
(a®(t))? + w? - cos(a(t))
1 —0-cos?(at))

= p*(t) =01 sin(a(t)) -

6 - (a*(t))?- cos(a(t)) + w?
1—0-cos?(at)) ’

A a®®(t) = —sin(a(t)) -
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und JF,, so dass F, € R und

Vt:t € domvy
= % cm - (p*(t)* +my -1 -cos(a(t)) - p*(t) - a®(t) + % cmy - P (a®(t))?

—my-g-l-cos(a(t)) = Es.
m) Falls v eine 2-Kurve im R? ist, falls p = 71, o = 9, falls

Vt:t € domvy
(a®(t))? + w? - cos(a(t))

= p**(t)=0-1-sin(a(t))- 1 —0-cos?(at))

0 - (a*(t))?- cos(a(t)) + w?

A a®(t) = —sin(a(t)) - 1 —0-cos?(aft)) 7

falls I echtes reelles Intervall mit I C domy und
Vi:tel = 0=p"(@)Vv0=a"(1),

dann
Vi:tedomy = 0=p"(t)AN0=0a"(t),

und
n:neZ AN a=(n-m)"domr.

n) Falls I echtes reelles Intervall, falls p,, p1 € R, falls n € Z, falls

p={(t,po+t-p1):tel},

und falls o = (n-7)°"I dann ist p eine 2-Kurve in R und « ist eine 2-Kurve
in Rund p € C*°(I : R) und a € C**°(7 : R) und

Vi:tel = po+t-pr=pt), 0=p*(),

Vi:tel = n-m=at), 0=a"(),

und

(a®())? + w? - cos(a(t))
1 —0-cos?(at))
)

Vi:tedoml = p*(t)=0-1-sin(at))-

0 - (a®(t))? - cos(a(t)) + wQ‘

Ao (t) = —sin(a(t)) - 1 —0-cos?(aft))
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Beweis a), b), ¢c), d), e), £), g), h) trivial.
Beweis i), j), k), 1) Rechnung.

Beweis m)

LFallVt:tel=0=p*(t) und Ir: 7€ I A0 # a** (7).

Dann gibt es echtes reelles Intervall J mit J C [ und 0 # «*® auf J. Aus zweiter
ODE folgt 0 # sina - (6 - (a®)? + w?) auf J und somit 0 # sin a auf J. Demnach
via erster ODE und 0 = p** auf [ und J C I, 0 = (a®)? +w? - cos a auf J. Hieraus
durch Differenzieren: 0 = a® - (2 a*® — w? -sina) auf J. Wegen 0 # a®* auf J ist
(0 < a* auf J)V (a*® < 0 auf J) und somit ist a® streng monoton auf .J. Damit
hat a® hochstens eine Nullstelle in J und da 2 - a®® — w? - cos « stetig auf J ist
und abseits jeder Nullstelle von a® gleich 0 ist, gilt 0 = 2 - a*® — w? - sina auf J.
Es folgt a*® = (w?/2) - sin auf J und nun via zweiter ODE,

w2

Vt:teJ = (1-0-cos’(a(t)))- 5 sin(a(t))

— —sin(a(t)) - (0 (*(1))? - cos(a(t)) + w?)

woraus via 0 # sin « auf J die Aussage
2
Viited = (1—0-cosi(alt)))- % = 0 (a*(t)? - cos(a(t)) — u?,
folgt, woraus sich via 0 = (a®)? + w? - cos a auf J - siehe oben -
2 w? 2 2 2
Vi:tedJ = (1—6-cos (oz(t)))-7:0-w -cos”(a(t)) — w?,

ergibt. Nach Division durch w? und Multiplikation mit 2 ergibt sich

Vt:teJ = 1—0-cos’(aft)) =20 cos’(a(t) — 2,
so dass

Vi:teJ = 1=0-cos’(alt)),

folgt, was 0 < 0 < 1 widerspricht. Konsequenz: Vt : t € I = 0 = a**(t).
2Fall 3r: 7€ INO#p*(r)und VE : t € [ = 0 = a** ().
Dann gibt es echtes reelles Intervall J mit J C I und 0 # p*® auf J. Aus erster
ODE folgt 0 # 6 - - sina - ((a®)? + w? - cosa) auf J und somit 0 # sina auf J.
Demnach via zweiter ODE und 0 = o*® auf T und J C I, 0 =6 - (a®)?- cos a + w?

auf J. Hieraus durch Differenzieren: 0 =2-6-a®-a*® -cosa — 0 - (a®)? - sin a auf
J, woraus wegen 0 = a*® auf [ und J C I,

Vi:teJ = 0=-0-(a*) sinq,
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folgt. Wegen 0 # sina auf J ergibt sich hieraus 0 = a*® auf J, woraus wegen
0=0-(a®)? cosa+w? auf J - siche oben - die Aussage 0 = w? folgt, die 0 < w?
widerspricht. Konsequenz: Vt : t € I = 0 = p**(t).

Ab nun kann von
Viitel = 0=p"()=a"(t),
ausgegangen werden.

3FallVt:t el =0=p*"(t)=a*(t) und I7: 7 € I A0 # sin(a(1)).
Dann gibt es echtes reelles Intervall J mit J C I und 0 # sin« auf J. Aus den
ODEs folgt

VirtedJ = 0= (a"(t))*+w’ cos(a(t)) =0 (a®(t))* - cos(a(t)) + w?

woraus sich
VirtedJ = (a®(t)* = —w?-cos(alt)),

ergibt und
viiteJ = 0=0-(a"(t))* cos(a(t)) + w?

= —0-w?-cos?(a(t)) +w? =w? (1 —0-cos*(aft))),

erscheint, woraus sich via 0 # J die Aussage 0 = w? ergibt.
Konsequenz: Vt : t € J = 0 = sin(a(t)).

Somit gibt es, da « stetig ist, ein n € Z mit

Vi:tel = n-m=at).
Aus 0 = p** auf I folgt,

o, P1: Po, 1 ERAVE L ET = p(t) =po+1t-p1.
Falls
p*:dom~y — R, p*(t)=p,+1t-pi,

und

*

a” = (n-m)”(dom~),

dann gilt trivialer Weise

Vt:t € domvy
((@*)*(t))* + w? - cos(a*(t))
1 —0-cos?(a*(t))

0 ((a*)*(t))? - cos(a*(t)) + w?
1—0-cos?(a*(t)) ’

= (p7)"() =01 sin(a’(1)) -

A (@)(t) = —sin(a’(1)) -
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und p*, a* setzen p,a von I auf dom~ fort. Via Eindeutigkeitsresultaten der
elementaren Theorie von ODEs folgt p = p* und a = o*, so dass im Speziellen

Vt:tedomy = 0=p"(t) =a"(t),

und
o = (n - 7)™ (dom ),
folgt.

Beweis n) trivial. O



