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1 Notationen

1.1 dom f C R?

Falls 1 <d€ Nund f: Q — Rund 0 # Q C RY offen, dann ist fiir x € Q und
je{l,...,d},

(0;f)(x) = f;(x) = lim

wobei e? der j-te Einheitsvektor im R? ist, die j-partielle Ableitung von f an der
Stelle z.

1.2 domf CR x R?

Falls 1 <deNund f:Q — Rund 0 # Q C R x R? offen, dann ist fiir ¢t € R,
reRY (t,x) €9,

(@ f)((t,2)) = f*((£,2)) = lim Y ,

die Zeitableitung von f an der Stelle (¢,z) und falls j € {1,...,d}, dann ist

O, )(( ) = £5((t,2)) = lim LEZ TR ) = F(t:2))

h—0 h

Y

die j-partielle Ableitung von f an der Stelle (¢, ) und der Ortsgradient von f in
(t,x) ist
(V) 2)) = (Fal(t,2)), -, fal(t, 2))).

1.3 dom f C (R x RY) x R4

Falls 1 <deNund f: Q= Rund 0 # Q C (R x R?) x R? offen, dann ist fiir
teR, zeRY veRL ((t,x),v) €Q,

@2, 0) = (1), ) = i L2 Z I D) 0)

h—0 h

)

die Zeitableitung von f an der Stelle ((¢,x),v) und falls j € {1,...,d}, dann ist

O F)(((62),0)) = £5(((t),0)) =l LE2 1)) = F({(E ), )

h—0 h

Y



die j-partielle Orts-Ableitung von f an der Stelle ((¢,2),v) und es ist

O P)((t.2),0)) = tim L L2 €)= F((1,2), v)

h—0 h ’

die j-partielle Geschwindigkeits-Ableitung von f an der Stelle ((¢,z),v)t und der
Ortsgradient von f in ((¢,x),v) ist

(vxf)(((tv SL’), U)) = (f,l(((tv x)v U)>7 c f,d(((tv SL’), U))),

und der Geschwindigkeitsgradient von f in ((¢,z),v) ist

(Vo £)(((t,2),0)) = ((0a) F (£, 2),0)), -, (Fua ] ) (£, 2),0)))-

2 Kurven

Definition |cist k-Kurve im R? :< ¢ Funktion und dom ¢ echtes reelles Intervall
und 1 < d € N und ranc C R? und k£ € N und c ist k-mal stetig differenzierbar.

*

Definition | ¢ ist k-Kurve im R x R :< ¢ Funktion und dom ¢ echtes reelles

Intervall und 1 < d € Nund ranec € R x R? und k& € N und ¢ ist k-mal stetig
differenzierbar.

*

Definition | ¢ ist k-Kurve im (R x R?) x R? :< ¢ Funktion und dom ¢ echtes

reelles Intervall und 1 < d € N und ranc C (R x R?) x R? und k¥ € N und c ist
k-mal stetig differenzierbar.

*

0-mal stetig differenzierbar ist dquivalent zu stetig.

*



2.1 focund (foc)*

Satz

Vi. 1<deNund k,x € N.
V2. 0 # Q C RY offen.
V3. fec(Q:R).
V4. cist k-Kurve im RY,
V5. ranc C Q.
=
a) dom(foc)=dome.
b) focecmintbrl(dome: R).

c) Falls 1 <k, k, dann

Vi:tedome = (foc)(t)= Z(f] oc)(t) ¢

Beweis trivial.

2.2 ¢ und foc* und (foc*)*
Falls ¢ eine 0-Kurve im R? ist, so ist
¢ =A{(t,(t,c(t))) : t € domc}.

*

Satz

V. cist k-Kurve im R%.

=

a) dom (¢*) = dome.

b) Vt:tedome = *(t) = (t,c(t)).

c) ¢ ist k-Kurve im R x R,



Bewels trivial.

Satz

Vi. 1<deNund k,x € N.
V2. 0# Q CR x RY offen.
V3. fec(Q:R).
V4. cist k-Kurve im R
V5. ran(c*) C Q.
=
a) dom(foc*)=dome.
b) foc* e cmintbrl(dome: R).

c) Falls 1 <k, k, dann

Vt:tedome = (foc™)'(t)=(f"oc™)(t)+ ) (fjoc™)(t) ()

<
Il
-

M-

= (o)) + (Vaf) o cX[e)(1).

Bewelis trivial.



2.3 c¢*und foc* und (foc*)*
Falls ¢ eine 1-Kurve im R? ist, so ist

" ={(t,((t,c(t)),c*(t))) : t € domc}.

*

Satz
Vi. 1<keN.

V2. cist k-Kurve im R?,
=

a) dom (c*) = domec.
b) Vt:tedome = () = ((tc(t)),c(t)).
c) ¢*ist —1 + k-Kurve im (R x RY) x R4

Beweis trivial. O

Satz
Vi. 1<deNund1<keNund k € N.

V2. 0# Q C (R x RY) x R offen.
V3. fec(Q:R).

V4. cist k-Kurve im R%

V5. ran(c*) C Q.

=

a) dom(foc*)=dome.

b) foc* € cmi{=l+krl(dome: R).

c) Falls 2 <k und 1 < k, dann
Vt:t €edome =

d d

(foc) () =(f o))+ (fioc)t) () + > (B f)oc)(t)- 5 (t)

= (o)) + (Vo) 0 7)) + (Vi) 0 7| (D).

Bewelis trivial. O



3 L ist d,()-Lagrange-Funktion

Definition | L ist d, 2-Lagrange-Funktion

=
1. 1<deN.
2. 0#QC (R x R x R? offen.
3. Lec(Q:R).
4. V,L e c(Q:RY).

4 (Kinetische)(Potentielle) d, )-Energie von L

Definition | F ist d, {)-Energie von L

=
1. L ist d,Q-Lagrange-Funktion.
2. E:Q—R.

3. Vt,r,v:t e RAz €eRIANvERIA ((t,2),v) € Q

= B, 2),v)) = =L )+ 2_ (0 L)(((t,2),v)) - v

M&

= (=L + (VL) (((t, ), v)),

wobei

v:Q =R v(((t2),0) = .



Definition | K kinetische d, {-Energie von L

<=

1. L ist d,Q-Lagrange-Funktion.

2. K: Q=R

3. Vt,r,v:t e RAz eRIANvERIA ((t,2),v) € Q

3 L) ((t.2),0) v,

Jj=1

= K(((t,2),v))

(VL) (((t, 2), ).

N | —

*

Definition | P potentielle d, Q2-Energie von L

<=

1. L ist d,Q-Lagrange-Funktion.

2. P:OQ —R.

3. Vt,z,v:t eRAz €RIAv ERIA ((t,2),v) € Q

= P(((t,2),v))

Satz

a) Eist d,Q-Energie von L = FEeC'(Q:R).
b) K kinetische d, Q-Energie von L = K € C'(Q2:R).

c) P potentielle d, Q-Energie von L = P e CY(Q:R).



Bewels trivial.

Satz

V1. K kinetische d, Q-Energie von L.
V2. P potentielle d, 2-Energie von L.

=
L=K - .P

Bewels trivial.

Satz

V1. FE ist d,Q-Energie von L.

V2. K kinetische d, Q)-Energie von L.

V3. P potentielle d, (2-Energie von L.
=

a) E=(K.+.P).

b) K =~ (E.+.L).

c) P=

R

(B. - .L).

Beweis trivial.

Satz

V. FE ist d,Q-Energie von L.
=

a) — - (E.+.L) kinetische d, Q-Energie von L.

b) - - (E.—.L) potentielle d, 2-Energie von L.

N = N
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Bewels trivial.

Satz

V1. FE ist d,Q-Energie von L.
V2. k:Q—=Rund p: Q — R.
V3. L=Fk.— .p.
V3. E=k. .+ .p.
=
a) k kinetische d, Q)-Energie von L.

b) p potentielle d, 2-Energie von L.

Bewels trivial.

5 cist d, (2-Kurve von L

Definition | ¢ ist d, Q-Kurve von L

=
1. L ist d,Q-Lagrange-Funktion.
2. cist 2-Kurve im R

3. ran(c*) C Q.
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5.1 Aist d,Q, L-ELK von c

Definition | A ist d, €2, L-ELK von ¢

=
1. cist d,2-Kurve von L.
2. A:domc— R%

3. Vt:tedome = A(t)=((V,L)oc")*(t) — ((ViL) o c)(t).

Satz

V. Aist d,€2, L-ELK von c.

=
A € C(domc : R%).

Bewels trivial. O

5.2 (Loc)*

Satz

V. cist d, Q-Kurve von L.
=
a) LoceCl(dome:R).
b) Vt:t e dome
= (Lod)*(t) = ((8:L) o ") (t) + (Vv L) o c[¢*)* (1) — (A[e*) (D),

wobei A die d, ), L-ELK von c¢ ist.

Beweis a) trivial.
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Beweis b) Vt :t € domc
= (Loc")*(t) = ((0sL) o c™)(t) + (VL) o c*|c®)(t) + (VL) o c*|c**(t)

= ((8cL) 0 ") (t) + (Vi L) 0 *|e*) (1) + (VL) o ¢"[")*(2)
—(((VeL) o c")*|e*)(t)

= ((0L) 0 )(t) + {(VyL) o c"[¢)* (1

+{(VaLl) o 7| (1) = (VL) 0 ¢7)*|ct

(

)
)
= ((0eL) 0 c)(t) +{(VyL) o c"[c*)* ()
+(((VeL) o c”) = ((VuL) 0 ¢")*[e) (1)

(t)

= ((0eL) 0 ) (t) + (VL) 0 c7|c*)*(1) + (=Ale") (t)

= ((8cL) 0 ") (1) + (VL) 0 c¥|e")*(1) — (Ale")(2)
O

53 (Foc)°

Satz
Vi. Fist d,Q-Energie von L.

V2. cist d,2-Kurve von L.
=
a) FocecCl(domc:R).

b) Vi:t € dome

= (Eoc”)*(t) = =((0cL) o c")(t) + (Alc®) (1),
wobei A die d, ), L-ELK von c¢ ist.

Beweis a) trivial.

Beweis b) Mit Hilfe des vorherigen Satzes gilt V¢ : £ € dom ¢
= (Eoc")*(t) =—(Loc")*(t) + ((VuLlv) o c”)*(t)d
= —((0:L) o c")(t) = ((VuL) o c"[c®)* () + (Al (t) + ((VoL) o c"|v o c)*(¢)
= —((0:L) o c")(t) — ((VuL) o c"[c*)*(t) + (Ale")(t) + (VL) 0 "|c*)*()
(0%

—((0cL) 0 ) () + (Aleh) (?).
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54 (Koc)*

Satz

V1. K kinetische d, Q)-Energie von L.
V2. cist d,2-Kurve von L.
=

a) KocecC!(dome:R).

b) Vt:tedome = (Koc")*(t)== ((V,L)oc"|c*)*(t).

DO | =

Beweis a) trivial.

Beweis b) Vi : ¢t € dome

= (Kod)'(t) = <%-<VVL|V)00*) (t) =%-<(VVL)oc*|voc*>‘(t)
_ % (VL) 0 | (8).
U
55 (Poc)*
Satz

V1. P potentielle d, 2-Energie von L.
V2. cist d,2-Kurve von L.

=

a) PoceCl(dome:R).

b) Vt:t €domec =
=  (Poc")*(t) = —((DuL) o c¢*)(t) — % (VL) o c*[e)*(t) + (Ale®) (1),

wobei A die d, ), L-ELK von c¢ ist.
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Beweis a) trivial.

Beweis b) Ist £ die d,2-Energie von L, so gilt unter Verwendung bereits zur
Verfiigung stehender Resultat Vi : ¢ € domc

o (Poc)(f) = (% A(E. - L) oc*) (t) = % (Eod)(t) - ;(Loc")'(t)

(= (e L) 0 )(1) + (Ale) (1))

N | —

_ % (B L) 0 ¢*)(t) + (VL) o ¢*[®)* — (A]e*) (1))

= (0 L) o ) (t) = % {(VoL) o c[et)* (1) + (Alet) (D).

O

6 cist d,()-Zustandskurve von L

Definition | ¢ ist d, ()-Zustandskurve von L

<~
1. cist d,Q-Kurve von L.
2. Vi:tedome = ((VyL)oc")*(t) = ((VeL)oc")(2).

6.1 A priori

Satz

V1. cist d, ) Zustandskurve von L.
v2. Aist d,€), L-ELK von c.

=
Vt:t€dome = o= A(t),

wobei 0% der Nullvektor von R? ist.

Bewels trivial. O
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Satz

a) cist d,() Zustandskurve von L. =
Vt:tedome = (Loc")*(t) = ((0sL)oc)(t)+ ((VyL)oc™|c*)*(t).
b) cist d, Q-Zustandskurve von L A F ist d,2-Energie von L. =
Vi:te€dome = (Eoc")*(t)=—((0:L)oc")(t).
c) cist d,)-Zustandskurve von L. A K kinetische d, Q-Energie von L, =

Vi:tedome = (Koc")*(t)=="-((VyL)oc"|c*)*(t).

DO | —

d) cist d, 2 Zustandskurve von L A P potentielle d, Q2-Energie von L =>

Vt:t €dome = (Poc*)'(t):—((8tL)oc*)(t)—%'((VVL)OC*|C.>.@)~

O

Beweis trivial.

6.2 A posteriori

Satz

V1. cist d,Q-Kurve von L.

V2. Aist d, ), L-ELK von c.

V3. o ist der Nullvektor vom R¢.
V4. Vt:tedome = of=A(1),

=

c ist d, Q2-Zustandskurve von L.

Bewels trivial.
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7 Energieerhaltung 0 = 0. L

Satz

V1. FE ist d,Q-Energie von L.

V2. Vt,z,v:teRAz e RIAv € RIA ((¢,7),v) €Q
= (0:L)(((t,x),v)) =0.

V3. cist d,Q)-Zustandskurve von L.

=

a) Vi,7:t €domcA T € domec

= (Foc)(t)=(Foc)(1).

b) JE, : E, € RAVt:t € dome
= FE,=(Eoc")(t).

Bewelis trivial. O

8 1If fed-1-m/k-o

Satz

Vi. 0<meRundO<keRund 0 < a<1.

V2. L:(RxR) xR —R,

1 1 o
L(((t7x)7v)):§m‘v|2_§k‘x| )
1, a=0
wobei 0¢ =
0, 0<acR

—( List 1,(R x R) x R-Lagrange-Funktion ).

Beweis k # 0 und die Funktion |.|*: R — R, [.|%(z) = |z|*ist fir 0 < « < 1in 0
nicht differenzierbar. O
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Satz lml1.1

Vi. 0<meRund 0<keRund (0=« oder 1 <aecR).
V2. L:(RxR) xR —R,

L(((t ), 0)) = 5 - Jof? = 5 - k- Jal”

N
) 8,L:(RxR) xR =R, (8L)(((t,z),v)) = 0.

b) ViL:(RxR) xR R, (ViL)(((t,2),v)) = —% & -sgn () - a7
&) VoL: (RxR)xR =R, (V,L)((((t,2),v)) =m - v.

d) List 1, (R x R) x R-Lagrange-Funktion.

e) Eist 1,(R x R) x R-Energie von L <&

1 1
E:(RxR)xR—R, E(((t,:c),v)):§-m~|v\2—|—§~k~|x\o‘.

f) K kinetische 1, (R x R) x R-Energie von L &

K:RxR)xR—=R, K(((tux),v)) :%~m~\v|2.

g) P potentielle 1, (R x R) x R-Energie von L <&

P:RxR)xR >R, P(((t,2).0) = 5 k-|al"

h) cist 1, (R x R) x R-Zustandskurve von L < ¢ ist 2-Kurve im R

OZ'CU2

2

A Vt:tedome = c**(t)+ -sgn (c(t)) - |e(t)| T =0,

wobel 0 < w =4/ — € R.
m

i) cist 1, (R x R) x R-Zustandskurve von L A ¢t € dome¢

S (Eoe)t)=5-m-(ICOP +u ), (Eoc)(t) =0,

| —



18

j) cist 1, (R x R) x R-Zustandskurve von L A t € domc A 7 € domc¢

cme (| +w? - [e(t)]) = % cme (| () + w? - le(n)]?)

| —

=

k) cist 1, (R x R) x R-Zustandskurve von L

2-E,

= 3E,:E,cRAVt:tcdomec=|c*(t)]* +w? |c(t)]* =
m

Beweis a) trivial.

Beweis b) Rechnung.
Beweis ¢) trivial.

Beweis d) Rechnung
Beweis e) Rechnung.
Beweis f) Rechnung.
Beweis g) Rechnung.
Beweis h) Rechnung.
Beweis i) Rechnung.
Beweis j) trivial.

Beweis k) trivial.

8.1 If fed-1-3/4-3

Satz Im1.2

Vi. L: (RxR)xR =R,

L((t2),0) = 5 -8 [of? — 5 -4 Jaff.

V2. cist 1, (R x R) x R-Zustandskurve von L.
=

a) Vt:tedome = **(t)+sgn(c(t))/|c(t)] =0.

b) 3B, : E, e RAVt:t €dome = |c'(t)|2+—~|c(t)\%:

Beweis Rechnung.
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8.2 If fed-1-4/1-8

Satz Im1.3

Vi. L: (RxR)xR =R,

L(((t,2),0)) = 5 4o = 5 1 Jaf®

V2. cist 2-Kurve in R.
V3. Vt:t€dome = c*(t)+ (c(t))" = 0.
=

a) cist 1, (R x R) x R-Zustandskurve von L.

1
b) JE,: E, e RAVt:t €dome = |c'(t)|2+1~|c(t)\2:

2k,
T

Beweis Rechnung. O

9 1If stnd-1-m/®(x)

Satz

Vi. 0<meR.
V2. 0# O C R offen.
V3. ® € CY(O:R).

V4. L: (RxO)xR—=R,

L(((t,2),0)) = 5 - m- ol — B().

-
) 9,L:(Rx0)xR—R, (8,L)(((t,2),0)) = 0.

b) V,L:(RxO0)xR =R, (ViL)(((t,2),v)) = —&'(z).
&) VoL: (Rx 0) xR =R, (V,L)((((t2),v)) = m - v.

d) List 1,(R x O) x R-Lagrange-Funktion.
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e) Fist 1,(R x O) x R-Energie von L <

E:RxO)xR—=R, E(((tx),v)) = % -m - v + ®(z).

f) K kinetische 1, (R x O) x R-Energie von L <&
1
K:RxO)xR—=R, K(((tz),v))= 5 m lv]2.
g) P potentielle 1, (R x O) x R-Energie von L <&
P:Rx0O)xR—=R, P(((tz),v))=>d(z).

h) cist 1, (R x O) x R-Zustandskurve von L
& cist 2-Kurve im R A ranc C O

AN Vt:tedome = )+ = ' (c(t)) = 0.
m

i) cist 1, (R x O) x R-Zustandskurve von L A t € domc¢
* 1 o 2 2 *\ @
= (Eoc)(t):§~m~ lc* ()] —i—awb(c(t)) , (Foc)*(t)=0.
j) cist 1, (R x O) x R-Zustandskurve von L At € domec A 7 € dom ¢
1 , 2 1 , 2
— . . ® —_ @ _ — . . o — @ .
= g (IeOF+ 2 0c0)) =g om- (0P + 2 ot

k) cist 1, (R x O) x R-Zustandskurve von L

2 2- E,
= 3E,:E,cRAVt:tcdome= |c°(t)]* + = - (c(t)) = :
m m

Beweis trivial.
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10 If - stnd-d-m(i, j)(t, x)/P(t, )

Satz

Vi. 1<deN.

V2. 0# B C R x R? offen.

V3. Q=B x R4

va. m:{1,....d} x{1,...,d} = C(B:R).

Vs. Vi,jiie{l,....dyAnje{l,....d} = m(( 7)) =m((i).

V6. ® € CY(B:R).

V7. L:Q — R,
d
L(((t, x),v) = % (Z m((i,4))((£,2)) - vi %> O((t, x))
=
a) 0,L:Q — R,

(&M«@w%@)zé-<§:m«Lﬁfﬁt@%w-w>—®%@x»

d

(B L)((t ), 0)) = D m((k, D)((t,2)) - ;.

j=1
d) L ist d,2-Lagrange-Funktion.

e) Fist d,Q)-Energie von L &

E:Q=R, B((tz)0)==- (Z m((3, ) ((t, 7)) - v; - w) + B((t, 7).

4,j=1

N —



22

f) K kinetische d, 2-Energie von L <&

d
Zm x)) - v - ;.

1,j=1

K:Q->R, K(((t

l\DlH

g) P potentielle d, 2-Energie von L &
P:Q—=R, P(((t,x),v)=d((t,x)).
h) cist d, Q)-Zustandskurve von L
& cist 2-Kurve im R? A ran (¢) € B A
Vi,k:tedomceAke{l,...,d}

= (Z(m((kaj)) o c)(t) - C}'(ﬂ) + ) (Lyroc)(t) - €f(t) - (1)

Jj=1

o (Z(m«k,j»' 0 (1) c;<t>> — (@p0c)(1),

wobei fiir 4, j, k € {1,...,d} die Funktionen I';;; € C(B : R),

1 . . .
Dije : B =R, Tigie = 5 - (=m((4, 1) - + (G, k) i+ -m((k, 9)) )
die Christoffel-Symbole 1.Art von m sind.

i) cist d, Q-Zustandskurve von L A t € domc¢

= (Bod)(t) = % (Z(m((m)) oc”)(t) - j(t) - C}(ﬂ) +(Poc”)(1),

ij=1

<Z )(t)~02(t)-05(t)> — (®* o c”)(1).

(Eoc")®

[\D|>—t

Beweis a) trivial.

Beweis b) trivial.
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Beweis ¢) k€ {1,..., diNteRATeRIANVERIA((t,1),v) €Q

L(((t,2),v + h - ef)) — L(((t, ), v))

(O L)(((t.2),0)) = lim ;

—lim = - (1 - (Z m((i ) (6, 2)) - (v + - 66, ) - (v + k- 5((, k))))

ij=1
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Beweis d) trivial.

Beweis e) Per definitionem und via c), fiir alle ((¢,x),v) € €,
E(((t,2),v)) = =L(({t, 2),v)) + (V. LV)(({£, ), v))

= —L(((t.2).0)) + 3 (@uL)((t,2).v)) - vy

= —L(((t;2),v)) + )

d
k=1

(Z m((k, 7)), z)) - v]) i

J=1

d

= —L(((ta) ) + 3 mi(k. ) () vy v

= —L(((t,z),0)) + Y m((i, ))((t,2)) - v; - v;

d
- (Z m((i, ))((t,2)) - v, ) + ®((t, 7).

Beweis f) Evident via K = = - (E.+.L) und e), V7..

Beweis g) Evident via P = = (E. —.L) und e), V7.

(NN N
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Bewis h) “=" Falls c¢ eine d, 2-Zustandskurve von L ist, dann ist ¢ eine 2-Kurve
im R? mit ran (¢*) C Q, so dass wegen Q = B x R? auch ran (¢*) C B folgt. Auch
gilt dann fiir alle ¢, k mit t € domcund k € {1,..., d},

((OerL) 0 )" (t) = (Lo c”) (B),

also via b) und c),

J .
(Z(m((k‘,j)) oc”)- c;) (?)

j=1

und somit

d
<Z(m((k‘,j)) o c”)(t) - C}'(ﬂ)

j=1

: <Z<m<<k,j>>,@- 0 c)t) () c;<t>) DN ITSORHORE0

jji=1
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woraus wegen

<Z<m<<k,j>>,@- 0 c*)t) -1 (1) c;<t>) DN ITSORIORE0

die Gleichung

<Z<m<<k,j>>o >+Z 510 ) (1) - (1) (1)

j=1

folgt.
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Bewis h) “<=" Falls ¢ eine 2—Kurve im R? mit ran (¢*) C B mit

Vi,k:tedomeAke{l,..., d}

s d
= (Z(m((kﬁ,j)) o c)(t) - C}'(ﬂ) + Y (Tyroc)(t)- &) - ()
k
= — Z(m((k,j))’ oc”)(t) - c5(t) — (P oc™)(t),

so folgt zuniichst ran (¢*) € B x R? = Q und via b) und c) gilt fiir alle t € dom¢
und k£ € {1,..., d},

d d:1
+ (Z (Z(m((k‘ )i c) () - (t)> c](t)>
d
+Z(m((k,j)) o c®)(t) - 5 (1)
d
= (Z(m((k‘,j)) o ¢*)(t) c](t)>
d
+ (Z(m((k,j))zocx)(t) ¢ (t) c](t)>
d " k
- (Z(Fmocx)(t) (1) c](t)> - (Z(m((k‘ )" o)) c](t)>
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Beweis i) trivial.



