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9 Literatur 47

1 Präludium

1.1
∑

i,j,k

Γijk(x) · vi · vj · vk =
1

2
·
∑

i,j,k

g((i, j)),k(x) · vi · vj · vk

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → R.

V3. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V4. x ∈ O ∧ v ∈ R
d

⇒
d
∑

i,j,k∗1

Γijk(x) · vi · vj · vk =
1

2
·

d
∑

i,j,k=1

g((i, j)),k(x) · vi · vj · vk.

Beweis

d
∑

i,j,k∗1

Γijk(x) · vi · vj · vk

=
d
∑

i,j,k=1

1

2
· (−g((i, j)),k(x) + g((j, k),i(x) + g((k, i)),j(x)) · vi · vj · vk

= −
1

2
·

d
∑

i,j,k=1

g((i, j)),k(x) · vi · vj · vk

+

(

1

2
·

d
∑

i,j,k=1

g((j, k)),i(x) · vi · vj · vk

)

+

(

1

2
·

d
∑

i,j,k=1

g((k, i)),j(x) · vi · vj · vk

)

=

= −
1

2
·

d
∑

i,j,k=1

g((i, j)),k(x) · vi · vj · vk

+

(

1

2
·

d
∑

i,j,k=1

g((i, j)),k(x) · vk · vi · vj

)

+

(

1

2
·

d
∑

i,j,k=1

g((i, j)),k(x) · vj · vk · vi

)

= . . .
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so dass

. . . = −
1

2
·

d
∑

i,j,k=1

g((i, j)),k(x) · vi · vj · vk

+

(

1

2
·

d
∑

i,j,k=1

g((i, j)),k(x) · vi · vj · vk

)

+

(

1

2
·

d
∑

i,j,k=1

g((i, j)),k(x) · vi · vj · vk

)

=
1

2
·

d
∑

i,j,k=1

g((i, j)),k(x) · vi · vj · vk.

1.2 Satz ginv der Linearen Algebra

Satz ginv

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. κ ∈ N und g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → Cκ(O : R).

V3. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V4. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

⇒ ∃g̃:

a) g̃ : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → Cκ(O : R).

b) ∀i, j : i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g̃((i, j)) = g̃((j, i)).

c) ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g̃((i, j))(x) · vi · vj.

d) ∀x, i, j : x ∈ O ∧ i, j ∈ {1, . . . , d}

⇒
d
∑

k=1

g((i, k))(x) · g̃((k, j))(x) = δ((i, j))

∧

d
∑

k=1

g̃((i, k))(x) · g((k, j))(x) = δ((i, j)).

Beweis Elementare Lineare Algebra.
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1.3 Γij[k]

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. 1 ≤ κ ∈ N und g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → Cκ(O : R).

V3. g̃ : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C(O : R).

V4. ∀x, i, j : x ∈ O ∧ i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒
d
∑

k=1

g((i, k))(x) · g̃((k, j))(x) = δ((i, j))

oder

∀x, i, j : x ∈ O∧ i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒

d
∑

k=1

g̃((i, k))(x) · g((k, j))(x) = δ((i, j)).

⇒

a) ∀x, i, j : x ∈ O ∧ i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒

d
∑

k=1

g((i, k))(x) · g̃((k, j))(x) = δ((i, j))

und

∀x, i, j : x ∈ O∧ i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒
d
∑

k=1

g̃((i, k))(x) · g((k, j))(x) = δ((i, j)).

b) ∀i, j; i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g̃ : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → Cκ(O : R).

c) ∀i, j, k : i, j, k ∈ {1, . . . , d} ⇒ Γij[k] ∈ C−1+κ(O : R),

⇒ Γij[k] : O → R, Γij[k](x) =
d
∑

α=1

g̃((k, α))(x) · Γijα(x).

d) ∀i, j, k : i, j, k ∈ {1, . . . , d} ⇒ Γijk ∈ C−1+κ(O : R),

⇒ Γijk : O → R, Γijk(x) =
d
∑

α=1

g((k, α))(x) · Γij[α](x),

Beweis Differentialgeometrie und Elementare Lineare Algebra.
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2 lf - geokl-d-g(x)

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

⇒

a) L : Ω → R, L(((t, x), v)) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj

und ∀t, x, v : ((t, x), v) ∈ Ω

⇒ 0 6= L(((t, x), v)) und 0 < L(((t, x), v)) ∈ R.

b) ∂tL : Ω → R, (∂tL)(((t, x), v)) = 0.

c) k ∈ {1, . . . , d} ⇒ L,k : Ω → R,

L,k(((t, x), v)) =

d
∑

i,j=1

g((i, j)),k(x) · vi · vj

2 · L(((t, x), v))
.

d) k ∈ {1, . . . , d} ⇒ ∂vkL : Ω → R,

(∂vkL)(((t, x), v)) =

k
∑

j=1

g((k, j))(x) · vj

L(((t, x), v))
.
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e) L ist d,Ω-Lagrange-Funktion.

f) E ist d,Ω-Energie von L ⇔ E = zoΩ.

g) K kinetische d,Ω-Energie von L ⇔ K =
1

2
· L.

h) P potentielle d,Ω-Energie von L ⇔ P = −
1

2
· L.

i) q ist d,Ω-Zustandskurve von L

⇔ q ist 2-Kurve im R
d ∧ ran q ⊆ O ∧ od 6= q• auf dom q ∧

∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒

(

s
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

= (ln(L ◦ q∗))• (t) ·

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

)

.

j) q ist d,Ω-Zustandskurve von L

⇔ q ist 2-Kurve im R
d ∧ ran q ⊆ O ∧ od 6= q• auf dom q ∧

∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒ q••k (t) +
d
∑

i,j=1

(Γij[k] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = (ln(L ◦ q∗))• (t) · q•k(t).

Beweis a), b), c) trivial.

Beweis d) Es gilt

L2 : Ω → R, L2(((t, x), v)) =
d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj,

mit

(∂vkL
2)(((t, x), v)) = 2 ·

d
∑

j=1

g((k, j))(x) · vj.

Konsequenter Weise, auch via a),

(∂vkL)(((t, x), v)) =

d
∑

j=1

g((k, j))(x) · vj

L(((t, x), v))
.
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Beweis e) trivial.

Beweis f) Es gilt für alle t, x, v mit ((t, x), v) ∈ Ω,

E(((t, x), v)) = (−L+ 〈∇vL|v〉)(((t, x), v))

= −L(((t, x), v)) +
d
∑

i=1















d
∑

j=1

g((i, j))(x) · vj

L(((t, x), v))















= −L(((t, x), v)) +

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj

L(((t, x), v))
= −L(((t, x), v)) +

L2(((t, x), v))

L(((t, x), v))

= 0 = zoΩ(((t, x), v)).

Beweis g)

K =
1

2
· (E.+ .L) =

1

2
· (zoΩ.+ .L) =

1

2
· L.

Beweis h)

P =
1

2
· (E.− .L) =

1

2
· (zoΩ.− .L) = −

1

2
· L.

Beweis i) ⇒ VS q ist d,Ω-Zustandskurve von L.
Dann ist q eine 2-Kurve im R

d mit ran (g∗) ⊆ Ω, woraus per definitionem ran q ⊆
O und od 6= q• auf dom q folgt. Auch gilt dann für alle k ∈ {1, . . . , d} und alle
t ∈ dom q,

((∂vkL) ◦ q
∗)(t) = ((∂kL) ◦ q

∗)(t),

also via c), d),















d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q) · q•j

L ◦ q∗















•

(t) =















d
∑

i,j=1

(g((i, j)),k ◦ q) · q
•

i · q
•

j

2 · (L ◦ q∗)















(t),
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und somit

−
(L ◦ q∗)•(t)

(L ◦ q∗)2(t)
·

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

)

+
1

(L ◦ q∗)(t)
·

((

d
∑

j,i=1

(g((k, j)),i ◦ q
∗)(t) · q•j (t) · q

•

i (t)

)

+

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

))

=

d
∑

i,j=1

(g((i, j)),k ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

2 · (L ◦ q∗)(t)

so dass

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

)

−
1

2
·

(

d
∑

i,j=1

(g((i, j)),k ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

)

+

(

d
∑

j,i=1

(g((k, j)),i ◦ q
∗)(t) · q•j (t) · q

•

i (t)

)

=
(L ◦ q∗)•(t)

(L ◦ q∗)(t)
·

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

)

,

woraus sich ohne allzviel Rechenaufwand

(

s
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

= (ln(L ◦ q∗))• (t) ·

(

k
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

)

,

ergibt.
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Beweis i) ⇐ VS q ist 2-Kurve in R
d und ran q ⊆ O und od 6= g• auf dom q und

∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒

(

s
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

= (ln(L ◦ q))• (t) ·

(

k
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

)

.

Es folgt per definitionem ran (g∗) ⊆ Ω und via e) ist L eine d,Ω-Lagrange-
Funktion. Demnach ist q eine d,Ω-Kurve von L. Auch gilt für alle k ∈ {1, . . . , d}
und alle t ∈ dom q,

((∂vkL) ◦ q
∗)•(t) =















d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q) · q•j

L ◦ q∗















•

(t)

= −
(L ◦ q∗)•(t)

(L ◦ q∗)2(t)
·

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

)

+
1

(L ◦ q∗)(t)
·

((

d
∑

j,i=1

(g((k, j)),i ◦ q
∗)(t) · q•j (t) · q

•

i (t)

)

+

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

))

= −
(L ◦ q∗)•(t)

(L ◦ q∗)2(t)
·

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

)

+
1

(L ◦ q∗)(t)
·

(

d
∑

j,i=1

(g((k, j)),i ◦ q)(t) · q
•

j (t) · q
•

i (t)

)

+
1

(L ◦ q∗)(t)
·

(

−

(

d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

)

+ (ln(L ◦ q∗))• (t) ·

(

k
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

))

= . . .
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. . . = −
(L ◦ q∗)•(t)

(L ◦ q∗)2(t)
·

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

)

+
(L ◦ q∗)•(t)

(L ◦ q∗)2(t)
·

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

)

+
1

(L ◦ q∗)(t)
·

(

d
∑

j,i=1

(g((k, j)),i ◦ q)(t) · q
•

j (t) · q
•

i (t)

−

d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

)

=
1

(L ◦ q∗)(t)
·
1

2
·

k
∑

i,j=1

(g((i, j)),k ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

=

k
∑

i,j=1

(g((i, j)),k ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

2 · (L ◦ q∗)(t)
= ((∂kL) ◦ q

∗)(t).

Beweis j) ⇒ VS q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

Via f) folgt ran q ⊆ O und od 6= q• auf dom q. Via Satz ginv gibt es g̃, so dass

g̃ : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R),

und ∀x, i, j : x ∈ O ∧ i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . d},

⇒
d
∑

k=1

g((i, k))(x) · g̃((k, j))(x) = δ((i, j))

∧

d
∑

k=1

g̃((i, k))(x) · g((k, j))(x) = δ((i, j)).

Via i) gilt für alle α ∈ {1, . . . , d} und alle t ∈ dom q,

(

d
∑

j=1

(g((α, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijα ◦ q)(t) · q•i (t) · q
•

j (t)

= (ln(L ◦ q∗))• (t) ·

(

k
∑

j=1

(g((α, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

)

,
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so dass für alle k ∈ {1, . . . , d} und alle t ∈ dom q auch

(

d
∑

α,j=1

(g̃((k, α)) ◦ q)(t) · (g((α, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

α,i,j=1

(g̃((k, α)) ◦ q)(t) · (Γijα ◦ q)(t) · q•i (t) · q
•

j (t)

= (ln(L ◦ q∗))• (t) ·

(

k
∑

α,j=1

(g̃)((k, α)) · q)(t) · (g((α, j)) ◦ q)(t) · q•j (t)

)

,

gilt, woraus ohne allzu viel Mühe

(

d
∑

j=1

δ((k, j)) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γij[k] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

= (ln(L ◦ q∗))• (t) ·

(

k
∑

j=1

δ((k, j)) · q•j (t)

)

,

und somit auch

q••k (t) +
d
∑

i,j=1

(Γij[k] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = (ln(L ◦ q∗))• (t) · q•k(t),

folgt.

Beweis j) ⇐ VS q ist 2-Kurve in R
d und ran q ⊆ O ∧ od 6= q• auf dom q und

∀k, t : k ∈ {1, . . . , d} ∧ t ∈ dom q

⇒ q••k (t) +
d
∑

i,j=1

(Γij[k] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = (ln(L ◦ q∗))• (t) · q•k(t).

Via Satz ginv gibt es g̃, so dass

g̃ : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R),

und ∀x, i, j : x ∈ O ∧ i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . d},

⇒
d
∑

k=1

g((i, k))(x) · g̃((k, j))(x) = δ((i, j))

∧
d
∑

k=1

g̃((i, k))(x) · g((k, j))(x) = δ((i, j)).
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Via Präludium. Γij[k] gilt für alle i, j, k ∈ {1, . . . , d} und alle x ∈ O,

d
∑

α=1

g((k, α))(x) · Γij[α](x) = Γijk(x).

Nach Voraussetzung gilt für alle α ∈ {1, . . . , d} und alle t ∈ dom q,

q••α (t) +
d
∑

i,j=1

(Γij[α] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = (ln(L ◦ q∗))• (t) · q•α(t),

so dass für alle k ∈ {1, . . . , d} und alle t ∈ dom q auch

(

d
∑

α=1

(g((k, α)) ◦ q)(t) · q••α (t)

)

+
d
∑

α,i,j=1

(g((k, α)) ◦ q)(t) · (Γij[α] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

= (ln(L ◦ q∗))• (t) ·
d
∑

α=1

(g((k, α)) ◦ q)(t) · q•α(t),

gilt, woraus nun

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

= (ln(L ◦ q∗))• (t) ·
d
∑

j=1

(g((k, α)) ◦ q)(t) · q•j (t),

folgt. Nun ergibt sich via i), dass q eine d,Ω-Zustandskurve von L ist.
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3 lf - geokl-d-g(x) flach

Satz flach

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V3. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

⇒

a) Falls ∀x, i, j, k : x ∈ O ∧ i, j, k ∈ {1, . . . , d} ⇒ 0 = Γijk(x),
dann ∀i, j : i, j ∈ {1, . . . , d}

⇒ g((i, j)) ist auf jeder Zusammenhangskomponente von O konstant.

b) Falls ∀i, j : i, j ∈ {1, . . . , d}
⇒ g((i, j)) ist auf jeder Zusammenhangskomponente von O konstant,

dann ∀x, i, j, k : x ∈ O ∧ i, j, k ∈ {1, . . . , d} ⇒ 0 = Γijk(x).

Beweis a) Für alle x ∈ O und i, j, k ∈ {1, . . . , d} gilt

g((i, j)),k(x) = Γjki(x) + Γikj(x) = 0.

Nun via reeller Analysis evident.

Beweis b) Per definitionem und via reeller Analysis evident.
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3.1 A priori

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. ∀x, i, j, k : x ∈ O ∧ i, j, k ∈ {1, . . . , d} ⇒ 0 = Γijk(x).

V7. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V8. q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

⇒ ∃x◦, v◦, Õ, A:

a) x◦ ∈ R
d ∧ od 6= v◦ ∈ R

d.

b) Õ Zusammenhangskomponente von O.

c) A ∈ C2(dom q : R) und 0 < A• auf dom q.

d) ∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) = x◦ + A(t) · v◦ ∈ Õ.

e) ∀t : t ∈ dom q ⇒ (ln(L ◦ q))•(t) =
A••(t)

A•(t)
.

f) ∀x, t, τ : x ∈ Õ ∧ t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q ∧ t < τ

⇒

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · (qi(τ)− qi(t)) · (qj(τ)− qj(t)).
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Beweis q ist stetig und dom q ist zusammenhängend. Somit ist via ran q ⊆ O die
Menge ran q als zusammenhängende Menge Teilmenge einer Zusammenhangs-
komponente Õ von O. Somit gilt auch

∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) ∈ Õ.

Via lf - geokl-d-g(x) gibt es g̃ : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R), so dass für
alle t ∈ dom q und alle k ∈ {1, . . . , d},

⇒ q••k (t) +
d
∑

i,j=1

(Γij[k] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = (ln(L ◦ q∗))• (t) · q•k(t).

Via V6. gilt für alle x ∈ O und alle i, j, k ∈ {1, . . . , d},

0 = Γijk(x),

so dass auch
0 = Γij[k](x),

gelten muss. Es folgt für alle t ∈ dom q und alle k ∈ {1, . . . , d},

q••k (t) = (ln(L ◦ q∗))• · q•k(t).

Es gilt L ◦ q∗ ∈ C1(dom q : R) mit 0 < L ◦ q∗ auf dom q, so dass es eine Stamm-
funktion A ∈ C1(dom q : R) von L ◦ q∗ auf dom q gibt. Wegen A• = L ◦ q∗ gilt
einerseits 0 < A• auf dom q, andererseits folgt A ∈ C2(dom q : R) und

∀t : t ∈ dom q ⇒ (ln(L ◦ q∗))•(t) =
A••(t)

A•(t)
= (lnA•)•(t).

Mit elementarer ODE-Theorie ergibt sich nun, dass es v◦ ∈ R
d gibt, so dass für

alle t ∈ dom q und alle k ∈ {1, . . . , d},

q•k(t) = v◦k · A
•(t),

gilt, für alle t ∈ dom q die Aussage

q•(t) = A•(t) · v◦,

folgt, woraus sich, da stets od 6= q• gelten muss,

od 6= v◦,

ergibt und es somit x◦ ∈ R
d mit

∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) = x◦ + A(t) · v◦,
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gibt, so dass via bereits Bewiesenem auch

∀t : t ∈ dom q ⇒ x◦ + A(t) · v◦ ∈ Õ,

gilt. Gemäß Satz flach sind für alle i, j ∈ {1, . . . , d} die Funktionen g((i, j))
konstant auf Õ, so dass

∀x, y, i, j : x ∈ Õ ∧ y ∈ Õ ∧ i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j))(x) = g((i, j))(y),

woraus via ran q ⊆ Õ auch

∀x, t : x ∈ Õ ∧ t ∈ dom q ∧ i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j))(x) = (g((i, j))(q(t)),

folgt. Da
∀t : t ∈ dom q ⇒ q•(t) = A•(t) · v◦,

gilt, da A• positiv auf dom q ist und da

∀t, τ : t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q

⇒ (A(τ)− A(t)) · v◦ = (q(τ)− x◦)− (q(t)− x◦) = q(τ)− q(t),

gilt, ergibt sich für alle x ∈ Õ und t, τ ∈ dom q,

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =

∫ τ

t

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

(g((i, j)) ◦ q) · q•i · q
•

j

=

∫ τ

t

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · q•i · q
•

j =

∫ τ

t

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · (A•)2 · v◦i · v◦j

=

∫ τ

t

A• ·

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · v◦i · v◦j = (A(τ)−A(t)) ·

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · v◦i · v◦j

=

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · (A(τ)− A(t)) · v◦i · (A(τ)− A(t)) · v◦j

=

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · (qi(τ)− qi(t)) · (qj(t)− qj(t)).
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3.2 A posteriori

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. ∀x, i, j, k : x ∈ O ∧ i, j, k ∈ {1, . . . , d} ⇒ 0 = Γijk(x).

V7. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V8. x◦ ∈ R
d und od 6= v◦ ∈ R

d.

V9. A ist 2-Kurve in R mit 0 < A• auf domA.

V10. ∀t : t ∈ domA ⇒ x◦ + A(t) · v◦ ∈ O.

V11. q = {(t, x◦ + A(t) · v◦) : t ∈ domA}.

⇒

a) dom q = domA.

b) q ist 2-Kurve in R
d und ∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) = x◦ + A(t) · v◦ ∈ O.

c) q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

d) ∃Õ: Õ Zusammenhangskomponente von O und ran q ⊆ Õ

und ∀x, t, τ : x ∈ Õ ∧ t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q ∧ t < τ

⇒

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · (qi(τ)− qi(t)) · (qj(τ)− qj(t)).
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Beweis a), b) trivial.

Beweis c), d) Via lf - geokl-d-g(x) ist L eine d,Ω-Lagrange-Funktion. q ist
stetig und dom q ist zusammenhängend. Somit ist via ran q ⊆ O die Menge ran q

als zusammenhängende Menge Teilmenge einer Zusammenhangskomponente Õ

von O. Somit gilt auch

∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) ∈ Õ.

Gemäß Satz flach sind für alle i, j ∈ {1, . . . , d} die Funktionen g((i, j)) konstant
auf Õ, so dass

∀x, y, i, j : x ∈ Õ ∧ y ∈ Õ ∧ i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j))(x) = g((i, j))(y),

woraus via ran q ⊆ Õ auch

∀x, t : x ∈ Õ ∧ t ∈ dom q ∧ i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j))(x) = (g((i, j))(q(t)),

folgt. Da

∀t : t ∈ dom q ⇒ q•(t) = A•(t) · v◦,

gilt, da A• positiv auf dom q ist und da

∀t, τ : t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q

⇒ (A(τ)− A(t)) · v◦ = (q(τ)− x◦)− (q(t)− x◦) = q(τ)− q(t),

gilt, ergibt sich für alle x ∈ Õ und t, τ ∈ dom q,

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =

∫ τ

t

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

(g((i, j)) ◦ q) · q•i · q
•

j

=

∫ τ

t

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · q•i · q
•

j =

∫ τ

t

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · (A•)2 · v◦i · v◦j

=

∫ τ

t

A• ·

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · v◦i · v◦j = (A(τ)−A(t)) ·

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · v◦i · v◦j

=

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · (A(τ)− A(t)) · v◦i · (A(τ)− A(t)) · v◦j

=

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · (qi(τ)− qi(t)) · (qj(t)− qj(t)).
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Via Satz ginv und Präludium. Γij[k] gibt es g̃ : {1, . . . , d}×{1, . . . , d} → C1(O :
R), so dass für alle x ∈ O und alle i, j, k ∈ {1, . . . , d},

Γij[k](x) =
d
∑

α=1

g̃((k, α))(x) · Γijα(x),

woraus viia V6.

0 = Γij[k](x),

folgt. Auch gilt für alle x ∈ Õ und alle t ∈ dom q wie bereits vorhin genauer
begründet,

(L ◦ q∗)(t) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(q(t)) · q•i (t) · q
•

j (t)

=

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · A•(t) · v◦i · A•(t) · v◦j

= A•(t) ·

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · v◦i · v◦j,

woraus mit wenig Aufwand nicht zuletzt wegen 0 < A• auf dom q und wegen
od 6= v◦,

0 <

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · v◦i · v◦j ,

und die Aussage

(ln(L ◦ q∗))•(t) = (lnA•)•(t) =
A••(t)

A•(t)
,

folgt. Nun gilt für alle t ∈ dom q und alle k ∈ {1, . . . , d},

q••k (t) +
d
∑

i,j=1

(Γij[k] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = q••k (t) +
d
∑

i,j=1

0 · q•i (t) · q
•

j (t)

= q••k (t) = A•• · v◦k =
A••(t)

A•(t)
· A•(t) · v◦k = (ln(L ◦ q∗))•(t) · q•k(t).

Via lf - geokl-d-g(x) folgt, dass q eine d,Ω-Zustandskurve von L ist.
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4 lf - geokl-d-g

4.1 A priori

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → R.

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀v : od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · vi · vj.

V6. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V7. q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

⇒ ∃x◦, v◦, A:

a) x◦ ∈ R
d ∧ od 6= v◦ ∈ R

d.

b) A ∈ C2(dom q : R) und 0 < A• auf dom q.

c) ∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) = x◦ + A(t) · v◦ ∈ O.

d) ∀t : t ∈ dom q ⇒ (ln(L ◦ q))•(t) =
A••(t)

A•(t)
.

e) ∀t, τ : t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q ∧ t < τ

⇒

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =

∫ τ

t

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · q•i · q
•

j

=

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · (qi(τ)− qi(t)) · (qj(τ)− qj(t)).
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Beweis Für i, j ∈ {1, . . . , d} seien

G((i, j)) = g((i, j))onO.

Dann für alle i, j ∈ {1, . . . , d},

G((i, j)) ∈ C1(O : R), G((i, j)) = G((j, i)),

und für alle x ∈ O und v ∈ R
d mit od 6= v gilt

0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · vi · vj =
d
∑

i,j=1

G((i, j))(x) · vi · vj.

Konsequenter Weise,

L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · vi · vj



 : t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ v ∈ R
d







=









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

G((i, j))(x) · vi · vj



 : t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ v ∈ R
d







,

und in dieser Darstellung folgt via lf - geokl-d-g(x), dass

L : Ω → R, L(((t, x), v)) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

G((i, j))(x) · vi · vj,

gilt und da q eine d,Ω-Zustandskurve von L ist und da G((i, j)) für alle i, j ∈
{1, . . . , d} konstant auf O ist, gibt es via lf - geokl-d-g(x) flach. A priori
x◦, v◦, Õ, A, so dass Õ Zusammenhangskomponente von O ist,

x◦ ∈ R
d und od 6= v◦ ∈ R

d,

A ∈ C2(dom q : R) und 0 < A• auf dom q,

∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) = x◦ + A(t) · v◦ ∈ Õ,

∀t : t ∈ dom q ⇒ (ln(L ◦ q))•(t) =
A••(t)

A•(t)
,

und ∀x, t, τ : x ∈ Õ ∧ t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q ∧ t < τ

⇒

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

G((i, j))(x) · (qi(τ)− qi(t)) · (qj(τ)− qj(t)).,



22

gilt. Via Õ ⊆ O gilt auh ∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) = x◦ + A(t) · v◦ ∈ O, und da
für alle x ∈ O und alle i, j ∈ {1, . . . , d} die Gleichung

G((i, j))(x) = g((i, j)),

gilt, folgt

∀t, τ : t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q ∧ t < τ

⇒

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · (qi(τ)− qi(t)) · (qj(τ)− qj(t)).,
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4.2 A posteriori

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → R.

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀v : od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · vi · vj.

V6. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V7. x◦ ∈ R
d und od 6= v◦ ∈ R

d.

V8. A ist 2-Kurve in R mit 0 < A• auf domA.

V9. ∀t : t ∈ domA ⇒ x◦ + A(t) · v◦ ∈ O.

V10. q = {(t, x◦ + A(t) · v◦) : t ∈ domA}.

⇒

a) dom q = domA.

b) q ist 2-Kurve in R
d und ∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) = x◦ + A(t) · v◦ ∈ O.

c) q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

d) ∀t, τ : t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q ∧ t < τ

⇒

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · (qi(τ)− qi(t)) · (qj(τ)− qj(t)).
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Beweis Für i, j ∈ {1, . . . , d} seien

G((i, j)) = g((i, j))onO.

Dann für alle i, j ∈ {1, . . . , d},

G((i, j)) ∈ C1(O : R), G((i, j)) = G((j, i)),

und für alle x ∈ O und v ∈ R
d mit od 6= v gilt

0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · vi · vj =
d
∑

i,j=1

G((i, j))(x) · vi · vj.

Konsequenter Weise,

L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j)) · vi · vj



 : t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ v ∈ R
d







=









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

G((i, j))(x) · vi · vj



 : t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ v ∈ R
d







,

und in dieser Darstellung folgt via lf - geokl-d-g(x), dass L eine d,Ω-Lagrange-
Funktion ist und dass

L : Ω → R, L(((t, x), v)) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

G((i, j))(x) · vi · vj,

gilt. Da q eine d,Ω-Zustandskurve von L in dieser Darstellung ist und da G((i, j))
für alle i, j ∈ {1, . . . , d} konstant auf O ist, folgt via lf - geokl-d-g(x) flach. A
posteriori,

dom q = domA,

q ist 2-Kurve in R
d und ∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) = x◦ + A(t) · v◦ ∈ O,

q ist d,Ω-Zustandskurve von L,

und dass es eine Zusammenhangskomponente Õ von O gibt, so dass ∀x, t, τ : x ∈
Õ ∧ t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q ∧ t < τ

⇒

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

G((i, j))(x) · (qi(τ)− qi(t)) · (qj(τ)− qj(t)).
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Da für alle i, j ∈ {1, . . . , d} die Gleichung

G((i, j))(x) = g((i, j)),

gilt, folgt

∀t, τ : t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q ∧ t < τ

⇒

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

q((i, j)) · (qi(τ)− qi(t)) · (qj(τ)− qj(t)).,

5 Intermezzo Differentialgeometrie

5.1 Reguläre C2-Flächen der Dimension d im R
m

Satz

V1. 1 ≤ d, n ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ψ ∈ C2(O : Rn).

V3. ∀x : x ∈ O ⇒ {Ψ,1(x), . . . ,Ψ,d(x)} linear unabhängig.

V4. ∀i, j; i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = {(x, 〈Ψ,i(x)|Ψ,j(x)〉) : x ∈ O}.

V5. g = {((i, j), g((i, j))) : i, j ∈ {1, . . . , d}}.

⇒

a) dom g = {1, . . . , d} × {1, . . . , d}.

b) ∀i, j : i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) ∈ C1(O : Rd).

c) ∀x, i, j : x ∈ O ∧ i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j))(x) = 〈Ψ,i(x)|Ψ,j(x)〉.

d) g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

e) ∀i, j : i, j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((ij, i)).

f) ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.
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g) Falls Ω = (R×O)× (Rd \ {od})

und L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







,

so ist L eine d,Ω-Lagrange-Funktion und es gilt

L : Ω → R, L(((t, x), v)) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

Beweis a), b), c), d), e), f) Via Linearer Algebra evident.

Beweis g) Via V1., d), e), f) und lf - geokl-d-g(x) evident.

⋆

Bemerkung Falls unter den hier getroffenen Voraussetzugen wie in g),

L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 : t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







,

und falls γ eine d, (R×O)× R-Kurve von L ist, dann ist Ψ ◦ γ eine 2-Kurve im
R

n und falls t, τ ∈ dom γ mit t < τ , dann ist

∫ τ

t

(L ◦ γ∗),

die Länge der Kurve (Ψ ◦ γ ⇂ ⌈⌊t|τ⌉⌋) im R
n.
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5.2 Zylinder im R
3

Satz zyl

V1. 0 < r ∈ R und x ∈ R
3 und {e, f, g} ONB R

3.

V2. Ψ : R2 → R
3, Ψ((φ, z)) = x+ z · e+ (r · cosφ) · f+ (r · sinφ) · g.

V3. ∀i, j : i, j ∈ {1, 2}
⇒ g((i, j)) = {((φ, z), 〈Ψ,i((φ, z))|Ψ,j((φ, z))〉) : (φ, z) ∈ R

2}.

V4. g = {((i, j), g((i, j))) : i, j ∈ {1, 2}}.

V5. Ω = (R× R
2)× (R2 \ {o2}).

V6. L =









((t, (φ, z)), v),

√

√

√

√

2
∑

i,j=1

g((i, j))((φ, z)) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ (φ, z) ∈ R
2 ∧ o2 6= v ∈ R

2







.

⇒

a) Ψ ∈ C+∞(R2 : R3).

b) ∀φ, z : (φ, z) ∈ R
2 ⇒ Ψ,1((φ, z)) = −(r · sinφ) · f+ (r · cosφ) · g

und Ψ,2((φ, z)) = e.

c) ∀φ, z : (φ, z) ∈ R
2 ⇒ {Ψ,1((φ, z)),Φ,2((φ, z))} linear unabhängig.

d) ∀φ, z : (φ, z) ∈ R
2

⇒ g((1, 1))((φ, z)) = r2, g((1, 2))((φ, z)) = g((2, 1))((φ, z)) = 0,

g((2, 2))((φ, z)) = 1.

e) ∀φ, z, i, j, k : (φ, z) ∈ R
2 ∧ i, j, k ∈ {1, 2} ⇒ 0 = Γijk((φ, z)).

f) L eine d,Ω-Lagrange-Funktion und es gilt

L : Ω → R, L(((t, x), v)) =
√

r2 · v21 + v22.
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g) Falls q eine 2,Ω-Zustandskurve von L ist, dann ∃(φ◦, z◦), v◦, A, so dass
(φ◦, z◦) ∈ R

2 und o2 6= v◦ ∈ R
2 und A ∈ C2(dom q : R) und 0 < A•

auf dom q

und ∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) = (φ◦, z◦) + A(t) · v◦

und ∀t : t ∈ dom q ⇒ (ln(L ◦ q∗))•(t) =
A••(t)

A•(t)
und ∀t, τ : t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q ∧ t < τ

⇒

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =
√

r2 · (q1(τ)− q1(t))2 + (q2(τ)− q2(t))2.

h) Falls (φ◦, z◦) ∈ R
2 und o2 6= v◦ ∈ R

2 und A eine 2-Kurve in R mit 0 < A•

auf domA und q = {(t, (φ◦, z◦) +A(t) · v◦) : t ∈ domA} ist, dann ist q eine
2-Kurve im R

2 mit dom q = domA

und ∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) = (φ◦, z◦) + A(t) · v◦
und q ist 2,Ω-Zustandskurve von L

und ∀t, τ : t ∈ dom q ∧ τ ∈ dom q ∧ t < τ

⇒

∫ τ

t

(L ◦ q∗) =
√

r2 · (q1(τ)− q1(t))2 + (q2(τ)− q2(t))2.

i) Falls φ1 ∈ ⌉⌋ − π|π⌉⌋ und z1 ∈ R und t◦, t1 ∈ R und t◦ < t1 und q eine
2,Ω-Zustandskurve von L ist, so dass t◦, t1 ∈ dom q und

Ψ(q(t◦)) = Ψ((0, 0)) = x+ r · f,

Ψ(q(t1)) = Ψ((φ1, z1)) = x+ z1 · e+ (r · cosφ1) · f+ (r · sinφ1) · g,

gilt, so gibt es ν, µ ∈ Z und A ∈ C2(dom q : R), so dass

q(t◦) = (2 · ν · π, 0), q(t1) = (φ1 + 2 · µ · π, z1),

und q(t◦) 6= q(t1) und 0 < A• auf dom q und

∀t : t ∈ dom q

⇒ q(t) =
A(t1)

A(t1)− A(t◦)
· q(t◦)−

A(t◦)

A(t1)− A(t◦)
· q(t1)

+
A(t)

A(t1)− A(t◦)
· (q(t1)− q(t◦)),

und die Länge von (Ψ ◦ q ⇂ ⌈⌊t◦|t1⌉⌋) ist gleich
∫ t1

t◦

√

r2 · (q•1)
2 + (q•2)

2 =
√

r2 · (q1(t1)− q1(t◦))2 + (q2(t1)− q2(t◦))2

=
√

r2 · (φ1 + 2 · (µ− ν) · π)2 + z21

≥

{
√

r2 · φ2
1 + z21 , (φ1, z1) 6= (0, 0)

2 · r · π , (φ1, z1) = (0, 0)
.
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j) Falls φ1 ∈ ⌉⌋−π|π⌉⌋ und z1 ∈ R und ν, µ ∈ Z und (2·ν ·π, 0) 6= (φ1+2·µ·π, z1)
und t◦, t1 ∈ R und t◦ < t1 und A ∈ C2(⌈⌊t◦|t1⌉⌋ : R) mit 0 < A• auf ⌈⌊t◦|t1⌉⌋
und

q =

{(

t,
A(t1)

A(t1)− A(t◦)
· (2 · ν · π, 0)

−
A(t◦)

A(t1)− A(t◦)
· (φ1 + 2 · µ · π, z1)

+
A(t)

A(t1)− A(t◦)
· (φ1 + 2 · (µ− ν) · π, z1)

)

: t ∈ ⌈⌊t◦|t1⌉⌋

}

so ist q eine 2,Ω-Zustandskurve von L, so dass q(t◦) 6= q(t1),

q(t◦) = (2 · ν · π, 0), q(t1) = (φ1 + 2 · µ · π, z1),

und

Ψ(q(t◦)) = x+ r · f, Ψ(q(t1)) = x+ z1 · e+ (r · cosφ1) · f+ (r · sinφ1) · g,

und

∀t : t ∈ dom q

⇒ q(t) =
A(t1)

A(t1)− A(t◦)
· q(t◦)−

A(t◦)

A(t1)− A(t◦)
· q(t1)

+
A(t)

A(t1)− A(t◦)
· (q(t1)− q(t◦)),

und die Länge von Ψ ◦ q ist gleich

∫ t1

t◦

√

r2 · (q•1)
2 + (q•2)

2 =
√

r2 · (q1(t1)− q1(t◦))2 + (q2(t1)− q2(t◦))2

=
√

r2 · (φ1 + 2 · (µ− ν) · π)2 + z21

≥

{
√

r2 · φ2
1 + z21 , (φ1, z1) 6= (0, 0)

2 · r · π , (φ1, z1) = (0, 0)
.
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k) Falls φ1 ∈ ⌉⌋− π|π⌉⌋ und z1 ∈ R und (0, 0) 6= (φ1, z1) und

q =

{(

t,
t− t◦

t1 − t◦
· (φ1, z1)

)

: t ∈ ⌈⌊t◦|t1⌉⌋

}

,

so ist q eine 2,Ω-Zustandskurve von L, so dass q(t1) 6= q(t◦),

q(t◦) = (0, 0), q(t1) = (φ1, z1),

und

Ψ(q(t◦)) = x+ r · f, Ψ(q(t1)) = x+ z1 · e+ (r · cosφ1) · f+ (r · sinφ1) · g,

und

∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) =
t1

t1 − t◦
· q(t◦)−

t◦

t1 − t◦
· q(t1)

+
t

t1 − t◦
· (q(t1)− q(t◦)),

und die Länge von Ψ ◦ q ist gleich

∫ t1

t◦

√

r2 · (q•1)
2 + (q•2)

2 =
√

r2 · φ2
1 + z21 .

l) Falls

q =

{(

t,
t− t◦

t1 − t◦
· (2 · π, 0)

)

: t ∈ ⌈⌊t◦|t1⌉⌋

}

,

so ist q eine 2,Ω-Zustandskurve von L, so dass q(t1) 6= q(t◦),

q(t◦) = (0, 0), q(t1) = (2 · π, 0),

und
Ψ(q(t◦)) = x+ r · f = Ψ(q(t1)),

und

∀t : t ∈ dom q ⇒ q(t) =
t1

t1 − t◦
· q(t◦)−

t◦

t1 − t◦
· q(t1)

+
t

t1 − t◦
· (q(t1)− q(t◦)),

und die Länge von Ψ ◦ q ist gleich

∫ t1

t◦

√

r2 · (q•1)
2 + (q•2)

2 = 2 · r · π.
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Beweis a), b) trivial.

Beweis c) Da {e, f, g} ONB R
3 via b) evident.

Beweis d) Via a), c) und via Reguläre C2-Flächen der Dimension d im R
m

gilt ∀(φ, z), i, j : (φ, z) ∈ R
2 ∧ i, j ∈ {1, 2}

⇒ g((i, j))((φ, z)) = 〈Ψ,i((φ, z))|Ψ,2((φ, z))〉,

woraus sich ohne viel Aufwand mit Hilfe von V1., b) die behaupteten Gleichungen
ergeben.

Beweis e) Per definitionem via d) evident.

Beweis f) Via Reguläre C2-Flächen der Dimension d im R
m und d) evident.

Beweis g) Via lf - geokl-d-g(x)-flach. A priori und f) evident.

Beweis h) Via lf - geokl-d-g(x)-flach. A posteriori und f) evident.

Beweis i), j), k), l) Rechnung.
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6 lf - geokl-d-g(x) (+1)

6.1 (L ◦ γ∗)•

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V7. γ ist d,Ω-Kurve von L.

⇒

∀t : t ∈ dom γ

⇒ (L ◦ γ∗)•(t) =
1

(L ◦ γ∗)(t)
·

(

d
∑

k=1

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ γ)(t) · γ••

j (t)

+
d
∑

i,j=2

(Γijk ◦ γ)(t) · γ
•

i (t) · γ
•

j (t)

)

· γ•

k(t)

)

.

Beweis Via lf - geokl-d-g(x) ist L eine d,Ω-Lagrange-Funktion mit

L : Ω → R, L(((t, x), v)) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.
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Somit gilt für alle t ∈ dom γ,

(L ◦ γ∗)•(t) =





√

√

√

√

d
∑

i,j=1

(g((i, j)) ◦ γ) · γ•

i · γ
•

j





•

(t) =
1

(L ◦ γ∗)(t)
·





1

2
·

d
∑

i,j,k=1

(g((i, j)),k ◦ γ)(t) · γ
•

i (t) · γ
•

j (t) · γ
•

k(t)

+
1

2
·

d
∑

i,j=1

(g((i, j)) ◦ γ)(t) · γ••

i (t) · γ•

j (t)

+
1

2
·

d
∑

i,j=1

(g((i, j)) ◦ γ)(t) · γ•

i (t) · γ
••

j (t)

)

=
1

(L ◦ γ∗)(t)
·

(

d
∑

i,j,k=1

(Γijk◦)(t) · γ
•

i (t) · γ
•

j (t) · γ
•

k(t)

+
1

2
·

d
∑

j,k=1

(g((k, j)) ◦ γ)(t) · γ••

j (t) · γ•

k(t)

+
1

2
·

d
∑

k,j=1

(g((k, j)) ◦ γ)(t) · ·γ••

j (t)γ•

k(t)

)

=
1

(L ◦ γ∗)(t)
·

(

d
∑

i,j,k=1

(Γijk◦)(t) · γ
•

i (t) · γ
•

j (t) · γ
•

k(t)

+
d
∑

j,k=1

(g((k, j)) ◦ γ)(t) · γ••

j (t) · γ•

k(t)

)

,

und demnach via Umstellen und Ausklammern für alle t ∈ dom γ,

(L ◦ γ∗)•(t) =
1

(L ◦ γ∗)(t)
·

(

d
∑

k=1

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ γ)(t) · γ••

j (t)

+
d
∑

i,j=2

(Γijk ◦ γ)(t) · γ
•

i (t) · γ
•

j (t)

)

· γ•

k(t)

)

.
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6.2 0 = (L ◦ q∗)•. A priori

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V7. q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

V8. ∀t : t ∈ dom q ⇒ 0 = (L ◦ q∗)•(t).

⇒

a) ∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = 0.

b) ∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒ q••k (t) +
d
∑

i,j=1

(Γij[k] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = 0.

Beweis a) Via lf - geokl-d-g(x) evident.

Beweis b) Via lf - geokl-d-g(x). A priori evident.
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6.3 0 = (L ◦ q∗)•. A posteriori

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V7. Q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

V8. δ Stammfunktion von L ◦Q∗ auf domQ.

V9. q = Q ◦ δ−1.

⇒

a) δ ∈ C2(domQ : R) und 0 < δ• auf domQ und δ streng wachsend und ran δ

echtes reelles Intervall und δ : domQ → ran δ bijektiv und δ• = L ◦Q∗ und
δ•• = (L ◦Q∗)•.

b) δ−1 : ran δ → domQ bijektiv und δ−1 ∈ C2(ran δ : domQ) und

∀t : t ∈ ran δ ⇒ δ−1(δ(t)) = t ∧ (δ−1)′(δ(t)) · δ•(t) = 1,

∀σ : σ ∈ ran δ ⇒ δ(δ−1(σ)) = σ ∧ δ•(δ−1(σ)) · (δ−1)′(σ) = 1,

und 0 < (δ−1)′ und

∀σ : σ ∈ ran δ ⇒ (δ−1)′′(σ) · δ•(δ−1(σ)) + ((δ−1)′)2(σ) · δ••(δ−1(σ)) = 0.

c) q ist d,Ω-Kurve von L und dom q = ran δ und

und Q• = (q′ ◦ δ) · δ• und Q•• = (q′′ ◦ δ) · (δ•)2 + (q′ ◦ δ) · δ••
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und δ• = L ◦ (q ◦ δ)∗ und δ•• = (ln(L ◦ (q ◦ δ)∗))• · δ•.

d) ∀s : s ∈ dom q ⇒ 1 = (L ◦ q∗)(s) und 0 = (L ◦ q∗)′(s).

e) ∀s, k : s ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}:

(

k
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(s) · q′′k(s)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(s) · q
′

i(s) · q
′

j(s) = 0.

f) ∀s, k : s ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒ q′′k(s) +
d
∑

i,j=1

(Γij[k] ◦ q)(s) · q
′

i(s) · q
′

j(s) = 0.

g) q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

Beweis a) Via lf - geokl-d-g(x) ist L eine d,Ω-Lagrange-Funktion und es gilt
0 < L ◦Q∗ auf domQ sowie

L : Ω → R, L(((t, x), v)) =

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

Via L ◦ Q∗ ∈ C1(domQ : R) ergibt sich δ ∈ C2(domQ : R). Per definitionem
gilt δ• = L ◦ Q∗ auf domQ. Es folgt δ•• = (L ◦ Q∗)• und 0 < δ• auf domQ

und somit ist δ streng wachsend. Wegen ran δ = δ[domQ] ist ran δ als Bild eines
echten reellen Intervalls unter einer stetigen, nicht konstanten Funktion ein echtes
reelles Intervall. δ ist als streng wachsende Funktion injektiv. Also gilt via dom δ =
domQ auch δ : domQ → ran δ bijektiv und δ• = L ◦Q∗.

Beweis b) Via a) gilt δ−1 : ran δ → domQ bijektiv und mit reeller Analysis gilt

∀t : t ∈ domQ ⇒ δ−1(δ(t)) = t,

∀σ : σ ∈ ran δ ⇒ δ(δ−1(σ)) = σ,

und via 0 < δ• auf domQ ist δ−1 zweimal stetig differenzierbar und es gilt

∀t : t ∈ domQ ⇒ (δ−1)′(δ(t)) · δ•(t) = 1,

∀σ : σ ∈ ran δ ⇒ δ•(δ−1(σ)) · (δ−1)′(σ) = 1,

so dass insbesondere 0 < (δ−1)′ und weiterhin

∀σ : σ ∈ ran δ ⇒ δ••(δ−1(σ)) · ((δ−1)′)2(σ) + δ•(δ−1(σ)) · (δ−1)′′(σ) = 0.
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Beweis Via Q = q ◦ δ evident.

Beweis d) Für alle s ∈ dom q = ran δ gilt via δ ◦ δ−1 = idran δ = iddom q via a), c)

und 0 < δ•,

((L ◦ q∗)(s))2 =
d
∑

i,j=1

g((i, j))(q(s)) · q′i(s) · q
′

j(s)

=
d
∑

i,j=1

g((i, j))((q ◦ δ)(δ−1(s))) · (q′i ◦ δ)(δ
−1(s)) · (q′j ◦ δ)(δ

−1(s))

=
d
∑

i,j=1

g((i, j))(Q(δ−1(s))) ·
Q•

i (δ
−1(s))

δ•(δ−1(s))
·
Q•

j(δ
−1(s))

δ•(δ−1(s))

=
1

(δ•(δ−1(s)))2
·

d
∑

i,j=1

g((i, j))(Q(δ−1(s))) ·Q•

i (δ
−1(s)) ·Q•

j(δ
−1(s))

=
1

(δ•(δ−1(s)))2
· ((L ◦Q∗)(δ−1(s)))2 =

(δ•(δ−1(s)))2

(δ•(δ−1(s)))2
= 1,

woraus via 0 < L ◦ q∗ die Aussage (L ◦ q∗)(s) = 1 folgt. Konsequenter Weise gilt
für alle s ∈ dom q,

0 = (L ◦ q∗)′(s).

Beweis e) Via lf - geokl-d-g(x) und via c) gilt für alle s ∈ dom q = ran δ,
k ∈ {1, . . . , d},

0 =
d
∑

j=1

g((k, j))(Q(δ−1(s))) ·Q••

j (δ−1(s))

+
d
∑

i,j=1

Γijk(Q(δ−1(s))) ·Q•

i (δ
−1(s)) ·Q•

j(δ
−1(s))

− (ln(L ◦Q∗))•(δ−1(s)) ·

(

d
∑

j=1

g((k, j))(Q(δ−1(s))) ·Q•

j(δ
−1(s))

)

=
d
∑

j=1

g((k, j))(q(s)) ·
(

q′′j (s) · (δ
•)2(δ−1(s)) + q′j(s) · δ

••(δ−1(s))
)

+
d
∑

i,j=1

Γijk(q(s)) · q
′

i(s) · δ
•(δ−1(s)) · q′j(s) · δ

•(δ−1(s))

− (ln(L ◦Q∗))•(δ−1(s)) ·

(

d
∑

j=1

g((k, j))(q(s))) · q′j(s) · δ
•(δ−1(s))

)

= . . .
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. . . =
d
∑

j=1

g((k, j))(q(s)) ·
(

q′′j (s) · (δ
•)2(δ−1(s))

+ q′j(s) · (ln(L ◦Q∗))•(δ−1(s)) · δ•(δ−1(s))
)

+
d
∑

i,j=1

Γijk(q(s)) · (δ
•)2(δ−1(s)) · q′i(s) · q

′

j(s)

− (ln(L ◦Q∗))•(δ−1(s)) ·

(

d
∑

j=1

g((k, j))(q(s))) · q′j(s) · δ
•(δ−1(s))

)

= (δ•)2(δ−1(s))

·

((

d
∑

j=1

g((k, j))(q(s)) · q′′j (s)

)

+
d
∑

i,j=1

Γijk(q(s)) · q
′

i(s) · q
′

j(s)

)

+ (ln(L ◦Q∗))•(δ−1(s)) · δ•(δ−1(s))

·

((

d
∑

j=1

g((k, j))(q(s)) · q′j(s)

)

−

(

d
∑

j=1

g((k, j))(q(s)) · q′j(s)

))

= (δ•)2(δ−1(s))·
((

d
∑

j=1

g((k, j))(q(s)) · q′′j (s)

)

+
d
∑

i,j=1

Γijk(q(s)) · q
′

i(s) · q
′

j(s)

)

,

so dass via 0 < δ•,

0 =

(

d
∑

j=1

g((k, j))(q(s)) · q′′j (s)

)

+
d
∑

i,j=1

Γijk(q(s)) · q
′

i(s) · q
′

j(s),

folgt.

Beweis f) trivial.

Beweis g) Via d), e) gilt für alle s ∈ dom q und k ∈ {1, . . . , d},
(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(s) · q′′k(s)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(s) · q
′

i(s) · q
′

j(s)

= 0 = (ln(L ◦ q∗))′(s)

= (ln(L ◦ q∗))′(s) ·
d
∑

j=1

g((k, j))(s) · q′j(s),

so dass q via c) und lf - geokl-d-g(x) eine d,Ω-Zustandskurve von L ist.

⋆
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Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V7. q ist 2,Ω-Kurve von L.

V8. ∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = 0,

oder

∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒ q••k (t) +
d
∑

i,j=1

(Γij[k] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = 0.

⇒

a) ∀t : t ∈ dom q ⇒ 0 = (L ◦ q∗)•(t).

b) q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

Beweis Aus V8 folgt via Präludium in beiden Fällen für alle t ∈ dom q und alle
k ∈ {1, . . . , d},

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = 0.



40

Via lf - geokl-d-g(x) (-1). (L ◦ γ∗)• gilt für alle t ∈ dom q,

(L ◦ q∗)•(t) =
1

(L ◦ q∗)(t)
·

(

d
∑

k=1

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

)

· q•k(t)

)

=
1

(L ◦ q∗)(t)
·

(

d
∑

k=1

0 · q•k(t)

)

=
0

(L ◦ q∗)(t)
= 0.

Hieraus folgt für alle t ∈ dom q,

0 = (ln(L ◦ q∗))•(t),

und somit für alle t ∈ dom q und alle k ∈ {1, . . . , d},

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t)

= 0 = (ln(L ◦ q∗))•(t)

= (ln(L ◦ q∗))•(t) ·
k
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q•j (t),

so dass nun via lf - geokl-d-g(x), da offenbar q eine 2-Kurve im R
d mit ran q ⊆ O

und od 6= q• auf dom q ist, die Aussage

q ist d,Ω-Zustandskurve von L,

folgt.
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7 lf - geokl-d-g(x) flach (+1)

7.1 (L ◦ γ∗)•

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. ∀x, i, j, k : x ∈ O ∧ i, j, k ∈ {1, . . . , d} ⇒ 0 = Γijk(x).

V7. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V7. γ ist d,Ω-Kurve von L.

⇒

∀t : t ∈ dom γ

⇒ (L ◦ γ∗)•(t) =
1

(L ◦ γ∗)(t)
·

(

d
∑

k=1

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ γ)(t) · γ••

j (t)

)

· γ
•(
k (t)

)

Beweis Via lf - geokl-d-g(x) (+1) evident.
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7.2 0 = (L ◦ q∗)•. A priori

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. ∀x, i, j, k : x ∈ O ∧ i, j, k ∈ {1, . . . , d} ⇒ 0 = Γijk(x).

V7. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V8. q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

V9. ∀t : t ∈ dom q ⇒ 0 = (L ◦ q∗)•(t).

⇒

a) ∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d} ⇒

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t) = 0.

b) ∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d} ⇒ q••k (t) = 0.

Beweis Via lf - geokl-d-g(x). 0 = (L ◦ γ∗)•. A priori evident.
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7.3 0 = (L ◦ q∗)•. A posteriori

Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. ∀x, i, j, k : x ∈ O ∧ i, j, k ∈ {1, . . . , d} ⇒ 0 = Γijk(x).

V7. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V8. Q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

V9. δ Stammfunktion von L ◦Q∗ auf domQ.

V10. q = Q ◦ δ−1.

⇒

a) q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

b) ∀s, k : s ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d} ⇒ q′′k(s) = 0.

Beweis Via lf - geokl-d-g(x). 0 = (L ◦ γ∗)•. A posteriori evident.
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Satz

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω = (R×O)× (Rd \ {od}).

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. ∀x, i, j, k : x ∈ O ∧ i, j, k ∈ {1, . . . , d} ⇒ 0 = Γijk(x).

V7. L =









((t, x), v),

√

√

√

√

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj



 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d







.

V8. q ist 2,Ω-Kurve von L.

V9. ∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d} ⇒

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ q)(t) · q••j (t) = 0,

oder

∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d} ⇒ q••k (t) = 0.

⇒

a) ∀t : t ∈ dom q ⇒ 0 = (L ◦ q∗)•(t).

b) q ist d,Ω-Zustandskurve von L.

Beweis Via lf - geokl-d-g(x). 0 = (L ◦ γ∗)•. A posteriori evident.
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8 lf - δ-geokl-d-g(x)

Satz - geodlt

V0. 0 < δ ∈ R.

V1. 1 ≤ d ∈ N und 0 6= O ⊆ R
d und O offen.

V2. Ω(δ) =

{

(R×O)× (Rd \ {od}) , 0 < δ < 2

(R×O)× R
d , 2 ≤ δ

V3. g : {1, . . . , d} × {1, . . . , d} → C1(O : R).

V4. ∀i, j : i ∈ {1, . . . , d} ∧ j ∈ {1, . . . , d} ⇒ g((i, j)) = g((j, i)).

V5. ∀x, v : x ∈ O ∧ od 6= v ∈ R
d ⇒ 0 <

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj.

V6. L(δ) =









((t, x), v),

(

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj

)δ


 :

t ∈ R ∧ x ∈ O ∧ v ∈ R
d ∧ ((t, x), v) ∈ Ω(δ)







.

⇒

a) L(δ) : Ω(δ) → R, L(δ)(((t, x), v)) =

(

d
∑

i,j=1

g((i, j))(x) · vi · vj

)δ

und 0 ≤ L(δ) auf Ω(δ).

b) ∂t(L(δ)) : Ω → R, (∂t(L(δ)))(((t, x), v)) = 0.

c) k ∈ {1, . . . , d} ⇒ L(δ),k : Ω(δ) → R,

L(δ),k(((t, x), v)) = δ · L(δ)1−1/δ(((t, x), v)) ·
d
∑

i,j=1

g((i, j)),k(x) · vi · vj.

d) k ∈ {1, . . . , d} ⇒ ∂vkL(δ) : Ω(δ) → R,

(∂vkL(δ))(((t, x), v)) = 2 · δ · L(δ)1−1/δ(((t, x), v)) ·
k
∑

j=1

g((k, j))(x) · vj.

e) L(δ) ist d,Ω(δ)-Lagrange-Funktion.
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f) E(δ) ist d,Ω(δ)-Energie von L ⇔ E(δ) = (2 · δ − 1) · L(δ).

g) K(δ) kinetische d,Ω(δ)-Energie von L(δ) ⇔ K(δ) = δ · L(δ).

h) P (δ) potentielle d,Ω(δ)-Energie von L ⇔ P (δ) = (δ − 1) · L(δ).

i) Falls
1

2
6= δ und falls q eine d,Ω(δ)- Zustandskurve von L(δ) ist, dann

∀t : t ∈ dom q ⇒ 0 = (L(δ) ◦ q∗)•(t),

und

∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ g)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = 0,

und

∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒ q••k (t) +
d
∑

i,j=1

(Γij[k] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = 0,

j) Falls q eine d,Ω(δ)-Zustandskurve von L(δ) ist, dann gilt

∀t : t ∈ dom q ⇒ od = q•(t) oder ∀t : t ∈ dom q ⇒ od 6= q•(t).

k) Falls q eine d,Ω(d)-Kurve von L(δ) ist und falls

∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒

(

d
∑

j=1

(g((k, j)) ◦ g)(t) · q••j (t)

)

+
d
∑

i,j=1

(Γijk ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = 0,

oder

∀t, k : t ∈ dom q ∧ k ∈ {1, . . . , d}

⇒ q••k (t) +
d
∑

i,j=1

(Γij[k] ◦ q)(t) · q
•

i (t) · q
•

j (t) = 0,

dann ist q eine d,Ω(δ)-Zustandskurve von L(δ) und es gilt

∀t : t ∈ dom q ⇒ 0 = (L ◦ q∗)•(t).
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l) Falls 2 ≤ δ und falls q eine 2-Kurve im R
d ist, so dass ran q ⊆ O und

∀t : t ∈ dom q ⇒ od = q•(t),

dann ist q eine d,Ω(δ)-Zustandskurve von L(δ).

Beweis a), b) trivial

Beweis c), d), e), f), g), h), i) Rechnung.

Beweis j) Via 0 = (L ◦ q∗)• auf dom q und positiver Definitheit von g evident.

Beweis k) Rechnung.

Beweis l) Per definitionem und via k) evident.
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