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9 Literatur 47

1 Prialudium

1.1 Zfijk(:c) VUV = % : Zg((z,j))k(x) EURED RN

05,k 05,k

Satz

Vi. 1<deNund 0# O C R? und O offen.

V2. g:{1,...,d} x{1,...,d} = R.

V3. Vi, jie{l,....dyAje{l,....d} = g((i,7)) = 9((4,9)).
V4. 2€ O AveR?

=
d 1 d
Z Liji(z) - v; - v - v = 5" Z 9((4,7)) k() - vi - vj - v
0,4,k*1 1,5,k=1
Beweis

d
Z ka(]}) *U; - U5 Vg

1,7,k*1
d
= 3 5 (ol D) + 9 R)ala) + (k)5 @) - v vy
1,7,k=1
1 d
=3 Y g(@Dala) v vy
¥ <— > g<<j,k>>i<x>-vi-vj-vk) + (— > gl(ki)sla) v, )
— 3 3 g vy



1.2 Satz ginv der Linearen Algebra

Satz ginv

Vi. 1<deNund 0# O C R? und O offen.
V2. ke€Nundg:{l,...,d} x{1,...,d} —- C*(O : R).
V3. Vigie (L diAj el A = g((i) = 9((7.).

V4. Vo,v:z € ON0l#£veR! = 0< Zg((i,j))(m)-vi-vj.

= dg
a) g:{1,...,d} x{1,...,d} = C*(O : R).

B Vijiijefl,....d} = §((i,5)) = a((5.).
) Vz,v:z€ON0t#AveER! = O<Z§((i,j))(x)~vi-vj.

d) Vr,i,j:x € ONi,je{l,...,d}

Beweis Elementare Lineare Algebra.



1.3 Ty

Satz

Vi. 1<deNund 0# O C R? und O offen.

V2. 1<keNundg:{1,...,d} x{1,...,d} =- C*(O:R).

V3. §:{l,....d} x {1,...,d} = C(O: R).

d
V4. Vi j o € ONLGE{L. .., dy = Y g((i,k))(@)-
k=1

oder

9((k, 9))(x) = 0((4, 7))

Veyijrexe ONg, je{l,...,d} = Zf]((z,k))(a:) ~g((k, 7)) () = d((4,9)).

=
d

a) Vai,jix € ONi,je{l,....d} = g((i,k))(z)-
k=1

und

9((k, 5))(x) = 4((i, 7))

Ve, i,7: 0 € ONi,j€{l,...,d} = Zg((z,k))(m) ~g((k, 7)) () = d((4,7)).

b) Vi, jiijef{l,....d} = g:{l,....d}x{1,...,

) Vijk:ijke{l,...,d} = TyxeC ™O:

d
= Fij[k] 0 — R, Fij[k](l’) = Zg((k}, o
a=1

d} — C*(0 : R).
R),

N(@) - Tija(z).

d) Vi, 5, k:i,5,ke{l,...,d} = TyueC'™(0:R),

= Ty : 0= R, Ty(e) =) g((k,))(@) - Tijay(2),

a=1

Beweis Differentialgeometrie und Elementare Lineare Algebra.



2 1If - geokl-d-g(x)

Satz

Vi. 1<deNund 0# O CR?und O offen.
V2. Q=R x0) x (R?\ {09}).
V3. g:{1,...,d} x{1,...,d} = C'(O:R).

V4. Vijrie{l,....diAnje{l,....d} = g((.j) =g((7).

V5. Vz,v:z€O0ON0l#veR! = 0< Zg((i,j))(m)mi-vj.

ve. L= { (((t,az),v),J > g((@)a) v ) :

tER/\xEO/\od#veRd}.

=

D LR, L(((t2),0) = J > 0l @) v
und Vt, z,v : ((t,z),v) € "
= 0+#L(((t,z),v)) und 0 < L(((¢,z),v)) € R.
b) O, L:Q =R, (0.L)(((¢t,x),v)) =0.

c) ked{l,..., d} = L;p:Q-R,

A ke{l,....d = 0uL:Q—R,




e) L ist d, )-Lagrange-Funktion.

f) Fist d,Q-Energie von L <& E = zoq.

g) K kinetische d, ()-Energie von L << K = _—-L.

N)I»—l

1
h) P potentielle d, (2-Energie von L. <& P = —5 L.

i) qist d,Q-Zustandskurve von L
& qist 2-Kurve im R A rang C O A 0% # ¢* auf domg A
Vi, k:tedomgAke{l, ... d}

= (Z(g((k,j))o Q)(t) - g )+Z(Fijkoq)(t)-q:(t)-qi(t)

j=1 i,7=1

= (In(L o q")) (

j) q ist d,Q-Zustandskurve von L

9((k, 7)) 0 q)(t) - q;(ﬂ) :

.
Il a
—
Yy

& gist 2-Kurve im R% A rang C O A 0% # ¢* auf domg A
Vi,k:tedomgAke{l,... d}

= gt () + ) Cymoea)(t) - ¢f(t) - ¢5(t) = (In(Log")" (1) - gi(t).

ij=1

Beweis a), b), c) trivial.

Beweis d) Es gilt

L*:Q =R, L Z v,
mit .
O L) (1), 0) = 2+ D g((k, j))(x) - v;

(O L)(((t,2),0)) = =



Beweis e) trivial.

Beweis f) Es gilt fiir alle ¢, z, v mit ((¢,2),v) € Q,

E(((t,2),v)) = (=L + (Vo L|v))(({, ), v))

Beweis g)

K=--(B.4+.L)= = (z00.+.L) =

N =
N

Beweis h)

P=t (B -1)=

1

DO | —

Beweis i) = VS ¢ ist d, Q-Zustandskurve von L.

Dann ist g eine 2-Kurve im R? mit ran (g*) C 2, woraus per definitionem ranq C
O und o? # ¢* auf domq folgt. Auch gilt dann fiir alle k € {1,...,d} und alle
t € domyg,

((OurL) 0 q*)(t) = ((OrL) 0 ¢*)(2),

also via c), d),

(9((@, ) ko) -ai -4

<t> = = 2 . (L o q*) (t)a

Z(g((k‘,j)) °q) - q 4

Log*




und somit
- 2223528 ' <Z(9((k 7))o a)(t)- q;(t)>

o ((Zw«k,j)),i 04"} (1) - 4}(0)- q;<t>)

(Z (K, 5)).i0q")(t) - ¢ (t) - Q'(t)>

- (Z@«k Mo q;<t)) ,

woraus sich ohne allzviel Rechenaufwand

(Z(g((/fyj)) ) + Z ik © @) (t) - 7 (t) - g5 (¢)

j=1

= (In(Log"))" (t) - (Z(g((k 7)) eq)(t) - q;-@)) :

ergibt.



Beweis i) < VS ¢ ist 2-Kurve in R? und rang C O und 0? # ¢* auf dom ¢ und

Vi,k:tedomgAnke{l,..., d}

= <Z( ((k,j)) o ) Z ik o q)(t) - g (t) - (1)

= (In(Loq))* () - (Z(g((k@j)) oq)(t) - q;-@)) :

j=1

Es folgt per definitionem ran (¢g*) C Q und via e) ist L eine d,2-Lagrange-
Funktion. Demnach ist ¢ eine d, Q-Kurve von L. Auch gilt fiir alle k € {1,..., d}
und alle ¢ € dom g,
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Beweis j) = VS ¢ ist d, (2-Zustandskurve von L.

Via £) folgt rang C O und o0? # ¢* auf dom ¢q. Via Satz ginv gibt es §, so dass

Via i) gilt fir alle o € {1,. .., d} und alle t € dom g,

d d
(St me00-70) + S0t - -0
k
= (In(L o q")) (Z (v, ) © g)( qj()),
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so dass fiir alle k € {1,..., d} und alle t € dom g auch

( > (G((k,a)) oq)(t) - (9((. 5)) 0 @) (1) q;'(t)>

a,j=1

+ Z (9((k, @) 0 q)(t) - (Tija 0 q)(1) - g7 (1) - 45 (¢)
= (In(Log"))" (t) - (Z (@) (K, @) - q)(F) - (9((a, 7)) 0 q)(2) - q;(ﬂ) ,

gilt, woraus ohne allzu viel Miihe

(Za((m )+z s 000 - 420) - (0

= (In(Log"))" (t) - (Z o((k, 7)) - q;-@)) ,

und somit auch

d

gt (t)+ D> (T 0 @)(t) - ¢ () - ¢} (£) = (n(L o ¢))* (1) - gh (1),

ij—1

folgt.

Beweis j) < VS ¢ ist 2-Kurve in R? und rang C O A 0? # ¢* auf dom ¢ und
Vk,t:ke{l,...,d} ANt € domgq

d

= @)+ Typoa)t) g (t) - ¢(t) = (In(Log)* () gh(t).

ij=1
Via Satz ginv gibt es g, so dass

g:{1,....d} x{1,...,d} = c'(O: R),
und Vz,i,j:x € ONi e {l,....,d} Nje{L,...d},

d

= > 9((6,k)() - §((k, ))(x) = 8((i. 5)

k=1

N33R 9k ) = 8.3,
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Via Praludium. T gilt fiir alle 4,5,k € {1,...,d} und alle x € O,

d

> g((k, @))(@) - Tija) () = Tij(2).

a=1
Nach Voraussetzung gilt fiir alle a € {1,...,d} und alle ¢t € domg,

d

0= (1) + D (D 0 @) (1) - 45 (8) - 43 (1) = (In(L 0 "))* (1) - g2(),

ij=1

so dass fiir alle k € {1,...,d} und alle ¢t € dom ¢ auch

(Z(g((kw a))oq)(t) - q;'(t)>

+ ail(g((/ﬁ a))oq)(t) - (Diay 0 @) (t) - 47 (1) - 45(t)
= (In(L o g")) il q)(t) - 3(2),
gilt, woraus nun -
(é(g((k,j)) o q)(t) - q;’(t)) + iji_l(rijk oq)(t) - q;(t) - 4;(t)
oSl oo

—_

]:

folgt. Nun ergibt sich via i), dass ¢ eine d, 2-Zustandskurve von L ist.
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3 1f - geokl-d-g(x) flach

Satz flach

Vi. 1<deNund 0# O C R? und O offen.

V2. g:{1,...,d} x{1,...,d} — CY(O : R).

V3. Vi, jiic{l,....dyAje{l,....d} = g((i,7)) = 9((4,9)).
=

a) FallsVz,i,5,k:x € ONi, g ke{l,....,d} = 0=T(x),

dann Vi, j:i,7 € {1,...,d}
= ¢g((4,7)) ist auf jeder Zusammenhangskomponente von O konstant.

b) Falls Vi,j:4,7 € {1,...,d}

= ¢((4,7)) ist auf jeder Zusammenhangskomponente von O konstant,
dann Vz,i,j,k:x € ONi, j,ke{l,...,d} = 0=TL;(z).

Beweis a) Fir allez € O und 4,5,k € {1,...,d} gilt
9((, 7)) k(@) = Tjii(2) + Ligj(x) = 0.

Nun via reeller Analysis evident.

Beweis b) Per definitionem und via reeller Analysis evident.
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3.1 A priori

Satz

Vi. 1<deNund 0# O C R? und O offen.
V2. Q= (R xO0)x (R {0¢}).
V3. g:{1,...,d} x{1,...,d} = C'(O:R).

V4. Vijie{l,...;dynje{l,....d} = g((i,7)) = g((4,1)).

d
V5. Vo,v:z € ON0?#£veR! = 0< Zg((i,j))(x)-vi-vj.

3,j=1

V6. Vx,i,5,k:x € ONi, j,ke{l,...,d} = 0=TL;(x).

V7. L= { (((tﬁv),v),J Z 9((i,5))(x) - vi vj) :

teR/\$€O/\od§£v€Rd}.

V8. ¢ ist d, )-Zustandskurve von L.
= Jz,,0,0, A:
a) 7, € RT A od #£ v, € RL
b) O Zusammenhangskomponente von O.
c) AeC?domg:R)und 0 < A® auf domg.
d) Vt:tedomg = qt)=z,+A(t) v, €O.

e) Vi:tedomq = (In(Logq))*(t) = 1?4.'.((1575))'

f) Va,t,7:x2 € OANt edomgAT edomgAt <7

= /;(L °q') = J > 9((@0))(@) - (@) = () - (g5(r) — a5(8)).

1,j=1
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Beweis ¢q ist stetig und dom ¢ ist zusammenhéngend. Somit ist via ranqg C O die
Menge rang als zusammenhéngende Menge Teilmenge einer Zusammenhangs-
komponente O von O. Somit gilt auch

Vt:tedomqg = q(t)e€O.

Via If - geokl-d-g(z) gibt es g : {1,...,d} x {1,...,d} = C'(O : R), so dass fiir
alle t € domq und alle k € {1,...,d},

= a" )+ ) Cymoa)t) - ¢f(t) - ¢5(t) = (In(Log")" (1) - gi(t).

ij=1
Via V6. gilt fiir alle x € O und alle 4,5,k € {1,...,d},
0 = Fz’jk(x)7
so dass auch

0 = Tijpw (),
gelten muss. Es folgt fiir alle t € domq und alle k& € {1,...,d},

" (t) = (In(L o q))* - gi(t).

Es gilt Log* € C'(domg : R) mit 0 < L o ¢* auf dom g, so dass es eine Stamm-
funktion A € C'(domgq : R) von L o ¢* auf dom ¢ gibt. Wegen A®* = L o ¢* gilt
einerseits 0 < A* auf dom ¢, andererseits folgt A € C*(dom g : R) und

AO. (t)

Vit:tedomqg = (In(Log"))*(t)= on

= (In A*)*(%).

Mit elementarer ODE-Theorie ergibt sich nun, dass es v, € R? gibt, so dass fiir
alle t € domqg und alle k € {1,...,d},

G (t) = vor - A°(1),
gilt, fiir alle t € dom ¢ die Aussage
¢ (t) = A*(t) - v,
folgt, woraus sich, da stets 0% # ¢® gelten muss,
0 £ v,
ergibt und es somit z, € R? mit

Vi:tedomqg = q(t)=x,+ A(t) - v,
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gibt, so dass via bereits Bewiesenem auch
Vt:tedomq = x,+ A(t)- v, GO,

gilt. Gemidf Satz flach sind fiir alle 4,5 € {1,...,d} die Funktionen g((i, 7))
konstant auf O, so dass

Voy,ijre € OAy e ONij el d} = g((i,5)(x) = g((i.)(y),
woraus via rang C O auch
Ve,t:x e ONtedomgAi,jefl,....d} = g((i,7)(x) = (9((i,5))(q(?)),

folgt. Da
Vi:tedomqg = ¢°(t) = A%t) - v,

gilt, da A® positiv auf dom ¢ ist und da

Vt,7:t € domg AT € domgq
= (A7) = A1) - vo = (a(7) — xo) — (q(t) — o) = q(7) — q(t),

gilt, ergibt sich fiir alle x € O und t,7 € domg,
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3.2 A posteriori

Satz

V1.

V2.

V3.

V4.

V5.

V6.

V7.

V8.

V9.

V10.

Vi1.

=

1<deNund 0# O CR?und O offen.

Q=R x 0) x R\ {o}).

g:{1,...,d} x{1,....d} = C(O : R).
Vij:ie{l,...,d}yAje{l,....d} = g((i,7) = g((j.7)).

Ve,o:r €ONol#veR = 0< Zg((i,j))(:v)-vi-vj.

ij=1

Vo,i,j,k:x € ONi j,ke{l,...,d} = 0=TI(2).

d
L= ((tvx)J})?J Zg((l,]))(l‘)%%
teRAz€ON0#£0veR?

7, € R? und o? # v, € R
A ist 2-Kurve in R mit 0 < A® auf dom A.
Vi:tedomA = x,+A() v, €O0.

qg=A{(t,zo + A(t) - v,) : t € dom A}.

a) domg =dom A.

b) ¢ist 2-Kurve in R und V¢ : t € domgq = q(t) =2, + A(t) - v, € O.

c) qist d,2-Zustandskurve von L.

d) 30: O Zusammenhangskomponente von O und rang C O

unde,t,T:meé/\tedomq/\TEdomq/\t<T

d

= /;(L °q') = J > 9((@0))(@) - (@) = () - (g5(r) — a5(8)).

ij=1
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Beweis a), b) trivial.

Beweis ¢), d) Via If - geokl-d-g(z) ist L eine d, Q-Lagrange-Funktion. ¢ ist
stetig und dom ¢ ist zusammenhéngend. Somit ist via rang C O die Menge ran ¢
als zusammenhingende Menge Teilmenge einer Zusammenhangskomponente O
von O. Somit gilt auch

Vt:tedomqg = ¢t)€O.

Gemif Satz flach sind fiir alle i, j € {1,...,d} die Funktionen g((3, j)) konstant
auf O, so dass

Va,y, i, jie € ONyeONGje{l,....dy = g((i,5))(x) = g((, ) (),
woraus via rang C O auch
Vet iz e ONtedomgni,jef{l,....dY = g((i,5)(x) = (g((i,5))(q(t)),

folgt. Da
Vi:tedomqg = ¢°(t) = A*(t) - v,

gilt, da A® positiv auf dom ¢ ist und da

Vt,7:t € domg AT € domgq
= (A(T) = A1) - vo = (q(7) — 75) — (q(t) — x0) = q(7) — q(t),

gilt, ergibt sich fiir alle z € O und ¢, 7 € domg,
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Via Satz ginv und Praludium. I';y; gibtes g : {1,...,d} x{1,...,d} — c'(O:
R), so dass fiir alle z € O und alle i, j,k € {1,...,d},

woraus viia V6.

folgt. Auch gilt fiir alle z € O und alle ¢ € domg wie bereits vorhin genauer
begriindet,

(Log™)( JZ ((4,5))(a(®)) - a2 (t) - q3(1)

= \l Z g((1,7)) () - A*(t) - vo; - A%(t) - v,

= A*(t) - J D 9((L ) (@) - voi - oy,

ij=1

woraus mit wenig Aufwand nicht zuletzt wegen 0 < A® auf domg und wegen

od £ .,

und die Aussage

gt () + > Tymoa)(t) - a7 (t) - ¢5(t) = g8 (t) + Z 0-gf(t

i,j=1 t,j=1

= (D) = A" v = i’.’ff)) A1) v = (L 0 4))°(0) - 41 (0).

Via If - geokl-d-g(z) folgt, dass ¢ eine d, Q-Zustandskurve von L ist. O]
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4 1f - geokl-d-g

4.1 A priori

Satz

Vi. 1<deNund 0# O C R? und O offen.
V2. Q=R x0) x (R?\ {09}).
V3. g:{1,...,d} x{1,...,d} = R.

Va. Vijjrie{l,....d}Aje{l,....d} = g((5,7)) = 9((,7))
d
V5. Yo:ol£veR? = O<Zg((i,j))-vi-vj.

V6. L= { (((Lx)’l})?J ZQ((%])) 'Ui'Uj) :

tGR/\xEO/\od%UERd}.

V7. qist d,Q-Zustandskurve von L.
=  dx,, v, A:
a) z, € R4 A o #£ v, € R
b) A€ C*domg:R) und 0 < A®* auf domg.

c) Vt:tedomqg = q(t)=x,+ A(t) v, €O.

d) Vt:tedomqg = (In(Logq))*(t) = i.(it))
e) Vi,7:tedomgATEdomgANt<T
T T d
= [ wor)= [ || X oGy g
t t ij=1
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Beweis Fiir i,j € {1,...,d} seien
G((i,)) = 9((i,5))™O.
Dann fiir alle 4,5 € {1,...,d},
G((i,5)) €O R), G((i,5)) = G((5,1)),

und fiir alle z € O und v € R? mit o # v gilt

d d
0< Z 9((i,7)) - vi - v; = Z G((i,9))(x) - v - v;.

Konsequenter Weise,

L{(((t,m),v},J Zg((i,j))-vi-vj> :tGR/\xEO/\UGRd}

= (((t,x)m),JZG((i,j))(m)-vi-vj):teR/\xEO/\UERd )

ij=1

und in dieser Darstellung folgt via 1If - geokl-d-g(x), dass

L:Q—R, L((t, JZG” -,

i,7=1

gilt und da ¢ eine d, Q-Zustandskurve von L ist und da G((4,7)) fiir alle i,5 €
{1,...,d} konstant auf O ist, gibt es via If - geokl-d-g(z) flach. A priori
To, Vo, 0, A, so dass O Zusammenhangskomponente von O ist,

7, € RY und o? # v, € R?,

A€ C*domg:R) und 0< A* auf domg,
Vt:tedomg= q(t) =z, + A(t) - v, € O,
A..(t)

Vt:t €domqg= (In(Loq))*(t) = A(t)

unde,t,T:xeé/\tedomq/\TEdomq/\t<T

= /t (Loq") JZG ((4,7)) (:(7) — qi(t)) - (g;(7) — ¢ (1)),

i,7=1
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gilt. Via O C O gilt auh Vt : t € domq = q(t) =z, 4+ A(t) - v, € O, und da
fiir alle z € O und alle i,j € {1,...,d} die Gleichung

G (i) (@) = 9((2,)),

gilt, folgt

Vt,7:t €domgATedomgAt<T

= [ - J S 9((6.) - (@) = a8 - (5(7) — a5(8)

]
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4.2 A posteriori

Satz
Vi. 1<deNund 0# O C R? und O offen.
V2. Q= (R xO0)x (R {0¢}).
V3. g:{1,...,d} x{1,...,d} = R.
V4. Vijjrie{l,....diAnje{l,....d} = g((.j) = g(().
d
V5. Yo:ol£veR! = O<Zg((z',j))~vi~vj.
ij=1
d
V6. L= ((t,x),v),JZg((i,j))'vrvj
ij=1
tGR/\xGO/\od#UERd}.
V7. 2, € R? und o? # v, € R%
V8. A ist 2-Kurve in R mit 0 < A®* auf dom A.
V9. Vi:tedomA = x,+ A(t) v, € 0.
V10. g = {(t,zo + A(t) - v) : t € dom A}.
=

a) domq = dom A.

b) ¢ist 2-Kurve in R und V¢ : t € domgq = q(t) =2, + A(t) - v, € O.

c) qist d,2-Zustandskurve von L.

d) Vt,7:tedomgATedomgAt<T

= /;(L °q’) = J > 96 ) - (a:(m) = a:(®) - (a(1) = 45(8)).

1,j=1
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Beweis Fiir 4,5 € {1,...,d} seien
G((i,)) = 9((i, 5))™O.
Dann fiir alle 4,5 € {1,...,d},
G((i,5)) € €O :R),  G((i.5)) = G((5.1)),

und fiir alle z € O und v € R mit 0? # v gilt

0< Z 9((4, 7)) -vi - vy = Z G((i, ) () - vi - v;.

Konsequenter Weise,

d
L= ((ta)v), | > g((i,4) vi-v; | :teRAz€OAvER?
—

17.7:

und in dieser Darstellung folgt via If - geokl-d-g(z), dass L eine d, Q)-Lagrange-
Funktion ist und dass

L:Q—=R, L(((tx),v) = J Z G((i,9))(z) - v; - vy,

ij=1

gilt. Da g eine d, Q-Zustandskurve von L in dieser Darstellung ist und da G((3, j))
fir alle 4,5 € {1,...,d} konstant auf O ist, folgt via If - geokl-d-g(z) flach. A
posteriori,

dom g =dom A,

q ist 2-Kurve in REund V¢ : t €domq = q(t) = 2o + A(t) - v, € O,
q ist d, Q-Zustandskurve von L,

und dass es eine Zusammenhangskomponente O von O gibt, so dass Vx,t,7:x €
OANtedomgATeEdomgAt<T

= /tT(Loq*)I > G(E))() - (@) = ai()) - (g5(r) = a5(8))-

4,j=1
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Da fiir alle 4,5 € {1,...,d} die Gleichung
G((4,7))(x) = 9((, 7)),

gilt, folgt

Vt,7:t €domgATedomgAt<T

d

= /tT(L oq) = J Z q((i,7)) - (@(7) — q:(t)) - (g;(7) — ¢;(1)).,

1,5=1

5 Intermezzo Differentialgeometrie

5.1 Regulire C?>-Flichen der Dimension d im R™

Satz

Vi. 1<d,neNund0+# 0 CR?und O offen.
V2. U ec*O0:R").
V3. Vz:zeO = {U;(x),...,U (z)} linear unabhiingig.
V4. Vi jii g €{1,....d} = g((i,j)) ={(z, (Vi(@)|[¥;(2))) : x € O}.
Vs. g={((5,7),9((i,) - i,j € {1,... . d}}.

=

a) domg={1,...,d} x {1,...,d}.

b) Vi,j:i,je{l,....d} = g((i,j)) €C(O:R%).

c) Va,i,jix € ONi,je{l,....d} = g((i,5)(x) = (V,(z)|V(z)).
) g:{1,....d} x{1,...,d} = ¢(O:R).

e) Vi,j:i,je{l,....d} = g((i,7)) = 9((ij,7)).

d
f) Ve,v:z € ON0?#£veR! = 0< Zg((i,j))(m)-vi-vj.

ij=1



26

g) Falls Q = (R x O) x (R*\ {0%})

d
und L=< | ((t,2),v), Zg((i,ﬁ)(rc)-vi-vj

teERAzE€EON#£veER? Y,

so ist L eine d, Q2-Lagrange-Funktion und es gilt

d

L:Q—R, L(((ta),v) = | > g((i,)(@) v v,

3,j=1

Beweis a), b), c), d), e), f) Via Linearer Algebra evident.
Beweis g) Via V1., d), e), f) und If - geokl-d-g(x) evident. O

*

Bemerkung Falls unter den hier getroffenen Voraussetzugen wie in g),

L=< | ((ta),v), | D g((i,) (@) vi-v; | :teRAz €O N #veR Y,

ij=1

und falls 7 eine d, (R x O) x R-Kurve von L ist, dann ist ¥ o v eine 2-Kurve im
R"™ und falls ¢, 7 € dom~ mit t < 7, dann ist

tl%Lovﬂ,

die Lénge der Kurve (W o~y | [¢|7]) im R™.
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5.2 Zylinder im R?

Satz zyl

V1.

V2.

V3.

V4.

V5.

V6.

=

0<r€Rund € R’ und {e¢f g} ONB R?.
U:R* =R U((g,2))=r+z-¢e+(r-cosg) -f+ (r-sing) - g.

Vi,j:i,j € {1,2}
= 9((5,7) = {((8,2), (V.i((d, 2))| ¥ ;((,2)))) : (¢, 2) € R?}.

9 =1{((,7),9((, 7)) - 4,5 € {1,2}}.
Q= (R x R?) x (R?\ {0?}).

L= { (((t (¢, Z)),v),\l Z 9((,7))((¢,2)) - v; - Uj) :

teRA(qb,z)eRZ/\o?;&veRQ}.

a) W e Cto(R? : RY).

b) Vo,z: (9, 2) ER? = W ((¢,2))=—(r-sing) -f+ (r-cose)-g

und U1 ((¢, 2)) =e.

c) Vo,z:(d,2) eR* = {V1((¢,2)),P2((¢)2))} linear unabhiingig.

d) Vo, z: (¢,2) € R?

= g(L))(6,2) =% g((1,2)((6,2) = g((2, 1)((¢, 7)) =0,
9((2,2)((6,2)) = 1.

e) Vo,z,4,5,k: (¢,2) e RENG, 5, ke {1,2} = 0=T4((¢,2)).

f) L eine d, Q-Lagrange-Funktion und es gilt

L:Q—=R, L(((t,x),v)) =/r? v} +vs.
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g)

h)

i)

Falls ¢ eine 2,Q-Zustandskurve von L ist, dann 3(¢., 2,), vo, A, so dass
(¢0,20) € R?> und 0% # v, € R?> und A € C*(domg : R) und 0 < A°
auf dom ¢

und Vt :t €edomqg = q(t) = (¢o, 20) + A(t) - vs

A..
und Vt:t €edomgq = (In(Log"))*(t) = A'(<tt)>
und Vi, 7:t € domg AT €edomgAt <T
> [ (Lor) = VT @)~ alOF @l - w0
t

Falls (¢o,2,) € R? und 0? # v, € R? und A eine 2-Kurve in R mit 0 < A®
auf dom A und g = {(¢, (¢, 25) + A(t) - vo) : t € dom A} ist, dann ist ¢ eine
2-Kurve im R? mit dom ¢ = dom A

und Vi :t €edomqg = q(t) = (¢o, 20) + A(t) - vs

und ¢ ist 2, Q)-Zustandskurve von L

und Vt,7:t €domg AT EdomgAt <T

- /tT(L o) = /12 (1) = a1 (t)? + (a2(7) — ga(1))2.

Falls ¢; € ] — 7|n] und z; € R und t.,t; € R und ¢, < ¢; und ¢ eine
2, Q)-Zustandskurve von L ist, so dass t,,t; € dom ¢ und

U(q(to)) = ¥((0,0)) =x+7-F,
W(g(tr)) = W((d1,21)) =x+ 21 - e+ (r-cosdr) - f+ (r-sing) - g
gilt, so gibt es v, u € Z und A € C?(domgq : R), so dass
qte) = (2-v-m,0), q(t) = (o1 +2-p- 7, 2),
und ¢(t,) # q(t1) und 0 < A® auf dom g und

Vt:t € domgq
_ Alt) Alt,)
= q(t) = At — At q(ts) — At — A q(t1)
Alt)

+ A = Al (q(t1) —q(ts)),

und die Liange von (Vo q | [t.|t1]) ist gleich

/tl V2 (@) + (@) = V2 (a(t) — ai(te)? + (a2(t) — ao(to))?

\/ (o1 +2- (n—v) m)2+ 27
{m , (¢1,21) #(0,0)

2-r-m s (¢1,21):(0,0)

>
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j) Falls¢y € |—m|r] und 23 € Rund v, u € Z und (2-v-7,0) # ($1+2-p-7, 21)
und to,t; € R und t, < t; und A € C*([t]t1] : R) mit 0 < A* auf [to|t1]
und

A - Al

so ist ¢ eine 2, 2-Zustandskurve von L, so dass q(t.) # q(t1),

q(te) = (2-v-m0), q(t1) = (o1 +2-p-7, 2),

und
U(gts)) =r+7-f, W(g(t) =r+2-e+(r-cosey) f+ (r-sing)-g,

und

Vt:t € domg

und die Léange von ¥ o ¢ ist gleich

/tl V2 (@) + (@) = V2 (a(t) = ai(t)? + (a2(t) — ao(to))?

\/ (1 +2-(u—v) m)?+ 2
{m , (¢1,21) #(0,0)

2-r-m , (¢1,21) = (0,0)

>
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k) Falls ¢; € ] —7|7] und 2; € R und (0,0) # (¢1, 21) und

o= (1 o) re Tl ).

so ist ¢ eine 2, Q-Zustandskurve von L, so dass q(t1) # q(t.),

q(to) = (0,0), q(t1) = (¢1,21),

und

U(gte)) =z +7-f, W(g(t)) =x+z-et(r-cosd) f+(r-sing)-g,

und

Vt:tedomqg = ¢qt)= -q(to) —

und die Lange von V¥ o ¢ ist gleich

/ VTP (@ = 17+ 2,
q= {(t’ ttl__t;O (2., 0)) Lt € [to|t1] } ’

so ist ¢ eine 2, 2-Zustandskurve von L, so dass q(t1) # q(t.),

1) Falls

Q(to) = (07 0)7 Q(tl) = (2 T 0)7

und
U(q(te)) = +7-§f=V(q(t1)),
und
t t
Vt:t€domg = Q(t)ztl_t 'C](to)—tl_t ~q(t1)
()~ g(t),

und die Lange von ¥ o g ist gleich

/tl\/TQ-(qI)2—|—(q5)2:2-T-7T.
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Beweis a), b) trivial.
Beweis ¢) Da {¢,f, g} ONB R? via b) evident.

Beweis d) Via a), c) und via Reguliire C2-Flichen der Dimension d im R™
gilt ¥(¢, 2),4,5 : (¢,2) € R?* A, j € {1,2}
= 9((1,9))((8,2)) = (¥i((¢, 2)) [V 2((8, 2))),

woraus sich ohne viel Aufwand mit Hilfe von V1., b) die behaupteten Gleichungen
ergeben.

Beweis e) Per definitionem via d) evident.

Beweis £) Via Regulire C2-Flichen der Dimension d im R™ und d) evident.
Beweis g) Via If - geokl-d-g(z)-flach. A priori und £) evident.

Beweis h) Via If - geokl-d-g(z)-flach. A posteriori und f) evident.

Beweis i), j), k), 1) Rechnung. ]
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6 If - geokl-d-g(x) (+1)
6.1 (Lo~v*)*

Vi. 1<deNund 0+# O C R? und O offen.
V2. Q= (R xO0)x (R {0¢}).
V3. g:{1,..., d} x{1,..., d} — YO : R).

V4. Vi,j:ie{l,..., dynje{l,..., d} = g((i, 7)) = 9((j, 1))

V5. Vo,v:z € ON0?#£veR! = 0< Zg((i,j))(m)-vi-vj.

V6.

(@)}
t~
I
——
~/
—~
—
\.H\
8
:_/
(o4
N—
_
&
HNE
A
Q
~
—~
u@.
.
N—
N—
—
8
N—
&
(o4
<
~—_

teR/\erAod;«éveRd}.

V7. v ist d,QQ-Kurve von L.

=
Vt:t € dom~y

1 Ny . .
> Loy = oy (Z (jzz;(g((k,m o)1) 7" (1)

+ Z(ka oy)(t) - 7i (1) -7;(t)> -m)) :

Beweis Via If - geokl-d-g(z) ist L eine d, Q-Lagrange-Funktion mit

L:Q—=R, L(((t,7),v) = J > gl ) (@) - vi-v;.



Somit gilt fiir alle ¢ € dom~,

+ > (9((k,)) o) (1) -5 () 73 (1) |

jk=1
und demnach via Umstellen und Ausklammern fiir alle ¢ € dom~,

d d

(Loy")*(t) = m : (Z (Z(g((k,j)) oy)(t) -5 (t)

k=1 \j=1

33
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6.2 0= (Log")*. A priori

Satz

Vi. 1<de&Nund 0+# O C R? und O offen.
V2. Q= (R x0)x (R {0¢}).
V3. g:{1,...,d} x{1,...,d} = C'(O:R).

V4. Vijiie{l,....dynje{l,....d} = g(())) =g((4,1)).
d
V5. Vr,v:z €ON0t#veER! = 0< Zg((i,j))(:v)-vi-vj.

ve. L— { (((uaf:),v),J S g((@) @) v ) :

teR/\wGO/\od#veRd}.

V7. qist d, Q)-Zustandskurve von L.
V8. Vt:tedomqg = 0= (Log")*().
=

a) Vt,k:tedomgAke{l,... d}

= <Z(g((k,j)) °q)(t) - q;-'(t)) + > (Tigroq)(t) - ¢ (t) - ¢}(t) = 0.
b) Vt,k:tedomgAke{l,... ,d}

d
= g0+ Y Dy o)1) - a2(8) - a5 (1) = 0.

ij=1

Beweis a) Via If - geokl-d-g(z) evident.
Beweis b) Via If - geokl-d-g(x). A priori evident. O
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6.3 0= (Log*)*. A posteriori

Satz

Vi. 1<deNund 0# O C R?und O offen.
V2. Q=R x0) x (R?\ {09}).
V3. g:{1,...,d} x{1,...,d} = C'(O:R).

Va. Vijiie{l,....dyAje{l,....d} = g((i,7)) = 9((4,9)).

V5. Vz,v:z€ON0l#veR! = 0< Zg((i,j))(:c)mi-vj.

ij=1

ve. L= { (((tx),v),J Z 9((i,5))(x) - vi vj) :

teR/\er/\od%vERd}.

V7. ( ist d,2-Zustandskurve von L.
V8. ¢ Stammfunktion von L o Q* auf dom Q).
V9. ¢=Qod .

=

a) 0 € C*(dom@ : R) und 0 < 4* auf dom @ und ¢ streng wachsend und ran &
echtes reelles Intervall und ¢ : dom Q — ran ¢ bijektiv und 0* = L o Q* und
5.. — (L o Q*)o

b) 67! :rand — dom @ bijektiv und 6~ € C*(rand : dom Q) und
Vt:terand = 5 H5@) =t AT (0()) 6°(t) =1,

Vo:oerand = 3§65 (0)=a A0 (o) (67" (o) =1,
und 0 < (671) und

Vo:ocrand = (67 (0)-5°(6 o))+ ((671))2(a)-0° (0" (o)) = 0.
c) qist d,Q2-Kurve von L und dom ¢ = ran ¢ und

und Q° = (q'06) - 6* und @** = (¢" 0 9) - (6°)* + (¢' 0 9) - 6°**
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und 0°* = Lo (god)* und 6** = (In(L o (god)*))*-d°.

d) Vs:sedomq = 1= (Log*)(s)und 0= (Log*)(s).
e) Vs,k:sedomgAke{l,... d}:

<Z(9((k,j)) 0 q)(s) - QZ(S)> + > Tk oq)(s) - (s) - ¢j(s) = 0.

j=1

) Vs,k:sedomgAked{l,...,d}

d
= qi(s) + Y Tigm 0 a)(s) - ails) - gj(s) = 0.

ij=1
g) q ist d,)-Zustandskurve von L.

Beweis a) Via If - geokl-d-g(z) ist L eine d,Q-Lagrange-Funktion und es gilt
0 < L o@* auf dom () sowie

L:Q =R, L(((t,2),0)) = J > gl (@) - vi-v;.

3,j=1

Via Lo @Q* € C'(dom@ : R) ergibt sich § € C*(dom @ : R). Per definitionem
gilt 0° = L o Q* auf dom Q. Es folgt 6** = (L o Q*)®* und 0 < 0°* auf domQ
und somit ist § streng wachsend. Wegen rand = §[dom Q)] ist rand als Bild eines
echten reellen Intervalls unter einer stetigen, nicht konstanten Funktion ein echtes

reelles Intervall. ¢ ist als streng wachsende Funktion injektiv. Also gilt via dom§ =
dom @ auch ¢ : dom ) — rand bijektiv und 0®* = L o Q*.

Beweis b) Via a) gilt ! : rand — dom @ bijektiv und mit reeller Analysis gilt
Vt:tedom@Q = §'(8(t)) =t,
Vo:o€rand = 6(67 o)) =0,
und via 0 < 6° auf dom Q ist 6! zweimal stetig differenzierbar und es gilt
Vt:tedom@Q = (651(0(t) 6°(t) =1,
Vo:o€rand = 607 (0)) (671 (0) =1,
so dass insbesondere 0 < (671)" und weiterhin

Vo:ocrand = 567 (0))- (671Y)2(0) +8°(67 (o)) - (67) (o) = 0.
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Beweis Via () = g 0§ evident.

Beweis d) Fiir alle s € domg = rand gilt via § 00~ = idans = idgomg via @), c)
und 0 < §°,

R T e O
BGOSR T K

woraus via 0 < L o ¢* die Aussage (L o ¢*)(s) = 1 folgt. Konsequenter Weise gilt
fiir alle s € domg,

0= (Log")(s).
Beweis e) Via If - geokl-d-g(z) und via c¢) gilt fiir alle s € domg = randg,
ke{l,...,d},

d
0= Zg((k,j)><Q<6—1<s>>> Q3 (67(s))
d
+ Z Lin(Q(67(s))) - Q267 (s)) - Q3(571(s))

,5=1
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so dass via 0 < 0°,

0= (Z 9((k, 7))(a(s)) - qf(S)) + Z Lije(a(s)) - qi(s) - q;(s),

ij=1
folgt.

Beweis £) trivial.

Beweis g) Via d), e) gilt fiir alle s € domg und k € {1,..., d},

<Z<g<<k,j>> ) + z k0 a)(s) - dl(s) - (s)

=0=(1H(LOQ))( )

= (In(Log"))'(s)- Y gl(k,5))(s) - 4j(s).

7j=1

so dass ¢ via ¢) und If - geokl-d-g(z) eine d, 2-Zustandskurve von L ist.

*

O
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Satz
Vi. 1<deNund 0# O C R? und O offen.
V2. Q= (R xO0)x (R {0¢}).
V3. g:{1,...,d} x{1,...,d} — C'(O : R).
Ve Vijiie{l. . dbAje{l,...d = gl(i,) = g((G,1)):
d
V5. Vo,v:z € ONo?l#£veR! = 0< Zg((i,j))(m)-vi-vj.
ij=1
d
6. L=< [((t2),0), ] Y a((i)(@)-v;- v,
ij=1
tGR/\xGO/\od%UERd}.
V7. qist 2,Q-Kurve von L.

V8.

=

Vi, k:t€domgAke{l,... d}

= (Z(g((/ﬁj)) °q)(t) - q]'-'(t)> + > (Coroa)() - af(t) -4} (t) =0,

j=1 4,j=1

oder
Vi,k:tedomgAnke{l,...,d}

= ")+ > Ty o) (t)- (1) - ¢ (t) = 0.

ij=1

a) Vt:tedomg = 0= (Log")*(t).

b) q ist d, 2-Zustandskurve von L.

Beweis Aus V8 folgt via Prialudium in beiden Fillen fiir alle ¢ € dom ¢ und alle
ke{l,...,d},

<Z(g((k‘,j)) o q)(t) - q;'(t)> + > (Tiroq)(t) - ¢ (t) - g}(t) = 0.

j=1 ij=1
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Via If - geokl-d-g(z) (-1). (L o ~*)* gilt fiir alle ¢ € dom g,

1 d
(Log)*(t) = Tog @) (Z

+ Z(kaoq)(t) qf(ﬂ-q}(t)) q,;(t)>
L ST 0
(Loq*>(t) . (kz:;()fﬂq(t)> = (Loq*)(t) =0

Hieraus folgt fiir alle t € dom g,

0= (In(L o ¢"))*(2),

und somit fiir alle ¢ € dom ¢ und alle k € {1,...,d},

(Z(g((k,j)) oq)(t)- q;’(t)) + ) Tyroq)(t) - (1) - ¢)(t)

j=1 4,j=1

— 0= (In(Log"))*(t)

= (In(Log"))*(t)- > (gl )(t) - (L),

Jj=1

so dass nun via If - geokl-d-g(z), da offenbar ¢ eine 2-Kurve im R? mit ranq C O
und o¢ # ¢* auf dom ¢ ist, die Aussage

q ist d, Q-Zustandskurve von L,

folgt. [
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7 1f - geokl-d-g(x) flach (41)

7.1 (Lo~

Satz

Vi. 1<deNund 0+# O C R? und O offen.

V2. Q= (R xO0)x (R {0¢}).

V3. g:{1,...,d} x{1,..., d} — YO : R)

V4. Vijiie{l,....dirnje{l,....d} = g((.j))=g((j1))
d

V5. Vz,v:z€ON0l#£AveR! = 0< Zg((i,j))(:v)-vi-vj.

V6. Vx,i,j,k::cEO/\i,j,ke{1,...,d} = O:Fij(x)

V7.

L- { (((uaf:),v),J > ({03 a) - ) :

teR/\wGO/\od#veRd}.

V7. ~ist d,Q2-Kurve von L.

=

Vt:t € dom~y
d

S (Loy')(t) =

k=1 \j=1

Beweis Via If - geokl-d-g(z) (+1) evident.

(L o ’1}/*>(t) : (Z <Z(g((k7])) © 7)(25) ' 7;.(t)> : /7]:((15))

[]
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7.2 0= (Log")*. A priori

Satz

Vi. 1<de&Nund 0+# O C R? und O offen.
V2. Q= (R x0)x (R {0¢}).
V3. g:{1,...,d} x{1,...,d} = C'(O:R).

V4. Vijiie{l,....dynje{l,....d} = g(())) =g((4,1)).
d
V5. Vr,v:z €ON0t#veER! = 0< Zg((i,j))(:v)-vi-vj.

ij=1

V6. Vm,i,j,k:xEO/\i,j,kE{1,...,d} = O:ka(x)

V7. L= { (((mMJ S g((@) @) v ) :

teR/\xEO/\od%UERd}.

V8. ¢ ist d,)-Zustandskurve von L.
V9. Vt:tedomqg = 0= (Log")*().

=
a) Vt,k:tedomgAke{l,...,d = Z(g((k,j))oq)(t)-q;'(t):O.

b) Vt,k:tedomgAke{l,....d} = g (t)=0.

Beweis Via If - geokl-d-g(z). 0 = (L o v*)*. A priori evident. O



7.3 0= (Loq")*. A posteriori

Satz

Vi. 1<deNund 0# O C R? und O offen.

V2. Q= (R xO0)x (R {0¢}).

V3. g:{1,....d} x {1,...,d} = C'(O : R).

Va. Viyjrie{l,....d}Aje{l,....d} = g((i,5)) = g((j,7)).
d

V5. Vz,v:z€ON0l#AveR! = O<Zg((i,j))(:€)-vi-vj.
ij=1

V6. Vm,i,j,k:xEO/\i,j,kE{1,...,d} = O:ka(x)

V7. L= ((twr)’l))?J Zg((zv]))(m)vlvj

3,j=1

teRAz€OAN?#veR?

V8. ( ist d,2-Zustandskurve von L.
V9. ¢ Stammfunktion von L o Q* auf dom Q).
V10. ¢=Qod L
=
a) q ist d, QQ-Zustandskurve von L.

b) Vs,k:sedomgAke{l,....d} = dq.(s)=0.

Beweis Via If - geokl-d-g(z). 0 = (L o v*)®. A posteriori evident.
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Satz

Vi. 1<deNund0# O CRund O offen.

V2. Q= (R xO0)x (R {0¢}).

V3. g:{1,...,d} x{1,...,d} — CY(O : R).

V4. Vijrie{l,....dinje{l,....d} = g((i.j) =g((0).
d

Vs5. Vo,v:z € OAN0l#veR! = 0< Zg((i,j))(:v)-vi-vj.

2,j=1

V6. Vx,i,j,k:a:EO/\i,j,kE{1,...,d} = O:FZ]k(l’)

d
V7. L= ((twr)’l))’J Zg((zvj))(x)vlvj

,5=1

teRAz€ON?#veR?

V8. qist 2, Q2-Kurve von L.

V9. Vtk:tedomgake{l,....d} = > (g((k.j)oq)(t)-g*(t) =0,

oder

Vi,k:tedomgAnke{l,....d} = g t)=0.
=
a) Vt:tedomg = 0= (Log")*(t).

b) ¢ ist d,)-Zustandskurve von L.

Beweis Via If - geokl-d-g(z). 0 = (L o v*)*. A posteriori evident.
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8 If - /-geokl-d-g(x)

Satz - geodlt

Vo. 0< 6 €R.
Vi. 1<deNund 0# O C R? und O offen.

(R x O) x (RT\ {0?}) , 0<d6<?2
V2. Q(5) =
{(RxO)de , 2<6

V5. Vz,v:z€ON0l#veR! = 0< Zg((i,j))(x)mi-vj.

,j=1

ve. L(4) = { (((t,x)w), (Z g((i,j))(fﬂ)wi-vj) ) :

teR/\er/\veRd/\((t,x),v)GQ((S)}.

=

d

[
a) L(6):Q(0) =R, L(§)(((t z),v)) = (Z 9((@]))(@-%-%)
o und 0 < L(8) auf Q(5).
b) 0x(L(0)) : 2 =R,  (9:(L(0)))(((t,),v)) = 0.

J=1

e) L(9) ist d,Q(d)-Lagrange-Funktion.



E(9) ist d,Q(0)-Energie von L <&  E(§)=(2-0—1)- L(9).

K (0) kinetische d,(d)-Energie von L(§) < K(0) =6 L(J).

P(§) potentielle d, 2(0)-Energie von L < P(6) = (d — 1) - L(6).

Falls % # ¢ und falls ¢ eine d, Q(J)- Zustandskurve von L(J) ist, dann
Vi:tedomqg = 0= (L(5)oq")*(t),

und

Vi, kit edomgAke{l,... d}
= <i<g((k,j)) °g)(t) - q;-'(t)> + i(rijk o0 q)(t) - q;(t) - g5 (t) =0,
und J

Vik:tedomgAke{l,... d}

d
= gt + Y Tymoa)(t) - ¢ ) - g (t) =0,

1,j=1

Falls ¢ eine d, Q(6)-Zustandskurve von L(0) ist, dann gilt

Vt:t€domgq = o'=¢"(t) oder Vt:tcdomq = ol #q(t).

Falls g eine d, Q(d)-Kurve von L(J) ist und falls

Vi,k:tedomgAke{l,... d}
= (Z(g((kaj)) o g)(t) - q;-'@)) + > (Tiroa)(t) - g (t) - ¢}(t) =0,
oder

Vi, k:t edomgAke{l,... ,d}
d

= q" () + D (Typoa)t)-gf(t)-¢(t) =

ij=1
dann ist ¢ eine d, (0)-Zustandskurve von L(J) und es gilt

Vit:tedomqg = 0= (Log")*t).
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1) Falls 2 < § und falls ¢ eine 2-Kurve im R ist, so dass rang C O und
Vt:tedomqg = of=q"(t),
dann ist ¢ eine d, Q(J)-Zustandskurve von L(6).
Beweis a), b) trivial
Beweis ¢), d), e), f), g), h), i) Rechnung.
Beweis j) Via 0 = (L o ¢*)* auf dom ¢ und positiver Definitheit von g evident.

Beweis k) Rechnung.

Beweis 1) Per definitionem und via k) evident. O
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