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Fist d, (), Z-Quasi-Flussfunktion

Definition | f ist d, 2, Z-Quasi-Flussfunktion

=
1.

2.

a)

b)

1<deN.
Q CR2 0 # Q offen.

. Z echtes, reelles Intervall.
Q= C3(Z:RY.
VtiteZ = f()(#) €cl(:RY), wobei

FOE) = A=, f(2)(1)) : 2 € Q}.

Vt:teZ = f()°(t) € C(2:RY), wobei

FO ) =A@, f(2)*(@)) - w € Q.

Viige{l,....d} = [;:Q—CYZ:R?), wobei

Fie) () = F()@) ().

Setzt man
fo=A{(z, f(2)*) 1z € Q},

so ist f* : Q — C(Z : R3) das von f induzierte Geschwindigkeitsfeld.
Ahnlich ist

[ =Al, f(2)*) : x € Q},
das von f induzierte Beschleunigungsfeld. Es gilt f**: Q — Z(R?).

Nach dem Satz von Schwarz gilt

Ve, t:x e QAL e Z = f()°(t) j(x) = f,(x)(1).
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® inkompressible (), Z-Flussfunktion

Definition | ® inkompressible €2, Z-Flussfunktion

=

1.

a)

b)

c)

d)

® ist 3,2, Z-Quasi-Flussfunktion.

. Vtr,xteZANTEZNT ENQ

= (D(2)*())[P1(2)(t) x Po(2)(F)) = (P(2)*(7)[®1(2)(7) X P 2(2)(7)).
Fir z € Q ist ®(x) die Bewegungskurve des Teilchens mit Index x.

Setzt man

O[E](t) = @()()[E],

so ist ®[Q(¢) fiir t € Z die Fliissigkeitsfliche zur Zeit ¢t. ®(.)(t) : @ — R3
ist eine C'-Parametrisierung dieser Fliissigkeitsfliche.

Ist 0 # E C Q offen, so ist ®[E](¢) fiir t € Z eine Teilfliche der Fliissig-
keitsfliche zur Zeit ¢. Die Einschrinkung (®(.)(¢) | E) : E — R? ist eine
Cl-Parametrisierung dieer Teilfliche.

Ist 0 #£ E C Q offen und ist t € Z, so ist

[E<<I>(af)'(t)l‘1>71($)(t) X ®,(z)(t)) dx

der Fluss des von ® induzierten Geschwindigkeitsfeldes durch die Teilflache
®[E](t). Diese Fliisse sind zeitunabhéngig, da fiir alle t € Z und 7 € Z,

/E<<I>(x)'(t)|<1>,1(x)(t) X ®,(x)(t)) dx
Z/E@(x)'(f)\@,l(fc)(f) X ®5(x)(7)) de.



3 F parametrisiert O, I, k1, k9-R6hre

Definition | F' parametrisiert O, I, k1, ko-Rohre

<~
1. Ky ist 1,0, I-Quasi-Flussfunktion.
2. Ko ist 1,0, I-Quasi-Flussfunktion.
3. F={(z,F(x)):x € O}, wobei
Veexe O = F(x)={(z (k(2)(2),k2(2)(2),2)) : 2 € I}.

3.1 A priori

Satz

V. F parametrisiert O, I, k1, ko-Rohre.
=
a) Fist 3,0, [-Quasi-Flussfunktion.

b) Ve,z:x€ONzel = F(x)(z2)= (k(x)(2), ka(z)(2), 2).

Beweis trivial. O

Satz

V1. F parametrisiert O, I, k1, ko-Rohre.

V2. €O Nz €.

=
) F(2)*(2) = (r(2)*(2), ha(2)*(2), 1)

b) Fi(#)(2) = (k11(2)(2), k2.1 (2)(2), 0)-

c) Fa@)(2) = (K12(2)(2), #22(2)(2), 0).

d) Fa(z)(2) x Fa(z)(2) = (0,0, det(9r)(z)(2)), wobei

det(0kr) = {(x,det(0k)(z)) : € O} mit

Ve:xeO = det(dk)(z)
= {(2, £11(2)(2) - K22(2)(2) — F21(2)(2) - K12(2)(2)) : 2 € T},

so dass det(dr) : O — C(I : R) und

Ve,z:x € ONzel = det(0k)(z)(z2)

= r1,1(2)(2) - K22(2)(2) — F2,1(2)(2) - K12(2)(2).



e) (F(z)*(2)|F1(z)(2) X Fa(z)(2)) = det(0r)(z)(2).
Beweis trivial.

3.2 [ als inkompressible O, I-Flussfunktion

3.2.1 A priori

Satz

V1. F parametrisiert O, I, kq, ko-Rohre.
V2. F inkompressible O, I-Flussfunktion.
V3. € ONzelIN(e

=
det(0k)(z)(2) = det(0k)(x)(C).

Beweis trivial.

3.2.2 A posteriori

Satz

V1. F parametrisiert O, I, k1, ko-Rohre.
V2. Vz,z2,(:x € ONzelINCe]l = det(0r)(x)(z) = det(0k)(x)(C).

=
F inkompressible O, I-Flussfunktion.

Bewels trivial.

3.3 o={(z,F(x)o&(x)):x€ O}

Satz R.1

V1. F parametrisiert O, I, k1, ko-Rohre.
V2. £ ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.
V3. Vz:2 €O = ran({(x)) C 1.
Va. ¢ ={(z,F(x)o&(x)):x € O}.

=



a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

¢ ist O, Z-Quasi-Flussfunktion.
Ve, t :x € ONt e Z

= o) (t) = (k@) (E(2)(1)), wo(2) (§(2)(1)), E(2) (1))

Ve, t:x e ONte Z
= ¢(@)*(t) = &(2)°(t) - (ra(2)*(E(2) (1)), ra(2)*(€(2) (1)), 1).
Ve, t:x e ONte Z
= ¢al)(t)
= (r1(2)(€(@)(1)) + ra(2)*(E(2)(1)) - €2 (2)(2D),
R (2)(§(2) (1)) + Ra(2)"(E(2) (1)) - E1(2) (1), Ea(2)(1))

Ve, t:x e ONt e Z

= ¢a(z)(t)
= (K12(2)(§(2) (1)) + ra(2)*(E(2) (1)) - E2(2)(1),
R22(2)(§(2) (1)) + Ra(2)"(€(2) (1)) - E2(2) (1), E2(2)(1))

Ve, t:x e ONte Z
= ¢1(2)(t) x d2(x)(?)
= (k2,1 (2)(§(@)(1)) - 2(2)(t) — Ra2(x)(E(2) (1)) - Ea(2)(2))
(1,0, =1 (2)* (§(2)(1)))
+ (r12(@) (€ () (1)) - Ea(2)(t) — R (2)(E(@)(1)) - §2(2)(1))
(0,1, —ra(2)*(&(2)(1)))
+ det(9k)(z)(€(x)(¢)) - (0,0,1)

Ve, t:x e ONte Z

= (0(@) (D|Pa(2)(t) x ¢2(2)(t)) = E(x)*(2) - det(Ir)(x)(£(x)(1))-

Beweis a) trivial.

Beweis b) trivial.




Beweis c) trivial.
Beweis d) trivial.
Beweis e) trivial.
Beweis f) Rechnung.
Beweis g) Rechnung.

3.3.1 ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion - A priori

Satz

V1. F parametrisiert O, I, kq, ko-Rohre.
V2. £ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.
V3. ¢ ={(z,F(x)o&(x)):x € O}.
V4. ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.
=
a) Ve:zeO = ran({(x)) CI.

b) Ve,t:x € ONte ZANTEZ
= &(x)"(t) - det(Or)(x)(§(2)(t)) = &(x)*(7) - det(Irk) () (£ (2)(T))
c) de:c: 0O =>RAVr,t:x€eONteZ

= §(2)*(1) - det(0r) (x)(§(2)(1)) = c(x)

Bewelis trivial. O

*

Die Gleichung von c) ist fiir jedes x € O eine gewohnliche Differentialgleichung
erster Ordnung fiir £(z).



Satz

V1. F parametrisiert O, I, k1, ko-RoOhre.
V2. A: O —CY{I:R)
V3. Vz:z €O = A(x) Stammfunktion von det(0k)(z) auf I.
V4. € ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.
V5. ¢ ={(z,F(x)o&(x)):x € O}.
V6. ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.

=

a) de,a:c: 0O —=RAa:0—=>RAVr,t:x€ONtEZ

= A@)EE)®) = al) + - o(z),
b) Ve, t,s:x € ONt e ZNse L
=

Az)(§(@)(1)) = A(2)(E(2)(s)) + (t = ) - £(2)*(s) - det(Ir) () (E(x)(s))-

Beweis a) Via vorheriger Resultate gibt esc: O — R, sodassVz,t: x € ONt € Z
= (x)*(t) - det(0rk)(z)(&(x)(t)) = c(z). Auf Grund zur Verfiigung stehender
Glattheit folgt hieraus Va,t : v € OANt € Z = (A(z) o &(x))*(t) = c(x).
Somit gibt es via HSDIR a : O — R, so dass Vx,t : v € OANt € Z =

A(x)(€(x) (1) = alz) + ¢ - c(x).

Beweis b) folgt sofort aus a). O



Satz

V1. F parametrisiert O, I, k1, ko-Rohre.
V2. Vz:2 €O = 0% det(0k)(z) auf I.

V3. £ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion A € ist 1, O, Z-Quasi-Flussfunktion.

V4. ¢ ={(z,F(x)o&(x)):x €0} A dp={(z,F(z)o&(x)):x €O}

V5. ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion
A ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.

V6. s€ ZNZ.

V7. £()(s) = €()(s) A E()*(s) = €()*(s)

=
a) Vz:x €O = &(x)=E()auf ZN7Z.
b) Ve:z €0 = ¢(z)=¢(x)auf ZNZ.

Beweis Aus V7. folgt in beiden Fillen £(.)(s) = £(.)(s) A £()*(s) = £(.)*(s).
Fiir jedes # € O ist die Funktion det(0k)(x) stetig auf I. Also gibt es eine
Funktion A : O — CY(I : R), so dass fiir alle z € O die Funktion A(x) eine
Stammfunktion von det(0k)(x) ist. Via vorheriger Resultate gibt es ¢, ¢ a,a :
O — R,sodass Va,t :x € ONt € Z = A)(&(2)(t) = alx) + - c(x)
wmd Vet :x € ONt e Z = Ax)(E(z)(t) = a(x) + ¢ - ¢(x), sowie Va, ¢ :
reONteZ = &x)(t) Ma)(E(x)(t) = c(z) und Vo, t :x € ONt € Z
= £@)*(t) - A2)*(E(x)(t)) = ( ) Via s € ZN Z und V7. folgt Vo : x € O
= c(x) = ¢(z), sowie a(z) + s - c(zr) = a(z) + s - ¢(x), woraus sich auch
Ve:reO = az)=a( )ergibt. Es folgt Vo, t :: € ONt € ZNZ =
A(z)(&(x)(t)) = Az)(&(x)(t). Via V2. ist A(x) fiir jedes x € O streng monoton
lgt

auf I. Es folgt Vo,t : v € OAt € ZNZ = {x)(t) = &(x)(t). Somit
auch (r) = {(r) auf Z N Z. Per definitionem ¢ und ¢ ergibt sich hieraus auch
Ve:ze O = ¢x)=¢(x)auf ZNZ. O
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3.3.2 ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion - A posteriori

Satz

V1.

V2.

V3.

V4.

V5.

=

F parametrisiert O, I, k1, ko-Rohre.
¢ ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.
Ve:xeO = ran({(zx)) C1I
Ve, t:x e ONteZNTEZ
= &(@)°(t) - det(Ok) () (E(x)(t)) = £(x)*(7) - det(r)(x)(£(x)(7))
oder

c:0—=>RAVx,t:x € ONtEZ
= &(@)*(t) - det(0k)(x)(§(x)(1)) = c().
¢ =A(z,F(z)o&(x)): xz € O}.

¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.

Beweis trivial. O

*

Die zweite Gleichung von V4. ist fiir jedes x € O eine gewthnliche Differential-
gleichung erster Ordnung fiir £(z).
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Satz

V1. F parametrisiert O, I, k1, ko-Rohre.
V2. A: O —CYI:R)
V3. Vz:x €O = A(x) Stammfunktion von det(dx)(x) auf I.
V4. £ ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.
V6. Vo:2 €O = ran({(x)) C 1.
V6. ¢ = {(z,F(z)o&(x)):x € O}.
V7. c:O—=Runda: O —=>Rund Ve, t:x € ONt e Z
= A@)(E(@)@) = a(z) +1 - ()
oder

seZ ANVr,t:x e ONteZ
= Az)(§(2)(1) = Alx)(§(2)(s)) + (t = 5) - £(x)*(s) - det(Ir) (2) (E(x)(s)).
=
¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.

Beweis 1.Fall¢c: O - Rund a: O - Rund Vz,t :x € ONt € Z
= A@)(&(x)(t) = alz) +1-c(x).

Via zur Verfiigung stehender Glattheit folgt Va,t : 2 € ONt € Z = (A(z)o
&(x))*(t) = c(x), so dass auch Vx,t :x € ONt € Z

= £(x)*(t)-det(0k)(z)(&(x)(t)) = c(x). Hieraus folgt via vorheriger Resultate,
dass ¢ eine O, Z-Flussfunktion ist.

2.Fall folgt sofort aus 1.Fall. O

4 F parametrisiert O, I, \{, \o>-Flaschenhals

Definition | F' parametrisiert O, I, A1, A\>-Flaschenhals

=
1. 0# O CR2 O offen.
2. [ echtes, reelles Intervall.
3. A\ €C}I:R)und )\, € C¥(I;R).
4. ranA; C 0| + oo und ran Ay C 0| + oo[.

5. F={(z,F(x)):x € O}, wobei
Ve:xe O = F(x)={(z,(M(2) - 21, 2(2) - x2,2)) : 2 € [}
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4.1 A priori

Satz

V. F parametrisiert O, I, \{, A\o-Flaschenhals.

=
a) Fist 3,0, I-Quasi-Flussfunktion.

b) Ve,z:x€ONzel = F(x)(z) = (A(2)- 21, Aa(2) - 29, 2).

Beweis trivial. O

Satz

V1. F parametrisiert O, I, \{, A\o-Flaschenhals.

V2. k1 = {(z,k1(z)) : x € O}, wobei
Ve:xe O = ki(x)={(z,\(2) -21) : 2 €[}

V3. kg = {(z,ke(x)) : x € O}, wobei
Ve:x e O = kol(x)={(z,X2(2) - 22) : 2 € I}

=

a) I paramatrisiert O, I, k1, ko-Rohre.

b) Ve,z:x € ONzel =  ki(x)(z) =M(z)- 2.
Ao(2) -+ xo.

) Ve,z:x€eONzel =  ryx)(z) =

d) Ve,z:x€eONzel = det(0r)(x)(z) = Ai(2) - Xa(2).

Bewels trivial. O
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42 ¢ =A{(z, F(r)o&(x)): z €O}
4.2.1 ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion - A priori

Satz

V1. F parametrisiert O, I, \1, A\o-Flaschenhals.
V2. £ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.
V3. ¢ ={(z,F(x)o&(x)):x € O}.
V4. ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.
=
a) Ve,t, T:xc € ONtEZNTEZ
S @) - M)E@)D) = E@) () - (A - A (E(2)(7))
b) Jec:ceCH O R)AVx,t:2 € ONtEZ

= £(2)°(t) - (A - M) (€(2) (1) = ()

Beweis trivial.

*

Die Gleichung von b) ist fiir jedes x € O eine gewohnliche Differentialgleichung
erster Ordnung fiir £(z).
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Satz

V1. F parametrisiert O, I, \1, A\o-Flaschenhals.
V2. A Stammfunktion von A; - Ay auf 1.
V3. £ ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.
Va. ¢ ={(z,F(z)o&(x)): x € O}.
V5. ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.
=
a) de,a:ce€CHO:R)AaeC (O:R)AVx,t:x €ONLEZ
= Al(2)@) =alz) +t-c(z).
b) Vo, t,s:x e ONte ZNse Z

= AE(@)(1) = AE(@)(5) + (T = 5) - E(2)*(5) - (A1 - A)(€() ().

Beweis a) Via vorheriger Resultate gibt es ¢,a : O — R, so dass Vz,t : x €
ONt e Z = (Ao&()()(xr) = Al(x)(t)) = a(x) + t - c(x). Fiir jedes
t € Zist (Ao &(.)(t)) stetig differenzierbar. Da Z mindestens zwei verschiedene
Elemente hat, folgt hieraus die stetige Differenzierbarkeit von c, a.

Beweis b) folgt sofort aus a). O
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Satz

V1. F parametrisiert O, I, \1, A\o-Flaschenhals.
V2. £ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion A € ist 1, 0, Z-Quasi-Flussfunktion.
V3. ¢ ={(z,F(x)o&(x)):x €0} A dp={(z,F(z)o&(x)):x € O}

V4. ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion
A ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.

V5. s€eZNZ.
V6. £()(s) = E()(s) AE()(s) = €()°(5)
oder ¢(.)(s) = ¢(.)(s) A d(.)*(s) = &(.)* ().
=
a) Vo :x €0 = ((n)=E(w)auf ZNZ.
b) Ve:z €0 = ¢(z)=¢(x)auf ZNZ.
Beweis F parametrisiert O, I, k1, ko-Rohre mit Vo, 2 : 2 € OAz € 7 =

det(0k)(z)(2) = M(2) - Aa(2) € 0| + o[, so dass Vz : 2 € O = 0 #
det(0k)(x) auf I. O
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Satz R.2

V1. F parametrisiert O, I, \1, A\o-Flaschenhals.
V2. €ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.

V3. ¢ ={(z,F(z)o&(x)):x € O}.

V4. ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.

=

Je:ceCHO:R)AVz,t:2 € ONLEZ

c(z)

= €@ = e

Aol () = ~a) - A (S 0) - (e 1)
b O ()0 o M E)(0) - 2, 0).

(A1 - A2)2(E(2)(1))

Beweis Rechnung. O
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4.2.2 ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion - A posteriori

Satz

V1. F parametrisiert O, I, \{, A\o-Flaschenhals.
V2. £ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.
V3. Vz:2€O = ran({(x)) CI
Va. Ve, t,T:x € ONte ZNTEZ
S @) - O W)E)D) = @) (7) - O - A)(E) (7))
oder

c:0—=>RAVx,t:x € ONtEZ

= £(@)*(1) - (M- M) (E(2)(F)) = ().

V5. ¢ ={(z,F(x)o&(x)):x € O}.
=

¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.

Beweis trivial.

*

Die zweite Gleichung von V4. ist fiir jedes x € O eine gewchnliche Differential-
gleichung erster Ordnung fiir ().
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Satz

V1. F parametrisiert O, I, \1, A\o-Flaschenhals.
V2. A Stammfunktion von A; - Ay auf 1.

V3. £ ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.

V4. Vz:2 €O = ran(¢(z)) CI.

V5. ¢ ={(z,F(x)o&(x)):x € O}.

V6. se Z.

V7. Ve, t :x € ONt e Z
= AG()(t) = A&(x)(s)) + (£ = 5) - £(2)%(s) - (A1 - A2)(E(x)(s)).

=

¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.

Beweis trivial. O
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Satz

V1. F parametrisiert O, I, A\{, A\o-Flaschenhals.

V2. A Stammfunktion von A; - Ay auf 1.

V3. ceC(O:R) und a € C}(O : R).

V4. Z echtes, reelles Intervall.

V6. Va,t:x € ONteZ = a(x)+t-clx)€ranA.

V6. &= (2,&(x)) : x € O}, wobei
Ve:xeO = &)={tAYalz)+t-c(x)):teZ}.

V7. ¢ ={(z,F(x)o&(x)):x € O}.
=

a) Ve, t:x € ONteZ =  £(x)(t)=Aa(z)+t-c(r)) und

b) £ ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.
c) Ve:zeO = ran({(x)) CI.

d) ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.

Beweis Via VSen ist A streng monoton und dreimal stetig differenzierbar mit
0 # A® auf I, so dass ran A echtes, reelles Intervall und A=! € C3(ran A : I) mit
A7':ran A — I bijektiv. Es folgt Ve : 2 € O = &(z) € C3(Z : R) und Va,t :
reONteZ = &(x)(t)=A"a(z)+t c(x)), woraus sich entsprechend der
Eigenschaften von A auch Vz,t :x € ONt € Z = A(&(x)(t)) = a(x)+t-c(z)

ergibt. a) O
Weiterhin folgt £ : O — C*(Z : R) und aus der Darstellung von ¢ folgt trivialer
Weise: € ist 1, O, Z-Quasi-Flussfunktion. b) O
Fiir alle z € O gilt ran ({(x)) Cran (A7) C T c) O
Nun folgt trivialer Weise: ¢ ist O, Z-Flussfunktion. d) O

O
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5)

5.1

F parametrisiert O, I, \., \.-Flaschenhals

Vorstellung A,

Satz R.3

a)

b)

c)

d)

e)

Falls 0 # a € R und
pla) : R =R, pla)(x) = %'(3'(2—a)'($—a)2+a'(a—3)'(x—a)+a2),
dann

pa)(@) = 5, p(@)*(@) = (0= 3) 5, pa)*(a) =6-(2a)

a a

Falls 0 # a € R und
¥(a): R =R, 7(a)(z) = 2" p(a)(w),

dann

7(a)(0) =0, 7(a)*(0) =0, ~(a)*(0) =0,

Va)(a) =1, ~(a)*(a) =1, ~(a)*(a) =0.
Falls 0 #a € Rund A,b € R und € € ]0| + oco[ und

g :R=>R, gi(z)=A—¢€-v(a)(b+ z/e),
dann

gi(=e-0) =4, gi(=e-b) =0, gi*(=e-b) =0,

gi(=e-(b—a))=A—e€ gi(=e-(b—a))=-1, gi*'(—e-(b—0a)) =0.
Falls 0 #a € Rund C,d € R und € € ]0| + oo[ und

g2 R= R, go(x) =C+e-v(a)(d—z/e),
dann

gale-d) = C,  g5(e-d) =0, g5°(e-d) =0,

gale-(d—a)) =C+e gile-(d—a))=—1, g5'(e-(d—a))=0.

v(1) streng wachsend auf [0]1]

und 1(1)(0) = 0 < 7(1) < 1 = 7(1)(1) af [0]1]

und (1)* streng wachsend auf [0|3/5], v(1)® streng fallend auf [3/5]1]
mit

11*3/5) = 155 = 71" (01T

und 7(1)*(0) = 0 < 4(1)* < 152 — 5(1)*(3/5) anf [0[3/5]

and 7(1)*(1) = 1< 4(1)* < B — 7(1)*(3/5) auf [3/5]1]
und Y(1)(2/5) = 220 A y(1)°(2/5) = 22 A~(1)*(2/5) = =

125 25°
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f) Falls € € J0|2[,

( 6 , 2<-=2
6—c-y(1)(32) |, —2<z<-2+¢
A R=R, A(z) = 4—2z , 24e<z<2—c¢

24+ e-y(1)(E2) |, 2—e<z<?2

€

2

\ I

2<z

dann A\, € C*(R : R) und ) fallend, )\, streng fallend auf [—2[2],2 < A\, <6

auf R und
( 0, 2<-2
—y(1)*(3E) , —2<z<-2+¢
AR —=R, AN(2) = -1, 2+4+e<z<2—c¢
—y(1)*(E2) , 2—e<z2<2
\ 0, 2<z
und
( 0, 2<-2
—Loy(1)e(3E) , —2<z< —2+¢
AR R, A*(z2) = 0, 24e<z<2—¢ .
Loy)e(32) , 2—e<z2<2
\ 0, 2<z
Beweis Rechnung. O
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5.2 ¢={(z,F(x)o&(z)):x €0}
5.2.1 ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion - A priori

Satz R.4

Vi. e € ]0[2[.

V2. A\ :R—= R,

V3. F parametrisiert O, R, A\, A.-Flaschenhals.

6

6 —e-y(1)(*2)
4—z

2+ ey (1)(%2)
2

V4. £ ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.

9

z2 < =2
—2<z< -2+4¢€
24+ e<z2<2—c¢
2—e<z<?2

2<z

V6. 2, € Ound s € Z und 0 € Z, und a € ]0| 4 oo

V6. &(x)(s) = —2 und &(z,)*(s) = a.

V7. &(x,)(0) = 2.

V8. ¢ ={(z,F(x)o&(x)):x € O}.

V9. ¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.
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a) Vt:te ”Z

o 36-a
= )0 = @

A €)™ () = —2- (36 ) - %

A pwe)(t) = (Ae(€(wo)(F) - wor, Ac(€ (o) (1)) - oz, E(0) (1))

A0l 0) = e - (@) 2o A€ )(0) -0, )
oy g oy A(EED)
R S Y PR I0)
RE@)E) - 201, A (E) (D) - 702, 1)
e M)
HO0 O Ny o)
b) Vi:te Z
S a<EE)N <O A 0<EE)N) < 0 02

c) Jt.:te €]sclo[CZ

Nt = -2 e

Beweis Rechnung. O

Der letzte Term ist genau fiir 0 # ||zo|| von der Gréssenordnung <. Fiir 0 = ||z |
ist der Term von der Grossenordnung 1.
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Satz R.4*
Vi. e € ]0[2[.
( 6 , 2<-=2
6—c-v(1)(32) , —2<z2<-2+¢
V2. AR =R, A(2)= 4—2z |, —24e<z2<2—c¢
24+ e-y(1)(22) , 2—e<z<2
\ 2, 2<z
V3. F, parametrisiert O, R, A, A.-Flaschenhals.

V4.

V5.

V6.

V7.

V8.

V9.

=

¢ ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.

To € Ound s, € Z und o, € Z und « € ]0] 4 oo
§(wa)(se) = 2 und £(x0)*(s) = —v.

§(w) (o) = —2.

¢ ={(z, Fe(z) 0 &(x)) : x € O}.

¢ inkompressible O, Z-Flussfunktion.

a) Vt:te ”Z
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b) Vt:teZ

189

= S <t@)W<—a A 0LE@)U( < 0

=125

) H¢<x»'<t>ﬂ§a-\/1+(%) e

©ole

c) Jt.:te €]sclo[CZ
2
A E(xo)(te) =2 —€- 5

A pwe)®(te) =

~—~(4-a)2
(2+e 5%)°

) 152 2 125
€ 125 1‘01, $02, 152
79 656

v (24 gigg) -G 0))

Beweis Rechnung*. O

1 1
€

*

Der letzte Term ist genau fiir 0 # ||zo|| von der Gréssenordnung <. Fiir 0 = ||z |
ist der Term von der Grossenordnung 1.
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5.2.2 Regulire Grenzwerte € | 0

Satz

vi. X:]0]2[ — C*(R: R), wobei
Ve:ec]0|2[ = A):R—=R,

;

6 , 2<-2
6—c-y(1)(22) , —2<z2<-2+¢
Ae)(z) = 4—z , 24e<z<2—¢

2+e-v(1)(E2) , 2—e<z<2

\ 2, 2<z
6 , 2<-2
V2. AM0):R—=R, AN0)(2)=¢ 4—2 , —2<2<2
2 2<z

=

VzizeR = lggl Ae)(z) = A(0)(2).

Bewels trivial.
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Satz R.5
Vi. e € ]0[2[.
( 6 , z2< -2
6—c-y(1)(32) |, —2<z<—-2+¢
V2. AR =R A (2) = 4—z , 2+4e<z<2—c¢
2+e-v(1)(E2) , 2—e<z2<2
\ 2, 2<z
( 6 , z2< -2
V3. M:R—=>R M\g(2) =4 4—2 |, —2<2<2
L 2, 2<z
(0 , 2 < =2
€, 2<z<-—-2+4c¢€
Va, e :R—=R pu(2)=¢ 0 , —24e<2<2—c¢
€, 2—e<z<?2
\0 , 2<z
=

a) Vz:zeR = |A(2) — Mo(2)] < pue(z) <e.
b) Vz,n:ze RAneN

= A%(2) = A(2)| <67 pu(z) <n 67 e

Beweis Rechnung. O
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Satz
Vi. e € ]0[2[.
( 6 , z2< -2
6—c-y(1)(32) |, —2<z<-2+¢
V2. AR =R A (2) = 4—2z , 24e<z<2—c¢
24€e-y(1)(22) , 2—e<z2<2
2, 2<z
\
6 , z2< -2
V3. M R=>R, N(2)=¢ 4—2 |, —2<2<2
2, 2<z
V4. z, € R.

€

Vs6. A : R =R, Ae(z):/ A2

V6. Ag:R =R, Ay(2) = /Z)\%.
=
a) Vziz€R = |A(2) — Ao(2)] <24 - €
b) A;' e CP(R:R).
c) Ayt €CY(R:R).

€

d Vw:weR = ’Afl(w)—Aal(w)lgfi-ez.

Beweis a) Via vorherigen Satzes fiir z € R,

[N(2) = A(2)] <12+ pe(2).
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Somit fiir alle z € R,

|Ac(2) — Ao(2)| = )\2 )\2

/ (32— 22)

<

S

. / I
—24e 2 —2+4€ 2
§12-/,u€:12-</ u5+/ M5>§12'</ €+ e)
R —2 2—e —2 2—e

=12 (€ +¢) =24-¢.

Beweis b) trivial.
Beweis ¢) trivial.

Beweis d) Mit a = AZ!(w) und b = A ' (w) gilt
Ac(a) = w = Ao(b),
und es gibt § € J0[|1[, so dass

0=Ac(a) — Ao(b) = (Ac(a) — Ac(D)) + (Ac(D) — Ao (D))
=A(0-a+(1—-0)-b)-(a—0b)+ (A(b) — Ao(D))
=N(0-a+(1—=0)-b)-(a—0b)+ (A(b) — Ao(D)),

woraus wegen 4 = 22 < \? < 62 = 36 auf R, also im Speziellen 0 # A? auf R die

Gleichung A(B) — Aa(b)
€ — 430

AX@#-a+(1—-6)-b)
folgt aus der sich die Abschitzung

a—b=—

Ae(b) — Ao (D)
X(0-a+(1—6) b)
D =) e

N0 -at(1-0)b) = 4

A (w) = Ay (w)| = |a —b] = |-

ergibt. O
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Satz
Vi. e ]0[2[.
( 6 , 2< -2
6—c-v(1)(22) , —2<z2<-2+¢
V2. AR =R, A(z) = 4—z , 24+e<z<2—c¢

V3.

V4.

V5.

V6.

V7.

V8.

V9.

V10.

=

24+ e-y(1)(E2) |, 2—e<z<?2

€

2

\ )

F parametrisiert O, R, A\, \.-Flaschenhals.

2<z

& ist 1,0, Z-Quasi-Flussfunktion.

¢e = {(z, F(z) 0 &(x)) : x € O}.
¢, inkompressible O, Z-Flussfunktion.

se s
6 , z< -2

M:R=R A(z) =< 4—2 |, —2<2<2

2 2<z

Ao = {(z,Ao(x)) : x € O}, wobei

Ve:xeO = A(z):R—-R, AO(ZL‘)(Z):/ A2
£e(z)(s)

& = {(x,&(x)) : z € O}, wobei
Ve :x €O

= &) = {(t, Ao(2) T ((t = ) - &e(2)*(5) - M (Ee(2)(5)) - t € R}

a) Ag: O — CHR:R).

b) &:0 — CH(R:R).

c) Ve,t:x €c ONteR = A= (t —5)-&(2)°(5) - N2(&()(8)).

Ee()(s)

d Ve:xeO = &(r)(s) = E(x)(s).
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e Ve:z e O = &(2)*(s) =&(x)(s).

£e(z)(2)
f) Ve,t:x€eONteZ = /g( - M= (t—5) - &(2)(5) - N2(E()(5)).

g) Vo,t:x e ONteZ = |&(x)(t) —&(x)(t)] <6- €.
h) Ve,t:x e ONteZ = [A(&(x)(t) — Mo(&o(x)(t)] <e-(1+6-¢).
i) Vo,t:x e ONteZ = [IN2(E(x)(t) = A3 (&o(z)()] < 12-€- (146 -€).
) Ve, t:x €eONtEZ =

[Se(2)*(t) — &o(2)*(t)] < % [Ee(@)*(s)] - AL (Eel@)(s) € (146 - ¢).

k) Ve, t :x €e ONt € Z

= [loe(@)(t) = do(2) ()| < € /(1 +6-€)2- [|lzo]> +36 - 2,

wobei ¢ : O — C(R : R), mit
Vi:xeO = ¢o(z) ={(z, (Mo(2) To1, Mo(2) - o2, &o(2)(2))) : 2 € R}.

Beweis a) trivial.
Beweis b) trivial.
Beweis ¢) trivial.
Beweis d) trivial.
Beweis e) trivial.
Beweis f) trivial.
Beweis g) Sei A = {(z,A(2)) :x €O} mitVe:2 €0 = A(r):R—R,
A(z)(2) = /z AZ. Dann via vorheriger Resultate Vo, z: 2 € OAw € R =

Ee()(s)
|Ac(z)"H(w) — Ag(z)"H(w)] < 6- €% Via c) und g) folgt nun Vr,t: x € ONt € Z

= [&e()(t) = So(x) ()]

= |Ac@) (¢ = 5) - &l@)*(5) - M (Ecl@)(5)))
—Ae(2)TH((t = 5) - ()" (5) - N (Ec()(5)))|



32

Beweis h) Via vorheriger Resultate und der offensichtlichen globalen Lipschitz-
Stetigkeit von A\g mit Lipschitz-Konstanter 1 gilt fiir alle x € O und t € Z,

[Ac(€e(@)(1)) = Ao(&o(2) (1))
< [Ae(€e(@) () = Ao(Ee(@)(1))] + Ao (€
)

(z)(t)) — Xo(&o(z)(1)))
< e+ [&(x)(t) — &olz)(t

E) <et6-=c-(1+6-¢).

Beweis i) Via h) und 2 < A\, A\g < 6 auf R folgt fiir alle x € O und t € 7,

N (Ee(@) (1) — A§(Eo() (1)]
= [[Acl&e(@) () = Ao(o(2) ()] - [Ac(Ec()(2)) + Ao(Eo()(1)]
<e (146-¢)-(64+6)=12-€-(1+6-¢).

Beweis j) Es gilt fiir alle x €« O und t € Z,

() (1) - N2(Ec(x)(1)) = &c()*(s) - A2 (Ee()(s)),
()" () - A (Ec(2) (1)) = Ec(2)*(s) - A2 (&c()(9)),
, so dass via 1) wegen 2 < A\, \g < 6 auf R fiir alle x € Ound t € Z,
|€e(2)* (1) — &5 () (1)
= [€(x)*(s)] - A2(&c(2)(5)) -

1

A2 (Ee(x) (1)) A2(é*o(fv)

Ikz(fo( )(1)) = A2(&e(x)

A2 (&e(w)(1)) - A (&o(2)(1))
€)

< 605  Xeule)(s)) - S

= Z JEe(@)*(s)] - AL (Ee()(s)) €+ (146 -¢).

= [6c(@)*(s)] - M (Eel@)(5)) -
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Beweis k) Unter Heranziehung bereits bekannter Resultate gilt fiir alle x € O
und t € Z,

I¢e(x)(t) — do(x)(B)[I*

= [[Ae(&e(@)(2)) - w01, Ac(Ec()(£)) - won, Ec() (1))
— (Mo(& (@) (1)) - 201, Ao(&o()(1)) - oz, o) (1))

= [[((Ae(Ee() () = Ao(&o(2)(?)
Ec()(t) = o) ()]

*
= (Acl&e(@)(1)) = Mo(&o(2)()* - 2y + (Ae(€e(@)(1)) — Mo(&o(@)(1)))* - 25
+ (&()(t) — &(@)(1))?

(

= (Ac(&e()(8)) = Mo(o(@)())* - [lwoll* + (Ec(@)(t) — Eo(x)(1))”

< (e (L+6-€)*- [lzol* + (6 )
= ((1+6-e)2 . ||:E0||2+36-62),

)) - Zor, (Ae(&e(@)(t)) — Ao(&o(@)(1))) - wo2,
t t)

so dass

l6e(@)(t) — o (@) (D] < e~ L+ G- - [ao]l? + 36.- .
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