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1 aA+bB—cC+dD
1.1 Modellerstellung

Parameter 1 < a,b,c,d € Nund 0 < k1,ks < +o0o und 0 < A,, B,,C,, D, <
+00.

Reelle Funktionen ny,ng,ne,np und rq, rs.

Intepretationen a, b, c,d stochiometrische Koeffizeienten. ki, ko Geschwindig-
keitskonstanten. Ay, By, Cy, Do approximative Stoffmengen Substrate A, B, C, D
zur Zeit t = 0. n4, ng, nc, ng approximative Stoffmengen Substrate A, B, C, D als
Funktion der Zeit £ > 0. r1, ro Reaktionsraten Hin-und Riickreaktion als Funktion
der Zeit t > 0.

Differentialgleichungen n% = —a-(ry—r3), n} = —b-(r1—ra), ng = c-(r1—r2),
ny =d-(ry —re).

Anfangsbedingungen A, = n4(0). B, = ng(0). Cs = nc(0). Do = np(0).
Algebraische Gleichungen r; = k; - n% - nb. 1y = Ky - né - nb.

Erwartung 1 Definitionsbereich von n4, ng,ne,np gleich [0] 4 oo[.
Erwartung 2 n4,ng,nc,np stets> 0.

Erwartung 3 0 < A = t%iglonA(t) €eR 0<B=limng(t) e R.0<C =

Jim ne(t) €R.0< D= tmonD(t) cR.

Erwartung 4 x, - A®. B = Ko - ce. D%

Erwartung 5 Falls I echtes reelles Intervall mit 0 € I C [0] + oo[

und 74,7, ig, ip ¢ [0 + 0o = R und 7x® = —a - (77 — 72),75° = —b - (7] —
72),c" = ¢ (7 —T3),np® = d- (77 —72) und 77 = Ky -z - Mg’ und 75 =
Ky - ic® - mp? und A, = n4(0), B, = ng(0),C, = nc(0), D, = np(0), dann

NaA=na,Ng =ng,Nc =ng,np =np auf I.



1.2 Modell-ODE und deren Transformation. A priori

Satz

Vi. 1 <a,b,ec,deNund 0 < k1, k0 € Rund 0 < A, B,,C,, D, € R.
V2. I echtes reelles Intervall und 0 € I C [0] 4 oo[.
V3. na,ng,nc,np : I — Rund ny,ng,ne,np differenzierbar.

V4. ri,r9: I — R
und Vt 1t € I = ri(t) = k1 - n%(t) - n%(t) und ro(t) = Ky - n&(t) - n(t).

( o
ny(t

V6. Vt:tel =

°
L npH(l

T2)
((na(t) = Ao —a-A(t)
np(t) = B, —b-A(t)
und Vi:tel = ;
no(t) = Co+c-Alt)
( np(t) = Do+d-A(t)

und Vt : t € I = A*(t) = p(A(t)), wobei p: R — R,
p(x) =k (Ag—a-2)* (Bo —b-2)" — Ky (Co +c-2)° (Do +d- )%,
und A € CT°(I : R).

b) na,ng,nc,np € CT°(I : R).

Beweis a) Dana,ng, ne, np differenzierbar sind, sind sie stetig. Da 1l < a,b,c,d €
N gilt, sind rq, 75 stetig. Somit ist 1. — .ry stetig und damit ist A Stammfunktion
von r1. —.r9 auf I. Offenbar ist A stetig differenzierbar und es gilt 0 = A(0). Fiir



alle t € I gilt zundchst A®*(t) = r1(t) — ro(t) und somit

(n%(t) = —a-(r(t) —ralt) = —a- A%(t)
ny(t) = —b-(ri(t) —ra(t) = =0 A*(¢)
ng(t) = - (rit) —ra(t)) = c- A(t)
( np(t) = d-(ri(t) —ra(t) =d- A%(2)
woraus via V6. und per definitionem A,
(nalt) — A, = —a-A(t)
np(t) — By, = —b-A(t)
net)—Cy = c-A@t)
{ np(t) = Do = d-A(t),

und hieraus
= A, —a-A(l)

(t)
() = Bo—b-A)
ne(t) = Co+c-A(t)

( np(t) = Do+d-Alt)
folgt. Es gilt hiermit fiir alle t € I,

A%(t) = ro(t) = ra(t) = k1 - n4 (1) - (1) — k2 nG(t) - nip(t)
=1 (Ao —a- A1) (Bo — b A(t)" — ko (Co + ¢ A(t))° - (Do +d - A(t))*
= p(A(1).

Wie bereits bewiesen gilt A € C}(/ : R). Falls A € ¢“( : R) mit v € N, dann,
da das Polynom p unendlich oft differenzierbar ist, po A € ¢”(I : R). Nun via
A* = po A auf I: A € C'(I : R). Mit vollstindiger Induktion ergibt sich
A e Cte(I:R).

Beweis b) Via a) evident. O]



1.3 Modell-ODE und deren Transformation. A posteriori

Satz

Vi. 1 <a,b,c,de Nund 0 < ki, k0 € Rund 0 < A, B,,C,, D, € R.
V2. p: R =R,

P(x):fﬁ'(AO—CL'I)CL-(Bo—b~m)b—m2-(00+c~x)c~(Do+d~x)d.

V3. I echtes reelles Intervall und 0 € I C [0] + oo[.
V4. A: ] — Rund A differenzierbar.
V6. 0=A0)und Vt:t el = A*(t)=p(A1)).
=
a) AecCt(I:R).

b) Falls nyg,ng,nc,np : I - R

((na(t) = Ao—a-Alt
np(t) = B, —b-A(t)
und Vi:tel = 5
ne(t) = Cs+c-A(t)
( np(t) = Do+d-A(t)

und A, =n4(0) und B, = ng(0) und C, = ne(0) und D, = np(0)

() = —a-(ri(t) —rat)

ny(t) = —b-(ri(t) —ra(t))
und Vt:tel = )

ne(t) = c-(r(t) —ra(t))

( np(t) = d-(ri(t) —ra(?))

wobei 71,75 : I — Rund ry(t) = k1-n%(t)-n%(t) und r9(t) = ro-né&(t)-nd(t).

Beweis a) Mit vollstéandiger Induktion. Da A differenzierbar ist, ist A stetig. Es
folgt A € C°(I : R). Falls A € ¢’({ : R) mit v € N, dann, da das Polynom p
unendlich oft differenzierbar ist, po A € C¥(I : R). Nun via A®* = po A auf I:
A e c(I:R).



Beweis b) Via a) ist na,ng,nc,np € CT°(I : R) per definitionem evident. Nach
Voraussetzung gilt 0 = A(0). Per definitionem folgt A, = n4(0) und B, = ng(0)
und C, = ne(0) und D, = np(0). Per definitionem gilt fiir alle ¢ € I zunéchst

p(A(1))
=1 (Ao —a- A1) (Bo — b A1)’ — ko (Co + ¢ A1) - (Do +d - A(t))*

= (1) - wh(0) = k- (1) - wh(E) = ra(8) = 7a(t),

und hieraus



1.4

A* = po A und ODE-Theorie. Existenz

Satz ODE/E

V1.

1<a,b,ec,deNund 0 < ki, k0 € Rund 0 < A, B,,C,, D, € R,

V2. p: R — R,

=

a)
b)

c)

d)

e)

f)

g)

p(x) =k (Ag—a-2)* (Bo—b-2)" — Ky (Co +c-2)°- (Dy - 2)%

a7, A:
T € 70| + oc] und A € CY([0|T[ : R).
0=A0)undVt:te [0T[ = A*t)=p(A)).

T = 400 oder (T < +oo und (ltlgl A(t) = +o0) V (ltl%l A(t) = —o00)).
Falls 0 = p(0), dann 7" = +o00 und A = 0°"[0| + oo[.

Falls 0 < p(0) und
J = U{w : 0 € w A w offenes reelles Intervall A 0 < p auf w},

dann ist J ein offenes reelles Intervall und 0 < p auf J und 0 < A < sup J
auf ]0|7'[ und sup J = ltlTIIQ A(t) und 0 < A® auf [0|T'[.

Falls p(0) < 0 und

J = U{w :0 € w A w offenes reelles Intervall A p < 0 auf w},

dann ist J ein offenes reelles Intervall und p < 0 auf J und inf J < A <0
auf ]0|7'[ und inf J = ltlTr%l A(t) und A®* < 0 auf [0|]T'[.

Falls 0 # p(0) und

J = U{w :0 € w A w offenes reelles Intervall A 0 # p auf w},

und A ist Stammfunkton von % auf J mit 0 = A(0),
p

dann ist J offenes reelles Intervall und A = (A= | [0] 4+ oo])
At)
und T'=sup(ranA) und V¢ : t € [0|T[ = / v t.
o p(z)

Beweis Elementare ODE-Theorie. O



Satz

Vi. 1 <a,b,c,de Nund 0 < ki, k0 € Rund 0 < A, B,,C,, D, € R.
V2. p: R =R,

p(x):’fl'(Ao—Cl'x)a-(Bo—b-x)b—/fg~(00—|—c-x)c-(Do-x)d,

V3. T wie in Satz ODE/E mit T € ]0| + oo].
V4. A wie in Satz ODE/E mit A®* =po A und 0 = A(0).
=

a) Falls 0 < p(0), dann 7" = 400
und A streng wachsend und 0 < A® auf [0] + oo

und 1 B
O<A:inf{w:0<w/\O:p(w)}<min{7°,7°},
und 0 < A < A auf 0| 4+ oco[ und A = tﬂn A(t) und 0 = p(A) und
0= lim A*(¢).
tT+o00

b) Falls p(0) < 0, dann 7" = +o00
und A streng fallend und A® < 0 auf [0] + oo

und oD
—min{f, do}<A—sup{w:w<0/\0—p(w)}<0,
und A < A < 0 auf J0| + co[ und A = tﬂn A(t) und 0 = p(A) und
0= lim A*(¢).
tT+o0

Beweis a) Via Satz ODE/E gilt T € 10| + oc] und A € C'([0|7'[ : R) und
0 < A® auf [0|T'[, so dass A streng wachsend ist, und 0 < A auf ]0|T'[ gilt. Mit

J = U{w :0 € w A w offenes reelles Intervall A 0 < p auf w},
gilt via Satz ODE/E iiberdies A < sup J auf [0|7'[. Aus 0 < p(0) folgt
0< Ky A% Bl —ky-C°- DY,
so dass wegen der Nicht-Negativitéit der involvierten Terme

0< A, B,



und damit auch

. {AO BO}
0<n=minq —,— 7,
a b

folgt. Es gilt via Nicht-Negativitiat von ko, C,, D, ¢, d,
p(n) = k1(As —a-n)" (Bo—b-n)" =z (Cotcon)- (Do +d )
=0—fg- (Cotc-n)°(D,+d-n)?* <0,

so dass das Polynom p wegen 0 < p(0) und 0 < n im Intervall ]0|n[ (mindestens)
eine Nullstelle * € ]0|n[ hat. Somit ist einerseits

{w:0<wA0=pw)},
nichtleer und

A=inf{w:0<wA0=pw)} e [0]z"] C [0ln[,

woraus, da p endlich viele Nullstellen hat und 0 < p(0) gilt, 0 < A < 5 und

0 = p(A) folgt und dariiber hinaus
JNJ0[+oo[ =J0JA[,

gelten muss, so dass supJ = A folgt und damit 0 < A < A auf J0|T[ gilt,

woraus via Satz ODE/E die Aussage T = +oc folgt. Weiterhin gilt via Satz

ODE/E, t%im A(t) =sup J = A. Im Speziellen folgt via der Stetigkeit von p,
+o0

0= (&) =p (im A0) = fim pAD) = fim A%(0),

Beweis bx) Via Satz ODE/E gilt T € 0| + oo] und A € ¢}([0|T[ : R) und
A® < 0 auf [0|T[, so dass A streng fallend ist, und A < 0 auf J0|T[ gilt. Mit
J = U{w : 0 € w A w offenes reelles Intervall A p < 0 auf w},
gilt via Satz ODE/E iiberdies inf J < A auf [0|7'[. Aus p(0) < 0 folgt
0> Ky A% Bl —ky-C°- DY,
so dass wegen der Nicht-Negativitéit der involvierten Terme

0<C,, Dy,

. {CO DO}
0 <n=minq{ —, ,
c d

und damit auch
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folgt. Es gilt via Nicht-Negativitdat von ks, Cy, D, ¢, d,
p(=n) = k1(Ao +a-n)* (Bo+b-n)" — k- (Co—con)* (Do —d 1)
k- (Ao +a-n)" (Bo+b-1)°—0>0,

so dass das Polynom p wegen p(0) < 0 und —n < 0 im Intervall ] — |0[ (min-
destens) eine Nullstelle z* € ] — |0 hat. Somit ist einerseits

{w:w<O0A0=pw)},
nichtleer und
A =sup{w:w <0A0=pw)} e [z0] €] -nl0],

woraus, da p endlich viele Nullstellen hat und p(0) < 0 gilt, —n < A < 0 und

0 = p(A) folgt und dariiber hinaus
JN] = ocl0[ =JAJ0[,

gelten muss, so dass inf J = A folgt und damit A < A < 0 auf 10|T[ gilt, woraus
via Satz ODE/E die Aussage T' = 400 folgt. Weiterhin gilt via Satz ODE/E,

t%im A(t) = inf J = A. Im Speziellen folgt via der Stetigkeit von p,
+o0

0=p(A)=p ( lim A(t)> = lim p(A(¢)) = lim A*(¢).

tT+o0 tT+oo tt+€o0
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1.5 Modell-ODE und A. A posteriori. Existenz

Satz

Vi. 1 <a,b,c,deNund 0 < k1,60 € Rund 0 < A, B,,C,, D, € R.
V2. p: R =R,
p(x) =k (Ag—a-2)* (Bo —b-2)" — kg (Co +c-2)° (Do +d-x)%
V3. T wie in Satz ODE/E mit T € ]0| + oo].
V4. A wie in Satz ODE/E mit A®* = po A und 0 = A(0).

((na(t) = a-A(t)
ng(t) = B, —b-A(t)
V5. na,ng,nc,np: [0|T[ — R,
ne(t) = Co+c- (t)
\ nD(t) = Do +d- A(t)

=
a) T = +oo und na,np,ne,np € CF°([0] + oo[ : R).
b) A, =n4(0) und B, = ng(0) und C, = ne(0) und D, = np(0).

([ n% (T

c) Vi:te [0|+oo[ =

o
L np(t

wobei 71,79 1 [0] + 0o = R
und 71 (t) = k1 - n%4(t) - n%(t) und ro(t) = Ko - n&(t) - nh(t).

d) Falls ky - A?- Bb = ky - C¢ - D4
dann Ve :t € [0+ 00 = na(t) = A, und np(t) = B,
und ng(t) = C, und np(t) = D,.

e) Falls k- A% BY > ko - C¢- DY,
dann n%,ny < 0 < ng,ny auf [0] + oo,
und n4,np streng fallend auf [0] + oo[
und ne, np streng wachsend auf [0] + oo[
und A <ny < A, und B<ng < Bound Cy < ne < C und Dy, < np < D
auf 0| 4 oo,
wobei 0 < A=A, —a-Aund 0< B= B, —b-A
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undC’o<C~’:C’O+C-AundDo<f):Do—|—d-A,

A, B,
und A mit 0 < A =inf{w:0<wA0 = pw )}<m1n{a b}

die kleinste positive Nullstelle von p ist

und A = lim n4(t) und B = lim np(t)
tt+oo tT+o0

und C' = lim ne(t) und D = lim np(t),
t1+o00 t1+o00
d0=1 d0= 1 S(t
un Jim n(t) un Jim np(t)

do=1 d0=1 t
und 0 E{)lonc()uno tlﬂonl)()

£) Falls x5y - A%~ BY < ky - C¢ - DY,
dann ng, ny < 0 < n%,ny auf [0] + oo,
und n4,np streng wachsend auf [0] 4+ oo
und ng, np streng fallend auf [0 + oo
und A, < ny < A und B, <nB<BundC’<nC<C' und D < np < D,
auf 10| + oo,
wobei A, < A=A, —a-Aund B, < B=B,—b-A
md 0<C=Co+c-Aund0< D =D, +d-A,
D

~ C, o ~

und A mit —min{—,j} <A=sup{w:w<0A0=pw)} <0
c

die grosste negative Nullstelle von p ist

und A = lim n4(t) und B = lim np(t)
tT+oo tT+oo

und C' = lim ne(t) und D = lim np(t),
tT+oo tT+oo

do=1 d 0= lim nj(t
und 0 = lim n(t) un Jim ni (1)

do=1 do=1 t
und 0 = lim n?.(t) und 0 = lim nj (1)

g) 0< A= lim ny(t) e Rund 0 < B = lim ng(t) €R
oo t1+oo

und 0 < C' = lim ne(t) € Rund 0 < D = lim np(t) € R
tT4oc0 tT+o00

und o o
Ky A" BY = ky - C°- DY
h) Falls k- A%~ BY # ky - C- D% dann 0 < A, B,C, D €

Beweis a), b), c) Via A®* = poA und ODE-Theorie. Existenz gilt 0 = A(0)
und A € CY([0] + oo : R) und A® = po A auf [0|T[ und T = +oc. Die Aussage
folgt nun via Modell-ODE und deren Transformation. A posteriori.
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Beweis d) Es folgt
p(0) =k - A2 BY — gy - C°- DT =0,

so dass via Satz ODE/E, A = 0°"[0] 4+ oo[. Es folgt per definitionem fiir alle
t e [0] + oo,

na(t)=A.—a-A(t) =Ac—a-0= A,
np(t) = —b-A(t) B, —b-0=B.,
ne(t)=Co+c-Alt)=Co+c-0=0C,,
np(t) =D, +d-A(t) =D, +d-0=D,.

Beweis e) Es folgt
0 < ry-A%- B — ky-C¢- DY = p(0),

so dass nun via A®* = po A und ODE-Theorie. Existenz folgt, dass A streng
wachsend ist, dass 0 < A® auf [0| + oo[ gilt, dass

< A, B,
O<A=inf{lw:0<wA0=pw )}<m1n{ b}’
a
gilt, woraus im Speziellen, da p endlich viele Nullstellen hat, folgt, dass A~die
kleinste positive Nullstelle von p ist, dass 0 < A < A auf ]0| 4+ oco[ gilt, dass A =

t#im A(t), sowie 0 = t%im A®*(t) gilt. Aus diesen Aussagen folgen per definitionem
—+oo —+00

die zu verifizierenden Aussagen.

Beweis £*) Es folgt
0> ry - A%+ BY — Ky - CS - DY = p(0),

so dass nun via A®* = po A und ODE-Theorie. Existenz folgt, dass A streng
fallend ist, dass A® < 0 auf [0] + oo[ gilt, dass

o Do A
—min{%,7} <A=sup{fw:w<0A0=pw)} <0,

gilt, woraus im Speziellen, da p endlich viele Nullstellen hat, folgt, dass A~die
grosste negative Nullstelle von p ist, dass A < A < 0 auf J0|+oo[ gilt, dass A =

t%im A(t), sowie 0 = t#im A*(t) gilt. Aus diesen Aussagen folgen per definitionem
+o00 +o0

die zu verifizierenden Aussagen.
Beweis g) Im Fall 1, - A% BY = k,-C¢- D% gilt viad) A = t%im na(t) = As € [0]+
+00
co[ und B = t#im np(t) = B, € [0| 4+ co[ und C = t#im ne(t) =Cs € [0 + oo
+00 +oo

und D = tgn np(t) = Do € [0] + oo, so dass im Speziellen

k- A% BY =k - A Bl = ky - CS- DY = Ky - C°- D%,
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Im Fall k1-A% BY # ky-C-De gilt viae), £),0< A = tﬂr;o na(t) = Ag—a-A € R
und 0 < B = t%i}r/[olonB(t) =B,—b-AecRund0 < C = tﬁrolonc(t) =Co+c-AeR
und 0 < D = t%lirolo np(t) = Do+ d- A € R, wobei A eine Nullstelle von p ist. Es
folgt

0=p(A)=k1- (Ao —a-A) - (By—b-A)* —ky- (Co+¢-A)°- (Do +d-A)?
=k A% B — Ky - C°- DY,
so dass auch in diesem Fall
ml-ﬁa~éb:/@2~é’c-l~)d,
gilt.

Beweis h) Via e), f) evident. O

*

Bemerkung. Die hier angegebenen Losungen ny,ng,nc,np der Modell-ODE
erfiillen die Erwartungen 1-4.



1.6 A°®=poA und ODE-Theorie. Eindeutigkeit

Satz/ODE U

Vi. 1 <a,b,c,deNund 0 < k1,60 € Rund 0 < A, B,,C,, D, € R.

V2. p: R =R,

pl@)=r1- (Ao —a-2)" (Bo—b-2)" — kg - (Co+c-2)° (Do - 7).

V3. I echtes reelles Intervall und I echtes reelles Intervall.
V4. A: ] —-Rund A: T —R.
V5. A differenzierbar und A differenzierbar.
V6. A*=poAund A" =poA.
V7. s€ INTund A(s) = A(s).
=

A=Aauf INT.

Beweis Elementare ODE-Theorie.

15
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1.7 Modell-ODE und Eindeutigkeit

Satz

Vi. 1 <a,b,c,d e Nund 0 < ki, k0 € Rund 0 < A, B,,C,, D, € R.
V2. p: R = R,

p() =k (A —a-2)* (Bo—b-2)° —ky- (Co+c-2)°- (D, - x).

V3. T wie in Satz ODE/E mit T € ]0| + oo].

V4. A wie in Satz ODE/E mit A®* = po A und 0 = A(0).

([ na(t) = a- A(t)
np(t) = B, —b-A(t)
V5. na,ng,nc,np: [0|T[ — R, )
ne(t) = Cs+c- A(t)
\ nD<t) = Do+dA(t>

V6. I echtes reelles Intervall und 0 € T C [0] + ool[.
V7. Tix,nig,ic, ip - I — R und 7, g, g, np differenzierbar.

V8. 7,73 : I — Rund 71(t) = Ky -1a%(t) -m°(t) und 75(t) = ko -igc(t) -Ip%(t).

( ——O

Vo. Vt:tel =

\ nD. 13
V10. A, =7na(0) und B, =7ng(0) und C,; = na(0) und D, = 7p(0).
=

7ia = ny auf I und g = ng auf I und 7ig = ne auf I und 7np = np auf 1.

Beweis Via Modell-ODE und A. A posteriori. Existenz gilt 7" = +oo.
GeméiB Voraussetzungen sind 77, 75 stetig. Somit gibt es A € C(7 : R) mit

At) = /0 t(r—l. — 73).
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Klarer Weise gilt 0 = A(0). Via Modell-ODE und deren Transformation.
A priori gilt

((Ta(t) = Ao —a-At)

- np(t) = Bo—b-A(t)
Vi:tel = _ ;
nc(t) = Cs+c-A)

np(t) = D.+d-At)

sowie

Andererseits gilt via Satz ODE /E
0=A(0) und Vt:te [0]T[ = A*(t)=p(A(t)),
so dass nun via A®* = po A und ODE-Theorie. Eindeutigkeit die Aussage
Vi:te [0T[NT = A(t)=A®),
zur Verfiigung steht, aus der via T' = +o0
viitel = At)=A1),

folgt. Somit gilt

Vi:tel =

WOraus
na =ny auf I und ng = ng auf I und ng = ne auf I und np = np auf I,

folgt. O]

*

Bemerkung. Die hier angegebenen Losungen n4,ng,nc,np der Modell-ODE
erfiillen auch Erwartung 5.
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2 A+B—CH+D-e=/k1 K<l

2.1 Schwieriger Abbau bei ¢ < 1 - gelegentlich

Satz

Vi. 1 <a,b,c,deNund 0 < k1, k0 € Rund 0 < A, B,,C,, D, € R.
V2. e=/ki ko <lundl=a=b=c=dund C, =0 und D, = 0.

max{A,, B}

V3. — min{A, B} und 1 < A = X .
0 < m = min{ bund 1 < min{ A, B}

V. p: R = R,
p(r) =k (Ae—a-2)" (Bo—b-2)" — kg (Co+c-2) (Do +d- 1)

V5. T wie in Satz ODE/E mit T € ]0| + oo].

V6. A wie in Satz ODE/E mit A®* =po A und 0 = A(0).

((na(t) = Ao —a-A(f)
np(t) = B, —b-A(t)
V7. na,np,nc,np : [0|T[ — R, )
ne(t) = Cs+c-At)
\ nD(t) = Do + d- A(t)
=
a) T = +oo0.
- )\ ~ € Ao + Bo
= i AN < .
b) 0 <A t#lf;oA(t)<m le)\1lndA_1+€ 5

d >\<1+\/1—1 = ¢ A°+B°<m A
R € €2 1+¢ 2 14+ A
A 1 A ~
SARY (S () I A
R ( (62 ) <1+A>2)<
1 A 1 A ~
— REAT I T R T A A
und(\/g<6 = 0<m T ( (62 ) (1+)\)2)< ),

1
wobei 0.44721 < — < 0.44722,

V5



c)

d)

e)
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4.6 - ¢
¢ < 1 - dies ist etwa fiir 0 < 8 < 1 und

und falls 0 < 8 < 1 und - <

— €

1
€ < — der Fall - und
_\/5
i P 2
) _ _ . 0) - _1<
R (VIi—@+VI-(1+40)-&) -1
dann
me - (1—0) < A
1+ A '

0< A= lim nA(t):AO—A<AO
tT+o00

und 0 < B = lim np(t) = B, — A < B,.
nf—+oo

1 A €

€

- 1 ~
+ Ao ‘BOSAUI’ld 'Bo_ 'AOSB‘
1+4+¢ 1+e¢ 1+¢ 1+e€

Falls A, < B,, dann V¢ : t € [0] +0o[ = na(t) < np(t) und A < B

undm:Aound)\-m:BOundL-AO<AundL-BO<Bund
1+ A 1+ A

1 1 1 1 €
A< = - —1 = — A< -A, — B, < A
( e+ €2 14+ A 1+e€ 1+e -
A 1 -
md —— B, < —— B, ——— . A <B
14+ A 1+e¢ 1+e¢

B
- 1 1 A
quA<AO—H—)\BO(1—(€—2—1>m>
. 1 1 A
B<B,-(1—-— (1-(=-1)-
wa b < (1- 5 (1 (1) 73ap))

_'_
1 ~ 1 1 A
und (%<€:>A<AO—H—)\BO<1—<E—2—1)(1+>\)2)<Ao
)-w)

- 1 1
dB<B,-|l—-———-(1—-|=-1 B,
una B < ( T+ ( (62 E A
4.0
und falls 0 < 8 <1 und Z <1 und
—€
JI— &
s (VImEe T4 a ) @)~ 1<,
. .6

- O+l 04+
dann A < ’1\-AoundB<L-Bo.
1+1 1+ A
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f)

h)

i)

Falls A, = B,, dann V¢ : t € [0+ co[ = na(t) =ng(t) und A = B
1 ~ 1 ~
undm:Ao:BOundleund§-A0<AundQ-BO<B

— €

1 ~ 1 1 -
und = - A, E-AogAumd—~Bo< -B, < B
2 +e€ 2 1+ €
~ 1 1 1 ~ 1 1
undA<§ Ao 1+Z'(€—2—1))undB<—'Bo~(l+Z (6—2—1>>
1 -1 1 1
und [ ——=<e = A<--A,-(1+--(=-1 < A,
5 2 4 €2

)
undB<%.Bo.(1+%.(é_1))<Bo)

Falls A, > B,, dann V¢ : t € [0] +o0o[ = na(t) > np(t) und A > B
A ~ 1 -
umd A\ -m=A,und m =B, und —— - A, < Aund —— - B, < B und
14+ A 1+ A

1 1 A 1 € ~
A< -4/ —1 — A< — A, — B, < A
< <€+ €2 = 14+ <1+6 14+€

undL~BO<L-BO— € -AO<B)

1+ A 1+e¢ 1+e¢ -
1 1 A
d A< A, l1—-— |1 =-({=-=1
meas ( 1 A( < )(1+A>2)>
. A
B<Bo—— A (1-(=-1
und B < T+ A & )(+)\)2

1
1 - 1 1 A
— B<B,——— A, - [1—-(=-1]" B,
und <\/5<e:> < S\ ( <62 ) (1+)\)2)<
- 1 1 A
dA<A, - |1l—-— ([1—-(=-1)  —
wd < (1o 55 (1= (371) ‘)

4.6 - ¢

— €

und falls 0 < 6 <1 und <1 und

)
- 62-<\/1—€2+\/1—(1+4-9)-e2)—1gA,
. .6
= 0+ A .+ 1
dannA<L-AoundB< +’1\~Bo.
L+ A 1+1
0<C=1i t)=A=li t)y=DeR
<O= e =4= ) =De
und Vit € [0+ o0 = nc(t) =np(t).
~ ~ A ~ ~ € A0+Bo
C <m 1+)\un C <11 5
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nd )\<1+\/l—1 = ¢ A°+B°< A
h € €2 1+e¢ 2 m 1+
A 1 A - N
REARE (S (R ) [ ——— =D
und m - 3= ( (62 ) (1+>\)2><C

1 A 1 A .-
— L (1= (==-1) —= - D
und(\/g<e:>0<m T ( (62 ) <1+)\)2><C’ ),

. -2
undfallsO<9§1und410§ < 1 - dies ist etwa fiir 0 < 8 < 1 und
—€
1
e < — der Fall - und
~ V5
1—¢
— 2 _ 2) 1<
R (VIi—@+VI-(1+40)-&) -1
dann )
-~ . (1-6<C=D
me =0 <

Beweis a) Via A* = po A und ODE-Theorie. Existenz evident.
Beweis b) Es gilt

p(0) =k1- (Ao —a-0)* (Bo—b-0)" — Ky (Co+¢-0)° (Do + d - 0)°
=k (Ao—1-0)'-(Bo—1-0)' —h2-(0+1-0)"-(0+1-0)
=Ky Ao By —ko-0=rky-X-m? >0,

so dass A via A®* = po A und ODE-Theorie. Existenz die kleinste positive
Nullstelle von p ist, fiir die zusétzlich 0 < A <m gilt. Mit l =a=b=c=d
und C, = D, = 0 gilt

OZP(A):Kl'(AO—A)'(BO—A>—I€2'A2,
so dass nach Division durch ks mit €2 = K : k9 nach Umstellung
(1—62)'A2+62~(A0—|—B0)'A—€2~AO'BOZO7

folgt. Hieraus ergibt sich

1 — A-B, 1\ A
() srmneem (5 8) e oy 3).

so dass wegen der Positivitdt der linken Seite

~ A
A<’I7’L'1_{_—)\7
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folgt, und dies, eingesetzt in die linke Seite die Abschitzung

1 A2 A -
— 1) m? —L——>m-(1+)\)- A
(62 ) (14 \)? ~ 1+ (m I+ A )’

ergibt, woraus ohne allzu viel Rechnung

i A\ 1 A
A (1= (==1) =
=T ( (@ ) u+xv)’

1 1
folgt. Falls — < ¢, dann — — 1 < 5—1 =4, und da aus 1 < XA € R die
VB e?

Abschétzung
A

(1+ \)?
A

1
folgt, ergibt sich (6—2 — 1> . (1“‘—/\)2 < 1, und hieraus

0<i— (21 A
&2 1+ N2

woraus via Positivitdt die Abschétzung
A 1 A
o<m-——-(1—-(=5—-1)  —=
TN ( (a ) O+AV>’

(1—62)-A2+62-(AO+BO)-A—€2-AO-Bo:0.
ergibt sich via 0 < A mit Hilfe der Mitternachtsformel,

<

)

A~ =

folgt. Aus

—e2 (Ao + Bo) + /et (Ao + Bo)2+4-€2- (1 —€2)- A, - B,
2-(1—¢?)

€2 1 4. A, B,
:m”““a’)'(‘”\/”<e—2‘1>'m)‘

Nach kurzer Rechnung zeigt sich via 0 < A,, B,und 0 <m € R, 1 <\ € R,
4-A,- B, 4\

<1
(Aot B2 (112 =

A:

so dass nun

0<Ag#2_62)-(/40+30)-<—1+\/1+<€%—1>-1>

€2 1 €2 1—ce€
:m'(Ao_'_Bo)'(_1+E):m'(Ao+Bo)' .




1 /1
folgt. Falls A < - +4/— —1,dann, da 1 < A und via 0 <e <1,
€ €
1 1
1< -+ —2—1,
€ €
gilt, auch
1
—— <
tty a1

woraus mit der zweiten binomischen Formel

folgt und sich

ergibt und hieraus

abgeschétzt werden kann, so dass

1\N? 1
-
€ €

verfiigbhar ist. Nach kurzer Rechnung wird nun

_ 2
‘I

sichtbar, so dass via strengen Wachstums und 0 < ¢,

6<%:2-A
l+e 1429 (1+A)%

und hieraus ohne allzu viel weitere Rechung

e A+ B, e m-(1+X) A
: = : <m-——,
1+e€ 2 1+e€ 2 I+ A
4.0 ¢

> < 1 und falls

folgt. Falls 0 < 6 <1 und

— €

V1— ¢
2-0-¢2

(VI=@+ VT (1+4-0)- @)~ 1<,
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dann gilt zunéchst im Speziellen

1— €2
2-0-€2

so dass das quadratische Polynom

—1>1,

1 — 2
qg:R—R, q(m):xQ—(e.; —2>-x+1,

zwei reelle Nullstellen, ndmlich, wie sich nach kurzer Rechung herausstellt,

1—¢€? 4.0 €2
1 +£4/1— —1
2.0 -2 < 1—62> ’

hat, so dass

1 — ¢ 4.0-¢
Vo - ¢ -<1+ 1-— E)—lga:

2.0-€2

1— €2 4.0-€2
-1 1-— — 1<\
2.0 - ¢2 <+ 1—62> -

sichtbar und es folgt

also auch
1— €2

— ASN 2 A+ 1= (141

1 A
——1) - —<940
Q2 ) (T+A)2 77
so dass hiermit

A A 1 A
2 1= <m-—2— . (1=(==1)-
s e ( <e2 ) (1+A)2)’

gilt und da auf Grund des bereits Bewiesenen auch

A 1 A ~
(1= (==1)  ——— A
mn 1+ A ( (e2 ) (1+>\)2>< ’

D =

€
und somit
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verfiigbar ist, folgt

A

m

c) Via Modell-ODE und A. A posteriori. Existenz evident.

d), e), £), g) Via Voraussetzungen und a), b) evident.
h), i) Via Modell-ODE und A. A posteriori. Existenz evident. ]

2.2

Einfache Herstellung bei ¢ < 1

Hilfssatz

V.

=

a)

b)

c)

O0<ex< 1.

Die Funktion

fi[0l+oo[ =R, fla)=1+z+/(-1+z)2+4 €z,
ist beliebig oft stetig differenzierbar und 0 < f’ und f streng wachsend und

FO) =2 f)=2-(1+09, lim f(z) =+,

Die Funktion

2
Atz +/(—1Fz)?+4-e-x

h:[0]+o0o[ >R, hlz)

ist beliebig oft stetig differenzierbar und A’ < 0 und h streng fallend und

1
hO) =1, h(1)= {7, lim h() =0.

Die Funktion
B 2-x
l+z++/(-1+2)2+4-& 1

g: [0l +oo[ =R, g(x)

ist beliebig oft stetig differenzierbar und 0 < ¢’0 und g streng wachsend
und

90) =0, g(1) =7, lim 4(z)=1,

undVe:0<zeR = g(z)=h(1/2).
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Beweis a) Klarer Weise ist f beliebig oft differenzierbar und es gilt f(0) = 2,
f(19=2-(1+¢) und lTlJ{n f(z) = 400 und es gilt

—1+z+2-é
VET+ )2 442

f [0 +oc[ =R, flz)=1+

Falls 1 —2-¢2<x,dann 0 < 1 < f(x). Falls 0 <z < 1 —2- €%, dann folgt aus

0<e<,
zunéachst
0<1—é,
hieraus
—4-&.(1-€*) <0,
also
42446 <0,
somit
—4-e44- € x+4-t <4,
demnach

4. (1—a)+4-et <4,
sodann via (1 — 2)? = (=1 + z)?,
1-2)?—4- (1-2)+4-t < (~1+2)?+4--x,

also auch
(1—2)=2-&P < (~1+2)*+4 -

woraus

1—2—2-& <+/(-1+x)2+4-€ 2,

folgt und diese Abschéitzung via0 <1 —x —2-¢€%in

l—2-2-€</(-1+2)2+4-€- 2,
umgeformt werden kann, woraus sich

1—x—2-¢

ViEl+z)2+4-e2-0

<1,

ergibt, so dass
—1+ax+2-€

1< ,
VEl+z)2+4-2 -0
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und hieraus ) 5. 2
0<1+ —l4+x+2-¢ :f/($),
V(i-1+2)2+4-e-2

folgt. Somit 0 < f” und konsequenter Weise ist f streng wachsend.

Beweis b) Via a) evident.

Beweis ¢) Klarer Weise ist g beliebig oft stetig differenzierbar und fiir alle x €
10| + oo gilt

2-x
g(x) =
l+z4++/(-142)?2+4-& 2
B 2 B 2
§+1+\/(—%+1)2+4«e2'% 1+§+\/(—1+§)2+4-e2~§
= h(1/x),
so dass via b) die Funktion g streng wachsend ist,
1
9(0) = lim h(z) =0, ¢(1) =h(l) =1, lim g(z) =h(0)=1,

gilt und 0 < ¢’ auf 10|+ oo [ gelten muss. Auch gilt offenbar fiir alle z € [0]+oo[,

so dass

und demnach

gilt. O
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Satz

Vi. 1 <a,b,ec,deNund 0 < k1, k0 € Rund 0 < A, B,,C,, D, € R.
V2. e=/K :ke<lundl=a=b=c=dund A, = 0 und B, = 0.

max{Cs, D, }

: — min{C,, D, 1< )= 2 .
V3. 0 < m = min{C, } und A min{Co. Do}

V4. p: R = R,
p(r) =k (Ao —a-2)" (Bo—b-2)" — kg (Co+c-2)° (Do +d-x)

V5. T wie in Satz ODE/E mit T € ]0| + oo].

V6. A wie in Satz ODE/E mit A®* =po A und 0 = A(0).

((na(t) = a-Alt)
ns(t) = Bo—b- A
V7. na,ng,nc,np : [0|T[ = R,
ne(t) = Co+c- (t)
( np(t) = D,+d-A(t)
=
a) T = +o0.

b) —m < A= t%lin A(t) <0und A = —m - g(\), wobei

2-x

[0 + o0 = R, xr) =
g: [0] + ool o) = e

beliebig oft stetig differenzierbar, streng wachsend mit

— 1) = ] =1,
g(0) =0, g(1) e x;ggog(w)

1st.
c) 0<A:t%1£)10n,4(t):—A:m~g()\):t%1}rr§on3(t):BER
und V¢t : t € [0+ oo = na(t) =ng(t).
d) O<C':tgn no(t) =Co —m - g(\) < Cs

und 0 < D = %im np(t) = Do —m - g(\) < D,.
tT+4o0
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e) Falls C;, < Do, dann Vt : t € [0 + 0o = ne(t) < np(t) und C<D
und m =Cound Am = D, und C' = C,-(1—g(A)) und D = D,-(1—=h(N)),
wobei

2

l+z++/(-1+2)?+4-2-z

h:[0|+oo[ =R, h(z)=

beliebig oft stetig differenzierbar, streng fallend mit

MO) =1, h()= s, lim hiz) =0,

ist.
£) Falls Co = Do, dann V¢ : t € [0] + oo = ne(t) = np(t) )
und C =0Cs - (1 —g(N\) =D, - (1 —g(\) =D.

(t) und C > D

g) Falls C, > D,, dann Vt : t € [0| + 0o = ne(t) )
Ds-(1=g(A)).

> np
und A\-m = C, und m = D, und €' = C,-(1—h(\)) und D =
Beweis a) Via A* = po A und ODE-Theorie. Existenz evident.
Beweis b) Es gilt
p(0) = 1+ (Ao —a-0)" - (Bo = b-0)" = kg (Co + ¢ 0)° - (Do +d - 0)
:M(0—1-0)1-(0—1-0)1—@.(0 +1-0)'- (Do +1-0)!

=k1-0—Ky-Cy-Do=—ky-N-m? <0,

so dass A via A* = po A und ODE-Theorie. Existenz die grosste negative
Nullstelle von p ist, fiir die zusétzlich —m < A <0 gilt. Mit 1l =a=b=c=4d
und C, = D, = 0 gilt

0=p(A) =Ky - A2 —ky- (Co+A) - (Ds + A),
so dass nach Division durch x, mit €2 = k; : Ky nach Umstellung
(1-e)-A*4+(Co+D,)-A+C,-D, =0,

und hieraus . 3
(1—e)-A%+m-(1+X)-A+X-m?>=0,

folgt. Mit Hilfe der Mitternachtsformel ergibt sich nach kurzer Rechnung

~ m
- L2,
A e ( FAEV(-1+ N2+ 4-¢ A),

wobei mit Hilfe der Funktion f des vorherigen Hilfssatzes

LHAF V(=1 + N2 +4-e2- A= f()\) > 2,
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gilt, so dass wegen —m < A die Gleichung

m

A:—m <+A V(=14 ))2 +4-e2->\>,

gelten muss. Mit Hilfe der zweiten binomischen Formel und der Funktion g kann
nun weiter umgeformt werden,

A ™ 2.
A== (1+)\ VETF N2+ 4 >\>

m (14+X)2=((-1+X)?*+4-€-N)
2:(1=€? 14 A+/(-1+A2+4-&2-)
m 4-X—4-2 )
2:(1=6? 1T4+A+/(-1+N2+4-€-)
m 4-\-(1—¢€%)
2:(1=€% 14+A+/(-1+A)2+4-€- )
2\

=—m- =—m-g(\).
L+ A+ (—1+A)2+4-- A g

Die angegebenen Aussagen iiber g sind via vorherigen Hilfssatzes evident.
c), d) Via Modell-ODE und A. A posteriori. Existenz und b) evident.
e) Via Voraussetzungen und b) und vorherigen Hilfssatz evident.

f) Via Voraussetzungen und b) evident.

g) Via Voraussetzungen und b) und vorherigen Hilfssatz evident.



31

3 aA+bB—=cC4+d D-Q, A* A" B*C* D*

Satz

V1.

V2.

V3.

V4.

V5.

V6.

V7.

V8.

=

1<a,b,c,d e Nund 0 < Ky, k9 € R.
dy ={(,8,7,0) e R*": 0 < 0, 3,7, 0 NO < - B+ - 0}
Q:dy —C**>R:R), Q((a,f,7,9)) : R =R,

Q. B,7,0)(2) = k1 (a—a-2)*- (B=b-2)" =k (y+c-2)° (6 +d-2)".

A* = {<<a,5,%6>,y> (s fi,0) € dy

n-min {204 <y <o {22 w0~ Qa8 000 |

A" ={((a,B,7,0),a —a-y): (o, 8,7,9),y) € A"}
B* = {((e, 3,7,0),8—b-y): ((a, 3,7,0),y) € A*}.
C* ={((a,8,7,0),v+c-y): ((a, 8,7,9),y) € A"}

D* ={((a,,7,0),0 +d-y): ((a, 3,7,0),y) € A"}.

a) Y(a,B,7,0) € dy,x € R:

Qe 8,7,0) (x) = —k1-a® (@ —a-2)""" - (B—b-2)"
— k-0 (a—a-x)* (B—b-z) TP
— kg (y e )T (04 d-2)?
— Ky d* (y+c-2) (6 +d-x)

b) V(Oé,ﬁ,’y,é) € d4:

Ql(a ) (win {2 21) <0< Qs 0 (- {2.51).

und Q((avﬁa’ya(s))/ <0 an] — min %7 gl} |1’I1111 {%’ §} [
und Q((a, B,7,9)) streng fallend auf [ — min {%, g} | min {%, %}]
und Q((av, 3,7,0)) hat in ] —min {2, ¢} | min {2, £} [ genau eine Nullstelle.
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c) A* Funktion und fiir alle («, 3,7, ) € d4 gilt

“nin{ 224 < a((apr0)) <min {2

SHES
SaSS
——

und
0=Q((a, 8,7,0))(A%((ar, 8,7,9))),

und A*((«, 8,7, 9)) ist die einzige Nullstelle
von Q((a, f,7,6)) in [ — min {%, g} | min {%, %} 1.

d) A* € Cl(dy:R) und V(o 8,7,0) € dy:

(2:Q)((a, 5,7,9))(A ((a B,7,9)))

R (Y[ ()
_ o as (@) ()
H1<a*)fl+a(ﬁ*)fl+b<a26*_|_b2 )+H2(fy) 1+c< )+1+d(625*+d2 )
e]olal;
(A 53,00) = Cﬂ(ﬁv,mwﬂ )
B Ky b (ar)e )1+b
Hl(a*)flJra(ﬁ*) 1+b<a25*+b2a*)+/€2(7*)71+c(5*)+1+d(025*_}_deY*)
€ J013L
: __(BQ(0,5.7,0)(A (@, 5,7,6)
(A 5,00 = Cﬂ(ﬁvémA«a )
_ Ry (yf) M- (6)7
(@) (B T T Pa) + (7)) (@ )
€1 - IoL,

(01@)((«, 8,7, 0))(A™((«, 5,7, 9)))
Q'((a 5 7, 0))(A*((a, ,7,9))
Ko - d - () (87)7
kor (a) ~1He(B5) 150 (a2 B + b2ar*) + ko () ~1F¢(6%) H1HA(¢20% + d2A*)

€1- 4oL

(04sA7)((a, 8,7,0)) = —




wobel

af =a—a- A J)
5= b A((a,5,7,0)
V=t A )
5 =5 +d- A% (0,7, ) >

e) A* € Cl(ds: R) und ran A* C J0| + co[ und Y(a, 3,7,0) € d4:
0 < (@A) (@, 8,7,0))) = 1 = a- (1 A")((e, 5,7, 0)) < 1
—9<«% AY((0,6,7,0))) = —a- (oA (a0 5,7,8)) <
< (35A4%)(((a, 8,7,9))) = —a - (B:A7)((ev, 5,7, 0)) <
< (9:A%)(((, 8,7,9))) = —a - (% A")((, 5,7, 0)) <

£f) B* € C'(dy: R) und ran B* C ]0| + oo[ und V(a, 3,7, ) € da:
b

(o, B,7,0)) >
(v, B,7,0)) >
(o, 8,7,6)) >

&I@QI@

< (B%)(((a, 5,7,0))) =1 = b- (A7 ((ev, B,7,9)) <

< (OB (0 5,7.0))) = ~b+ (A% ((0,5,7,6)) < 2
< (@B)(((0,8.7.6))) = ~b- (") (0, 5.7.6)) < .
g) C* € Cl(ds: R) und ran C* C J0| + oo [ und ¥(a, 8,7, 6) € du:
0 < () ({0, 8,7.0) = e (A (0,8,7.5)) <
0 < (BC)(((@8,7.6)) = e+ (22" ((a 67D<§
0 < (B0)(((0,B,7.0) = 1+ (A" ((0,8,7,8)) < 1,
&< @O (0, 87.0) = e (A (o 5%n<o
h) D* € ¢'(dy : R) und ran D* € ]0| + oo[ und ¥(a, 8,7, 6) € dy:
< (OD)(((0,B.7,0))) = d- (A" (@ B.7.9)) < 2.
< (@D (@, 6,7.6) = d- (A ((0,,7,5)) <

0D ((0,8,7.6)) = d- (BuA") (0, 5.7.6)) <0,

< (D) (e, 5,7,0))) = 1+ d- (A7) ((ev, ,7,0)) < 1.

— < (@B (e, 8,7,9))) = =b- (1A")((e, B,7,9)) <0,

33
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Beweis a) trivial.

Beweis b) Es gilt mit p = min {g7 %},
a

Ql(a.5.7,0) (win {2 24) =0 w3
= —fa-(y+c-p)- (0+d-p),
und falls 0 = o - 8, dann p = 0, doch 0 < 7 -4 und somit
Ql(a.7.0) (win {2, 71) = w971 <o
und falls 0 < a- 6, dann 0 < p und

Ql(a. 5.7 0) (win{ 2. 21) = (-4 c 9 04 -

< —ky-(c-P) - (d-P)' <0.

Mit p = min{z,é} gilt
= c' d

ISHIS]

Qo830 (~min {201} — v 40P 0
=ri-(ata-p)(B+b-p),

und falls 0 = -4, dann p =0, doch 0 < a - 8 und somit

Q((«a, 5,7,9)) <— min {%, g}) =Ky -a%- >0,

und falls 0 <-4, dann 0 < p und

: d a
Ql(a 57 0) (~min {2 5H) =si-larar g 50
>k -a- 62> 0.
Fiir alle z € ] —min {2, 2} | + oo[ gilt
0<(y+c-a) - (0+d-2) und 0< (y+c-2)° (6 +d-x) "
und fiir alls z € ] — oo| min {2, 2} [ gilt

0<(a—a-2) . (F—b-2) wd 0<(a—a-a)* (F—b-2)"*,
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so dass fiir alle 2 € ] —min {2, 2} |min {2, b} [ die Abschétzung

Qe 8,7,0))(2) = =K1 -a® - (a —a-z)7 (B ~b-2)"

— k-0 (a—a-x)* (B —b-z)” TP

2oy +ce-x) e (54 d-x)?
)

— Ko (
— Ky d* (y+c-x) - (6+d-x)

< 0,
gilt. Offenbar gilt — min {%, %} <0 {%, %} und wegen

Ql(a.5.7.9) (-min {2, g}) <0< Qa0 (min {2, 51).

Muss —mln{c, d} + mln{ } gelten, so dass | — min{%,g} |min{%,§} [
ein echtes reelles Intervall 1st auf dem Q((a,ﬁ,%é))’ < 0 gilt. Via Stetig-
keit ist Q((a, 8,7, 9)) somit auf [ - min {2, %} |min {2, }] streng fallend. Da
Q(e, B,7,6)) auf [ — min{2,2} |mm{a7 b}] uberdles das Vorzeichen wech-

selt und stetig ist, hat Q((a, 8,7,90)) in ] — min { . d} |mm{a7 b} [ genau eine
Nullstelle.

SHES

Beweis ¢) Via b) und den Voraussetzungen evident.

Beweis d) Im Inneren von dy via Hauptsatz implizite Funktionen und a), b),
c) evident, am Rand von d4 dann via Stetigkeit evident.

Beweis e), f), g), h) Via d) und Voraussetzungen evident. ]



