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1 Einfiihrung

Die Wahrscheinlichkeitstheorie befasst sich mit Zufallsexperimenten. Dies
sind unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbare Experimente

mit ungewissem, nicht vorhersagbarem Ausgang.

1.1 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

Es folgt eine Auflistung der zu einem Zufallsexperiment gehérenden mathe-
matischen Begriffe, jeweils mit einer Standardnotation.

Elementarereignisse Menge aller moglichen Ausgédnge des Experiments

(endlich oder unendlich viele)

2 Menge der Elementarereignisse (Merkmalraum)

Ereignisse setzen sich aus Elementarereignissen zusammen, sind
also Teilmengen von 2 (aber: nicht jede Teilmenge von
2 muss als Ereignis angesehen werden)

A CQ Ereignis
(weitere typische Bezeichnungen: B,C, D, ...)
w € Q0  konkreter Ausgang des Experiments.

Wir interpretieren den Ausgang w eines Experiments wie folgt:
A>3 w das Ereignis A tritt ein
A Fw das Ereignis A tritt nicht ein

Die Mengen @) und © besitzen in der Wahrscheinlichkeitstheorie besondere

Bezeichnungen:
() unmogliches Ereignis
Q  sicheres Ereignis

Durch mengentheoretisches Verkniipfen von Ereignissen erhélt man neue

Ereignisse:
A :=Q\A Komplementérereignis zu A (tritt genau dann
ein, wenn Ereignis A nicht eintritt)
AUB mindestens eins der Ereignisse A und B tritt ein
(A oder B)
ANB beide Ereignisse A und B treten ein (A und B)

AAB := (A\B)U (B\A) genau eines der Ereignisse A oder B tritt ein



Weiterhin kann man mengentheoretische Relationen gewissen w’theoretischen
Aussagen zuordnen:
ANB =10 die Ereignisse A und B treten nicht gleichzeitig ein
(unvereinbar, disjunkt)

ACB das Ereignis A impliziert B.

Wir nehmen nun an, dass wir das Zufallsexperiment beliebig oft wiederholen
konnen, wobei der Ausgang jedes Experiments nicht von den anderen Ex-
perimenten beeinflusst wird. Wir bezeichnen mit wq,ws,- -+ € € die hierbei
erhaltenen zufilligen Ausginge des Experiments. Fiir ein gegebenes Ereig-
nis A C Q, betrachten wir die relative Haufigkeit des Eintritts von A bei
n-maliger Durchfithrung des Experiments:

1 — Zahl der giinstigen Versuche
hn(4) = ho(Aswr, o wa) 1= = >~ La(wi) = SUSS
i=1

Gesamtzahl der Versuche

Hier bezeichnet 14(-) die Indikatorfunktion

1, wed
Ia(w) = {0’ o A (w e ).

Die Funktion h,(A) hingt von den zufilligen Realisierungen wi,...,w, ab.
Die Erfahrung zeigt jedoch, dass der Wert h,,(A) fiir grofie n sich um einen
typischen Wert konzentriert. Diesen Wert bezeichnen wir mit P(A) und
nennen ihn Wahrscheinlichkeit von A. Insbesondere kénnen wir aus diesem
Zusammenhang einige Axiome, die eine sinnvolle Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung P erfiillen soll, ableiten:

0< hn(4) <1 — 0< P(4)<1

hn(0) =0, h,(Q) =1 = P)=0,PQ)=1

hn(AU B) = hp(A) + hy(B) = P(AUB) = P(A) + P(B), falls die
(A, B Ereignisse, AN B = 0) Ereignisse A und B unvereinbar sind

Mathematisch definieren wir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf Q2 wie folgt:

Definition 1.1. Eine Abbildung P : {Menge der Ereignisse} — [0, co0) heifit
Wahrscheinlichkeitsverteilung (kurz: Verteilung), falls

(i) P(Q) =1



(ii) V (An)nen Folgen von Ereignissen mit A; N A; =0 (i # j) gilt

‘P(LJ<An)::§£:}3@4n)

neN neN
(o-Additivitét)

Bemerkung 1.2. Ein Ereignis A ist eine Teilmenge von 2. Manchmal ist es
nicht moglich alle Teilmengen von €2 als Ereignis zuzulassen, da sonst kein ge-
eignetes Wahrscheinlichkeitsmafl (zur Modellierung eines Experiments) de-
finiert werden kann. Nichtsdestotrotz setzen wir voraus, dass die Menge der
Ereignisse méchtig genug ist, um zu garantieren, dass alle obigen (endlichen
und abzihlbaren) mengentheoretischen Verkniipfungen von Ereignissen im-
mer wieder ein Ereignis liefern und somit der entsprechenden Menge immer
auch eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden kann. Mathematisch fordert
man, dass die Gesamtheit aller Ereignisse eine sogenannte o-Algebra bildet
(zur Vollstiandigkeit befindet sich die Definition einer o-Algebra am Ende
dieses Kapitels). Fiir die von uns betrachteten Wahrscheinlichkeitsriume
ldsst sich in der Regel nur schwer eine nicht messbare Menge definieren.
In den Betrachtungen in diesem Skript werden wir deshalb dieses Problem
nicht weiter verfolgen.

Notation 1.3. Eine Besonderheit stellen Ereignisse A dar, die mit Wahr-
scheinlichkeit 1 eintreten. In diesem Fall nennen wir A ein fast sicheres
Ereignis und sagen “Ereignis A tritt fast sicher ein”.

Beispiel 1.4. Idealer Wiirfel
Um einen idealen Wiirfel w’theoretisch zu modellieren, wahlen wir als Menge
der Elementarereignisse

Q:={1,2,3,4,5,6}.

Da nun
6

1= P(Q) =Y P({i})

i=1
gelten soll und der Wiirfelwurf jede Augenzahl mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit liefern soll, schlussfolgern wir, dass

P({w)) = ¢
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die einzig sinnvolle Wahl fiir die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereig-
nisses {w} (w € Q) ist. Dies entspricht der Wahrscheinlichkeitsverteilung

p(a) = | (AcCQ).

Es ist leicht zu tiberpriifen, dass dies auch wirklich eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung im Sinne der obigen Definition ist. Insbesondere sind hier
alle Teilmengen von () Ereignisse.

Wir fassen in dem folgenden Satz einige niitzliche Rechenregeln fiir Wkeitsverteilungen
zusammen:

Satz 1.5. Fiir Ereignisse A, B und eine Folge von Ereignissen (Ay) gilt:
(i) P(0) =0
(i) P(A°)=1— P(A)
(iii)) ANB=0 = P(AUB)=P(A)+ P(B)
(iv) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
(v) AC B = P(A) < P(B)
(vi) ACU, An = P(A) <) en P(An)

Beweis. (i) Wihle A, := 0 (n € N). Da alle Mengen paarweise disjunkt
sind, gilt

PO) = P(JAx) = 3 P(O).

n neN
Also ist P(0) = 0.
(iii) Wihle A; := A, Ay := B und A, := 0 (n > 3). Dann sind wieder alle
Mengen der Folge (A,) paarweise disjunkt und es gilt

P(AUB) =P(| JAn) =) P(A,) = P(A) + P(B).
n neN
(v) Wéhle C' = B\ A. Falls A C B gilt, ist B die disjunkte Vereinigung von
A und C. Somit liefert Aussage (iii):

P(B) = P(AUC) = P(A) + P(C) > P(A).



(vi) Wihle B, = A,\(U,,<n Am) (n € N). Dann sind die Mengen der Folge

(Bp) paarweise disjunkt und es gilt |J,, A, = UU,, Bn- Also folgt mit Hilfe
von (v), dass

P(A) < P((JAn) =P(JBn) =) _P(B,) <> P(4,).

neN neN
J

Haufig sind die folgenden mengentheoretischen Rechenregeln von de Morgan
in unseren Berechnungen niitzlich:

Lemma 1.6. Fir zwei Mengen A und B gilt
(ANB)*=A°UB° und (AUB)°= A°N B".

Die Aussage gilt analog fiir Mengensysteme A; (i € I), wobei I eine beliebige
Indexmenge bezeichnet:

(A =45 und (| JA) =45

iel iel el el

Manchmal werden wir die folgende Stetigkeitsaussage fiir Wahrscheinlich-
keitsverteilungen benétigen:

Satz 1.7. Es sei (An)nen eine wachsende Folge von Ereignissen, d.h. A; C
A; (1 < j). Dann gilt
P({J An) = lim P(A,).
neN e
Analog gilt fiir eine monoton fallende Folge (By)nen von Ereignissen (B; D
P(() By) = lim P(B,).

n—oo
neN

Beweis. Wir setzen Ay = () und wihlen C, = A,\A,—1 (n € N). Nun
sind alle Mengen C,, (n € N) paarweise disjunkt und es gilt A, =J,_, Cp
(n € N). Also folgt

P(A,) =P(|J Cn) =D P(Cp),
m=1 m=1



sodass

meN meN m=1
n
= lim Y P(Cp)= lim P(Ay)
n—oo n—oo
m=1
Die zweite Aussage wird in einer Ubungsaufgabe bewiesen. U

Bisher haben wir noch nicht festgelegt welche Teilmengen von € als Ereignis-
se angesehen werden. Eine sinnvolle Annahme ist, dass die Gesamtheit der
Ereignisse, die wir mit F bezeichnen wollen (eine Teilmenge der Potenzmen-
ge von {2), abgeschlossen ist beziiglich der oben genannten mengentheoreti-
schen Verkniipfungen. Man kann zeigen, dass F gerade dann abgeschlossen
ist, falls es eine o-Algebra ist:

Definition 1.8. Ein Mengensystem F C B(2) (=Potenzmenge auf ) heifit
o-Algebra, falls

(i) DeF,
(ii) Ac F = A°eF,
(iii) (Ap)nen Folge in F = (J, ey An € F.

In diesem Fall nennt man das Tupel (2, F) messbarer Raum. Ist weiterhin
P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem messbaren Raum (€2, ) (d.h.
in diesem Fall ist F als Gesamtheit aller Ereignisse zu wihlen), dann heifit
(Q,F, P) Wahrscheinlichkeitsraum. Dieser Raum bildet die Basis fiir alle
wahrscheinlichkeitstheoretischen Berechnungen.

1.2 Der diskrete Wahrscheinlichkeitsraum

Eine wichtige Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen bilden die diskre-
ten Verteilungen, die wir in diesem Abschnitt einfiihren werden. Es bezeichne
Q2 eine beliebige Grundmenge. Wir lassen alle Teilmengen von 2 als Ereig-
nisse zu, d.h. F = P(Q).

Definition 1.9. Eine Funktion p : 2 — R heif3t Folge von Wahrscheinlich-
keitsgewichten auf (Q, falls



(i) pw) 20 (we),

(i) > peqp(w) = 1.
Satz 1.10. Fulls p : Q@ — R eine Folge von Wahrscheinlichkeitsgewichten
ist, dann definiert die Abbildung
P:B) —[0,1]
A P(A) = pw)

wEA

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q. Wir nennen P die zu (2, p) gehdren-
de diskrete Wahscheinlichkeitsverteilung.

Beweis.

(i) Da p(w) > 0 (w € Q) gilt, folgt dass P(A) =3 . p(w) >0 (ACQ).
(i) Es gilt P(Q2) = >, cqp(w) = 1 laut Voraussetzung.

(iii) Fiir paarweise disjunkte Teilmengen (A, )nen von 2 gilt

PJA)= 3 »w)
n=1

welpl, An
:ZZE: jg: p(“& ::253}3@4n%
n=1weA, n=1

da jedes Element w € A; (i € N) in keiner anderen Menge A; (j # ©) liegt.
(]

FEine wichtige diskrete Verteilung, ist die Verteilung die man erhé&lt, wenn
man jedem Elementarereignis die gleiche Wahrscheinlichkeit zuordnet. Ein
Beipiel haben wir bereits in [L4 kennengelernt.

Definition 1.11. Fiir eine gegebene endliche Menge 2, nennen wir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung P gegeben durch

_ Al

P =g

(ACQ)

Gleichverteilung (oder auch Laplace-Verteilung) auf €. In diesem Fall ist
p(w) =1/|Q] (w € Q).



2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten & Unabhingig-
keit von Ereignissen

FEine typische Frage in der Stochastik ist:

Gegeben Ereignis B ist eingetreten, wie grof ist dann die Wahrscheinlich-
keit, dass auch A eintritt?

Wir betrachten wieder die Funktion der relativen Héufigkeiten

1 n
hn(A) = hn(As w1, wn) = — > la(wi),
=1

wobei w1, .. .,w, Realisationen von n sich nicht beeinflussenden Experimen-
ten sind. Fiir zwei Ereignisse A und B mit h,(B) > 0, gibt gerade

hn(AN B)  Anzahl der Ausgéinge in AN B
ho(B) ~  Anzahl der Ausginge in B

die relative Haufigkeit von Ereignis A, wenn bereits B eingetreten ist, an.
Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 2.1. Fiir zwei Ereignisse A und B mit P(B) > 0 bezeichnen wir
mit
P(ANDB)

P(B)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B. Aus technischen Griinden
setzen wir auflerdem P(A|B) = 0, falls P(B) = 0. (Diese Wahl ist willkiirlich
und 0 kénnte durch jede beliebige andere Konstante ersetzt werden.)

P(A|B) =

Beispiel 2.2. Wiirfelwurf mit zwei fairen Wiirfeln

Modellierung: Q = {1,...,6}? und P ist die Gleichverteilung auf

Frage: Wie grof ist die W’keit, dass die gesamte Augensumme der
Wiirfel gleich 7 ist, falls der erste Wiirfel 3 Augen zeigt?

Wir wihlen A ={(i,j) € Q:i+j=7}und B={(3,7) :i € {1,...,6}}. Es

gilt

_ P(ANB) P({(3,4)})
PAIB) = — 5B = PG e (L. .6

PU(3,4)) = o wd PU(B0) i € (1., 6}) = o
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gilt, folgt
1
P(A|B) = 6

Also ist die W’keit, dass die Augensumme beider Wiirfel gleich 7 ist, gegeben
dass der erste Wiirfel 3 Augen zeigt, gleich 1/6.

Wir leiten nun einige elementare Formeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten
her.

Satz 2.3. Es seien A, B Ereignisse. Falls P(B) > 0 ist, gilt:
(i) AD B = P(A|B)=1
(i) ANB=0 = P(A|B)=0

(117) (An)nen paarweise disjunkte Ereignisse —>

P(|J AulB) =D P(4,|B).

neN neN

Beweis. (i)+(ii) folgen direkt aus der Definition.
(iii) Fiir paarweise disjunkte Ereignisse A,, sind auch die Ereignisse A, N B
(n € N) paarweise disjunkt. Somit folgt

P(|J AnlB) = P((U”;ﬁgs) nB) _ P(Un%\]((;)n nB) _ > P(4,]B).
neN neN

O

Wir bezeichnen weiterhin mit B ein Ereignis mit P(B) > 0. Aus Aussage (i)
des Satzes folgt insbesondere, dass P(Q2|B) = 1. Also erfiillt die Abbildung
@ gegeben durch Q(A) := P(A|B) (A Ereignis), die Bedingungen

e Q(2) =1und Q(A) > 0 (A Ereignis),

e (Ap,)nen paarweise disjunkte Folge von Ereignissen —-



Damit ist @ eine Wahrtscheinlichkeitsverteilung, und es gelten alle Rechen-
regeln, die wir in den Sitzen und [[7 hergeleitet haben, auch fiir die
bedingte Wahrscheinlichkeit P(:|B). Wir kénnen also mit bedingten Wahr-
scheinlichkeiten wie gewohnt rechnen. Zum Beispiel gilt fiir zwei Ereignisse
A1 und AQ:

P(A1 U Ay|B) = P(A1|B) + P(A3|B) — P(A1 N Ag|B).
Lemma 2.4. Fir zwei Ereignisse A und B gilt
P(ANB)= P(A|B) - P(B).
Weiterhin gilt fir Ereignisse A, B und C':
P(ANB|C)=P(A|IBNC)-P(B|C).

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition der bedingten
Wkeit. Die zweite Gleichung gilt, da

P(ANnBNCQC)

P(ANB|C) = PO

und
P(AnBNC) P(BNC) PANBNCO)

PAIBNO)P(BIC) = 5o —pay = — P

O

Definition 2.5. Fiir eine Indexmenge I heifit ein Mengensystem (B;);cr
Partition von B, falls

e die Mengen B; (i € I) paarweise disjunkt sind und
e B= Uie[ Bz gﬂt.

Lemma 2.6. (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)
Fiir zwei Ereignisse A und B gilt

P(A) = P(A|B) - P(B) + P(A|B®) - P(B°).

Allgemeiner gilt fiir eine Partition B, ..., B, von €:

P(4) = > P(AIB) - P(B).
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Beweis. Da die Ereignisse AN B und A N B¢ disjunkt sind, gilt

P(A) = P(ANB)U (AN B) = P(AN B) + P(AN B°)
= P(A|B) - P(B) + P(A|B°) - P(B°).

Die zweite Aussage folgt analog aus der disjunkten Zerlegung A = |J;, (AN
By). O

Lemma 2.7. (Bayes-Umkehr-Formel)
Angenommen By,..., B, ist eine Partition von Q. Dann gilt fiir jedes k =
1,...,n und jedes Ereignis A mit P(A) > 0:

P(By,) - P(A|By)
P(By|A) = S pk(Bl) . P(Ak]BZ-).

Beweis. Das vorhergende Lemma liefert
P(A) =) P(A|B)) - P(B;)
i=1

und es folgt

_ P(BxNA)  P(By) - P(ABy)

O

Bemerkung 2.8. Die Bayes-Umkehr-Formel ist fiir folgendes Problem niitz-
lich: Es bezeichne A ein Ereignis und By, ..., B, eine Partition von €, d.h.
eine Zerlegung des Merkmalraums in sich gegenseitig ausschlieBende Ereig-
nisse. Angenommen wir kennen die Wahrscheinlichkeiten P(B;) und wissen
wie sich das Eintreten des Ereignisses B; auf das Eintreten von A, auswirkt,
d.h. wir kennen P(A|B;). Dann liefert uns die Bayes-Umkehr-Formel, wie
das Eintreten von A die Wahrscheinlichkeit, dass auch By, eintritt, beein-
flusst (P(Bg|A)). Wir kénnen also mit Hilfe der Gleichung die umgekehrten
noch nicht bekannten bedingten W’keiten berechnen.

Beispiel 2.9. Ein medizinischer Test soll herausfinden, ob eine Person von
einem Virus infiziert ist oder nicht. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person
mit dem Virus infiziert ist, ist 0,5%. Weiterhin liefert der Test unabhingig
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davon, ob die Person infiziert ist oder nicht, mit 95% W’keit das richtige
Ergebnis und mit 5% W’keit das falsche Ergebnis.

Frage: Wie grof} ist die W’keit, dass eine Person bei der der Test “positiv”

ausfillt auch tatsachlich infiziert ist?

Wir benutzen die folgenden Ereignisse zur Modellierung:
e By = der Patient ist gesund
e By = der Patient ist mit dem Virus infiziert
e A = das Ergebnis des Tests ist “positiv”

Die obigen Aussagen lassen sich wie folgt tibersetzen:
P(By) = 0,995, P(By)=0,005, P(A|By) =0,05 P(A|By)=0,95.

Nun liefert die Bayes-Umkehr-Formel:

P(B1) P(A|B1)

P(Bi|4) = P(By) P(A|By) + P(B1) P(A|By)

=8,72... %.

Fiir zwei gegebene Ereignisse A und B héngt haufig die Wahrscheinlichkeit,
dass A eintritt nicht von dem Ereignis B ab, d.h. P(A|B) = P(A). In diesem
Fall gilt

P(ANB)=P(A)- P(B).

Definition 2.10. Zwei Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabhingig,
falls
P(ANB)=P(A)P(B).

Es bezeichne I eine beliebige Indexmenge. Wir nennen die Ereignisse A;
(i € I) unabhdngig, falls fiir alle endlichen Teilmengen J C I die Gleichung

P(()4)) = [T P4y
jeJ jeJ
gilt.

Achtung: Um zu zeigen, dass gegebene Ereignisse Aq,..., A, unabhingig
sind, reicht es nicht die paarweise Unabhéngigkeit, d.h. P(4;NA;) = P(A;) P(A;)
(i # j), zu tiberpriifen.
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Beispiel 2.11. Wir betrachten nochmals Beispiel
Frage: Sind die Ereignisse A (ges. Augensumme = 7) und B (erster Wiirfel

zeigt 3 Augen) unabhingig?
Wir haben gesehen, dass P(A|B) = %. Da

P(A) = Sf{(ig) i 45 =T} = o = 1.

sind die Ereignisse A und B unabhéingig.

Analog zur Definition der Unabhéngigkeit kann man auch eine bedingte
Unabhéngigkeit einfiihren, d.h. gegeben ein Ereignis ist eingetreten sind die
Ereignisse unabhéngig:

Definition 2.12. Es bezeichne [ eine Indexmenge und B ein Ereignis mit
P(B) > 0. Die Ereignisse A; (i € I) heiflen unabhdngig gegeben B, falls fiir
alle endlichen Teilmengen J C I die Gleichung

P(() 4;1B) = [ ] P(441B)

jedJ jed
gilt.

Eine Aussage, die wir spéter nochmals bendtigen werden, ist das Lemma
von Borel-Cantelli.

Lemma 2.13. Es seien A, (n € N) Ereignisse.
i) Falls > 2 | P(Ay) < oo ist, gilt

P(co-viele der Ereignisse Ay, treten ein) = 0.

i) Falls Y 02 | P(Ay) = oo ist und die Ereignisse A, (n € N) unabhingig
sind, gilt

P(co-viele der Ereignisse Ay, treten ein) = 1.

Beweis. Ubungsaufgabe!
Hinweis: Es bezeichne A das Ereignis, dass co-viele Ereignisse A,, eintreten.

AT

n=1m=n

Dann gilt
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3 Diskrete Zufallsvariablen

Haufig interessieren wir uns fiir (reelle) Zufallsgrofien, die von einem Zufalls-
experiment abhéngen.

Beispiel 3.1. Wir wiederholen einen zufilligen Miinzwurf n-mal und setzen
jedes mal auf einen Euro auf “Kopf”. Falls wir gewinnen, erhalten wir zwei
Furo zuriick, andernfalls nichts. Ein wichtiger zufélliger Wert ist also der
Gewinn bzw. Verlust nach n Spielen.

Modellierung: 2 = {K, Z}", P Gleichverteilung auf
Wir interessieren uns fiir Eigenschaften des zufilligen Werts

Sn(w) =) (2 gy (ws) — 1)
=1
= Anzahl “K” in w — Anzahl “Z” in w.

Eine Abbildung
X:Q—-X(Q)

mit abz&hlbarem Bild X (£2), heiit diskrete Zufallsvariable. Wir werden vor-
erst ausschlieBllich mit diskreten Zufallsvariablen rechnen und bezeichnen
jeweils mit Qx das diskrete Bild der Zufallsvariablen X.

Notation 3.2. Zur Rechnung mit Zufallsvariablen hat sich die folgende
Schreib- und Sprechweise eingebiirgert:
{XeAt={weQ: X(w) € A} “X nimmt einen Wert aus A an”
{X=2}={weQ: X(w)=2} “X nimmt den Wert z an”
{X<z}={weQ: X(w) <z} “X nimmt einen Wert kleiner gleich z an”.
Analog werden werden wir auch andere Gleichungen mit Zufallsvariablen in
Ereignisse iibersetzen.

Sei A eine Teilmenge von € x. Wir interessieren uns nun fiir die Wahrschein-
lichkeit der Menge {X € A}, d.h. P({X € A}) oder kurz P(X € A). Damit
diese wohldefiniert ist, miissen wir zusétzlich fordern, dass fiir eine diskre-
te Zufallsvariable X alle Mengen {X € A} (A C Qx) Ereignisse sind. Dies
stellt keine Einschrankung fiir unsere Berechnungen dar, da alle Zufallsvaria-
blen, die wir aus natiirlichen Fragestellungen ableiten werden, dies erfiillen
werden.
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Satz 3.3. Die Abbildung Px gegeben durch Px(A):= P(X € A) (A C Qx)
ist eine diskrete Wkeitsverteilung iber 2x mit Wahrscheinlichkeitsgewich-

ten
f(z) = fx(z):= P(X =x) (x € Qx).
Px heifit Verteilung der Zufallsvariable X und (fx(z))zeq, wird Folge der

Wahrscheinlichkeitsgewichte von X genannt.

Bemerkung 3.4. Der Satz sagt insbesondere aus, dass alle Rechenregeln,
die wir in den Sitzen und [ hergeleitet haben, auch auf diskrete Zu-
fallsvariablen anwendbar sind, d.h. wir kénnen mit Zufallsvariablen genauso
rechnen, wie wir es bereits von dem Rechnen mit Verteilungen gewohnt sind.

Zum Beispiel gilt fiir zwei Teilmengen A und B von 2x, dass
P(X€ AUB)=P(X € A)+P(Xe€B)-P(XecANB).
Beweis von Satz Es gilt
Px(A)=P(X €A =P{w: X(w) € A})
=P(|J{x=2}) =) PX=u).

€A z€EA —f(x)

Insbesondere gilt

Y f@)= Y P(X=2)=P(X €Qx) =1

rEQx e

Damit ist (f(x)) eine Folge von W’keitsgewichten und Px die zugehorige
diskrete Verteilung. U

Beispiel 3.5. Wir betrachten nochmals Beispiel Bl mit n = 2 (zwei Miinz-
wiirfe). In diesem Fall ist Qg, = {—2,0,2} und die entsprechenden W’keits-
gewichte sind gegeben durch

PUKKY}) =1/4 k=2
fk)=P(Sy=k)={ PUKZ ZK})=1/2 k=0
PUZZ}) =1/4 k=—2.
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Lemma 3.6. Seien Xi,...,X,, beliebige diskrete Zufallsvariablen und ¢
eine Abbildung mit Definitionsbereich Qx, x --- X Qx, . Dann ist

Z:=p(Xy,...,Xn)
eine diskrete Zufallsvariable mit Wkeitsgewichten (fz(z)) gegeben durch

f2)= >0 o ) Yy PX1 =21, X = 2).

z1€0Qx, Tn€Qx,,

Bemerkung 3.7. Das Lemma garantiert, dass eine beliebige Verkniipfung
von endlich vielen diskreten ZV’en wieder eine diskrete ZV ist. Z.Bsp. sind
fiir zwei gegebene diskrete reelle ZV’en X und Y die Ausdriicke X - Y und
X +Y wieder diskrete Zufallsvariablen.

3.1 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Das Konzept der Unabhéngigkeit von Ereignissen lésst sich auch auf Zu-
fallsvariablen {ibertragen.

Definition 3.8. Zwei diskrete Zufallsvariablen X und Y heiflen unabhdngig,
falls
PX=z,Y=y)=PX=2)P(Y =vy)

fir alle x € Qx und y € Qy gilt. Allgemeiner nennen wir fiir eine Index-
menge I die Zufallsvariablen X; (i € I) unabhdngig, falls fiir alle endlichen

Teilmengen J C I und alle (z;)jes € [[;c; Qx;
P(({X; ==}) = [[ P(X; = )
jeJ jed

gilt.

Die mathematische Definition formalisiert den intuitiven Begriff der Un-
abhéngigkeit von Zufallsexperimenten.

Bemerkung 3.9. Wir betrachten nochmals das Miinzwurfexperiment aus
Beispiel Bl Fiir dieses Experiment kann man zeigen, dass die Zufallsvaria-
blen

1, falls der i-te Wurf “K” liefert

(weN)
0, falls der i-te Wurf “Z” liefert

Xi(w) = Ligy(wi) = {

16



firi =1,...,n unabhéngig sind, d.h. unsere Anforderung, dass die Miinzwiirfe
sich nicht gegenseitig beeinflussen, wird durch das gegebene Modell erfiillt.
Wir verzichten an dieser Stelle auf einen Beweis der Unabhéngigkeit.

Wir kénnen nun mit Hilfe von Lemma die W’keitsgewichte der Summe
zweier unabhéngiger Z-wertiger Zufallsvariable berechnen:

Lemma 3.10. FEs seien X und Y zwei unabhdngige Z-wertige ZV’en. Dann
hat Z = X +Y die Wkeitsgewichte

fz(2) = (fx * fr)(2) (2 €2),

wobei x die Faltung zweier Funktionen bezeichnet, d.h.

(fx * fr)(z fo fy(z — ).

TEZ

Beweis. Wegen Lemma und der Unabhéngigkeit von X und Y gilt

- Z Z gy} P(X = 2,Y =)

rEL YyEL
:ZP(X:x,Y:z—x fo - fy(z —x).
TEZ TEL

Wir zeigen einige weitere hilfreiche Aussagen fiir unabhéngige ZV’en.

Lemma 3.11. Fir zwei unabhingige Zufallsvariablen X und Y sind die
Ereignisse
{X € A} und {Y € B}

fiir alle A C Qx, B C Qy unabhdngig.

Beweis. Es gilt

P(X € A,Y € B) = ( U {X—UUY—Z/})

(z,y):w€A,
yeB

17



Die Vereinigung in der Formel ist eine abzihlbare Vereinigung disjunkter
Mengen, sodass

P(XeAYeB) = > PX=zY=y)

(z,y):z€A,
yeB
Y P =) P =)
reAyEB
= rPx=2)> Py =y)
€A yeB

=P(X e€A)-P(Y €B).

O

Lemma 3.12. Es seien X und Y unabhingige ZV’en und ¢ : Qx — ©(Qx)
und ¥ : Qy — P(Qy) zwei beliebige Abbildungen.
Dann sind auch die Zufallsvariablen ¢(X) und 1(Y') unabhdingig.

Beweis. Setze Z1 = ¢(X) und Zs = ¢(Y). Nun gilt fir z; € Qg und
z9 € Qz, mit Hilfe von Lemma BTTE

P(Zy = 21,2 =) =P(X € o' ({1}),Y € v ({2}))

(X € ({z}) - P(Y € v ({22}))
(Z1 = Zl) . P(ZQ = 22).

P
P

3.2 Bedingte Verteilungen fiir Zufallsvariablen

In Abschnitt Bl haben wir bedingte Wahrscheinlichkeiten eingefiithrt. Wir
erweitern dieses Konzept nun auf diskrete Zufallsvariablen.

Satz 3.13. Fir ein Ereignis B mit P(B) > 0 und eine diskrete Zufallsva-
riable X definiert

Pyp(A) = P(X € AlB) (A CQx)

eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Qx mit Wahrscheinlichkeits-
gewichten

fxp(x) == P(X = z|B) (x € Qx).

18



Beweis. Wir bezeichnen mit @) die bedingte Wahrscheinlichkeit
Q(A) = P(A|B) (A Ereignis).
Nun ist wegen Satz
Pyp(A)=Q(X € 4)  (ACQx)
eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Wkeitsgewichten
QX =z)=P(X =z[B) = fx;pz) (z€Qx)

O

Definition 3.14. Fiir ein Ereignis B mit P(B) > 0 und eine Zufallsvariable
X nennen wir

Pyip(A):= P(X € A|B) (A CQy)

bedingte (Wahrscheinlichkeits-) Verteilung von X gegeben B. Wir benutzen
Pxp und fx|p als Standardnotationen fiir die bedingte Verteilung und deren
Wahrscheinlichkeitsgewichte.

3.3 Beispiele diskreter reeller Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt fithren wir einige wichtige Zufallsvariablen ein.
Bernoulli Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable X heifit Bernoulli Variable (mit Erfolgswahrscheinlich-
keit p), falls

e Ox ={0,1}
e PIX=1)=pund P(X =0)=1—-p
Wir werten den Ausgang X = 1 als Erfolg.

Binomialverteilung.

Experiment: Ein Computernetz besteht aus einen Zentralrechner und n Ter-
minals. In einem gegebenen Zeitintervall, greift ein Terminal auf den Zen-
tralrechner mit W’keit p zu, wobei die Zugriffe der Terminals als unabhéngig
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angesehen werden.
Frage: Was ist die Verteilung der Anzahl der Zugriffe auf den Server ?

Modellierung:

Es seien Xi,..., X, unabhingige Bernoulli Zufallsvariablen mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p. Wir interessieren uns nun fiir die Anzahl der Erfolge
nach n-maliger Durchfithrung des Experiments:

n
S, = ZX
i=1
Es ist Qg, = {0,1,...,n} und wir erhalten fiir k € Qg,:

P(S, =k)=P(Xi+-+X,=k)=P( | {Xi=z1,.... X0 =2}

(Z150-5Zn):

Die Vereinigung ist eine endliche disjunkte Vereinigung, also folgt

P(Sn:k): Z P(Xllea"‘7Xn:$n)
(x1,...,xn)€{0,1}"™:
@14 tan=k

- Y dapt

(@1,05n) €{0,1}7:

Es verbleibt die Anzahl der Summanden zu berechnen. Es bezeichne ¥ =
{(z1,...,2n) € {0,1}" : 21 + -+ + 2, = k} die Indexmenge der Summati-
on. Fiir einen Eintrag x = (z1,...,2,) € ¥ betrachten wir die Menge der
Erfolge:

Fe={ie{l,...,n}:a; =1}

Die Menge Fx enthilt genau k Elemente. Umgekehrt findet man fiir je-

de k-elementige Menge F' C {1,...,n} genau einen Eintrag x € ¥ mit
x = (1p(7))i=1,....n. Also ist die Anzahl |X| gerade gleich der Anzahl der
k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} und wir folgern:
n n...(n—k+1)
Y= = .
mi= () =",

Wir erhalten, dass

Fsu(k) = P(Sn = k) = (Z)p’“(l -p)" "



Die Verteilung von S, nennen wir Binomialverteilung oder kurz b(n,p)-
Verteilung. Die Zufallsvariable S,, heifit binomial-verteilte Zufallsvariable
(oder b(n,p)-verteilte ZV).

Geometrische Verteilung.

Experiment: Wir warten auf das erste Eintreten eines Ereignisses (z.Bsp.
beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln, der erste Pasch), wobei wir voraussetzen,
dass die Ausgénge sich nicht gegenseitig beeinflussen und jeweils mit der
gleichen Wkeit ein Erfolg eintritt.

Modellierung:
Es seien X1, X5,... unabhingige Bernoulli Zufallsvariablen mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p € (0, 1], und es bezeichne Y die Zufallsvariable gegeben
durch

Y =min{i e N: X; =1},

d.h. die Wartezeit auf den ersten erfolgreichen Ausgang. Nun gilt 2y = N
und

PY=k)=P(X;=0,.... X3 1 =0, X, =1)=(1-pF1p (keN).

Die Verteilung von Y heifit geometrische Verteilung zum Parameter p, und
Y wird geometrisch verteilte Zufallsvariable genannt.
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4 Kenngroflen reeller Zufallsvariablen

4.1 Erwartungswert

In diesem Abschnitt fithren wir die erste wichtige Kenngrofle fiir reelle Zu-
fallsvariablen ein.

Angenommen z1,...,x, sind die Ausginge (Realisierungen) einer Zufalls-
variable X von n sich nicht beeinflussenden Experimenten. Wir betrachten
das Mittel

1< 1<
m(n;xy,...,x,) ::Ezlmi: Z T E;l{mim}
1= 1=

T€Qx

=relative Hiufigkeit von
z in (T1,...,Zn)

Die Erfahrung zeigt, dass die relative H#ufigkeit von z fiir grofle n typi-
scherweise nahe bei fx(x) liegt, d.h. wir erwarten, dass der zufillige Wert

>z fx(x)

z€Qx

m(n;x1,...,x,) nahe bei

liegt.

Definition 4.1. Wir nennen eine diskrete reelle Zufallsvariable X integrier-
bar, falls

37 x| £x(2) < 0. (1)

T€Qx

Fiir eine integrierbare Zufallsvariable X heifit

E(X)= > wzfx(@) =) zP(X=nx)

J?EQX Z?EQX

Erwartungswert von X. Die Bedingung ([Il) garantiert die absolute Summier-
barkeit der Folge, sodass die Reihe gegen einen eindeutigen endlichen Wert

konvergiert.

Falls die Zufallsvariable X ausschliefflich positive Werte annimmt (oder die
Summe iiber die negativen Summanden endlich ist), braucht man die Inte-
grierbarkeitsbedingung nicht zu tiberpriifen; der Wert der Reihe ist dann auf
jeden Fall wohldefiniert, ist aber gleich oo im Falle der Nichtintegrierbarkeit.
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Beispiel 4.2. Fiir zwei Miinzwurfe (siehe Beispiele Bl und BX)) erhalten

wir 1 1 1
E =2 - = =2-—=0.
(S2) 1 +0 5 1 0
Zum Rechnen mit Erwartungswerten sind folgende Regeln hilfreich:

Satz 4.3. Es seien X und Y Zufallsvariablen, die jeweils integrierbar oder
positiv sind.

(i) Der Erwartungswert der Summe X +Y ist wohldefiniert und es gilt
E(X+Y)=EX)+EY).
(11) FiraeR gilt
aE(X)=FE(aX),
wobei wir hier die Konvention 0 - co = 0 annehmen.

(i1i) Falls X eine positive Zufallsvariable ist, gilt

BE(X) > 0.

(iv) Fir die konstante Zufallsvariable 1 = 1q gilt

BE(1) = 1.

Wir werden nur Teil (i) beweisen. Hierzu nutzen wir den folgenden Satz.

Satz 4.4. Es seien Xq,...,X, beliebige diskrete Zufallsvariablen und ¢ :
Qx, x -+ xQx, — R eine beliebige Abbildung. Es gilt

Ep(Xy,....X,) = Z Z o1, .. xn) P(Xy = 21,..., Xy = x),

r1€Qx, rn€Qx,

wobei der Erwartungswert wohldefiniert ist, wenn die Summe tber die nega-
tiven Eintrige endlich ist (also z.Bsp. wenn ¢ nur positive Werte annimmt
oder o(X1,...,Xy) integrierbar ist).
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Beweis. Setze Z = ¢(X1,...,X,). Mit Hilfe von Lemma erhalten wir

E(Z)= > zfz(2)

2€Qy

:Zz< Z Z Lo, .. xn):z}P(Xl:$1,-.-,Xn:xn)).

ZEQZ 1‘1€QX1 {L‘nGQXn

Vertauschen der Summationsreihenfolge liefert also

EZ)= 3 - Y P(Xi=m,.., Xy = xn)( 3" Lier =) z)

1€Qx, zn€Qx, 2€Qz
= Z Z o1, ... xn) P(X1 =21,..., X, = ).
1€QXx, zn€Qx,
U
Beweis von Satz (i). Es gilt
EX+Y)=> Y (@+y)PX=2Y=y)
€N x YyeQy
=Y DY aPX=zY=y+ > > yPX=1Y=y)
z€Qx yeQy r€Qx YEQy
SESF SYTEINES S St
JPEQX yEQY yEQy J?EQX
= Y PX =)+ Y yP(Y =)= B(X) + E(Y).
rEQx yEQy
U

4.2 Erwartungswerte wichtiger diskreter Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt berechnen wir die Erwartungswerte der in Abschnitt
3.3 eingefithrten Zufallsvariablen. Weiterhin werden wir eine neue Verteilung
einfiithren.

Bernoulli Zufallsvariable.

Es bezeichne X eine Bernoulli Variable mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.
Dann gilt
E(X)=pl+(1-p)0=p.
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Binomialverteilung.

Es seien Xi,..., X, unabhingige Bernoulli Zufallsvariablen mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p. Dann ist S, = > | X; eine b(n, p)-verteilte Zufalls-
variable und es gilt

E(S,) = E(X1)+---+ E(X,) =np.

Geometrische Verteilung.

Es sei Y eine geometrisch-verteilte Zufallsvariable zum Parameter p € (0, 1],
d.h.
PY=k=(1-p)*"'p (keN).

Nun ist der Erwartungswert von Y gegeben durch
o0

E(Y)=p) k(1—p* "
k=1

Wir benutzen folgenden Rechentrick zur Berechnung der Reihe: Wir diffe-
renzieren die Potenzreihe

9(q) => ¢ = 1% (lal <1)
k=0 q

und erhalten
1
! k—1
J@)=) ki =—=.
@ 1 (1—q)?

Nun kann man ¢ = 1 — p wéhlen und erhalt

Poisson Verteilung (Poisson Approximation).

Experiment: Wir betrachten wieder das Netzwerk mit einem Zentralrechner
und n Terminals. Angenommen die Anzahl der Terminals ist sehr grofi und
die Zugriffswahrscheinlichkeit sehr klein (Z.Bsp. n = 1000, p = 0,002).
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Frage: Gibt es eine einfachere Verteilung als die Binomialverteilung um die-
ses Problem “gut” zu modellieren ?

Alternative Frage: Wie sollen wir die Verteilung modellieren, wenn wir den

Erwartungswert der Zugriffe kennen, die Anzahl der Terminals aber unbe-
kannt ist?

Wir bezeichnen mit A > 0 die erwartete Anzahl an Zugriffen und lassen n
(die Anzahl der Terminals) gegen oo laufen. Damit der Erwartungswert kon-
stant A bleibt, miissen wir die Erfolgswahrscheinlichkeit p,, = A\/n wihlen.
Die entsprechende b(n, p,,)-verteilte Zufallsgrofie bezeichnen wir mit S,,. Nun
gilt fiir ein k& € Np:

n 1 )\k A n—k

_)\kn n—k+1 AMon—k
R

—1 fiir n—o0

Weiterhin gilt

(1= =ep{ " (-2} — e

und wir folgern, dass
)\k
lim P(S, = k) = ﬁe_)‘ = f(k) (k€ Np).

Die Folge (f(k))ken, ist eine Folge von Wahrscheinlichkeitsgewichten, da

if(k) = e*Ai %)\k =1
k=0 k=0
N’

Die zugehorige Verteilung nennen wir Poisson- Verteilung zum Parameter
A>0.

In unserem Beispiel ist n = 1000 und p = 0,002, also A = n - p = 2. Dann

konnen wir die Binomialverteilung durch die Poissonverteilung mit Parame-
ter 2 approximieren. Die folgende Tabelle enthlt einen Vergleich der beiden
Verteilungen, wobei X eine Poisson-verteilte ZV zum Parameter 2 bezeich-

net:
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P(S,=Fk) | P(X = k)
0.135065 | 0.135335
0.27067 | 0.270671
0.270942 | 0.270671
0.180628 | 0.180447
0.0902234 | 0.0902235
0.036017 | 0.0360894
0.0119696 | 0.0120298

S UL W N = O

4.3 Die Varianz

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere Kenngrofle fiir Zufallsvariablen
einfithren: die Varianz. Wir betrachten folgendes Beispiel.

Beispiel 4.5. Fiir ein gegebenes ¢t > 0 bezeichne X eine Zufallsvariable mit
P(X =4t)=1/2.

Die Zufallsvariable hat Erwartungswert E(X) = 0. Fiir groe ¢ sagt dies we-
nig iiber die Zufallsvariable aus, da die Realisierungen weit weg vom Erwar-
tungswert liegen. Wir benétigen ein Maf fiir die Streuung bzw. die typische
Abweichung von dem Mittelwert.

Definition 4.6. Fiir eine integrierbare Zufallsvariable X heifit
var(X) = B((X - BE(X))?) = E(X?) - (B(X))?
Varianz von X.

Die Varianz hat nicht dieselbe Einheit wie die Zufallsvariable. Deshalb be-
trachtet man héufig auch die Standardabweichung von X:

S(X) = /var(X).

Zur Berechnung der Varianz kénnen wir Satz B4l (i) anwenden:

Lemma 4.7. Fir eine diskrete integrierbare ZV X gilt

var(X) = 3 (2 — B(X))? fx(a).

T€Qx
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Definition 4.8. Fiir n € N nennen wir
E(X"™)

das n-te Moment von X . Fiir ungerade n ist dies moglicherweise nicht wohl-
definiert. Wir sagen X hat endliches n-tes Moment, falls

E(IX|") < co.

Lemma 4.9. FEine Zufallsvariable mit endlichem 2-ten Moment ist inte-
grierbar und besitzt endliche Varianz.

Beweis. Ubungsaufgabe O

Lemma 4.10. Fir zwei unabhéngige reelle Zufallsvariablen X und 'Y mit
endlichen 2-ten Momenten gilt

E(X-Y)=EX)E(®Y).

Beweis. Die Abschiitzung E(|X Y]) < E(X? + Y?) < oo impliziert, dass
X -Y integrierbar ist. Es folgt

E(XY)= Z Z ryP(X =2,Y =y)
zeQx yeQy =P(X=z) P(Y=y)

=) zP(X=2) )Y yPY =y)=EX)EY).

FISI95% yEQy

Definition 4.11. Wir nennen zwei Zufallsvariablen unkorreliert, falls
E(XY)=EX)E(Y).

Wir haben gesehen, dass die Unabhéngigkeit von zwei ZV’en die Unkor-
reliertheit impliziert. Wie das folgende Beispiel zeigt gilt die Umkehrung
jedoch nicht.
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Beispiel 4.12. Sei Q = {w1,w2, w3} und P die Gleichverteilung auf Q. Wir
betrachten die Zufallsvariablen

-1 w=w
! -1 we{w,ws}
X(w)=<1 w=wy , Y(w)= .

2 w=ws
0 w = ws

Dann ist E(X) = E(Y) = E(XY) = 0 und die Zufallsvariablen X und Y
sind unkorreliert. Die Zufallsvariablen sind aber nicht unabhéngig, da die
Ereignisse {X = 0} und {Z = 2} nicht unabhéngig sind.

Wir fassen nun einige elementare Eigenschaften der Varianz im folgenden
Satz zusammen.

Satz 4.13. Es seien X, Y unkorrelierte ZV’en mit endlichen 2-ten Momen-

ten. Dann gilt
(i) var(aX +b) = a®var(X) und S(aX +b) = |a] S(X)
(it) var(X +Y) = var(X) + var(Y)

Beweis. (i) Es gilt:

var(aX +b) = E((aX + b — E(aX +b))?) = E((a(X — E(X)))?)
= d’E((X — E(X))?) = a*var(X).
(ii) Es gilt
var(X +Y) = E((X +Y — E(X +Y))?)
=E((X - B(X))*+2(X - E(X))Y —E(Y)) + (Y — E(Y))?)
=var(X) +2(E(XY) — E(X)E(Y)) + var(Y).

Nun impliziert die Unkorreliertheit von X und Y, dass
var(X +Y) = var(X) + var(Y).

O

Lemma 4.14. Es bezeichne X eine Zufallsvariable mit endlichen 2-ten Mo-
menten. Fs gilt:

var(X) =0 <= X ist fast sicher konstant.
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4.4 Varianzen wichtiger reeller Zufallsvariablen

Bernoulli Zufallsvariable Sei X eine Bernoulli Zufallsvariable mit Er-
folgswahrscheinlichkeit p. Es gilt

var(X) = B(X?) - (E(X))? =p —p* = p(1 - p).

Binomialverteilung Seien X1, ..., X,, unabhéngige Bernoulli Zufallsvaria-
blen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann ist

-3
i=1
b(n, p)-verteilt und es gilt
var(Sy,) = var(X;) + - -+ + var(X,,) =np (1 —p).

Poisson Verteilung Es bezeichne Y eine Poisson-verteilte Zufallsvariable
zum Parameter A. Nun gilt

L1
EY?) =) k:?y e NP
k=0 ’

s 1 =1
=D k(k=1)5 SEONEDD b e ANk
k=0 ' k=0
=1 =1
— A2 k—2 k—1
=2 D TR Dy ey ):
k=2 k=1

-~
—e —e

sodass
var(Y) = E(Y?) — (BE(Y))2 = A2+ X =A% =\

Geometrische Verteilung

Es bezeichnen X1, Xo,... unabhéngige Bernoulli Zufallsvariablen mit Er-
folgswahrscheinlichkeit p. Nun ist Y = min{i € N : X; = 1} eine geometrisch
verteilte ZV fiir die

E(Y?) = i Kp(1—p)F .
k=0
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Die Berechnung der Reihe erfolgt dhnlich, wie die Berechnung des Erwar-
tungswerts und liefert
I-p

p?

var(Y) =

Sie wird im Tutorium durchgefiihrt.

4.5 Die Kovarianz und Korrelation

Ein Maf3 fiir die gegenseitige Beeinflussung von Zufallsvariablen stellen die
Kovarianz und die Korrelation dar.

Definition 4.15. Fiir zwei ZV’en X und Y mit endlichen 2-ten Momenten
nennen wir

cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y - E(Y)))

die Kovarianz von X und Y. Falls die Varianzen von X und Y strikt positiv
sind, definieren wir
cov(X,Y)

X,Y) =
ol ) var(X) var(Y')

und nennen den Wert Korrelation zwischen X und Y.
Die Kovarianz erfiillt folgende elementaren Rechenregeln:

Lemma 4.16. Es seien X,Y und Z reelle Zufallsvariablen mit endlichen
2-ten Momenten und a,b beliebige Konstanten.

(i) var(X) = cov(X, X)
(i1) cov(X,Y) = cov(Y, X) (Symmetrie)

(iii) cov(a X +bY,Z) =acov(X,Z) + beov(Y,Z) (Linearitdt)

Das folgende Lemma verkniipft den Begriff der Unkorreliertheit mit der
Korrelation:

Lemma 4.17. Es seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit endlichen 2-ten
Momenten. Es gilt:

X und Y sind unkorreliert <= cov(X,Y)=0.
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Beweis. Ubungsaufgabe. O

Im weiteren Verlauf bezeichnen wir mit X und Y zwei Zufallsvariablen mit
endlichen 2-ten Momenten. Wir wollen nun Y durch eine Zufallsvariable

Y=aX+Db

moglichst gut approximieren, wobei a und b geeignet zu wiahlende Konstan-
ten sind.

Problem: Finde a,b € R fiir die der quadratische Fehler
E((Y — (aX +b))?)

minimal ist.
Technische Annahme: X und Y haben strikt positive Varianz. (Andernfalls

ist eine der Zufallsvariablen fast sicher konstant und das Problem trivial.)
Wir bezeichnen mit Z =Y — Y den (zufilligen) Approximationsfehler. Fiir
ihn gilt

E(Z%) =var(Z) + (E(Z))*.
Die Varianz von Z héngt nicht von der Wahl des Parameters b ab. D.h. fiir
ein gegebenes a € R ist dasjenige b € R optimal fiir das

E(Z)=E(Y)-EY)=EY)—-aE(X)-b

gleich 0 ist; also b = E(Y) — aFE(X). Fiir diese Wahl folgt E(Z?) = var(Z).
Es verbleibt @ € R zu bestimmen fiir das die Varianz var(Z) minimal ist.
Nun ist
2
var(2) = E(((Y - B(Y)) - a(X — E(X)))?)
= var(Y) — 2acov(X,Y) + a*var(X)

ein Polynom in a und wir erhalten mit Hilfe einer quadratischen Ergédnzung:

cov(X,Y)? _cov(X,Y)2
var(X) var(X)

var(Z) = a*var(X) — 2acov(X,Y) + + var(Y').

2
:(a\/var(X)—%)
Der Ausdruck wird minimal, falls der quadratische Term gleich 0 ist, d.h.
fiir
cov(X,Y) S(Y

T sy
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Der optimale quadratische Approximationsfehler ist damit

_ cov(X, Y)?

var(X) =var(Y) (1 — p?(X,Y)).

var(Y)
Satz 4.18. Es seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit endlichen 2-ten

Momenten und strikt positiven Varianzen. Die beste lineare Approximation

Y =aX +0b fiirY erhdlt man fir

a= % — p(X,Y) % und b= E(Y)—aB(X).

Fiir diese Approximation ist der mittlere quadratische Fehler gerade

~ _ cov(X,Y)?

E((Y =Y)?) = var(Y) ar(X) var(Y) (1 — p%(X,Y)).

Korollar 4.19. Fir zwei reelle Zufallsvariablen X und Y mit endlichen

2-ten Momenten und strikt positiven Varianzen, gilt
p(X,Y) < L.

Insbesondere gilt die Gleichheit genau dann, wenn es Konstanten a und b
gibt, sodass Y = a X + b fast sicher, d.h. P(Y =a X +b) = 1.

Man kann die Aussage des vorhergehenden Korollars alternativ wie folgt
ausdriicken:

Korollar 4.20. (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Fiir zwei Zufallsvariablen

X und Y mit endlichen zweiten Momenten gilt:

lcov(X,Y)| < v/var(X)/var(Y).
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5 Konvergenz von Zufallsvariablen

In diesem Kapitel werden wir erstmals Konvergenzbegriffe fiir Zufallsvaria-
blen einfithren. Weiterhin werden Techniken zum Beweisen von Konvergenz-
aussagen hergeleitet.

5.1 Mafikonzentration

In dem vorhergehenden Kapitel haben wir die Einfiithrung der Varianz als
ein Maf} fiir die Streuung motiviert. Wir werden in diesem Kapitel diesen
Zusammenhang konkretisieren.

Lemma 5.1. (Chebychev Ungleichung) Fiir eine Zufallsvariable X mit end-
lichem 2-ten Moment und t > 0 gilt

P(IX — B(X)| 2 1) < -

Beweis. Wir betrachten die Zufallsvariable Y = X — F(X). Die Ungleichung
Y2 > 1{|Y‘Zt} t2 impliziert

var(X) = E(Y?) > E(1y ;s t°) = 2 P([Y| > t) = t* P(|X — E(X)| > 1).

O

Lemma Bl schiatzt die W’keit von weit entfernten Realisierungen gegen
einen Erwartungswert (die Varianz) ab. Indem wir die quadratische Funktion
durch die Exponentialfunktion ersetzen, erhalten wir auf analogem Weg eine
dhnliche Abschitzung.

Lemma 5.2. Es sei X eine Zufallsvariable und a > 0. Angenommen

Eexp(aX) < o0. (2)
Dann gilt fir alle t > 0:
E aX
P(x > 1) < 20
eat
Beweis. Ubungsaufgabe O
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Bemerkung 5.3. Die Wahrscheinlichkeit von Realisationen fern des Erwar-
tungswerts oder des Ursprungs kann man gegen bestimmte Erwartungswerte
abschétzen (z.Bsp. die Varianz oder (B)). Falls der Erwartungswert endlich
ist, impliziert dies, dass die Wahrscheinlichkeit grofler Abweichungen von
einer gewissen Ordnung gegen 0 konvergiert.

Beispiel 5.4. Wir betrachten eine Maschine die in Massenproduktion Bau-
teile herstellt. Wir nehmen an, dass jedes Bauteil unabhéngig von den ande-
ren Bauteilen mit W’keit p fehlerhaft ist und mit W’keit 1 — p fehlerfrei ist.
Angenommen wir kennen p noch nicht und wollen Aussagen tiber p treffen.
Modellierung: X1, Xs,... unabhéngige Bernoulli-verteilte ZV’en mit Er-
folgswahrscheinlichkeit p.

Gesucht: p !

Antwort: Wir betrachten den Mittelwert X, = 13" | X; (n € N). Die

Zufallsvariable X,, besitzt den Erwartungswert

B(X0) = —(B(X) -+ B(X,) =

und die Varianz

1 & 1
) =var(= S X;) = = var(Xy).
var(X,,) var(n Zl ) - var(Xy)
= =p(1-p)
Also gilt fiir e > 0
p—p _ 1
nez  — (2y/ne)?’
d.h. fiir sehr grofie Stichproben (sehr grofie n € N) liegt der zufillige Wert

P(|Xn_p| 25) <

X,, sehr nahe bei der Wahrscheinlichkeit p. Insbesondere gilt
lim P(|X,, —p| >¢) =0.
n—oo
In einem gewissen Sinn konvergieren die Zufallsvariablen X,, gegen p.

Definition 5.5. Eine Folge (X,,)nen von Zufallsvariablen konvergiert in
Wahrscheinlichkeit gegen a € R, falls fiir alle € > 0

lim P(|X, —a|>¢)=0.
n—oo
Wir schreiben in diesem Fall
lim X,, = a, in Wahrscheinlichkeit.
n—oo

Wir werden spéter noch weitere Konvergenzbegriffe kennenlernen.
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5.2 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

Wir haben in Beispiel B4l ein sogenanntes “Gesetz der groflen Zahlen” das
erste Mal kennengelernt. Der folgende Satz liefert ein dhnliches Ergebnis in
einem allgemeineren Fall.

Satz 5.6. (Schwaches Gesetz der groBen Zahlen) Es sei (X,,)nen eine Folge
von paarweise unkorrelierten Zufallsvariablen mit identischem Erwartungs-
wert a = E(X7) und

sup var(X,,) < oco.
neN

Dann gilt fir X, = 137" X; (n € N) und alle £ > 0
lim P(|X,, —a|>¢)=0.

n—oo
Beweis von Satz Wir betrachten den Erwartungswert und die Varianz
von X,,. Es gilt
= 1
EX,)=—-(EX1)+ - -+EX,))=a
N N—_—— ——"

=a =a

und

3 1 n 1 n 1 n n
var(X,,) :cov(— g Xi,— g Xj) =— E E cov (X, X;)
n n n
i=1 j=1

i=1 j=1
1 < C
== Zvar(Xi) < —,
n? n

wobei C' := sup,,cy var(X,,). Also gilt fiir alle ¢ > 0 wegen der Chebychev
Ungleichung

var(X,,) < C

P(|Xn—al > ¢) <

— 0, n — 00.

g2 ne?

O

Das schwache Gesetz der grofien Zahlen ldsst sich analog auch unter schwiche-
ren Bedingungen an die Kovarianz beweisen:

Satz 5.7. (Schwaches Gesetz der groBen Zahlen) Es sei (X,,)nen eine Folge
von Zufallsvariablen mit identischem Erwartungswert a = E(X1) und

1

< .
cov(Xp, Xm) < C(l oy P—

(n,m € N)
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fiir geeignete Konstanten C > 0 und o € (0,1). Dann gilt fir X, =
%Z?:l X; (n € N) und alle e >0

lim P(|X, —a|>¢)=0.

n—oo

Beweis. Ubungsaufgabe. O

5.3 Shannon’s Quellkodierungssatz

Als eine Anwendung der Grenzwertsitze werden wir nun Shannon’s Quell-
kodierungssatz herleiten.

Experiment: Ein Quellmedium liefert unabhéngig indentisch verteilte Zei-
chen Xi,Xs,... aus einer endlichen Menge ¥ := Qx, (Alphabet). Wir be-
zeichnen mit f(x) = fx, () die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsgewich-
te.

Frage: Wieviel Bit benttigt man zur Speicherung der ersten n Zeichen 7

1. Antwort: Ein Signal der Linge n liegt in der endlichen Menge

=YX - xX.

n-mal

Da wir mit m-Bit langen 0-1-Zeichenketten gerade 2"* verschiedene Werte

indexieren konnen, reicht es also m € N so zu wihlen, dass

oder dquivalent
m > n - logy |X].

D.h. wenn wir m so wéhlen, konnen wir sicherstellen, dass jedem Element
aus X" ein eindeutiger 0-1-String der Lange m zugeordnet werden kann.

Die Antwort ist in gewisser Weise nicht zufriedenstellend, da moglicherwei-
se manche Werte in X" haufiger und manche Werte seltener angenommen
werden, wir aber fiir alle die gleiche Stringldnge zur Kodierung verwenden.
Um das Verfahren zu verbessern sollte man fiir “typische” Eingangssignale
kiirzere Stringldngen wéhlen und dafiir lingere Stringlangen fiir untypische
Eingangssignale in Kauf nehmen.
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Satz 5.8. (Shannon’s Quellkodierungssatz)

E's bezeichne
= - f(x)log, f(x
TEXL

die Entropie von Xi. Fir jedes € > 0 gibt es Mengen 7T, C X" (n € N)
(typische Mengen) mit
|T,| < 2HEXD+m yng lim P((Xy,...,X,) € T,) =1

n—o0

Beweis. Wir betrachten als typische Mengen:

T, ={(x1,...,2,) €X": = Zlong —(H(X;)+¢)} (neN),

Indem wir den schwachen Grenzwertsatz auf die Zufallsvariablen 7, :=
log, f(Xy) (n € N) anwenden erhalten wir:

lim P( \—Zlong )+ H(X))| <e)=1.

Somit ist
Jim (= Zlogg FXi) = —(H(X1) +e) =1 (3)
und es gilt
lim P((Xy,...,X,) €T,) =

Es verbleibt die Grofle der typischen Menge 7, abzuschétzen. Es gilt fiir ein
beliebiges Tupel (z1,...,z,) € 7T, (n € N):

}jb&fxzz —(H(X1) +&)n

und somit

log, (Hf x; ) > —(H(X1) +¢)n.

Da [, f(z;) = P(X1 = x1,...,X, = xy,) ist, folgern wir, dass fiir alle
Eintrége (x1,...,2y) € Tp:

P(X1 =T1,... 7){vn = mn) > 2*(H(X1)+z-:)n'

38



Andererseits gilt

1> Y PXi=mz,..., Xy =)

(z1,-.zn)ETp >2—(H(X1)+e)n

> ’7;1’ 27(H(X1)+€)n

und damit ist
|,Tn| < 2(H(X1)+E)n.

O

Bemerkung 5.9. Der Quellkodierungssatz sagt, dass typischerweise eine
Realisierung von (Xi,...,X,) in dem Codebuch 7, liegt. Die Menge 7,
enthélt weniger als 2(X)+)" Elemente, und es reichen ca. H(X1) + ¢
Bits pro Symbol um das komplette Codebuch zu indexieren. Wir haben in
dem Beweis nicht benutzt, dass das Alphabet des Eingangssignals ¥ endlich
ist. Die Aussage gilt analog fiir abzidhlbar unendliche Mengen X, falls die
Entropie des Eingangssignals H(X;) endlich ist.

5.4 Das starke Gesetz der Grofien Zahlen

Wir definieren einen weiteren Grenzwertbegriff.

Definition 5.10. Eine Folge von Zufallsvariablen (X,,) konvergiert fast si-
cher gegen einen Wert a € R, falls das Ereignis

{weQ: lim X, (w) =a}
n—oo
fast sicher eintritt, d.h. W’keit 1 hat. Wir schreiben in diesem Fall:

lim X, = a, fast sicher.
n—oo

Lemma 5.11. Es seien X, (n € N) Zufallsvariablen. Die folgenden Aussa-
gen sind dquivalent:

o (Xp)nen konvergiert fast sicher gegen a
e Fir alle € > 0 treten fast sicher nur endlich viele der Ereignisse

{|Xn —a|l > ¢} (n € N)
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ein, d.h. fir alle e > 0 gilt

lim P( U{1Xm —al >e}) =0.

m>n
Die fast sichere Konvergenz impliziert die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit:

Lemma 5.12. Es sei (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen und a € R.
Es gilt
(Xn)nen konvergiert fast sicher gegen a

= (X,)nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen a.

Die Umkehrung der Aussage des Lemmas stimmt nicht wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel 5.13. Wir betrachten folgendes Zufallsexperiment: Es seien X1, Xo, ...

unabhéingige Bernoulli Zufallsvariablen mit Erfolgswahrscheinlichkeit 1/2
(z.Bsp. Miinzwiirfe). Nun definieren wir induktiv Zeiten (¢, )nen durch die
Vorschriften

e t1 =0 und
o fiir n > 2 ist ¢, die groBte natiirliche Zahl kleiner gleich ¢,,_1 + logs n,

und betrachten die Ereignisse

Ay, ¢ kein Erfolg in den Versuchen ¢, + 1,...,t,41
(dh X;=0flirt,+1<i< tn+1)

Wir bezeichnen mit Z,, die Zufallsvariable Z,(w) = 14, (w) (n € N). Nun
kann man mit Hilfe des Lemmas von Borel-Cantelli zeigen, dass Z,, stocha-
stisch, aber nicht fast sicher, gegen 0 konvergiert.

Satz 5.14. (Starkes Gesetz der grofien Zahlen) Es sei (X, )nen eine Folge
von paarweise unkorrelierten Zufallsvariablen mit identischen Erwartungs-
werten und

sup var(X,,) < oco.
neN

Dann gilt fir X, =13  X; (n€N)

1 n
Jim_ ;X = E(X)), fast sicher.
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Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir Zufallsvariablen X,, (n € N) mit
Erwartungswert 0. Fiir andere Erwartungswerte kann man dann die Aussage
auf X,, = X,, — a (n € N) anwenden und erhilt direkt

ol :
nILH;O - Z X; —a=0 fast sicher,

was dquivalent zur Aussage des Theorems ist.
Wir setzen I = {m? : m € N} und bezeichnen mit 7(n) (n € N) die groBte
Zahl in I kleiner gleich n. Der Beweis basiert auf der Zerlegung
1 & 1
= — X; = X; + — X;.

Es gilt
m(n)

%l < s > X,
1=1

Um zu zeigen, dass X,, gegen 0 konvergiert reicht es zu zeigen, dass fiir

+‘% Zn: Xi|-

i=m(n)+1

beliebiges ¢ > 0 beide Terme fast sicher fiir alle bis auf endlich viele n
kleiner als /2 sind. Damit ist dann auch die Summe fast sicher fiir alle bis
auf endlich viele n € N kleiner als €.

Wir benutzen die Chebychev Ungleichung um die Wahrscheinlichkeiten ab-
zuschétzen. Fiir ein m € I gilt

P 2% 2 22) = 5 Bl D20 = 21 (05 %) (5 %)

=:Am

m n

= 52m2 ZZXZXJ

i=1 j=1

und die paarweise Unkorreliertheit der Zufallsvariablen X,, (n € N) impli-

ziert, dass
4 & 5. _ 4AC
Pl < s 3oy < 42
i=1 <C
Da
4C 1 40 X1
D PARS Y = ) 5 <
€ m € k
mel mel k=1



liefert das Lemma von Borel-Cantelli, dass fast sicher nur endlich viele der
Ereignisse A,, (m € I) eintreten.
Nun betrachten wir den zweiten Term:

1 1 2
Plloy 2 Xlzer)<5B(5 X X))
i=m(n)+1 i=m(n)+1
=By,
Daraus folgt, dass
> 4 =1
;P(Bn) < e—zcnglw(”—ﬁ(”))

0o (m41)2—m?

4

m=1

Die zweite Summe lduft iiber 2m + 2(< 4m) Summanden und jeder der
Summanden ist kleiner gleich (2m + 1)/m*(< 3/m?). Also folgt

- 48 = 1

n=1 m=1
und es treten fast sicher nur endlich viele der Ereignise B,, (n € N) ein. [
Bemerkung 5.15. Durch eine Verfeinerung des Arguments kann man das

starke Gesetz der groflen Zahlen auch unter den Voraussetzungen von Satz
B beweisen.
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6 Markov-Ketten

6.1 Koppelung diskreter Zufallsvariablen

Bisher haben wir hiufig angenommen, dass X1, X5, ... unabhéngige diskre-
te Zufallsvariablen mit gewissen Verteilungen sind. Wir haben mit diesen
Variablen gerechnet, ohne uns zu iiberlegen wie ein geeigneter Wahrschein-
lichkeitsraum, d.h. ein Merkmalraum §2 ein System von messbaren Mengen
F und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P, aussehen miisste (und ob tiber-
haupt ein geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum existiert).

In diesem Abschnitt wollen wir eine Technik vorstellen mit der wir allgemei-
ne (nicht unabhéngige) diskrete Zufallsvariablen X1, X, ..., X,, stochastisch
beschreiben werden.

Zufallsexperiment: Am Anfang des Experiments befinden sich 2 Personen in

einem Raum. Die eine Person ist Anhénger der Partei A die andere nicht.
Wir lassen nun weitere Leute einzeln in den Raum. Jede Person, die den
Raum betritt, sucht sich zufillig eine Person aus und iibernimmt deren
Meinung. Wie kann man nun die zufilligen Meinungen der nacheinander
eintretenden Personen modellieren ?

Um entsprechende Zufallsvariablen einzufithren kann man die sogenannte
Koppelung zwischen den einzelnen Zufallsvariablen betrachten.

Betrachten wir erst beliebige diskrete Zufallsvariablen X1, Xo, ..., X,,. Wir
wissen bereits, dass die W’keit, dass der Vektor (Xi,...,X,) den Wert
(z1,...,oy) annimmt, wie folgt mit bedingten Wahrscheinlichkeiten dar-
gestellt werden kann:

P(X1 :.’Ijl,...,Xn :1'”)
:P(X1 :.’El)P(XQ :$2,...,Xn:$n|X0:£C0)

=P(X)=z1)P(Xo =29| X1 =21) P(X3g = 23| X1 =21, Xo =122) ...
L PXp=apXi =21, 00, Xpm1 = Tp—1)
(4)
Wir bezeichnen die bedingten W'keiten in () mit p; bis p,,, d.h. fiir z; € Qx,
ist
p1(z1) = P(X1 = z1),
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und fiir m > 2 und (z1,...,zm,) € Qx, X -+ X Qx,, setzen wir
pm(xl,. .. ,.Z‘m_l;.%'m) = P(Xm = xm]Xl =T1y.-- 7Xm—1 = .’L'm_l).

Falls wir hierbei auf ein Ereignis mit W’keit 0 bedingen, spielt es keine
Rolle wie wir das entsprechende p,, definieren. Die Funktion p; beschreibt
die Startverteilung und die Funktionen p,, (m = 2,...,n) die Koppelung der
einzelnen Zufallsvariablen X7y, ..., X,,. Analog zu Gleichung (Hl) erhalten wir
firalle m=1,...,nund z1,...,Tmy:

P(Xi=x1,..., X;m = xp) = p1(z1)p2(x1522) . . Do (T15 -+ -+ s T 15 T«

(5)

Frage: Zu welcher Startverteilung und Koppelung (d.h. zu welchen Funk-
tionen p1,...,py) existieren Zufallsvariablen X,..., X, (und ein geeigneter
Wkeitsraum), sodass die Gleichung (H) fiir alle m und alle 1, ..., x,, gilt 7

Angenommen das Ereignis {X; = z1,..., X;n—1 = &1} tritt mit strikt po-
sitiver Wkeit ein, dann definiert (p,(21,...,%m—1;Tm))z,e0y, e€ine Folge
von Wkeitsgewichten. Es gilt also

(i) YV, € Qx,.: pm(T1,. .., Tm—1;Tm) > 0 und

(11) szGQXm pm(xla sy Tm—15 mm) =1

Nun kann man zeigen, dass diese beiden Bedingungen auch hinreichend fiir
die Existenz geeigneter Zufallsvariablen sind:

Satz 6.1. Es bezeichne I die Indexmenge I = {1,...,n} oder I = N. Wei-
terhin seien Q, (m € I) beliebige abzihlbare Mengen und p,, (m € I) eine
Familie von Funktionen

m—1

D HQime—ﬂO,l]
i=1

mit der Eigenschaft, dass Ym € I und V(z1,...,Tm-1) € Q1 X -+ X Q1

Z P (T1y ey Tm—1;Tm) = 1.

Tm€Qm
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Dann existieren Zufallsvariablen X,, (m € I) (auf einem geeigneten Wkeits-
raum), fir die die Gleichung @) fir alle m € I und alle x1,...,z,, gilt.
Insbesondere gilt

PXp=zn|X1=21,..., X1 = Tim—1) = pm(T1, ..., Tine1; Tin)
immer wenn die bedingte W’keit wohldefiniert ist.

Bemerkung 6.2. Das Theorem besagt, dass wir, falls die Startverteilung
und die Koppelungen die Eigenschaften (i) und (ii) erfiillen, ohne weiteres
annehmen kénnen, dass entsprechende Zufallsvariablen existieren, die gerade
diese bedingten W’keiten besitzen.

Wir kommen zuriick zum Zufallsexperiment vom Anfang diese Abschnitts.
Losung: Wir wollen die Meinung der m-ten Person durch eine Zufallsvariable
X, mit Werten in Q,, = {0,1} beschreiben, wobei {X,, = 1} das Ereig-
nis bezeichnet, dass die m-te eintretende Person ein Anhénger der Partei
wird. Wir konnen das Experiment wie folgt beschreiben: Fiir m € N und

ZT1y..o -1 € {0,1} setzen wir
m—1
x4+ 1
Pm(x1, . 13 1) = 231_1714_ = rel. Anzahl der Sympatisanten
m+1
und

Pm(T1y oy Tm—1;0) =1 — pp(x1, ..., Tm—1; 1).

Natiirlich erfiillt p,, alle Voraussetzungen von Satz Bl Also existieren Zu-
fallsvariablen X7, Xo,... die dieses Experiment beschreiben.

6.2 Homogene Markov-Ketten

Problem: (Callcenter) Ein Callcenter ist {iber 3 Leitungen erreichbar. Wir
mochten die Anzahl der belegten Leitungen zu jedem Zeitpunkt n € Ny
durch eine {0, 1,2, 3}-wertige Zufallsvariable modellieren.

In diesem Fall beschreiben die Zufallsvariablen X,, (n € Ny) einen zufilligen
zeitlich ablaufenden Prozess.

Definition 6.3. Es seien
e T eine abzihlbare Indexmenge (meist ' = Ng = {0,1,2,...) (Zeitbe-

reich),
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e S eine weitere abzéhlbare Menge (Zustandsraum),
o X;:Q — S (t eT) Zufallsvariablen (Zustand zum Zeitpunkt t).

Dann nennen wir (Xy)ier einen (diskreten) stochastischen Prozess mit Zu-
standsraum S. Ein endliches oder unendliches Tupel mit Eintrdgen im Zu-
standsraum S nennen wir Pfad.

Im Beispiel des Callcenters ist der Zustandsraum S gerade {0,1,2,3}. Um
die Auslastung mit Zufallsvariablen zu modellieren, miissen wir nun noch
die Verteilung der Anfangsauslastung

po(zo) = P(Xo = o)
und die Koppelungen
pm(an ce 71‘m71;$m) = P(Xm = xm|X1 =T1,. 0, X1 = xmfl)

beschreiben. Haufig hingt der Wert der m-ten Koppelung nicht von dem
kompletten vorhergehenden Pfad (zg, ..., z;,—1) sondern nur vom letzen Zu-
stand x,,—1 ab.

Definition 6.4. Wir nennen einen stochastischen Prozess (X, )nen, €i-
ne Markov-Kette, falls fiir alle endlichen Pfade (xq,...,z,) mit P(X, =
X0y -y Xp—1 = Tp—1) > 0 die Gleichung

P(Xn = xn‘XO = Z0o,--- 7Xn—1 = mn—l) = P(Xn = mn’)(n—l = mn—l)
gilt. Die Verteilung einer Markov-Kette wird also durch
e cinen Zustandsraum S,

e die Startverteilung py : S — [0,1] (die wir im Folgenden mit u be-
zeichnen werden) und

e die Koppelungen p,, : S x S — [0,1], (zp—1,2Zn) — Pn(Tn-1,2n) (n €
N)

beschrieben.

Falls die Koppelung fiir jeden Zeitpunkt n € N durch dieselbe Funktion
p: S xS — [0,1] beschrieben werden kann (die Koppelung also nicht von
der Zeit abhéingt), nennen wir (X, )nen, eine homogene Markov-Kette. Diese
wird beschrieben durch
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e cinen Zustandsraum S,
e die Startverteilung p: S — [0, 1] und
e die Koppelung p: S x S — [0,1], (z,y) — p(z,y).

Wir werden im Folgenden ausschliefilich homogene Markov-Ketten betrach-
ten, wobei wir die Notationen (X, )nen, und p fiir die Markov-Kette und
die Koppelung beibehalten werden. Haufig moéchte man das Verhalten einer
Markov-Kette fiir unterschiedliche Startverteilungen p untersuchen. Hier-
zu bezeichnen wir mit P* ein Wkeitsmafl unter dem der Prozess (X, )nen,
gerade eine homogene Markov-Kette mit Startverteilung p ist. Falls wir in ei-
nem deterministischen Zustand = € S starten (d.h. u(y) = 11, (y) (y € 9)),
schreiben wir auch P*. Analog schreiben wir fiir die entsprechenden Erwar-
tungswerte E* und E*.

Beispiel 6.5. (Servicecenter)

Wir modellieren die Auslastung eines Servicecenters durch eine homogenene
Markov-Kette (X, )nen, mit Zustandsraum S = Ny. Wir wéhlen als Koppe-
lung gerade

0,4 fallsy=x+1
p(r,y) = 40,6 fallsy=x—1lodery=a2=0

0 sonst.

Frage: Wie grof} ist die Wkeit, dass sich zum Zeitpunkt 2 genau 1 Kunde
im Servicecenter befindet, falls das Servicecenter zum Zeitpunkt 0 leer ist

(also p(x) = 1oy () ist) ?
P%(Xy=1)=P%X; =0,X5 =1) = (0) p(0,0) p(0,1) = 0,6 - 0, 4.

In dem Beispiel gibt es nur einen Pfad der Lange 2 von 0 nach 1 entlang dem
die Markov-Kette mit positiver W’keit 1duft. Wir fithren folgende Notation
fiir homogene Markov-Ketten ein.

Definition 6.6. Es bezeichne (xy, ..., z,) einen endlichen Pfad. Wir nennen
(xo,...,xy,) einen guten Pfad von ¢ nach x,, falls fiir allei =1,...,n

p(zi—1,z;) >0

ist.
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Allgemein kann man die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir einen Zeitpunkt
mit Hilfe der folgenden Regel induktiv herleiten:

Satz 6.7. Firn e N undx € S gilt

P(X, =x) =Y P(Xp1=y)pyz).
yeSsS

Definition 6.8. Wir sagen eine Markov-Kette ist im Gleichgewicht, falls
fiir beliebige x € S die Wkeiten P(X,, = x) nicht von der Zeit n € Ny
abhingen.

Satz 6.9. FEine Markov Kette ist genau dann im Gleichgewicht, falls die
Startverteilung p eine Losung der Gleichung

px)=> py)ply,z) (€S8
yes
1st.

Definition 6.10. Eine Abbildung 7 : S — R, die die Gleichgewichtsglei-
chung

m(@)=> 7)py,z) (xeS) (6)

yeS

16st, heilt invariant unter der Koppelung p. Falls (7(x)),cs zusétzlich eine
Folge von W’keitsgewichten ist, nennen wir 7 eine invariante Verteilung der
Markov-Kette.

Beispiel 6.11. (Invariante Verteilung: Servicecenter)
Angenommen (7(s))sen, 16st die Gleichung (@) fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeiten p wie in Beispiel Dann liefert die Gleichung () fiir x =0

7(0) = 2(n(1) +7(0))
sodass 5
(1) = §7r(0).

Nun betrachten wir die Gleichgewichtsgleichung fiir x = 1:

21(0) = =(1) = gﬂ(Z) + %ﬂ(O)
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Damit folgt

4
2) = —7(0).
7(2) = 57(0)
Man kann nun analog 7(3), 7(4), ... berechnen. Wenn man sich die entspre-

chenden Werte betrachtet, kommt man schnell zu der Vermutung, dass fiir
alle n € Ny

gilt. Die Gleichung ldsst sich leicht mittel vollsténdiger Induktion fiir alle n €
Ny beweisen. Damit (7(n)),en, eine Folge von Wahrscehinlichkeitsgewichten
definiert muss noch zusétzlich gelten, dass

1= n(n) = 7(0) Z(g)” — 37(0)

n=1 n=0
also m(0) = 1/3 ist.

Frage: Angenommen wir starten die Markov-Kette deterministisch in einem

Zustand xy € S und warten eine lange Zeit. Wie verhélt sich die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit P%°(X,, = z) fiir einen Zustand x fiir grofie n 7 Hat
der Startwert einen Einfluss auf diese W'keit ?

Zur Beantwortung der Frage bendtigen wir noch zwei weitere Definitionen.
Definition 6.12. Wir nennen eine Markov-Kette

o irreduzibel, falls es fiir alle Zusténde x und y einen guten Pfad von x
nach y gibt.

e aperiodisch, falls der grofite gemeinsame Teiler der Menge
J ={n € N: 3 einen guten Pfad (zo,...,z,) der Linge n mit o = z,}
gleich 1 ist.
Satz 6.13. Es sei
o (X,)nen eine homogene irreduzible aperiodische Markov-Kette und

o (m(z))zes eine invariante Verteilung.
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Dann gilt fiir eine beliebige Startverteilung p (oder auch einen beliebigen

deterministischen Startwert xy € S)

lim P(X, =z) =n(z) (x €9).

n—oo
Insbesondere existiert maximal eine invariante Verteilung.
Bemerkung 6.14. Der Satz setzt voraus, dass zumindest eine invariante

Verteilung existiert. Es kann aber durchaus passieren, dass die Markov-Kette
keine invariante Verteilung besitzt. In diesem Fall gilt

lim P(X, =2)=0 (z€5).

n—o0

Beispiel 6.15. Fiir das Beispiel des Servicecenters besagt der Satz, dass
unabhéngig davon wie wir das System starten (wie wir p wéhlen), die Glei-
chung

lim P(X, =k) == (g)’“ (k € No)

gilt.
6.3 Markov-Ketten mit endlichem Zustandsraum

Wir betrachten nun eine allgemeine homogene Markov-Kette (X, )nen, mit
endlichem Zustandsraum S = {s1,..., sy, }. Es bezeichne wieder

e 1 die Startverteilung und
e p:S xS —]0,1] die Koppelung

von (X )nen,-
Um mit der Markov-Kette besser rechnen zu kénnen fithren wir die folgende
Vektor-Matrix-Schreibweise ein.

Notation 6.16. Wir assoziieren eine beliebige Abbildung 7 : § — R mit
dem Vektor

7= (m(s1)y.-,7(Sm)).

Weiterhin setzen wir

pij i=p(si,s;)  (,5=1,...,m)
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und bezeichnen mit P die m x m-Matrix (Ubergangsmatriz) mit Eintrigen
pij, d.h.
P11 .-+ Plm
P = (pij)ijeqr,.my=| :
Pmi .-+ Pmm
Nun ist die Vektorschreibweise fiir die Wahrscheinlichkeitsgewichte von X,

gerade
P = (P(Xp =51),..., P(Xn = 5m)).

Mit Hilfe der neuen Notationen konnen wir die rekursive Formel aus Theo-
rem mittels einer Matrixmultiplikation darstellen:

Satz 6.17. FEs gilt firn € N
p = p-Lp,
Die Gleichung impliziert direkt, dass
p™ = iP",
und fir einen deterministischen Startwert s; erhdlt man
P(X, = 5;) = (P")s.

Satz 6.18. FEs sei w : S — R. Dann ist m genau dann invariant unter p,
falls 7 die Gleichung

TP =7 (7)
lost. Die Gleichung ([4) ist dquivalent zu
(P —-1,) =0,
wobei 1, die m-dimensionale Einheitsmatriz bezeichnet.

Im Fall eines unendlichen Zustandsraums ist es moglich, dass keine invari-
ante Verteilung existiert. Hingegen gilt fiir Markov-Ketten mit endlichem
Zustandsraum:

Satz 6.19. Eine Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum besitzt mindestens eine

tmvariante Verteilung.
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Bemerkung 6.20. Zur Berechnung der invarianten Verteilung kann man
wie folgt vorgehen:

(i) Zuerst berechnet man den Kern von (P —1I,,)*. Ein Vektor 7 ist genau
dann invariant unter der Koppelung p, falls 7* im Kern von (P —1,,)*
liegt.

(ii) Berechnung eines invarianten Vektors 7 mit

m
m=1 ud 7>0 (i=1,..,m).
=1

Man kann iiberpriifen, dass die Markov-Kette sehr schnell gegen die invari-
ante Verteilung konvergiert und somit sehr schnell den Startwert “vergisst”.
Eine Schlussfolgerung aus dieser Eigenschaft ist das folgende Theorem:

Satz 6.21. Es bezeichne (X,)nen, €ine homogene, irreduzible, aperiodi-
sche Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum und invarianter Verteilung
(m(x))zes. Fir eine beliebige Funktion f : S — R und eine beliebige Start-
verteilung p gilt

n—1
lim 1 Z f(X;) =E"(f(Xo)) = Zﬂ(x)f(m) fast sicher.
1=0

nmee Ry s
X

6.4 Reversible Markov-Ketten

FEine besondere Klasse von Markov-Ketten stellen die reversiblen Markov-
Ketten dar. Wir werden sie im Folgenden einfiihren, wobei wir weiterhin
annehmen, dass der Zustandsraum S = {sy,..., s, } endlich ist.

Es bezeichne (C; ;); e (1,..,m) eine symmetrische Matrix mit nicht-negativen
Eintrdgen. Nun betrachten wir eine Markov-Kette (X}, )nen, mit Ubergangs-
matrix P = (p; ;)i jef1,..,m} gegeben durch

Cij o
Dij = — (1,7 €{1,...,m}),
J Cj

wobei Cz = Z;nzl C’i,j-
Fiir diese Markov-Kette lésst sich leicht eine invariante Verteilung angeben.
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Satz 6.22. Die Gewichte
C.

W(Si):m (t=1,...,m)

definieren eine invariante Verteilung fiir die Markov-Kette.

Eine Markov-Kette, die wie oben definiert wurde, heifit reversible Markov-
Kette. Sie verdankt diesen Namen der folgenden Eigenschaft.

Satz 6.23. Fiir eine invariante Verteilung m (es kann durchaus eine an-
dere als die im letzten Theorem hergeleitete sein), gilt fir alle n € N und
To,...,Tn €S

PW(XO :SC(),...,Xn ::En) :PW(XO :SCn,...,Xn :.’Eo).

Dies bedeutet, dass wir die Zufallsvektoren (Xo,...,X,) und (X,,...,Xo)
statistisch nicht unterscheiden konnen.

6.5 Austrittszeiten

Wir betrachten weiterhin eine allgemeine homogene Markov-Kette mit end-
lichem Zustandsraum S = {si,...,s,,} und starten die Markov-Kette de-
terministisch in dem Zustand x = s;.

Fragestellung: Was ist die erwartete Wartezeit bis der erste Zustandin A C S
eintritt 7 Alternativ kann man auch fragen wie héufig ein Zustand y = s; €
A€ im Mittel besucht wird, bevor ein Zustand in A eintritt.

Modellierung: Wir bezeichnen mit 7' die zufillige Zeit zu der die Markov-
Kette, das erste Mal einen Wert in A annimmt, d.h.

T =min{n € Ny : X,, € A}.
Weiterhin betrachten wir die Zufallsvariable IV, die die Héufigkeit der Be-

suche in y vor der Zeit T z&hlt:

T-1
Ny = Z Lix,=y}-

n=0

Losung des Problems: Um das Problem zu 16sen betrachten wir einen leicht

modifizierten Prozess (X,,). Der Prozess (X,) folgt (X,) bis zur zufilligen
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Zeit T und bleibt dann auf dem ersten Zustand in A stehen:

- X, fallsn<T
X, =
Xr fallsn>T.

Der so erhaltene Prozess ist wieder eine Markov-Kette. Die entsprechende
Koppelung ist gerade gegeben durch:

. p(z1,22) falls 21 € A
P21, 22) =
1{21:22} falls z1 € A.
Gesucht: E*(N,) !
Es gilt

T-1 00 00
E*(Ny) = Ex(z 1{Xn=y}) = Ex(z 1{Xn:y}) - Z P Xy =y).
n=0 n=0 n=0

Wir wissen, dass
PY (X, =y) = P");;.
Also erhalten wir E*(N,) indem wir

[e.9]

> (P

n=0

berechnen. Wir nehmen nun an, dass die Menge A gerade durch A =
{Sk+1,---,Sm} gegeben ist. (Moglicherweise miissen wir hierzu die Zusténde
neu durchnummerieren.) Dann ist

P11 - PLE P1(k+1) -+ Pim

P= DPkx -+ Pkk Pk(k+1) -+ Phkm | _ P Q
0o ... 0 1 0 0 I,—x
0o ... 0 0 1

Multiplikation von P mit sich selbst liefert nun
P2 — P? PQ+Q '
0 Lk
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Allgemein erhéalt man

Pn o PTL *
B 0 Hmfk ’

wobei an der Stelle *x eine fiir uns uninteressante Matrix steht. Es gilt also
(P")ij = (P")i;

Wenn wir annehmen, dass von jedem Startpunkt ein guter Pfad nach A
existiert, konvergiert die Reihe

ZP"— (I, — P)~".

Insbesondere gilt
E*(Ny) = (I, — P); .

Wir fassen unsere Ergebnisse im folgenden Theorem zusammen.

Satz 6.24. Es seien A = {sp41,...,5m} und © = s; und y = s; zwei

Zustinde in A°. Angenommen es existiert von jedem Zustand in A€ ein

guter Pfad nach A. Dann gilt fiir die Anzahl der Besuche N, von y vor dem
Erreichen von A:

1

EI(N ) (]Ik_P)zja

wobei

P = (prm)ime(1,... k)

Aus dem Satz kénnen wir nun die Antwort auf die urspriingliche Fragestel-
lung ableiten. Wir behalten die obigen Notationen bei.

Korollar 6.25. Fir eine in x = s; € A° gestartete Markov-Kette gilt

k k
— ZEHC( S] Z I, —
j=1 J=1

Beweis. Es gilt

T= Z L) = 35 g = ZNSJ’

n=0 j=1
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wobei wir im letzten Schritt die Summationsreihenfolge vertauscht haben.
Nun folgt das Resultat direkt mit Hilfe von Satz O

Frage: Wie grof} ist die Wkeit P*(Xp = y) fiir zwei Elemente y € A und
T € AT

Satz 6.26. Firx=s;€{l,...,s,} =A% undy =s; € A gilt

k
XT—y :Z ”pl,j-
=1

Beweis. Man erhalt direkt:

Xr =) pr =n,X,=y)=) P"(X,1 €A X,=y)
n=1

o k 5

S P = =)
n=1[=1
k oo B k

=N N P Xpi=s)py =Y (I-P)lpy
I=1 n=1 =1
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7 Allgemeine Zufallsvariablen

Experiment: Wir lassen eine Stecknadel auf eine flache Oberfléche fallen
und bezeichnen mit X den zufilligen Winkel zwischen der Nadel und der
Nord-Siid Richtung. Dieser Winkel ist ein zufélliger Wert zwischen 0 und
2w ohne Priferenz fiir bestimmte Werte. Zur Modellierung benétigen wir
eine Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 27). Da das Intervall [0, 27) nicht
abzéhlbar ist, ldsst sich das Experiment nicht mit einer diskreten Zufallsva-
riable modellieren.

Problem: Wir benétigen ein Konzept um allgemeine reelle Zufallsgrofien zu

modellieren.

Eine reelle Zufallsvariable soll wieder als Abbildung
X:Q—R

modelliert werden. Weiterhin behalten wir die Mengenschreibweisen {X €
A}, {X <z} und {X =z} bei

Achtung: Beim Rechnen mit allgemeinen Zufallsvariablen ist es typischer-
weise nicht moglich jeder Menge A C R eine Wahrscheinlichkeit P(X € A)
zuzuordnen, da nicht alle Mengen {X € A} Ereignisse sind.

Wir miissen uns auf eine kleinere Familie von messbaren Mengen beschrénken
und eine weitere technische Forderung an die Abbildung X stellen.

Definition 7.1. (i) Wir bezeichnen mit B C B(R) die kleinste o-Algebra
(siche Definition [[F), die alle Mengen (—o0,t] (t € R) enthélt.

(ii) Wir nennen eine Abbildung X : Q@ — R reelle Zufallsvariable, falls
die Menge {X € A} fiir alle A € B ein Ereignis ist, d.h. falls fiir jede
Menge A € B die W’keit P(X € A) wohldefiniert ist.

Alle von uns aus natiirlichen Fragestellungen abgeleiteten Zufallsvariablen
kénnen in diesem Sinne als Zufallsvariablen iiber einem geeigneten (fiir uns
uninteressanten) W’keitsraum modelliert werden. Die Einschrankung, dass
nun nicht mehr allen Mengen A C R eine W’keit zugeordnet werden kann,
bedeutet fiir uns keine Einschrdnkung, da die Familie B sehr reichhaltig ist:
Die Familie B enthélt z. Bsp.

e alle Intervalle,
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e alle offenen Mengen,
e alle abgeschlossenen Mengen und auch

e alle Mengen, die sich mithilfe abzédhlbar vieler mengentheoretischer
Verkniipfungen konstruieren lassen.

Fiir all diese Mengen sind die Wahrscheinlichkeiten P(X € A) wohldefiniert.

Wir haben in Definition [l Anforderungen an eine Modellierung eines reel-
len zufilligen Werts gestellt. Um den Ausgang eines Zufallsexperiments nun
durch eine reelle Zufallsvariable beschreiben zu kénnen, benéttigen wir Kri-
terien, die die Existenz geeigneter Zufallsvariablen sicherstellen. Weiterhin
miissen wir kldren wie wir die Statistik (also die Verteilung) einer Zufallsva-
riable eindeutig beschreiben kénnen. Wir gehen hierzu wie folgt vor: Zuerst
werden Eigenschaften von reellen Zufallsvariablen hergeleitet. Danach ge-
ben wir Voraussetzungen an, die die Existenz geeigneter Zufallsvariablen
sicherstellen.

Definition 7.2. Die Funktion
F(t) :== Fx(t) .= P(X <) (teR)

heifit Verteilungsfunktion der (reellen) Zufallsvariable X . Aus der Definition
folgt direkt, dass

P(X € (s,t]) = F(t) — F(s)  (t>s).

Wir nennen zwei Zufallsvariablen X und Y identisch verteilt, falls sie die
gleiche Verteilungsfunktion besitzen.

Fiir die uns bereits bekannten diskreten Zufallsvariablen kann man die Ver-
teilungsfunktion mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsgewichte darstellen:

Lemma 7.3. Fiir eine reelle diskrete Zufallsvariable X gilt

Fx(t)=P(X<t)= Y fx(@) (teR)

rEQx:
<t
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Beispiel 7.4. Sei X eine Bernoulli Zufallsvariable mit Erfolgswahrschein-

lichkeit p € [0, 1]. Dann ist

0 falls t < 0,
Fx(t)=<1—p fallstel0,1),
1 falls t > 1.

Alle Verteilungsfunktionen besitzen die folgenden Eigenschaften:
Lemma 7.5. (i) F:R — R ist monoton wachsend,
(1) limy—,_ oo F(t) = 0 und lim;_,o F(t) =1,

(iit) F ist rechisseitig stetig, d.h. Vt € R : lim. o F(t +¢) — F(t)

=0.

Das Lemma fasst 3 Eigenschaften von Verteilungsfunktionen zusammen. An-

dererseit kann man zeigen, dass diese drei Eigenschaften die Existenz einer

Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F' sicherstellen:

Satz 7.6. Es sei F' eine Funktion die den Eigenschaften (i), (ii) und (iii) aus
Lemma[T3 geniigt. Dann existiert eine Zufallsvariable X (und ein geeigneter

Wkeitsraum), sodass F' gerade die Verteilungsfunktion von X ist.

7.1 Stetige Zufallsvariablen

Eine wichtige Klasse von reellen Zufallsvariablen bilden die stetigen Zufalls-

variablen.

Definition 7.7. Wir nennen X eine reelle stetige Zufallsvariable, falls es

eine nicht-negative Riemann integrierbare Funktion f = fx gibt,

Fx= [ s@a

Dann ist )
P(X € (a,b]) :/ f(z)dx.

Wir nennen f (Wahrscheinlichkeits-)Dichte von X.
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Bemerkung 7.8. Es sei X eine stetige Zufallsvariable. Wir wollen fiir ein
b € R die Wkeit P(X = b) berechnen. Da {b} = (7, (b — +,b] ist, liefert
Satz [, dass

P(X =b) = P(X b——,b):l' dz = 0.
(X=b)=P(Xeb-—b)=lim [ fa)de=0

n—oo Jp_ 1
n=1 n

Also ist die W’keit, dass eine stetige Zufallsvariable X einen bestimmten
vorgegebene Wert b annimmt, gleich 0.

Konstruktion stetiger Zufallsvariablen

Damit wir fiir eine gegebene nicht-negative Riemann-integrierbare Funktion
f:R —[0,00) eine Zufallsvariable X mit Dichte f betrachten kénnen, muss
wegen Satz die Funktion

F(t) = /_ ; f(z) da

die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) aus Lemma erfiillen. Eigenschaften
(i) und (iii) und der erste Teil von (ii) sind trivialerweise erfiillt. Also muss
man nur noch iiberpriifen, ob

/Zf(ac)d:czl.

Wichtige stetige Zufallsvariablen

Gleichverteilte Zufallsvariable auf dem Intervall [a,b] (a < b)
Eine stetige Zufallsvariable X mit Dichte
1
fx(z) = b g Lol ()  (z€R).

heifit gleichverteilte Zufallsvariable auf [a, b]. Sie besitzt die Verteilungsfunk-
tion
0 falls t < a,

Fx(t)={ &2 falls t € [a,b],
1 falls ¢t > b.

S|

Experiment: Eine gleichverteilte Zufallsvariable auf [0,27] kann zum Bei-
spiel zur Modellierung des Stecknadelexperiments vom Anfang des Kapitels
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verwendet werden.

Exponentialverteilung zum Parameter )\ > 0

Eine Zufallsvariable X mit Dichte

e fallsz >0

z) = X M 1000 (2) =
fxte) ©02)(%) {o falls 2 < 0

heifit exponentialverteilte Zufallsvariable zum Parameter A. Thre Verteilungs-
funktion ist

t
Fx(t) = 1.0 (%) / A dz = 10 ooy () (1 — M)
0

_{1—eﬂt falls £ > 0

0 sonst.

Fiir eine exponentialverteilte Zufallsvariable X gilt fiir t > s > 0 und @ > 0
P(X €[s,t]) =P(X € [a+s,a+t]|X > a).

Wir sagen die Exponentialverteilung ist geddchnislos. Umgekehrt ist jede
gedéchnislose Zufallsvariable mit Werten in [0, c0) exponentialverteilt.

Experiment: Angenommen die Wkeit, dass ein elektrisches Bauteil in einem
zukiinftigen Zeitintervall kaputt geht, hdngt nicht von der bisherigen Lebens-
dauer ab. In diesem Fall ist die zufillige Zeit an der das Bauteil zerstort
wird, eponentialverteilt. In der Informatik werden h&ufig die Zeitinterval-
le zwischen aufeinanderfolgenden Ereignissen (zum Beispiel die Zeitspanne
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Anfragen an einen Server) exponential-
verteilt gewéhlt.

Normalverteilung N (a,o?)

Die Normalverteilung wird durch zwei Parameter beschrieben: den Erwar-
tungswert a und die Varianz o? > 0. (Wir werden die Begriffe Erwartungs-
wert und Varianz spéter noch fiir Zufallsvariablen mit Dichte einfiihren.)
FEine Zufallsvariable X mit Dichte

1
fx(x) = \/W ei(xia)Q/(QUQ) (m c R)
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heifit normalverteilte Zufallsvariable mit Parametern a und o®. Wenn a = 0
und o2 = 1 sind, nennen wir die Zufallsvariable X standardnormalverteilte
Zufallsvariable. Die Dichte der Normalverteilung wird haufig auch Gauf’sche
Glockenkurve genannt. Sie war auf dem 10 DM-Schein abgebildet. Die Ver-
teilungsfunktion einer normalverteilten Zufallsvariable kann nicht explizit
angegeben werden. Stattdessen gibt es Tabellen in denen man die W’keiten
aufgelistet findet. Weiterhin kénnen die meisten Mathematikprogramme die
Werte der Verteilungsfunktion berechnen. Normalverteilte Zufallsvariablen
besitzen die folgende Eigenschaft:

Lemma 7.9. Sei X eine N (u,o0?)-verteilte Zufallsvariable. Dann ist fiir
a € R\{0} und g € R die Zufallsvariable

aX + 0
gerade N (ap + B, (ao)?)-verteilt.

Das Lemma besagt insbesondere, dass sich mithilfe einer standardnormal-
verteilten Zufallsvariable X eine N (u,o?)-verteilte Zufallsvariable generie-
ren lésst. In der Tat ist

oX + 1

wegen des Lemmas N (i, 02)-verteilt.

Experiment: Eine Maschine stellt Metallstifte her. Die Stifte haben im Mit-
tel eine Lénge von 10cm und eine Standardabweichung von 0, lcm. Wenn
man annimmt, dass die Abweichung von den 10cm durch mehrere kleine
sich nicht beeinflussende Effekte verursacht wird, ist eine normalverteilte
Zufallsvariable gut zum Modellieren der Stiftlinge geeignet.

Achtung: Jede normalverteilte Zufallsvariable nimmt mit positiver Wkeit
negative Werte an. Die Wkeit fiir einen negativen Wert ist aber in unserem
Beispiel so gering, dass unsere Modellierung dennoch sinnvolle Ergebnisse
liefert.

7.2 Quantile und die Erzeugung von Zufallsvariablen mit
dem Computer

Haufig bieten Programmiersprachen oder Mathematikprogramme die Mo6glich-
keit gleichverteilte (Pseudo-)Zufallsvariablen auf dem Intervall (0,1) zu ge-
nerieren. Mit deren Hilfe lassen sich auch andere Zufallsvariablen generieren.
Dazu fithren wir den Begriff des Quantils ein:
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Abbildung 1: Dichte und Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

Definition 7.10. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'. Ein
Wert ¢ € R mit

F(t)>aund F(t—¢) < « Ve >0 (8)
heift a-Quantil der Verteilung von X (oder der Verteilungsfunktion F).

Bemerkung 7.11. Falls die Verteilungsfunktion F' stetig ist, ist die Bedin-
gung (8) dquivalent zur Bedingung

F(t) =a.

Wenn die Funktion weiterhin injektiv ist, folgt, dass das a-Quantil ¢ gerade
gleich F~!(q) ist. Fiir allgemeine Verteilungsfunktionen liefert

F~(a) =inf{t e R: F(t) > a}. 9)
ein a-Quantil von F'. In der Tat gilt fiir ¢ = F* ()
e F(t) > a, da F rechtsseitig stetig ist und
o F(t—e) < a, dat der kleinste Wert mit F(t) > a.

Satz 7.12. Sei U eine auf dem Intervall (0,1) gleichverteilte ZV und sei F
eine beliebige Funktion, die die Eigenschaften (i),(ii) und (i) erfillt. Dann
besitzt die Zufallsvariable

X :=F(U)

die Verteilungsfunktion F.

Beweis. Ubungsaufgabe O
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7.3 Der Erwartungswert

Mit Hilfe der Verteilungsfunktion kénnen wir allgemeinen reellen Zufallsva-
riablen einen Erwartungswert zuordnen:

Definition 7.13. Fiir eine Zufallsvariable X definieren wir
E(X)= / (1 —Fx(t))dt —/ Fx(—t)dt (10)
0 0

und nennen FE(X) Erwartungswert der Zufallsvariable X.

Achtung: Es kann passieren, dass beide Integrale gleich co sind. In diesem
Fall konnen wir X keinen Erwartungswert zuordnen.

Wir nennen die Zufallsvariable X integrierbar, falls beide Integrale einen
endlichen Wert liefern.

Fiir diskrete Zufallsvariablen X entspricht diese Definition gerade dem Er-
wartungswert, den wir in Abschnitt B kennengelernt haben.
Wir kénnen mit dem allgemeinen Erwartungswert genauso rechnen, wie wir

es bereits gewohnt sind:

Satz 7.14. Es seien X und Y Zufallsvariablen, fiir die jeweils der zweite
Term in (1) endlich ist.

(i) Der Erwartungswert der Summe X +Y ist wohldefiniert und es gilt

B(X +Y) = BE(X) + E(Y).

(i1) FiraeR gilt
aE(X)=FE(aX),

wobei wir hier die Konvention 000 =0 annehmen.

(11i) Falls X eine positive Zufallsvariable ist, gilt

BE(X) > 0.

(iv) Fir die konstante Zufallsvariable 1 = 1q gilt

E(1) =1.
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Beweis. Der Beweis von Eigenschaft (i) ist nicht ganz einfach. Deshalb
begniigen wir uns mit einem Beweis der restlichen drei Eigenschaften.

(ii): Wir zeigen die Eigenschaft nur fiir den Fall a > 0. Die Zufallsvariable
aX besitzt die Verteilungsfunktion

P(aX <1t) = P(X < t/a) = Fx(t/a),
sodass eine Substitiution
BlaX) = /000(1 _ Py (t/a))di — /OOO Fy(—t/a) dt
_ /OOO a(1— Fy(s)) di — /Ooo aFx(—s)dt = aB(X)

liefert.
(iii): Falls X nur positive Werte annimmt, gilt fiir ¢ < 0

Fx(—t)=P(X <t)=0

und es folgt
B(X) = / (1— Fx(t)dt > 0.
0

(iv): Die Zufallsvariable, die konstant 1 ist, besitzt als Verteilungsfunktion

F1(t) = 1} o). Dies impliziert

E(1) = /000(1 — Fy(t))dt = 1.

O

Wir werden nun die Erwartungswerte der im vorhergehenden Kapitel ein-
gefiihrten stetigen Verteilungen berechnen. Hierzu ist die folgende einfachere
Darstellung des Erwartungswerts fiir stetige Zufallsvariablen niitzlich.

Satz 7.15. Es sei X eine Zufallsvariable mit Dichte f. Es gilt

Insbesondere ist der Erwartungswert genau dann wohldefiniert, falls wir dem
Integral einen eindeutigen Wert zuordnen kinnen.
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Beweis. Ubungsaufgabe O

Gleichverteilung auf [a, ]

Fiir eine auf [a, b] gleichverteilte ZV X gilt

b1 1 1
E(X):/a b_a:cd:c:m(b2—a2):§(b+a).

Exponentialverteilung

Fiir eine exponentialverteilte Zufallsvariable X zum Parameter A gilt:

E(X) :/ z e M de
0
1

—A\x]00 oo_x 1_moo
:[—xek]o —|—/0 e’\dm:[—xe)‘]o =5

Normalverteilung

Es bezeichne X eine N(a,o?)-verteilte Zufallsvariable. Eine Substitution
y = x — a liefert

E(X) = /00 #xef(x*a)g/@”g)d:c

00 V2702
_ [T —v%/(20%) 4
= | o (y +a)e y.

Da y — 2;2 e~y*/(20%) dy die Dichte einer Normalverteilung ist, folgt, dass
das Integral iiber diesen Term gleich 1 ist. Also ist

E(X) = a+/ #ye*?ﬂ/@‘ﬁ) dy

—oo V2mo?

ungerade Funktion

Da die Funktion im Integral ungerade (d.h. g(—z) = —g(z)) ist und wir
das Integral iiber ein symmetrisches Intervall auswerten, ist dieses Integral
gleich 0. Es folgt

E(X)=a.

7.4 Von diskreten zu allgemeinen Zufallsvariablen

Die Begriffe Varianz, Kovarianz, und das Moment einer Zufallsvariable sind
iiber Erwartungswerte definiert. D.h. man kann diese Begriffe genau wie
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wir es fiir diskrete Zufallsvariablen getan haben, auch fiir allgemeine Zu-
fallsvariablen verwenden. Weiterhin kann man den intuitiven Begriff der
Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen formal wie folgt definieren:

Definition 7.16. Es bezeichne I eine Indexmenge. Die reellen Zufallsvaria-
blen X; (i € I) heiflen unabhéngig, falls fiir alle endlichen Teilmengen J C I
und alle Mengen A; € B (j € J)

P(N{x; € A}) = [] P(x; € 4))

jedJ jeJ
gilt.

Fiir diskrete Zufallsvariablen mit endlichen zweiten Momenten impliziert die
Unabhéngigkeit die Unkorreliertheit. Dies gilt analog fiir allgemeine Zufalls-
variablen:

Satz 7.17. Es seien X, Y unabhdngige Zufallsvariablen mit endlichen 2-ten
Momenten. Dann gilt:

X, Y unabhingig — X,Y unkorreliert.

D.h. die wichtigsten Rechenregeln, die wir in den Kapiteln @l und [ genutzt
haben gelten auch fiir allgemeine Zufallsvariablen. Entsprechend sind auch
die meisten Schlussfolgerungen aus diesen Kapiteln fiir allgemeine Zufalls-
variablen giiltig. Um nachvollziehbar zu machen welche der vorhergehenden
Aussagen auch fiir allgemeine Zufallsvariablen gelten, wurde folgende Kon-
vention beachtet:

Wenn in einer Aussage bzw. einer Definition nicht explizit gefordert ist,
dass die Zufallsvariablen diskret sind, gilt diese Aussage analog fiir
allgemeine Zufallsvariablen!

Insbesondere gilt das Gesetze der grofien Zahlen auch fiir allgemeine Zufall-
variablen.

Wir berrechnen im Rest dieses Kapitels noch die Varianzen der uns bekann-
ten stetigen Zufallsvariablen. Hierzu bendétigen wir die folgende Formel:

Satz 7.18. Es sei ¢ : R — R eine Funktion und X eine stetige Zufallsva-
riable. Falls Z := o(X) eine Zufallsvariable ist, gilt

[e.o]

E(p(X)) = / () fx () do.

—0o0
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Insbesondere ist der Erwartungswert wohldefiniert, wenn eins der Integrale

/ max(¢(x),0) fx (z) d d/ min(p(x),0) fx (x) da

endlich ist.

Gleichverteilung auf [a, D]
Fiir eine auf [a, b] gleichverteilte ZV X gilt

b 2
var(X):E((X—E(X))Q):/ b_a(:c— 5 )" dx

und die Substitution z = x — “T*'b liefert

b—a
dz = z — — (b—a)?
/anz 2= a3 ) =gt -a)

Exponentialverteilung

var(X) = 7
—a

Fiir eine exponentialverteilte Zufallsvariable X zum Parameter A gilt
o0
E(X?) = / 22 Xe M dx
0

— [—xQe*)‘x}oo + /00 22 ¢ M dx
0
0

=2E(X)
und es folgt
2 1 1
var(X) = B(X?) — (B(X))* = 55 — 37 = 33

Normalverteilung

Wir berechnen die Varianz einer standardnormalverteilten Zufallsvariable
X. Partielle Integration liefert:

%) = /OO —LQ 207%/2 gy

B(X
T

g

=0

var(X) =
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8 Eine kleine Einfiihrung in die Statistik

8.1 Die besondere Rolle der Normalverteilung

Die Relevanz der Normalverteilung in der Statistik beruht auf dem folgenden
Satz.

Satz 8.1. (Zentraler Grenzwertsatz) Es sei (X,)nen eine Folge von un-
abhingig, identisch verteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert a € R
und endlicher Varianz o® > 0. Wir betrachten

1 - Xi—a
S"_%ZZI pu (HGN)

Es gilt

b
lim sup ‘P(Sn € [a,b]) — / e /2 dz| = 0,

=X _xo<a<b<oo

V2r

=3(b)—®(a)

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Wir betrachten das folgende Problem zur Veranschaulichung des Zentralen
Grenzwertsatzes.

Problem: Eine Maschine stellt 100 Metallstéibe her. Die Lénge der einzelnen
Stéabe wird als eine Folge unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen
X1, ... X100 modelliert. Angenommen wir kennen die Standardabweichung
o = y/var(Xy), aber nicht den Erwartungswert a := F(X) der einzelnen
ZV’en. Wie kann man aufgrund der Beobachtung von X1, ..., X190 Aussagen
tiber den Parameter a treffen?

Antwort: Wir haben bereits gesehen, dass der Mittelwert

100
> 1

X100 == ——= X;
100 *= 700 2 i

typischerweise nahe an dem Erwartungswert a liegt. Um nun die Abweichung
dieses Wertes von a zu kontrollieren nutzen wir, dass nach dem Grenzwert-

satz
100
1 X, —a 1 — 10 -
Si00 1= § & = ——(100 X100 — 100a) = — (X100 — 11
100 v100 .= ¢ 100( 100 @) 0'( 100 —a) (1)

69



dhnlich wie eine standardnormalverteilte Zufallsvariable verteilt ist. Aus Be-
rechnung ([[1l) folgt

Tg 5o
105100 100 — @

und
_ o 10 10
P(1 X100 — al < ) = P12 Sy00| < :P(—— < <—).
(| X100 —a| <¢) (|105100| <e¢) €< S100 < €

Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes gilt also

. 10 10 10
P(| X100 —a| <¢) = @(;5) - @(—?5) = 2@(73) - 1.

Dies liefert zum Beispiel fiir c = 1 und € = 0.2:
P(| X100 — a] <0.2) ~ 20(2) — 1 = 0.9545...

Der Wert X9 liegt also mit groBer Wkeit nahe bei dem wahren Parameter

a.

8.2 Die Grundidee der Statistik

Die Statistik befasst sich mit der Entwicklung von Methoden, die es erlau-
ben mithilfe von zufallsgesteuerten Beobachtungen, die zugrundeliegenden
stochastischen GesetzmaifBigkeiten zu erkunden. Wir gehen hierbei davon
aus, dass X1, Xs,... unabhéngige Zufallsvariablen mit identischer Vertei-
lung sind. Nun wollen wir mithilfe der Beobachtung der Zufallsvariablen
X1,..., X, Aussagen iiber die zugrundeliegende Verteilung treffen. Wir ha-
ben bereits in Abschnitt ein statistisches Problem behandelt (die Ap-
proximation des unbekannten Erwartungswerts a).

Um allgemeine statistische Probleme zu behandeln, legt man im ersten
Schritt das sogenannte statistische Modell fest. Dies beschreibt aus welcher
Klasse von Verteilungen die wahre (dem Beobachter unbekannte) Verteilung
von X; (und den anderen ZV’en) stammt. Diese Klasse besteht im vorher-
gehenden Beispiel gerade aus allen Verteilungen mit vorgegebener Varianz
o2. Im vorhergehenden Beispiel haben wir den wahren Erwartungswert a
durch die Zufallsvariable Xio9 approximiert. Die Zufallsvariable Xgy wird
Schitzer des wahren Parameters a genannt.
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Konfidenzintervalle

Im Beispiel von Kapitel Bl haben wir berechnet, dass fiir ¢ = 1 unabhéngig
von dem wahren Parameter a

P([X100 — 0.2, X100 + 0.2] 3 a) ~ 0.9545 > 1 —0.05
—.C =:x

gilt. D.h. der wahre Parameter a liegt mit grofler W’keit in dem zufélligen
Intervall C'. Wir nennen C' ein approximatives Konfidenzintervall fiir den
Parameter a zum Konfidenzniveau o = 0.05.

Allgemein nennt man ein zufilliges Intervall C = C'(X1, ..., X,,) Konfidenz-
intervall fiir den wahren Parameter ¢ zum Konfidenzniveau «, falls fiir alle
im statistischen Modell enthaltenen zugrundeliegenden Verteilungen

PC3v¥)>1-a

gilt.

Testen von Hypothesen

Nun wollen wir mithilfe eines statistischen Tests entscheiden, ob in dem
statistischen Beispielmodell von Kapitel der wahre Parameter a grofer
gleich oder kleiner als 10 ist. Wir bezeichnen mit

e Hj: alle Verteilungen des statistischen Modells mit wahrem Parameter
a = E(X;) > 10 (Hypothese) und mit

e H; : alle Verteilungen des statistischen Modells mit wahrem Parameter
a = E(X1) <10 (Alternative).

Aufgrund der Beobachtung von Xi,..., X199 soll nun entschieden werden,
ob die zugrundeliegende Verteilung in der Menge H( oder der Menge H;
liegt. Falls wir uns fiir die Menge H entscheiden, sagt man, dass man die
Hypothese akzeptiert. Andernfalls, spricht man vom Verwerfen der Hypothe-
se.

Bei dieser Entscheidung konnen wir zwei Fehler machen:

e Die Hypothese wird verworfen, obwohl sie wahr ist (Fehler 1. Art).

e Die Hypothese wird akzeptiert, obwohl sie falsch ist (Fehler 2. Art).
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Haufig ist es unvermeidbar Fehler bei der Entscheidung zu machen. Ange-
nommen in dem Beispielmodell liegt der wahre Parameter sehr nahe bei
10. Dann ist es nicht moéglich mithilfe der Beobachtung Xi,..., X199 eine
klare Entscheidung zu fillen. In diesem Fall verlangen wir von dem Test,
dass der Fehler 1. Art klein ist. Im Zweifel entscheiden wir uns also fiir die
Hypothese und gegen die Alternative. Betrachten wir folgenden Test fiir das
Beispielmodell: Entscheidung

e fiir die Hypothese, falls Xjp9 > 10 — 0.02 = 9.98 und
e gegen die Hypothese, falls X1o9 < 9.98 ist.

Dann gilt fiir jede zugrundeliegende Verteilung aus Hy:

P(Hypothese wird verworfen) = P(X1gp < 9.98)
< P(X100 — a < 0.02) =~ 0.02275.. < 2.5%

D.h. uns unterlduft ein Fehler 1. Art mit approximativer W’keit kleiner als
2.5% (unabhéngig von der wahren zugrundeliegenden Statistik).

Allgemein teilt man beim Testen von Hypothesen das statistische Modell in
zwei Bereiche: Hy und H;. Wir sagen nun, dass ein Test der Hypothese H
gegen die Alternative Hy Signifikanzniveau (oder kurz Niveau) v > 0 hat,
falls fiir alle Verteilungen aus Hy, die Abschétzung

P(Hypothese wird verworfen) < «

gilt. D.h. unabhéngig vom zugrundeliegenden Modell machen wir einen Feh-
ler 1. Art mit W’keit kleiner gleich a.

8.3 Der t-Test

Wir fithren in diesem Abschnitt einen in der Praxis hiufig angewandten Test
ein.

Statistisches Modell: X; (und die weiteren Zufallsvariablen Xs,...) sind
normalverteilt zu den unbekannten Parametern p € R und o2 > 0.

Ziel: Herleitung eines Konfidenzintervalls fiir den wahren Parameter a zum
Niveau a auf der Basis von n > 2 Beobachtungen.
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Abbildung 2: Vergleich der Dichten der Standardnormalverteilung mit der
t5 (bzw. tog)-Verteilung)

Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir ¢ mithilfe einer Statistik (Zu-
fallsvariable), deren Verteilung nicht von der Wahl des zugrundeliegenden
Modells abhingt. Wir nutzen weiterhin die Notation

_ 1 &
X, = EZ;X]-.
]:

Satz 8.2. Sei u der wahre Erwartungswert des zugrundeliegenden Modells
und selze

1 & . Xn —p

82 = > (X — X)) und T = \/E”T

" on-—1 n

J=1

Dann ist die Zufallsvariable T Student-verteilt zum Parameter n — 1 (kurz:
ty—1-verteilt).

Bemerkung 8.3. Die t,-Verteilung ist eine stetige Verteilung mit sym-
metrischer Dichte. Thre Verteilungsfunktion sowie deren Quantile kénnen
von den meisten Mathematikprogrammen berechnet werden. Weiterhin kann
man die Quantile der t,,-Verteilung in Tabellen nachschlagen. Die t,,-Verteilung
dhnelt fiir groBe n der Standardnormalverteilung (siehe Abbildung).

Der Satz besagt insbesondere, dass die Verteilung von T nicht von der zu-
grundeliegenden Statistik abhéngt. Es bezeichne nun a > 0 das Niveau des
angestrebten Konfidenzintervalls fiir den wahren Parameter p. Wir wihlen
To als (1 —«a/2)-Quantil der t,_1-Verteilung. Wegen der Symmetrie, ist —7,
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ein o/2-Quantil und es folgt unabhéngig von der wahren zugrundeliegenden
Verteilung:
P(T €[~Ta,Ta]) =1 —a.

Wir iibersetzen die Aussage |T'| < 7, nun in eine Aussage bzgl. des Abstands
von X,, nach p:

X _
T| <70 <= \/E"KJSTQ = | Xn—pl < —=38n.
5, Vn

Also gilt allgemein:

— Tao ~ — Tao ~
P([X, — \/—%sn,Xn + \/—%sn] Su)=1-a.

Satz 8.4. Sei a € (0,1), n > 2 und 7, das (1 — «/2)-Quantil der t,_;-
Verteilung. Fir das Gauf’sche statistische Modell dieses Kapitels ist

ein Konfidenzintervall fir p zum Niveau .

Analog kénnen wir einen statistischen Test zum Niveau « angeben, der die
e Hypothese, dass p < g fiir ein festgelegten Wert pg € R ist, gegen die
e Alternative, dass u > pg ist,

testet. Wir nutzen wieder, dass

X —
T=n2r_H

Sn

unabhéngig von der zugrundeliegenden Verteilung ¢, _1-verteilt ist. Es be-
zeichne nun ¢, das 1 — a-Quantil der t,_1-Verteilung, d.h.

P(T > q) = o
Wir formen wieder das Ereignis dquivalent um:

X, — _
nh gy = X+

T > < —
> 4 Vn P > NG

8.
Also folgt
a=P(T>q))=PXp>pu+t %gn).
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Falls der wahre Parameter p kleiner gleich p ist (die Hypothese also wahr
ist), erhalten wir

o

NG

Sn) = a.

P(an,U/O'f’%gn)SP(XnZH"‘

Also hat der Test, der

e die Hypothese akzeptiert, falls X,, < po + %én ist, und

e die Hypothese verwirft, falls X,, > o + %én ist,
Signifikanzniveau a.
8.4 Approximatives Konfidenzintervall fiir Poisson-verteilte
Zufallsvariablen

Wir betrachten nun das folgende

Statistische Modell: X1, X5, ... sind unabhéngig Poisson-verteilte Zufallsva-

riablen zum unbekannten Parameter A > 0.

Die Zufallsvariablen kénnen zum Beispiel die Anzahl der Zugriffe auf einen
Server in aufeinanderfolgenden Zeitintervallen beschreiben. Aufgrund der
ersten n Beobachtungen wollen wir nun den wahren Parameter A\ schétzen.
Natiirlich ist auch in diesem Fall X,, ein geeigneter Schétzer fiir den Erwar-
tungswert und damit auch fiir den Parameter A\. Wir konstruieren nun ein
approximatives Konfidenzintervall zum Parameter a € (0, 1).

Der Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariablen sind gleich A, und
der zentrale Grenzwertsatz sagt aus, dass fiir grofe n € N
Xpn—A

VA

sich statistisch dhnlich wie eine standardnormalverteilte ZV verhalt. Wir

Sy = /n

(12)

bezeichnen mit 7, das 1 — «/2-Quantil der Standardnormalverteilung. Dann
gilt

X — A
P(—74 </n—" <To)x1—a.
VA

Als néchstes iibersetzen wir die Bedingung v/n Xx)‘

chere Bedingung an A. Hierbei benutzen wir die Notationen z = 7,/+/n und

< 7, an eine anschauli-
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w=VX
Xn_)\ - 9 —
vn 7 <7y = X,-A<2VA = P+zu—X,>0.

Die Parabel o — p? — zpu — X, ist nach oben gedffnet und hat genau eine

positive Nullstelle (da der Funktionswert an der Stelle 0 negativ ist). Die
positive Nullstelle ist gerade

Also folgt
Xn— A
o)

vn
Andererseits gilt:

X, — . _
vn i/x)\z—m = X,-A>-2V) = -z —-X,<0

Die Parabel hat als einzige positive Nullstelle

2
z z =
= — e X

und wir erhalten:

Also gilt fiir

_ 72 To \2 _ 72 To \2
= X o @ ) ( X ‘o _O‘) ]
¢ [( " 2y/n/ "’ n+4n+2\/ﬁ

die Abschitzung
PC>\N)=1-«

und C ist ein approximatives Konfidenzintervall fiir A zum Niveau a.

Bemerkung 8.5. Um das approximative Konfidenzintervall zu berechnen,
haben wir die echte Verteilung der Zufallsvariable S,, aus (&) durch die
Standardnormalverteilung approximiert. Die Giite der Approximation hangt
nur von dem Wert nA ab. Wie gut die Approximation ist, zeigt die Abbildung
Bl Die Abbildung vergleicht die wahren Quantile der Zufallsvariable S,, mit
denen der Standardnormalverteilung fiir den Fall n\ = 500.
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0.2 0 0.6 0.8 0.96 0.97 0.98 0.99

Abbildung 3: Quantile der Standardnormalverteilung und von S,, im Fall
nA = 500

Beispiel 8.6. Es soll die Intensitét der Zugriffe auf einen Server geschiétzt
werden. Die Anzahl der Zugriffe werden hierbei als unabhéngige Poisson-
verteilte Zufallsvariablen zum unbekannten Parameter A > 0 modelliert.
Es soll ein Konfidenzintervall fiir den Parameter A\ zum Niveau o = 0.05
bestimmt werden.

Angenommen wir beobachten den Server iiber 100 Zeitintervalle und erhal-
ten als Realisierung von Xigo gerade den Wert 7.4. Um ein Konfidenzinter-
vall anzugeben miissen wir gerade

n = 100 und 79 05 = 1.95996
in die obige Darstellung einsetzen und erhalten das Konfidenzintervall
[6.88569, 7.95272]

fir \. Zum Vergleich: Hétten wir nach 1000 Messungen als Mittelwert X000
die Zahl 7.4 erhalten, ergéibe dies als Konfidenzintervall

[7.23331, 7.57053].

Bemerkung 8.7. Wenn n sehr grof§ ist, unterscheidet sich das obige Kon-
fidenzintervall nur wenig von dem Intervall

(X, — \/X—n%,)?n + \/X—n%]-

Wenn man z.Bsp. nach 1000 Zeitintervallen den Wert 7.4 fiir Xiggo erhiilt,
ist das entsprechende Intervall gerade

[7.2314, 7.5686].

7



Dies unterscheidet sich nur wenig von dem oben berechneten Konfidenzin-
tervall.
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