Zirkel 12b, Hausaufgaben vom 19.05.2010

(zum 26.05.2010)

Pellsche Gleichung 11

1. Die ganzzahligen Losungen der Gleichung a? + > = ¢? entsprechen

durch z = ¢,y = b den Punkten mit rationalen Koordinaten auf dem

Cc
Einheitskreis
?+y* =1 (1)

Man kann jetzt die Strategie anwenden, die wir zum Lo&sen der Pell-
schen Gleichung benutzt haben.

(a) Eine rationale Losung von (1) entspricht einer komplexen Zahl
vom Absolutbetrag 1.

(b) Wenn (x1,y1) und (z2,y2) zwei rationale Losungen von (1) sind,
dann ist (x122 — y1y2, 1y2 + 22y1) auch eine.

(¢) Finde die Losungen von (1), die den Zahlen (%+%i)2 und (%—l—%i)?’
entsprechen, sowie die zugehorigen Pythagoreischen Tripel.

2. Sei (Pmin, ¢min) die minimale Losung der Pellschen Gleichung 22 —dy? = 1.
Es wird jetzt eine obere Abschitzung fiir gumin, bewiesen:
i < eCd% logd. (2)
wobei C eine von d unabhingige Konstante ist (auf jeden Fall, C' < 100).
(a) Sei
p—avd < 5 3)

Zeige: wenn q < % — 1, dann [p? — d¢?| =1

(b) Betrachte die Folge
Q1=2, Qry=Vd Q.

Zu jedem Qj wihle ein Paar (pg,qr) mit gx < Qg, sodass die
Ungleichung (3) erfiillt wird. (So ein Paar gibt es immer, nach
dem Approximationssatz von Dirichlet.)

Zeige: es gibt k,1 < C’d%, sodass entweder (pg,qrx) = (pi, qi), oder
(pk» ar) # (p1, @) aber p — dqi = pi — dgf = N fiir ein N und
pr = pi(modN),
pr = pi(modN).
Leite daraus die Abschétzung (2) her.



