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Aufgabenldsungen

Nachfolgend sind die Lésungen der in der Monographie “Numerik fiir Natur-
wissenschaftler und Ingenieure” gestellten Aufgaben kapitelweise zu finden. Um
die Losungsschritte nachvollziehbar zu machen, wurden die einzelnen Aufga-
benlosungen moglichst umfangreich behandelt.
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Kapitel 1

1) Mit dem Gauf$’schen Algorithmus findet man die Losung

0 V2-213 71-25v2 2 100
V2-142  V2-142 “71-50v2 7 V2-142  T1-50V2°

Fiir die Berechnung von z bzw. y in Abhédngigkeit von der Genauigkeit von ¢t =
/2 sind die Fehlerverstarkungsfaktoren zu bestimmen. Fiir

xr =

71 — 25t 100
t)=2——— und y(t)=-———
w0 =25y v Y0 = g
erhilt man die absoluten Fehlerverstarkungsfaktoren
3550 5000
Z'(t) = (71— 5002 ' ()] gz & 42410, 3 (t) = RGEEDE Y ()i 59732 .

Die relativen Fehlerverstarkungsfaktoren ergeben sich zu

ta'(t) _ 3550 @O
z(t)  (TL—50t)(7T1 — 25t)° w(t) t=vV2~ 0

ty'(¢) t50 ty'(t)

y(t)  T1L—50t" y(t)

Die konkrete Berechnung von « bzw. y ergibt fiir unterschiedliche Naherungen
der Zahl /2 = 1,4142135.. ..

V2~141  £=143,000..., y=—200,000...
V2~1,414 2 =237666..., y=—333,333...
V2~ 14142 £=245827..., y=—344,827....

Im Vergleich mit den nahezu exakten Losungen

T = 271_725‘/i A 246,4014182..., y= _ o
71— 50v2 71— 50v/2
erkennt man die fatalen Auswirkungen der zu groben Nédherungen fiir die Zahl
V2 auf die Berechnung von z und y.
Die Erweiterung der Beziehungen fiir z(¢) und y(¢) mit dem Ausdruck 71 + 50t
und die Beriicksichtigung von t* = 2 ergibt die Berechnungsformeln

o(t) = 5082 , 3550 © = 7100 5000
T4 n o YW T T a

die wesentlich kleinere absolute und relative Fehlerverstarkungsfaktoren besit-
zen und fiir die obigen Naherungen von v/2 mit

—345,6358003 .. ..

V2r141 2=246,036..., y=—345121...
V2r1,414 2 =246382..., y=—345,609...
V2~ 14142 £ =246,400..., y=—345634.

wesentlich stabilere Ergebnisse ergeben.

2) Man unterteilt die Berechnung von z = b — v/b? — ¢ in die vier Schritte
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a) t1(b) = b?

b) to(t1) =t — ¢

Q) t(t2) = V2

d)z(t)=0b—t.

In den Schritten 1 bis 3 erhilt man unter Beriicksichtigung von b* > ¢ > 0 die
Konditionszahlen

Ot b, 2b-b

EH = |——|=|——|=2
! 8tt‘ | b2 |
8t2t1 tl b?
k = = %1
2 ‘815 to b2 — |
ot t
ky = |—2

att“%ﬁ¢4_2
die allesamt harmlos sind. Die Kondition des 4. Schrittes ist

_|8xt| = |_| —Vb? ‘ |(b+\/b2—c)\/b2—c|~g>>1
ot () — /b2 N c T ’

fiihrt also insgesamt auf die Konditionszahl

2b2
Kk = kikoksks =~ — > 1 s
C

also ergibt sich die Instabilitdt der Berechnungsformel.

Im Fall b ~ ¢ erkennt man, dass die Konditionzahl des 2. Schrittes mit

Oty 14 b2

Oty to & Tl

sehr groff wird, so dass auch in diesem Fall die Berechnungsformel instabil ist.

Die Verwendung der dquivalenten Berechnungsformel = = = fuhrt auf die
Berechnungsschritte
a) t1(b) = b*

b) ﬁg(tl) = tl —C

¢) t3(tz) = V2
d) t(ts) = b+ t5

e) x(t) = ¢ .

Als Konditionszahlen fiir die 5 Schritte erhidlt man

bV —

kh=2ko=1, k
P A RE L e v

= ks =1
2 ‘ | 5 ’

so dass die Konditionszahl

, b ~c
, ¥E>ce>0

W —¢ 0
Kk = kikokskyks = | \/7\ { b
2
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klein bleibt und die Berechnungsformel damit stabil ist.

3) Die Berechnung wird mit den Schritten
a) z1(r) = 22
b) z2(z1) = 21 + 1

¢) z3(22) = /22
d) z4(z3,2) = 23+

e) z(z4) = i

durchgefiihrt. Es ergeben sich die Fehler

021 x
€, = %Z—ez + Ty = 265 + Ty
1
020 21 22
€ = 6721;2621 + 7. = 97327_~_16Z1 + 72,
823 zZ2
€23 = 872’2273622 + Tey = 5622 + Tz
Oz4 23 0z4 x N 2+ 1 N x n
€ = — —€ — —€ T. = € € T
- Ozszy ° Oz zg © 7 Valol4az P Vai+l4az o !
0z z
€, = —iez + T, =—€,, +7, .
Ozy 2z * 4
Damit ergibt sich der Gesamtfehler
( 2 +1 x? n T )
€, = -— €
: V2 fil4+z22+1  Ve2ri4+z
241 1
_m(arzl + 57',32 +Toy) F Tog — Toy + 72 -

Fiir den Betrag des Gesamtfehlers erhdlt man im Fall von 22 >> 1 mit |7, |, |72, |, 725, [T2u s | 72| <
7 die Abschitzung

lex] < lex| + 47 .
Im Unterschied dazu ergibt die 4quivalente Berechnungsformel z = /2 +1 —
im Fall 22 >> 1 einen wesentlich groferen Gesamtfehler. Probieren Sie es aus.
4) Die Berechnung von w = (1/7)* bedeutet
a) wi(z) = v
b) w(w;) = w} .

Mit G2 — Lund S % — 3 erhlt man

3 3
€w, = aeI + Twyy  €w = €y, + Ty = iex + §Tw1 + Tw -

Die Berechnung von w = v z3 bedeutet
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a) wi(r) = 23

b) w(wy) = J/wy .
Mit G2 — 3und £2 % = 1 erhalt man
1

3
€w, = €z + Twyy, €Ew = €y, + Ty = iem + 57'71,1 + Ty -

Damit ist der Gesamtfehler bei der Berechnung von w mit der Formel w = v23

geringer als mit der Formel w = (y/z)3.

5) Es gilt fiir reelle Zahlen b offensichtlich

0<b-—[b)<1.
Es ist
an = l(a—@BE = —au B —a, BTV B
(a—aE™ = —ana B ""NE" —[(a— B = —an o B EMET (VR
= {la—aE™" - — an_oE-"TU)E"TL - [(a—aE™" = — an_gE_(”_Q))E("_l)}}E]
= {8 - [BI}E] =: [E]

mit 0 < o < 1. Damit ist a,, > 0 und a,, = [@E] < E und die erste Behauptung ist
bewiesen. ‘
Mit ay 1 = [(a = X7 a; E7/)E" ] =: [a] < E ist offensichtlich auch

(a—> a;E)E" <E,
j=1

daja der Fall a = [o] moglich ist. Daraus folgt

(@a=> a;EE"" <E < a—)» a;E7 <E™".

Jj=1 j=1
Aus 0 < ap41 = [0o] < o folgt insgesamt
n .
0< a—ZajE_J < E7"
j=1

und damit die zweite Behauptung.

6) Fiir die inversen Matrizen errechnet man

10~4 1
A7l = bzw. B!~ A 5 .
10—* —10—

PSRN
N— = N
B0 MOl i
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Mit der Spaltensummennorm ergeben sich die Konditionszahlen
cond(A) = ||A]|1||A7 ||y =42=8 bzw. cond(B) = ||B|[:||B~*||1 &~ 10001-1 = 10001 .
Fiir die Zeilensummennorm ergeben sich die Konditionszahlen

cond(A) = ||Al|oo||A ™ |eo =4-2=8 bzw. cond(B) = ||B||so||B™*||ee &~ 10000-1 = 10000 .
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Kapitel 2
1) Gaufi’scher Algorithmus:
1 -1 2 -1 2 1 -1 2 -1 2 1 -1 2 -1
-2 4 1 3|5 =0 2 5 1|-1] =0 25 1
1 -3 -3 -2 3 0 -2 =5 —-1| 1 0 0 0 O

Damit stimmen der Rang der Matrix A und der Rang der erweiterten Matrix A|b
tiberein (ist gleich 2), so dass das Gleichungssystem losbar ist. Als Losung findet
man mit den Parametern z3 = sund x4 =t

Ty =—1-5bs—t, x1=3-2s+t+ax9=3—-2s5+t—1-5s—t=2-7s, s,teR.

2) Als Nebenprodukt des Gaufs’schen Algorithmus

42 1 4 2 1 42 1
A= 1 4 2 | = il =101 3%
2 2 4 1z 00 3

erhalt man durch die Berticksichtung der Faktoren zur Ezeugung von Nullspal-
ten unter den Kopfelementen

1 0 0 4 2 1
L= % 1 0| ud R=[0 § 3
121 0 0 3

Fiir die Matrix B findet man

4 2 4 4 2 4
B=1| 2 4 2 = 0 3 0 ,
4 2 4 0 0 O
also fiir L und R
1 0 0 4 2 4
L= % 1 0 und R=[ 0 3 0
1 01 0 0 O

3) Ausgehend vom Programm lr_gb.m erhilt man das nachfolgende Programm,
das die Aufgabe 10st.

# Programm aufg23 zur LR—Zerlegung einer quadratischen Matrix A

# input: Matrix a

# output: untere Dreiecksmatrix 11 mit Einsen auf der Diagonale,

# obere Dreiecksmatrix rr

# z Permutationsmatrix entsprechend der Zeilenvertauschungen
# es gilt zxa = Ilsrr

# aufruf: [11 ,rr,z] = aufg23(a);

function [Il ,rr,z] = aufg23(a);

n = length(a(:,1));
z = eye(n);

11 = eye(n);

rr = zeros(n,n);
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# Elimination
for j=l:n-1
# Pivotsuche
apivot=abs(a(j,j));
P=J
for l=j+1:n
if (abs(a(l,j)) > abs(apivot))
apivot=a(l,j);
p=1;
endif
endfor
if (apivot ~= 0)
# Vertauschung der Zeilen j und p
for i=l:n

c=a(j,i);
a(j,i)=a(p,i);
a(p,i)=c;

endfor

for i=l:n
pp=z(j,i);
z(j , 1)=z(p,1);
z(p,i)=pp;

endfor

# Elimination
for i=j+1:n
a(i,j)=a(i,j)/a(j,j);
for k=j+1:n
a(i,k)=a(i,k)—a(i,j)=*a(j, k);
endfor
endfor
endif
endfor
#
idet = 0;
amin = 10000;
for j=l:n
if (a(n,j) ~= 0)
idet = idet + 1;
endif
if (abs(a(n,j)) < amin)
amin = abs(a(n,j));
endif
endfor
if (idet == 0 || amin < 1.0e—10)
disp(’Matrix_singulaer”);
endif
#
for i=1l:n
for j=l:n
if (i <= j)
rr(i,j) = a(i,j);
endif
if (i > j)
(i,j) = a(i,j);
endif
endfor
endfor
endfunction

4) Als Verallgemeinerung des Programms aufg23.m erhélt man das nachfolgende
Programm, das die Aufgabe 16st.

# Programm aufg24 zur LR—Zerlegung und Rangberechnung einer Matrix A
# input: Matrix a(n,m), m>n

# output: untere Dreiecksmatrix 11 (n,n) mit Einsen auf der Diagonale,
# obere Dreiecks— bzw. Echolonmatrix rr(n,m)

# z Permutationsmatrix entsprechend der Zeilenvertauschungen
# es gilt z+a = ll=rr
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# ra Rang der Matrix a
# aufruf: [11,rr,z,ra] = aufg24(a);
function [11 ,rr,z,ra] = aufg24(a);

n = length(a(:,1));
m = length(a(l,:));
z = eye(n);

11 = eye(n);

rr = zeros(n,m);

# Elimination

for j=1l:m-1

# Pivotsuche
apivot=abs(a(j,j));
pP=J;
for l=j+1:n
if (abs(a(l,j)) > abs(apivot))
apivot=a(l,j);
p=1;
endif
endfor
if (apivot ~= 0)
# Vertauschung der Zeilen j und p
for i=1m
c=a(j,i);
a(j,i)=a(p,i);
a(p,i)=c;
endfor
for i=l:n
pp=2(j,i);
2(j,1)=2(p,1);
z(p,i)=pp;
endfor
# Elimination
for i=j+1:n
a(i,j)=a(i,j)/a(j,j);
for k=j+1:m
a(i, k)=a(i,k)-a(i,j)+a(j k);
endfor
endfor
endif
endfor
#
if (n == m)
idet = 0;
amin = 10000;
for j=l:n
if (a(n,j) ~= 0)
idet = idet + 1;
endif
if (abs(a(n,j)) < amin)
amin = abs(a(n,j));
endif
endfor
if (idet == 0 || amin < 1.0e—10)
disp(’Matrix_singulaer”);
endif
endif
#
for i=1l:n
for j=1lm
if (i <= j)
rr(i,j) = a(i,j);
endif
endfor
endfor
for i=l:n
for j=l:n
if (i > )
(i, j) = a(i,j);
endif
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endfor
endfor
#
ra = 0;
for i=1l:n
if (abs(rr(i,m)) > 1.0e—10)
ra = ra + 1;
endif
endfor
endfunction

5) Die Entwicklung der Determinante der Permutationsmatrix P;; gemafl dem
Determinantenentwicklungssatz nach der i-ten Zeile oder j-ten Spalte ergibt

det(P;;) = (1) det(E,_1) ,

wobei E,,_; eine Einheitsmatrix vom Typ (n — 1) x (n — 1) ist, also die Determi-
nante 1 hat. Damit gilt det(P;;) = (—1)"*.

6) Die Erzeugung einer Nullspalte unter einem Diagonalelement einer Bandma-
trix A mit dem Gauf’schen Algorithmus, z.B. in der j-ten Spalte wird durch die
sukkzessive Multiplikation einer Matrix A von links mit Elementarmatrizen der
Form

Li(A) = =: (Ai) D
1

erreicht, wobei fiir j die Bedingung ¢ < j < i + p gilt, d.h. L ist ebenfalls eine

Bandmatrix mit der Bandbreite 2p — 1. Von der Matrix A weiss man, dass unter
den Diagonalelementen @1, ..., a;_1 j—1 bereits Nullen stehen. Die Multiplikati-
on ergibt

A=LiA=(ay)

und fiir das Element a;, gilt

n
g = Z Aty -
v=1
Wegen a,;, = 0 fiir k < v sowie \;, =0fiirl <v <[+ pgilt

ap =0 furk>l+poderk<Il—p.
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Kapitel 3
1) Die Aussage iv) ergibt sich wegen
Q" =QQ'=E

und det(Q) = det(QT) sowie det(E) = 1 aus dem Determinantenmultiplikati-
onssatz. Es gilt

1 =det(E) = det(QQT) = det(Q) det(Q) = (det(Q))? = det(Q) = £1 .
Wenn Q; und Q; orthogonal sind, dann ist Q;* = Q7 bzw. Q;' = Q} und es
folgt wegen der Eigenschaft (AB)T = BT AT fiir das Matrixprodukt
(@1Q2)" = Q507 =Q;'Q1" = (1Q2)"Q1Q2 = Q5'Q1'Q1Q2 = Q' Q2 = E,
also die Aussage v) des Satzes 3.1.

2) Sei 4 ein Spaltenvektor aus dem R™ mit der Lange 1. Fiir die Householderma-
trix H = E — 2au’ gilt
HT = (E —2uaa")" = E" —2(ua")" = E - 2(a")"a" = E - 2aa” = H .
Weiterhin gilt wegen @’
HH" = (E-2ui")(E - 2uaa")
= E-2ua’ —2au" + i’ di’

E —4uu’ + 4uut = F .

u=1

3) Fiir die Ausgleichsgerade § = bo+b, 2z auf der Basis der Wertetabelle (z, yx), k =
1,...,m entsteht fiir by, b; durch die notwendige Bedingung

or _or
dby ~ Oby
mit F (b, b1) = Z;.":l(yk — by — byiz)? das Gleichungssystem

(S T ) ()= (S ).
Zj:lxj Zj:le by Zj:lxjyj

Als Losung findet man

i1 iy —9)

Y wi(ry =)

Die Gleichheit der Ausdriicke
i1y —9) und Do (@ —2)(y; — 9)
Yo wj(zy — ) Yt (zy — @) (2; — )

zeigt man leicht durch die jeweilige Erweiterung zum gemeinsamen Hauptnen-
ner.

=0

by = bo =G — b7 .

4) Entsprechend den Ausfiihrungen im Abschnitt 3.3 kann man die Aufgabenstel-
lung mit Hilfe der Programme qr_gb.m und bestapprqr_gb.m losen. Im nachfol-
genden Programm ist die wahlweise Regression implementiert.
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#
#
#
#
#
#
#
#

function [r,d] =
m = length(x(:,1));

n

Programm aufg34 zur linearen bzw. logarithmisch lin. Regression

input: Tabelle x_11 x_12 ... x_In y_1
, d.h. Matrix x(m,n), Vektor y(m,1)
x_ml x_m2 ... x_mn y.m

Wahlparameter rtyp (0 —> lin. Regr., .ne. 0 —> log.lin. Regr.)
output: Koeffizienten r 0, r_1,...,r_n, Residuenvektor d
verwendete Programme: qr_gb.m, bestapprqr_gb
aufruf: [r,d] = aufg34(x,y,rtyp);
aufg34(x,y,rtyp);

= length(x(1,:)); nl = n+1;

if m<n |l m==n)

printf(’zu_wenig_Messungen/Daten_fuer_die Regression”’);
return

endif

C

= zeros(m,nl);

if (rtyp == 0)

#

lineare Regression
for i=1lm

c0(i,1)=1;

for j=l:in

c0 (i, j+1)=x(i,j);

endfor
endfor
[c,t]
[r,d]

qr_gb(c0);
bestapprqr_gb(c,t,y);

else

itest = 0;
for i=1:m
if (y(i) < 0)
itest = 1;
endif
for j=1:n
if (x(i,j) < 0)
itest = 1;
endif
endfor
endfor
if (itest == 1)
print£(’Daten_nicht_vollst._positiv, Abbruch’);
return
endif
for i=1:m
c0(i,1)=1;
b(i)=log(y(i));
for j=l:in
c0(i,j+1)=log(x(i,j));
endfor
endfor
[c,t] qr_gb(c0);
[r,d] bestapprqr_gb(c,t,b);
r(l) = exp(r(1));

endif
endfunction

Zur Ermittlung eines funktionalen Zusammenhangs y = y(x) auf der Basis der
Daten

U‘I»-lk())I\JH‘X

y
2
8

20
35
80
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ergeben die Octave-Kommandozeilen

=[1;2;3;4;51;
[2;8;20;35;80];
r,d] = aufg34(x,y,1);

X
y
[
das Ergebnis r = (1,8459, 2,2227), so dass die logarithmisch lineare Regression
den funktionalen Zusammenhang

y(x) = 1,8459 - %2227
liefert. Die Komponenten dj, des Residuenvektors
d = (0,080203, —0,074134 , 0,059055 , —0,138859 , 0,191847)7
geben Auskunft iiber die Fehler, und zwar gilt
di = In(yr) — In(1,8459) — 2,2227 - In(zy) <= yj, = e 1,8459 - 2277 |

wobei k fiir die entsprechende Zeile der Messwerttabelle steht. Bei der logarith-
misch linearen Regression ergeben damit die Werte e?* eine Information iiber
einen Storfaktor in der angenommenen Beziehung, so dass Werte nahe bei 1 auf
einen sinnvollen angenommenen Zusammenhang hinweisen. Im Beispiel gilt

(eBr, etz ed2 eda eds) = (1,08351, 0,92855, 0,94265, 0,87035, 1,21148) ,

so dass der Ansatz verniinftig ist. Im Unterschied dazu ergibt die lineare Regres-
sion, also ein Ansatz der Form

y(@) =ro+mz,
realisert durch die Kommandosequenz

x=[1;2;3;4;5]1;
y=[2;8;20;35;80];
[r,d] = aufg34(x,vy,0);

das Resultat r = (—25,9, 18,3) bzw. y(z) = —25,9 + 18,3 z mit dem Residuenvek-
tor

=

d=(dy) = (9,6, -2,7, -9, 12,3, 14,4)"
also den Fehlern
dy = yp +25,9 — 18,32, .

Daraus erkennt man, dass der lineare Ansatz y(z) = ro + rz keine akzeptable
Beschreibung der Messergebnisse liefert.

5) Die Losbarkeit des Minimumproblems folgt aus der Stetigkeit des Funktionals
F(rg,r1,...,m,) und der Beschranktheit von F nach unten durch 0. Notwendig
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fuir eine Losung von (3.8) ist die Erfiillung des Gleichungssystems (3.9). Anderer-
seits ist eine Losung von (3.9) auch eine Losung des Minimumproblems (3.8), da
das Funktional konvex ist.

Zum Nachweis von Aussage c) des Satzes 3.4 ist anzumerken, dass man durch
einen Messpunkt (z1,y1) unendlich viele Geraden legen kann, d.h. es existieren
unendlich viele Losungen (m = 1, n = 1). Hat man nur zwei Messpunkte gege-
ben, kann man durch diese Messpunkte unendlich viele Ebenen (m = 2, n = 2)
legen etc., d.h. die jeweiligen Matrizen A des Normalgleichungssystems miissen
notwendigerweise singulér sein.
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Kapitel 4
1) Ist A eine Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen a;;, j = 1,...,n, dann
ist

det(A — )\E) = (a11 — /\)((122 — )\) N (ann — /\) 5

so dass die Diagonalelemente gerade die Eigenwerte sind.
Gilt A = C~1AC mit der reguldren Matrix C, dann gilt

det(A—\E) = det(C~TAC —\C710)
det(C™H(A = AE)C) = det(C7 ) det(A — AE) det(C) = det(A — AE) ,

da det(C1) det(C) = 1 ist. Also haben A und A die gleichen Eigenwerte.
Fiir die Eigenwerte von A, = A + ¢F gilt

det(Ac — AE) = det(A+eE — AE) =det(A— (A —¢€)E),
d.h. A hat die Eigenwerte py, dann gilt
U =Ap —€ < A\ =pur +e€.

Alle Eigenwerte einer reguldren Matrix sind von null verschieden (warum ist das
so, begriinden Sie das). Ist A reguldr und hat die Inverse A~1 dann gilt fiir die
Eigenwerte A und die dazugehorenden Eigenvektoren v

AT=\T <= A'AT =) A" — %17: AT

Da die Determinante einer Matrix mit der Determinante ihrer Transponierten
iibereinstimmt gilt

det(A — AE) = det((A — AE)T) = det(AT — AET) = det(AT — \E) ,
also haben 4 und A” die gleichen Eigenwerte.
2) Die Gerschgorin-Kreise der Matrix A sind

Ky ={z]||z—10] <3}, Ky={zl||]z—5| <2},

d.h. die Eigenwerte liegen in Kreisen mit dem Mittelpunkt (10,0) und dem Radius
3 bzw. dem Mittelpunkt (5,0) und dem Radius 2.
Die Gerschgorin-Kreise der Matrix B sind

Ky ={z]||z—3| <1}, Ko={z||»—12| <2}, Ks={z||z—20/<1.
Da B symmetrisch ist, sind die Eigenwerte reell, d.h. fiir die Eigenwerte gilt:

A1 €[24], X2 €[10,14], A3 €[19,21].
Die Gerschgorin-Kreise der Matrix C' sind

Ki=K;={z|]z—-2] <1}, Ky={z]|z—2|<2}.
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Da A symmetrisch ist, sind die Eigenwerte reell, d.h. fiir die Eigenwerte gilt:
)\17273 S [0,4] .

Als Eigenwerte von B errechnet man (numerisch) die Nullstellen A; = 2,8895. . .,
A2 =11,9865..., A3 = 20,1240. .. des Polynoms

det(B — AE) = =A% + 35\% — 335\ + 717 .
Als Eigenwerte von A findet man
M=2-V2, X=2, A3=2+V2.

3) Mit der zuldssigen Wahl von Z = (0,0,1)7 erhilt man mit

00 2 .

622T: 0 0 ? und <’l72,2’>:5
00 1

fiir A

) 425,T 00 2 21 0

A= (E-=—")A=E~-[00v2 |1 21
10 -1 2.1 0 2 0 -2

= 01 —V2 121 )=112=-vV2 1-2v2

00 O 01 2 0 0 0

wihrend A die Eigenwerte

M=2+V2, =2, A3=2-12
hat.

4) Nach Satz 4.5 erhilt man den betragsgrofiten Eigenwert und den dazugeho-
renden Eigenvektor einer diagonalisierbaren Matrix (eine positiv definite Matrix
ist bekanntlich diagonalisierbar) mit der von-Mises-Iteration mit dem Programm

Programm aufg44 von—Mises—Vektoriteration

input: pos. definite symmertische Matrix a, Toleranz epsilon
output: groesster Eigenwert und der dazugehoerende Eigenvektor
aufruf: [lambda,v,iter] = aufg44(a,epsilon);

unction [lambda,v,iter] = aufg44(a,epsilon);

length(a(:,1));

ones(n,1); z(1) = z(1)+0.5;

v ones(n,1l); v = v/norm(v); v(1)=v(1)+0.5; va=v; zeta=1;
lambda = —1; lambdaa = —2;

iter = 0;

N B o3 3 3
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while (abs(lambda—lambdaa) > epsilon && iter < 50)
v = axva;
if (iter > 0)
lambdaa = lambda;

endif
if (va'xz == 0)

z(1) = z(1) + 0.5;
endif
lambda = (v’xz)/(va’+z);
va = v;
zeta = 0;

for i=l:n
if (v(i) ~= 0 && zeta == 0)
if (v(i) < 0)
zeta = —1;
endif
if (v(i) > 0)
zeta = 1;
endif
endif
endfor
v = zeta/(norm(v))=*v;
iter = iter+1;
endwhile
endfunction

Mit der Deflationstechnik (Satz 4.7) kann man einen Eigenwert \; der Matrix A
mit dem Eigenvektor #; auf den Eigenwert 0 der Matrix

A

I
C
\

abbilden. Nun kann man im Fall einer positiv definiten symmetrischen Matrix
(alle Eigenwerte sind positiv) mit dem Programm aufg44.m den zweitgrofsten
Eigenwert A2 und den dazugehorenden Eigenvektor %5 bestimmen. Die nochma-
lige Deflation

fiihrt mit der Matrix A auf eine Matrix, die den doppelten Eigenwert 0 besitzt.
Jetzt kann man den drittgrofiten Eigenwert bestimmen usw.

Mit dem folgenden Programm bestimmt man alle Eigenwerte und Eigenvektoren
durch die sukkzessive Deflation und die mehrfache Anwendung der Von-Mises-
Vektoriteration.

# Programm aufg44a von—Mises—Vektoriteration

# input: pos. definite symmertische Matrix a, Toleranz epsilon
# output: Eigenwerte und dazugehoerende Eigenvektoren

# benoetigtes Programm: aufg44.m

# aufruf: [lambda,v,iter] = aufg44a(a,epsilon);

function [lambda,v,iter] = aufg44a(a,epsilon);

n = length(a(:,1));

al = a;

for i=1:n
[lambda(i) ,vv,iter(i)] = aufg44(al, epsilon);

al = al — (vv=xvv’) /(vv’'=vv)=al;
v(:,i) = vv;
endfor

endfunction
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Testen Sie das Programm aufg44a.m fiir die Matrizen

2 -1 0 1 -1 0
A= -1 2 -1 und A;=1| -1 2 -1
0 -1 2 0 -1 1

Alle Eigenwerte und Eigenvektoren einer positiv definiten symmetrischen Matrix
kann man natflich auch mit Hilfe der inversen Von-Mises-Vektoriteration bzw.
der @) R-Iteration bestimmen (s. dazu nachfolgendes Programm zur Losung der
Aufgabe 5).

5) Mit den Programmen zur Erzeugung der Hessenbergform einer Matrix und
der QR-Zerlegung kann man die () R-Iteration zur Berechnung der Eigenwerte
und Eigenvektoren mit dem nachfolgenden Programm realisieren.

Programm aufg45 zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren
einer reellen symmetrischen Matrix a
input: Matrix a vom Typ (n x n), toleranz epsilon, kappa Wilkinson—shift
output: Matrix lambda mit den Eigenwerten auf der Hauptdiagonalen
Matrix gh mit den Eigenvektoren als Spalten
Residuum resi, Iterationszahl iter

aufruf: [lambda,qh,resi,iter] = aufg45(a,kappa,epsilon);
benoetigte Programme: hessenberg_gb.m, qriteration_gb.m
function [lambda,qgh,resi,iter] = aufg45(a, kappa,epsilon);
n = length(a(l,:));
# Transformation von a auf Hessenbergform
[h,qt] = hessenberg_gb(a);
p = eye(n);
resi = epsilon + 1;
iter = 1;
# Ermittlung der Maschinengenauigkeit
tau = 1;
while ((tau+1)>1)

tau = tau/2;
endwhile
# qr—Iteration
while (resi > epsilon && iter < 200)
[h,p] = qriteration_gb (h,p,kappa,tau);
resi = 0;
for i=l:n

for j=1l:n

#
#
#
#
#
#
#
#

if (i > j)
resi = resi + abs(h(i,j));
endif
endfor
endfor
iter = iter + 1;
endwhile

if (resi > epsilon)
printf(’keine_Konvergenz’);
return

endif

printf(’Konvergenz, Residuum:_’);

resi

printf(’Iterationszahl: _");

iter

lambda = h;

qh = qt’=p;

endfunction

Bei der Anwendung des Programm kann man den betrdchtlichen Einfluss des
Shift-Parameters « feststellen. Sucht man z.B. die Eigenwerte und Eigenvektoren
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der Matrix
1 -2 0
A=| -2 1 -2 ,
0 —2 1

dann benétigt man mit k = 1,2 insgesamt 95 Iterationen, um die Summe der
Absolutbetrdge des unteren Dreiecks der Matrix A (in der sich die Eigenwerte
auf der Hauptdiagonalen ergeben) kleiner als 10~ zu machen, wihrend man
mit x = 1,95 nur 21 Iterationen braucht.
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Kapitel 5

1) Zur Berechnung des Polynomwertes mit der Formel (5.3) benttigt man zur Be-
rechnung eines Basispolynoms 2(n — 1) + 1 Multiplikationen, also fiir die n + 1
Basispolynome insgesamt (2n — 1)(n + 1) Multiplikationen. Hinzu kommen noch
n + 1 Multiplikationen gemafs Formel (5.3), also insgesamt 2n(n + 1) Multiplika-
tionen und 2(n — 1) + n Additionen.

Bei der baryzentrischen Formel (5.9) benottigt man die Koeffizienten p; (und \;).
Zur Berechnung der \;, ¢ = 0,...,nnach Formel (5.5) benttigt man (n+1)(n+1)
Multiplikationen. Zur Berechnung de p;, ¢ = 0,...,n nach Formel (5.6) beno-
tigt man n + 1 Multiplikationen. In der baryzentrischen Formel (5.9) sind n + 2
Multiplikationen durchzufiihren. Insgesamt sind also (n + 1)? + 2n + 3 Multipli-
kationen und (n + 1)(n + 2) Additionen bei der Benutzung der baryzentrischen
Formel (5.9) erforderlich.

2) Fiir die Wertetabelle
yi 0 3 ’

also die Ausgangsposition fiir ein Polynom 2. Grades. Dafiir kann man das Sche-
ma

[zo] = [0] =0

N\

[t1]=[1]=3 — [zox:]=[01]=3
N\
%

N
[.’EQ] = [2] =2 [l?lIQ] = [12] =-1 — [$0$1$2} = [012] = -2 \
[zs] =B8] =1 — [zezs]=[23]=-1 — [z1w2ws]=[123]=0 = [zow1zams] = [0123] = 2

Als Newton’sches Interpolationspolynom ergibt sich
2 2
ps(x) = 0—|—3(J:—0)—2(:5—0)(:r:—l)—l—g(m—O)(x—l)(a:—Q) = 33?—255(.1‘—1)4—533(.’17—1)(37—2) .

3) Das Steigungsschema lautet

1] =2
hY
=2 - [1]=71=1
hY hY
4=3 — [M4=22=1 5 nug=128=_2
N\ Y h
[4] =3 N [44) = /' (4) = 2 N (144 = 4252 = N [1144] = 22222 =
=3 — [M=r@=2 — [44=LE_1  _ [jgqq=20-12_ 1
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und schliefllich

[1144) = L
[1444] = — & - [11444] = 727451 5

Aus dem Steigungsschema liest man mit

ha(z) = [1]+[11)(z — 1) + [114](z — 1)* 4+ [1144] (z — 1)*(x — 4) + [11444](z — 1) (z — 4)?
= 24+ 1(xz—1)— %(x -1+ 2—77(:c —1)2%(z —4) — %(m —1)2%(z —4)?

das interpolierende Hermite’sche Polynom ab.

4) Fiir eine dreimal stetig differenzierbare Funktion gilt mit z; = x¢ + h, 2 =
xo + 2h nach dem Satz von Taylor

F) = Flao) +hf (o) + 2 1 (wo) + 00

Fle) = Flao) + 207 (o) + T " (a0) + O(H)

Subtrahiert man die zweite Gleichung vom vierfachen der ersten Gleichung, er-
hilt man

Af(@1) = f(x2) = 3f (o) + 20 (o) + O(R?) .
Die Auflosung nach f'(z) ergibt
_ —flw2) +4f(z1) — 3f(x0)

I (o) 5l +O(Rh?) .
Vollig analog zeigt man
fl(l'Q) _ 3f($2) - 4f(x1) + f(xO) + O(hQ) )

2h
Weiter gilt nach dem Satz von Taylor

2
Fle) = o) +hf () + @) + O0)

Fao) = Flan)— hf (o) + o ) + 00

Die Subtraktion der Gleichungen ergibt

Flas) — flao) = 20f'(21) + O = f/(a) = LT 4 gy

5) Fiir 2 nichtnegative Zahlen a, b gilt
la—b|<l|la+b=a+b.

Diese Ungleichung wird weiter unten benutzt und sollte zur Ubung nachgewie-
sen werden. Zum Nachweis der Lipschitz-Stetigkeit unterscheiden wir die Fal-
le
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a) z,y > 0bzw. z,y < 0,

b)x >0,y <0bzw.x <0,y >0,
Ar#0,y=0bzw.x =0,y #0.

Im Fall a) gilt gilt aufgrund des Mittelwertsatzes

[£(@)= )| = |arctan s—arctany| = |55 k=] <= |7(2)=F@)] < o=l

bzw.
|f(x) — f(y)] = |arctan(—x) — arctan(—y)| = | — arctan x + arctan y|
= Igglle =yl = 1f@ - Wl <le—yl.

Im Fall b) sei > 0, y < 0. Dann ist wegen der oben angegebenen Ungleichung
|f(x)—f(y)| = | arctan x—arctan(—y)| := |a—b| < |a+b| = | arctan x+arctan(—y)]

bzw. weil arctan « eine ungerade Funktion ist

F(@) - f(y)| < |arctanz — arctany| < | yl.

1 =
14¢&2 *
Fiir x < 0, y > 0 erhélt man das analoge Resultat.

Im Fall ¢) ist flir z A Ound y = 0

|f(@)—f(y)| = |f(z)| = |arctan | = | arctan z—arctan 0] = | | |lz—0| < |z—y]| .

1
14+&2
Fiir x = 0 und y # 0 erhélt man auf die gleiche Weise

[f(@) = fy)l < |z =yl

Insgesamt ist damit die Funktion Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten
K=1
Um die Funktion im Intervall [—1,1] mit der Bernstein-Formel mit einer Genau-
igkeit von € = 1073 zu approximieren, muss der Grad n der Ungleichung

K? 1

> = =10°
e T -6

geniigen. Es miissen also Bernstein-Polynome bis zum Grad n = 10° verwendet
werden.

6) Wie Abschnitt 5.5 beschrieben, ist das Gleichungssystem (5.42) fiir ¢ =
0,1,...,n — 1 aufzustellen. Mit den periodischen Bedingungen

1 " 1 1
Yo = Yns Y=1 = Yn—15 Yo = Yn> Y—1 = Yp_1 <= Mo = My, M_1 = My_1, h,1 = hnfl

kann eliminiert man y_1,m_1,my,, h_; und erhdlt dann ein Gleichungssystem
zur Berechnung von my, ..., m,_; und kann damit den Spline berechnen. Die
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entstehende Koeffizientenmatrix ist eine zyklische Matrix, d.h. sie enhélt neben
der Hauptdiagonale, der darunter liegenden Diagonalen und der dartiberliegen-
den Diagonalen mit von Null verschiedenen Elementen noch die von Null ver-
schiedenen Elemente (1, n) und a(n,1). Mit den folgenden Programmen kénnen
einzelne Spline-Werte berechnet werden bzw. der Spline geplottet werden.

Programm aufg56_wert zur Berechnung eines kubischen Splines (periodisch)
Berechnung des Wertes s(xx) eines kubischen Splines
fuer die Stuetzpunkte (x_0,y_0) ,...,(x_n,y_n)
input: Vektoren x(1:n+1), y(1:n+1), Stelle xx
output: Wert des Splines s(xx)

berechnet wird ein interpolierender Spline
benutzte Funktionen: splabl_per, splber_per

aufruf: fwert = aufgb6_wert(xx,x,y);

function [fwert] = aufgb6_wert(xx,x,y);
n=length(x)—1;

ys = splabl_per(x,y,n);

fwert = splber_per(xx,x,y,ys,n);

endfunction

B

Programm aufg56_plot Plot des Graphs eines kubischen Splines (periodisch)
fuer die Stuetzpunkte (x_0,y_0) ,...,(x_n,y_n)
input: Vektoren x(1:n+1), y(1:n+1)
benutzte Funktionen: splabl_per, splber_per
aufruf: aufg56_plot(x,y);
function aufg56_plot(x,y);
n=length(x)—1;
xmin=min(X) ;
xmax=max (X) ;
ys = splabl_per(x,y,n);
for 1=1:300
xx (1)=xmin+(i —1) *(xmax—xmin) /299;
yy(i) = splber_per(xx(i),x,y,ys,n);
endfor
xxyy=[xx yyl;
# Sicherung der berechneten Spline—Werte unter dem Namen "xxyy"
save 'xxyy’ XXyy;
plot(x,y, '+’ ,xx,yy)
endfunction

I o 3 3

# Programm zur Bestimmung der 2. Ableitungen (periodisch)
function [xs] = splabl_per(x,y,n);
# Interpolation mit echten Splines/Bestimmung der Ableitungen xxx
for i=0:n—-1

ys(1+1i)=x(2+i)—x(1+1);
endfor
xs = zeros(n,l);
b = zeros(n,l);
# Aufbau der Koeffizientenmatrix aa(n,n)
aa = zeros(n,n);
aa(1,1) = 2+(ys(n)+ys(1)); aa(1,2) = ys(1); aa(l,n) = ys(n);
aa(n,1) = ys(n); aa(n,n—1) = ys(n—1); aa(n,n) = 2+(ys(n—1)+ys(n));
for i=2:n-1

aa(i,i—1) = ys(i);

aa(i,i+1) = ys(i+1);

aa(i,i) = 2+(ys(i+1)+ys(i));
endfor

b(1) = 6+((y(2)—y(1))/ys(1)—(y(1)=y(n))/ys(n));

b(n) = 6+((y(1)-y(n))/ys(n)—(y(n)—y(n=1))/ys(n-1));

for i=2:n—1
b(i)=6x((y(i+1)—y(i))/ys(i)—=(y(i)—y(i—=1))/ys(i-1));

endfor

# Bestimmung der Ableitungen xs(1)...xs(n+1)

xs = aa\b;

xs(n+1)=x(1);

endfunction
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# Programm zur Berechnung
# eines Funktionswertes eines kubischen Splines (periodisch)

function [splinew] = splber_per(z,x,y,ys,n)
# wobei x(1) <= z <= x(n+1) vorausgesetzt wird
i=1;
while (x(i) > z | z > x(i+1))
i=i+1;
endwhile

iz=i;

h=x(iz+1)—x(iz);

zl=z—x(iz);

al=y(iz);

al=(y(iz+1)—y(iz))/h — h=(2x+ys(iz)+ys(iz+1))/6;
a2=ys(iz)/2;

a3=(ys(iz+1)—ys(iz))/(6+h);

splinew = a0+(al+(a2+a3xz1)+zl)=*z1;
endfunction

7) Fiir die Aufgabe werden fiir einen Test die Werte
w(0) =0, u(k) = k%, u(2k) = (2k)?, u(3k) = (3k)?, ..., u(nk) = (nk)?,...

vorgegeben, also das Profil u(y) = y*. Die Aufgabe 16st man mit dem rechtsseiti-
gen Differenzenquotienten 2. Ordnung

—f(x2) +4f(z1) — 3f(z0)
2h

~ f'(xo) -

Statt dem Programm 5.4a arbeitet man mit dem Programm

# Programm Aufgabe 5.7a

function [yl] = fl(a,h);
urr=(a+2xh)~2;ur=(a+h) "2;u=a”"2;
yl = (—urr + 4sur — 3xu)/(2xh);

endfunction

In der Praxis muss man nattiirlich mit numerisch berechneten oder experimentell
bestimmten Werten von u an den Stellen y = a + 2h, a + h, a statt mit dem Test-
Profil u(y) = y? arbeiten. Mit dem Programm
# Programm Aufgabe 5.7
function [fwert] = extrap_fl_gb(a,h);
n = length(h)—1;
for k=1:n
y(k+1) = f1(a,h(k+1));
endfor
fwert = lagrangebaryip_gb(0,h,y);
endfunction
erhilt man das Resultat 7, = 0, also den exakten Wert von «/(y) = 2y an der
Stelle y = 0.

8) Mit der Substitution ¢t = a7 erhidlt man mit

g() = f(i) _ |£ — k|, t € [(2k — 1), 2k + D7, k € Z,

eine 2m-periodische Funktion.
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Kapitel 6
1) E>[2%] = 0 wurde bereits gezeigt. Fiir E>[z*] erhélt man
b p—
Bofzd] = / o — 2 - “[a4+4(“;b) + b7
1 —
= 07— ah) - e A
5 2
Waéhlt man speziell ¢ = 0 < b, dann ergibt sich
1 b b 1 5)
oy _ L5 000 o400
R L SR

Damit ist gezeigt, dass der Genauigkeitsgrad der Kepler’schen Fassregel gleich 3
ist.

2) Fiir Eg, [f] erhdlt analog zur Berechnung von Eg, [ f]

i(B —a)h?.

ES1[f] :712

Fiir die zweite und vierte Ableitung der arctan-Funktion ergibt sich

4823 + 24x
(1+a2)t " (1+a2)?

2
arctan” (x) = fﬁ , arctan®(z) = —
T

Mit o = 0 und 3 = 10 ergeben sich die Abschitzungen

1
|ES1 [f“ S £h2\arctan ( )| < 7h220 _ 53Oh

bzw.

1 1 24120
|Es, [f]] < gh*larctan®® (n)] < Th*(48 - 1000 + 240] = =—=h'

fur die Fehler der summierten Trapezregel bzw. der Kepler’schen Fassregel.

3) Mit der Transformation ¢t = —2 + x bzw. © =t + 2 ist

/3 Sinxdz:/ sin(t + 2) g
1z 1 t+2

Weiter ist

sin(t + 2) / sin(t + 2) 1
) dt = V1-—1¢2 dt
/,1 t+2 t+2 J1-¢2

so dass sich die Gauf3-Tschebyscheff-Quadratur zu

sinx 251n7f +2) B (2 —Um. .
/1 de =~ — Z’/ t? L+ 2 tj—cos(T),]—n,...,l)
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ergibt.

4) Startet man mit po(x) = 1 dann erhdlt man mit (f, g), = Ll1 fgdx

_ (,1)p _ A 2 (z,2), _}
BO_ <1’1>p _Oapl(x)_x BO_'T'y’Yl_ <17]~>p _3 :
Weiter ergibt sich
2 2 1.3 1
b= T2 0 (o) = (@ = B (o) — (o) = - § o = R T mE0
2 1 2 1
o= T =0 o) = (= Aaa(e) —ima(e) = 207 - ) -

Als Nullstellen von p3(z) findet man z; = —\/g, xo = 0, 23 = \/g Mit der
Substitution t = =3 + z, dt = dx gilt

/24 sin(22) dz = /11 sin((t +3)?) dt .

Fiir die Gewichte der Gaufi-Legendre-Quadratur folgt mit den Nullstellen von

ps(x)
1
5 3 )
g = L 71 :/ —_ :L'Q_x\/7 da’/‘:—7
1 (L1,1)p _16( 2 5

1
5 8
09 = <L2,1>p:/1(1—$2§)d$:

1
5 3 5
g3 = <L3,1>p = [1 6(.’752 +.T\/;) d$ = § y
so dass sich die Gauf3-Legendre-Quadratur

4
/2 sin(z?) dx ~ Zsin((\/EJr 3)?) + gsin9 + gsin((\/g +3)?)

ergibt.
5) Mit der Substitution £ = —z + 2, d§ = —dx erhilt man

2 0 o)
/ eixQ dr = —/ 6*(2*5)2 dé’ = / 67(275)2 dé‘
—o00 o] 0

/OO =67 o€ g — /OO S
0 0

also g(£) = e£=(2-97,
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6) Fiir den Fall n = 2 erhélt man fiir die Gewichte

oy = /01 qo(z) dx = /01 <§>x0(1 —a)’dy = [—@]5 = é ,
o= [awa=[ ()ea-na=aty - 5=,
oy = /01QQ($)de:/01 <§>x2da:=:1)).

Fiir n = 3 erhélt man durch analoge Rechnungen die Gewichte o; = 1 und fiir

n = 4 erhdlt man die konstanten Gewichte o; = 1.
Es ergibt sich also fiir n = 2,3,4 die Quadraturformel

n k
Al =3 — 7).
k=1

Der Genauigeitsgrad ist 1, denn fiir f(z) = 2° = 1 und f(z) = 2! ist die Quadra-
turformel exakt. Fiir f(z) = 22 ergibt sich

1
1
/ 22de ==,
0 3

o Lk, 1 1 am+)@n+1) 2m+1 1 1
An[w]—Z:: <E)_sz=ok_( - i

1
1 n+1)n2 6 6n 3 6n

aber

also ist A,[22] # [; 22 dz so dass der Genauigkeitsgrad 1 ist.
Wenn man A,,[f] in der Form

An[f] =

2y L= O g

n n+1l n

aufschreibt, erkennt man mit R, (f) = 2?21 1 (%) eine Riemann’sche Summe.
Es gilt offensichtlich

1
i A7) = tim (DR (1) =t R = [ s,
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Kapitel 7
1) Mit einem Plot der Funktionen ¥3(z) und y = « fiir z < 0 sowie der Ableitung
Vs (z) = \/% erkennt man, dass in der Néahe samtlicher Fixpunkte die Werte

von ¥4(x) auBlerhalb des Intervall [—1,1] liegen, so dass die Fixpunkte abstolend
sind und durch eine Fixpunktiteration nicht erreicht werden.
Das Gleiche trifft auf die Fixpunktabbildung ¥, (z) zu.

2) Mit etwas Geschick findet man heraus, dass
cos([0,7, 0,77]) C [0,7, 0,77]
gilt. Damit hat man mit K

1>K=0,7> max |cos'(z)] =0,69614...
x€[0,7,0,77]

eine Kontraktionskonstante. Mit zy = 0,7 folgt z1 = 0,76484 ..., also |z1 — x| =
0,06484 - - - < 0,0649. Geniigt n der Ungleichung

0,7" 0,7" 0,3-107* In 0,00046225

49 < 107* 1 <ln2— >
0.3 0,0649 < 10 <= nln0,7<In 0.0649 < n > 0.7

|LE1 —.To‘ <

dann wird aufgrund der A-priori-Abschédtzung (7.6) die geforderte Genauigkeit
erreicht.

3) Aus K" = e 7" folgt
InK"=—-yn <= —InK =«

und damit aus der A-priori-Abschitzung (7.6) die behauptete Ungleichung mit
dem Konvergenzexponenten v = —In K > 0.

4) Die Auflosung der Gleichung nach z ergibt

3
4 arcsin 5
xT

— 3 deutet auf
4arcsin 5

Ein Plot der Graphen der Funktionen y = z und ¥;(z) =
Losungen « ~ £0,5 hin. Der Versuch einer Fixpunktiteration

Tpt1 = Pi(xg), k=0,12,...

mit dem Startwert xy = 0,51 erweist sich als nicht erfolgreich (zo muss grofser
als 0,5 sein, da der arcsin 5- nur fiir [z| > 0,5 definiert ist). Wendet man auf

arcsin - = 2 die Sinus-Funktion an, so erhilt man die Fixpunktgleichung

x—%::%(x) (x#km, keZ).

2smﬂ

Die Fixpunktiteration

Tpt1 = Palzg), k=0,12,...

= 21,531,
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mit dem Startwert zo = 0,5 ist erfolgreich und man erhilt mit
z ~ 0,5014101095599521

eine auf 15 Stellen genaue Ndherung des Fixpunktes nach 20 Iterationen. Als 2.
Fixpunkt erhélt man z ~ —0,5014101095599521 ausgehend von zy = —0,5.

Man stellt auch fest, dass die Ableitung von U5(x)

3cos(2)

W) = o

- osa? sin®(2)

fiir x = 0,5 den Wert 0,10664 . . . hat, also der Fixpunkt von ¥ nahe 0,5 ein anzie-
hender Fixpunkt zu sein scheint. Die Ableitung von ¥ (z)

W (x) = K

8z arcsin(z-)y/1 — 1oz

ist fiir « = 0,51 mit 2,7732... grofer als 1, so dass der Fixpunkt der Abbildung
V¥, nahe 0,51 offensichtlich ein abstofSender Fixpunkt ist.

5) Die Losung des Gleichungssystems ist gleichbedeutend mit der Bestimmung
einer Nullstelle der Abbildung

sin(zy) + 2z
> 4 4 2P | xzcos(zy) + 2yA
fR — R s f(l')_f(m7yazv>‘)_ acycos(zy)—&-?zv\
2+t +22 -4

Mit der Ableitungsmatrix

2\ z cos(zy) y cos(zy) 2x
= z cos(zy) —xz?sin(zy) + 2\ xcos(zy) — xyzsin(zy) 2y
Fl@y,2 ) = ycos(zy) xcos(zy) — xzyzsin((zy) —xy? sin(zy) + 2\ 2z
2x 2y 2z 0

erhilt man das Newton-Verfahren

—

gk = 20 _ (@ fER) ) k=012,
bzw.
Fr@®y g+ — gty gkt — gkt oz 012,
Mit der ziemlich willkiirlich gewahlten Startiteration 7(®) = (1,1,1, 0,5)7 (hier

muss man nur sichern, dass [ () nicht singular ist) erhalt man nach 8 Newton-
Iterationen mit

r~1,36002, y~—-1,03690, z=-1,03690, X~ —03234

eine Losung mit || f(z,y, z, A)|| < 10713,
Mit den nachfolgenden Programmen werden der Wert der Abbildung und die
Jacobi-Matrix als Grundbausteine fiir das Newton-Verfahren berechnet.
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# Programm aufg7.5a
function [f] = funktion75(x,y,z,w);
f = zeros(4,1);

f(1) = sin(zxy) + 2xxxw;

f(2) = x*zrcos(zry) + 2xysw;
f(3) = xryrcos(z*y) + 2xzxw;
£(4) = xA2 + yA2 ¥ zAD — 4;

endfunction

# Programm aufg7.5b

function [a] = jacobi75(x,y,z,w);

czy = cos(zxy); szy = sin(z*y);

a(l,1) = 2sw; a(1,2)=z+czy; a(l,3)=y=czy; a(l,4)=2x+x;

a(2,1) zxczy; a(2,2)=—x*z"2xszy+2sw; a(2,3)=x*czy—x*y+z+*szy; a(2,4)=2x+y;
a(3,1) y*czy; a(3,2)= xxczy—x=y=*zx*szy; a(3,3)= —xxy/2+szy +2sw; a(3,4) = 2xz;
a(4,1) = 2+x; a(4,2) = 2+y; a(4,3)=2+z; a(4,4)=0;

endfunction

6) Das Gauf3-Newton-Verfahren ist im folgenden Programm implementiert.

Programm Gauss—Newton (Kap. 7)
nichtlineares Ausgleichsproblem
f(x) = bxsin(x — a)

x_k _k
-15 —-04
0 0,1
1 0,45
2 0,35
8 0

4 —04
4,5 -0,5

r(a,b,c) = ( bxsin(a*x1l + ¢) — yl;
bxsin(a*x2 + c) — y2;

k;;éin(a*xn +c¢) —yn)
r’(a,b,c) =

Aufruf: [a,b,c,it] = gaussnewton3(a0,b0,c0,alpha);

B I o o R T S

function [a,b,c,it] = gaussnewton3(a0,b0,c0,alpha);
xx = [ —150123 4 4.5];

yy = [ —04 0.1 0.45 0.35 0 —0.4 —0.5];
a=a0; b =Db0; ¢ =c0;

M = Rs(a,b,c,xx,yy);

abc = [a; b; c];

ys = —R(a,b,c,xx,yy);

s = 10;

epsilon = 0.000001;

it = 0;

while (norm(s) > epsilon && it < 40)
it = it + 1;
s = M\ys;
as = s + abc;
abc = alphaxas + (1 — alpha)=abc;
M = Rs(abc (1) ,abc(2) ,abc(3) ,xx,yy);
ys = —R(abc (1) ,abc(2) ,abc(3) ,xx,yy);
0.5*norm(R(abc (1) ,abc(2) ,abc(3) ,xx,yy))"2

endwhile
s
a = abc(1);
b = abc(2);
¢ = abc(3);
X = linspace(—2,5,20);
for j=1:20
7 2 bestn(acx(j) + €);
endfor
#

plot(x,y, 'b=");
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xlabel(’x");
ylabel('y=f(x)’);
hold on
plot(xx,yy, *");
hold off
endfunction
#
function rabc = R(a,b,c,xx,yy);
r = zeros(7,1);
for j=1:7
r(j) = brsin(asxx(j) + ¢) — yy(j);
endfor
rabc = r;
endfunction
#
function rsabc = Rs(a,b,c,xx,yy);
r = zeros(7,3);

for j=1:7
r(j,1) = bxcos(axxx(j)+c)=xx(j);
r(j,2) = sin(a*xx(j)+c);
r(j,3) = brcos(a*xx(j) + c);
endfor
rsabc = r;
endfunction

7) Die Aufgabe kann mit dem folgenden Programm gel6st werden.

# Programm Uebungsaufgabe 7.6 zum SQP—Verfahren (sqp2_gb.m)
# Min F(x,y,z) , u.d.N. G(x,y,z) = 0
#
# F, G, gradF und gradG sind als Programme (Function)
# Spaltenvektoren, bereitzustellen
# input: Startwert (x0,y0,z0,lambda0), Lagrange—Multiplikator
# output: Loesung (x*,y#,z#,lambdax), F(x*,y*,z*) und G(xx,y*,z*)
# Aufruf: [xs,ys,zs, lambda,f,g] = sqp2_gb(x0,y0,z0,lambda0)
#
function [xs,ys,zs,lambdas,f,g] = sqp2_gb(x0,y0,z0,lambda0)
M = zeros(4,4);
x = x0; y= y0; z=z0; lambda = lambda0;
B = [2+2xlambda , 0 , 0 ; 0 , 2 + 2xlambda , 0 ; 0 , 0 , 1+2xlambda];
M= [ B , gradG(x,y,z); gradG(x,y,z)’, 0];
rhs = [—gradF(x,y,z)—lambdaxgradG(x,y,z) ; —G(x,y,z)];
#
epsilon = 0.000001;
k = 0;
while abs(G(x,y,z)) > epsilon && k < 30
k=k+1
X = M\rhs;
dx = X(1); dy = X(2); dz = X(3); dlambda = X(4);
X x + dx; =y +dy; z = z + dz; lambda = lambda + dlambda;

B = [2+2+lambda , 0 , 0 ; O , 2 + 2*lambda , 0 ; 0 , 0 , 1+2+lambda];
M= [ B , gradG(x,y,z); gradG(x,y,z)’ , 0];
rhs = [—gradF(x,y,z)—lambdaxgradG(x,y,z) ; —G(x,y,z)];

endwhile

XS = X;

ys =Yy

zs = z;

lambdas = lambda;
f= F(x,y,z);

g =G(x,y,z);
endfunction

#

function grad = gradF(x,y,z);

grad = [-243—x) ; —2+(4—y) ; —(6-2)1;
endfunction

#

function grad = gradG(x,y,z);

grad = [2#(x—1) ; 2+(y—2) ; 2%z |;

endfunction
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#

function f = F(x,y,z);
f=08—x)"2 + (4—y)"2 + 5—-2z)"2 ;
endfunction

#

function g = G(x,y,z);

g = (x—1)"2— (y—2)"2 + z~2 —1;
endfunction

8) Hier bietet es sich an, die Nebenbedingung nach z aufzuldsen und die Funkti-

on F(y) = (24 y)% + 3y* + 2 mit Schulwissen zu lsen. Im folgenden Programm
ist ein SQP-Verfahren zur Losung implementiert.

# Aufgabe 7.7 zum SQP—Verfahren (sqpl_gb.m)

# Min F(x,y) , u.d.N. G(x,y) =0

#

# F, G, gradF und gradG sind als Programme (Function)

# Spaltenvektoren, bereitzustellen

# input: Startwert (x0,y0,lambda0), Lagrange—Multiplikator
# output: Loesung (xx,y#,lambdax), F(x*,yx*) und G(x#*,y*)
# Aufruf: [xs,ys,lambda,f,g] = sqpl_gb(x0,y0,6lambda0)

#

function [xs,ys,lambdas,f,g] = sqpl_gb(x0,y0,lambda0)

M = zeros(3,3);

x = x0; y= y0; lambda = lambda0;

B =[2 + 2«xlambda , 0 ; 0 , 6];

M= [ B , gradG(x,y); gradG(x,y)’, 0];

rhs = [—gradF(x,y)—lambda+gradG(x,y) ; —G(x,y)1;

#

epsilon = 0.000001;

k = 0;

while abs(G(x,y)) > epsilon && k < 20

k k+1

X = M\rhs;

dx = X(1); dy = X(2); dlambda = X(3);
X

B

x + dx; y =y + dy; lambda = lambda + dlambda;

[2 + 2#lambda , 0 ; 0 , 6];
M [ B, gradG(x,y); gradG(x,y)’ , O];
rhs = [—gradF(x,y)—lambda*gradG(x,y) ; —G(x,y)1;

endwhile

Xs = X;

ys =y

lambdas = lambda;

f= F(x,y);

g = G(x,y);

endfunction

#

function grad = gradF(x,y);

grad = [2:x ; 6xy];

endfunction

#

function grad = gradG(x,y);

grad = [2+x ; —1];

endfunction

#

function f = F(x,y);

f = x"2 + 3xy"2 + 4;

endfunction

#

function g = G(x,y);

g = x2—y =2

endfunction

9) Die Aufgabe kann mit dem folgenden Programm gelost werden.

# Programm Uebungsaufgabe 7.8 zum SQP—Verfahren (sqp3_gb.m)
# Min F(x,y,z) , u.d.N. G(x,y,z) = 0
#
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F, G, gradF und gradG sind als Programme (Function)
Spaltenvektoren, bereitzustellen

input: Startwert (x0,y0,z0,lambda0), Lagrange—Multiplikator
output: Loesung (xx,y*,zx*,/lambdax*), F(x*,y*,z+) und G(x*,y=*,z*)
Aufruf: [xs,ys,zs, lambda,f,g] = sqp3_gb(x0,y0,z0,lambda0)

Hho3E o 3R 3 3

unction [xs,ys,zs,lambdas,f,g] = sqp2_gb(x0,y0,z0,lambda0)

M = zeros(4,4);
x = x0; y= y0; z=z0; lambda = lambda0;
B = [2+lambda , z , y ; z , 2+lambda , x ; y , x , 2xlambda];
M= [ B , gradG(x,y,z); gradG(x,y,z)’, 0];
rhs = [—gradF(x,y,z)—lambdaxgradG(x,y,z) ; —G(x,y,z)];
#
epsilon = 0.000001;
k = 0;
while abs(G(x,y,z)) > epsilon && k < 30
k=k+1
X = M\rhs;
dx = X(1); dy = X(2); dz = X(3); dlambda = X(4);
x =x +dx; y =y +dy; z =z + dz; lambda = lambda + dlambda;
B = [2+lambda , z , y ; z , 2+lambda , x ; y , x , 2xlambda];
M= [ B , gradG(x,y,z); gradG(x,y,z)’ , 0];
rhs = [—gradF(x,y,z)—lambdaxgradG(x,y,z) ; —G(x,y,z)];
endwhile
Xs = X;
ys =Yy,
zs = z;
lambdas = lambda;
f= F(x,y,2);
g = G(x,y,2);
endfunction
#

function grad = gradF(x,y,z);
grad = [y*z ; xxz ; xxy];
endfunction

#

function grad = gradG(x,y,z);
grad = [2+x ; 2xy ; 2xz |;
endfunction

#

function f = F(x,y,z);

f = x=xy=*z ;

endfunction

#

function g = G(x,y,z);

g = x"2 + yN2 + z"2 —1;

endfunction

10) Zur Untersuchung auf Irreduzibilitit werden die entsprechenden Graphen
G(A), G(B), G(C) gezeichnet:

Wihrend man im Graphen G(C) jeden Knoten von jedem Knoten durch einen
gerichteten Weg erreichen kann, ist dies in den Graphen G(A) und G(B) nicht
moglich. Deshalb ist die Matrix C' irreduzibel und die Matrizen A und B sind
nicht irreduzibel.

11) Durch den Tausch der Spalten 2 und 3 erhélt man mit

2 -1 0 0 1 1
-1 2 -1 0 zs | | 2
0 -1 2 -1 z | | 3
0 0 -1 2 4 4
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Abbildung 1: Abbildung 2:
Graph G(A) Graph G(B)

ein Gleichungssystem mit einer schwach diagonal dominanten, irreduziblen Ko-
effizientenmatrix. Mit dem Programm 7.3 erhélt man nach 54 Iterationen die Lo-
sung T = (.’1?1, xr3, T2, $4)T = (4, 7, 8, 6)T.

12) Zu zeigen ist Avj, = A\ fir k= 1,...,n,d.h.

Cuyp . km b(C km ¢ kT
alp)sin T TG, G
12 gy U VET | Coipn o TRT ey g U+ kT
c(b) sin =2 —|—a(b) blnn+1+ (b) sin =———2
k 13
= (a +2Vcbcos Ty JET

32 g 200 = —
n—!—l)(b) sin = (G=2,...,n—-1)
c

-1k k k
c(%)(”_l)/2 sin% +a(%)”/2 singiJ:T1 = (a + 2V/chcos nj:l)(b)"/2 sin

2k
)/? sin 7 — (a+ 2V ebcos
n+1 n

nkm
n+1"

Die Giltigkeit der ersten Gleichung ergibt sich durch Anwendung des Additi-
onstheorems sin(2x) = 2sin x cos z. Die Gleichungen 2 bis n — 1 gelten aufgrund
der Identitat

2)

sina + sin 8 = 2sin

a—+p a—pf
2

coS
2

mit o = % und 3 = % Die n-te Gleichung gilt wegen

. m=1Dkr . (n+Dkr . (n—1)kr . nkm kw
sin ———— =sin ——— +sin ———— = 2sin cos ,
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
wobei sin "EDET — gin b = 0 und die Identitit (2) benutzt wurde.

n+1
13) Fir ¢ = 2 und ¢ = b = —1 hat die Matrix A die Eigenwerte \; =
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Abbildung 3:
Graph G(C)

2+ 2cos nk—_:l, k =1,...,n. Fur den Spektralradius folgt

7r
p(4) = 1r§nka%<n\)\k| =2+ 2cos e

Fiir die Eigenwerte py, von A~ folgt

1 1
Mkzi:ikﬂ- s k:l,...,n.
Ak 2+ 2cos 75
Mit
214+ 1)r
min || =2+ZCOSM
1<k<n n+1

ergibt sich fiir den Spektralradius von A~!
1
2+ 2cos

-1\ _
p(A™7) = ([(2]+1)7 -~
n+1

Mit der Spektralnorm ergibt sich die Konditionszahl der Matrix A zu

2+ 2cos 2~
cond(A4) = [|Allo[|A™]|, = .
2+2 n+1

Fiir n = 101 ist [2] = 50 und man erhélt die Konditionszahl

3
cond(A) = 1,9995 .

Fiir grofsere Dimensionen steigt die Konditionszahl an, ist aber durch 2 be-
schrankt.
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Kapitel 8

la) Bei Vorgabe von a; = az = 1 und unter Berticksichtigung der generellen
Fixierung von a3 = 1 erhilt man zur Bestimmung der Koeffizienten das Glei-
chungssystem

apg — —al—ag—a3=—3
—bo—bl—bg—bg, = —a1—2a2—3a3:—6
—b1 - 2b2 - 3[)3 = —50,1 - 2&2 - 5&3 =-7
1 9 1 4 9
751)1 — 2b2 — 51)3 = 760,1 — gaz — 50,3 = 76
LT S L, 32 243 23
2471377 g? 12007 12007 1200 10

also 5 Gleichungen fiir die 5 Unbekannten ag, by, . . . , b3. Mit der Losung
ap=—3, bp=1,1333..., by = 3,1, by = 1,4, by = 0,3666.. ..

erhélt man das 3-Schritt-Verfahren
Yk+1 + Yk + Ye—1 — 3yk—2 = h[0,3666 fr+1 + 1,41k + 3,1 fr—1 + 1,1333 fx_2]

mit der maximalen Ordnung 4. Fiir das erste bzw. zweite charakteristische Poly-
nom erhélt man

p(2) = =3+ 2+ 22+2% bzw. o(2) = 1,1333 + 3,12 + 1,42% 4 0,36662> .

1b) Bei Vorgabe von ay = a; = 0 und unter Berticksichtigung der generellen
Fixierung von a3 = 1 erhilt man zur Bestimmung der Koeffizienten das Glei-
chungssystem

as = -1
2(12—b0—b1—b2—b3 = -3
2&2 - b1 - 2b2 - 3b3 = —4,5
4 1 9
“@y — —by —2by — ~by = —4
3&2 2b1 b2 2b3 ,5
s 1,2 o7, 3
1207 247377 T T
mit der Losung
296 47T 38, 714l
2T TH 00T 905 T T80 2T 45 BT 19980
Damit ergibt sich das 3-Schritt-Verfahren
7141 38 47 296
— = R —— Zf — fi_
Yet+1 — Yk [19980fk+1+ 45sz 18()fk 1+ 4995fk 2]
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mit der Ordnung 3. Fiir das erste bzw. zweite charakteristische Polynom erhalt
man

296 47 38 7141
— 203 baw _ 2 ar 96 5 Al 5
plz) = =2+ 2" baw. o(z) = 7500 = 7552 T 157+ Tg080°

2) Mit den charakteristischen Polynomen des Verfahrens 1a) erhdlt man mit

B —3+e'¥ el e3P
"~ 1,1333 4 3,1et¥ + 1,4¢t2¢ + 0,3666¢ 3¢

() (¢ € [0,27])

die Randkurve des Gebietes der absoluten Stabilitit des in 1a) konstruierten Ver-
fahrens. Ein Plot der Randkurve zeigt, dass das Gebiet der absoluten Stabilitat
die gesamte linke Halbebene umfasst.

Mit den charakteristischen Polynomen des Verfahrens 1b) erhilt man mit

_ei2ga +ei3ga
(¢ € [0,27])

N(‘p) = 396 _ 47

; 38 12 7141 ;3
_ ip 38 Ji2¢p i 3¢
4995 — 180¢ 7 T €Y+ €

19980
die Randkurve des Gebietes der absoluten Stabilitdt des in 1b) konstruierten Ver-
fahrens.

3) Es sollen hier nur das explizite Eulerverfahren, die verbesserte Polygonzugme-
thode und das Heun-Verfahren 3. Ordnung skizziert werden. Mit den Festlegun-

gen g/(t) = (x(t),y(t))" und

j' = F(t.9) = F(j) < (y3)=(f1@7>):: e
’ b f2(5) G

FOLETOE

realisiert das folgende Programm die Verfahren

# Programm aufg8.3

# Aufruf: [xx,yy] = aufg83(h,iwahl);

# iwahl: 1 Euler explizit, 2 verbesserte Polygonzugmethode, 3 Heun 3. Ordn.
function [xx,yy] = aufg83(h,iwahl);

t 5

k

X

1;
1;
y = 0;
while (t < 2#pi)
if (iwahl == 1)
# Euler explizit
r2 = X>(->(-2+y>(->i2;
X = x + hxy/r2;
y =y — hxx/r2;
elseif (iwahl == 2)
# verbesserte Polygonzugmethode
r2 = X>M-2+y>(-x-2;
k1l = y/r2;k12 = —x/r2;
r2 = (x+0.5+h+k11)#+2 + (y+0.5+h+k12)+2;
k21 = (y+0.5+h+k12)/r2; k22 = —(x+0.5+h+k11)/r2;
x = x + hxk21;
y =y + hxk22;
elseif (iwahl == 3)
# Heun—Verfahren 3. Ordnung
12 = X##2+y*x2;
k11 y/12;
k12 —x/1r2;
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r2 = (x+h+k11/3)%#2 + (y+h=k12/3)x%2;

k21 = (y+hxk12/3)/1r2;
k22 = —(x+hxk11/3)/r2;
r2 = (x+2+h+k21/3)#+2 + (y+2+h+k22/3)#%2;
k31 = (y+2+h=k22/3)/r2;
k32 = —(x+2+h*k21/3)/r2;
x = x + 0.25+h=+(k11 + 3%k31);
y =y + 0.25+h+(k12 + 3xk32);
endif
t =t + h;
xx (k) = x;
yy(k) =y;
k=k + 1;
endwhile
endfunction

Mit der Vorgabe der Schrittweite 2 kann man nun Tests durchfiihren.

4) Die Fixpunktiteration fiir das implizite Runge-Kutta-Verfahren kann man im
Berechnungsschritt von y;, zu y+1 in der Form

s 3—-V3 1) 3—=2V3, (s
k§ AR flzr + 76\[h,yk + ihk% )+ 712\[hk§ ))
+ 2 , 1 (s
k§s+1) _ f(l‘k 3 6\/§h7yk 3 +12\/§hk§é+l) théé))

ansetzen, also einer Iteration vergleichbar mit der Gauf3-Seidel-Iteration, die sehr

einfach zu implementieren ist. Ist |k](-s+1) — k{¥| < €, j = 1,2 fiir eine geforderte

Genauigkeit € > 0, dann erfolgt der Schritt

h S S
Yk+1 = Yk + 5[’% EREN e

Das folgende Programm realisiert die Methode.

# Programm aufg8 .4
# zur Loesung von gew. DGL 1. Ordnung y’'=f(x,y), y(x0)=y0
# implizites Runge—Kutta—Verfahren 4. Ordnung
# input: Schrittweite h, Intervallgrenzen x0,x1, Anfangswert yO=y(x0)
# output: Loesung y(x) an den Punkten x
# benutztes Programm: Nutzerfunktion f (rechte Seite der Dgl.)
# Aufruf: [y,x] = aufg84(x0,x1,y0,h,epsilon)
function [y,x] = aufg84(x0,x1,y0, h,epsilon);
n = (x1 — x0)/h;
yn = y0; y(1)=y0;
xn = x0; x(1)=x0;
for k=1:n
k1l = f(xn,yn);k2=f(xn,yn);kla = kl+epsilon;k2a = k2+epsilon;
while (abs(kl—kla)+abs(k2—k2a) > epsilon)
kla = kl;k2a = k2;
kl = f(xn + h*(83—sqrt(3))/6,yn + h+kl/4 + h+k2+(3 —2+sqrt(3))/12);
k2 = f(xn + h*(3+sqrt(3))/6,yn + h+kl+(3—2+sqrt(3))/12 + h+k2/4);
endwhile
yn = yn + 0.5+h+(kl+k2);
xn = xn+h; x(k+1)=xn; y(k+1)=yn;
endfor
endfunction

Zusammen mit dem Programm

# Programm zur Bereitstellung
# der rechten Differentialgleichungsseite f(x,y)
function [y] = f(x,y);

y = y/(1.4x)+(x+1)*cos(x);

endfunction
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wird das Anfangswertproblem

y'(z) = 1ix+(x+1)cosx, 0<z<4,y0)=1

durch die Octave-Kommandozeilen

x0=0;x1=4;y0=1;h=0.01;eps=0.00001;
[yv,x] = aufg84(x0,x1,vy0,h,eps);

gelost. Dabei waren pro Zeitintegrationsschritt nur maximal 3 Fixpunktiteratio-
nen erforderlich, um die geforderte Genauigkeit e = 10~® zu erreichen.

5) Das Verfahren 1a) ist nicht nullstabil, da das erste charakteristische Polynom
Nullstellen besitzt, die dem Betrage nach grofer als 1 sind. Probieren Sie das Ver-
fahren mit dem Programm aufg85a.m aus.

Das Verfahren 1b) wird mit dem folgenden Programm realisiert.

# Programm aufg8.5b
# 3—Schritt—Verfahren dritter Ordnung
# zur Loesung von gew. DGL 1. Ordnung y’'=f(x,y), y(x0)=y0
# input: Schrittweite h, Intervallgrenzen x0,x1, Anfangswert yO=y(x0)
# output: Loesung y(x) an den Punkten x
# benutztes Programm: Nutzerfunktion f (rechte Seite der Dgl.)
# und Heun—Verfahren dritter Ordnung (heun3_gb.m) zur Berechnung
# von yl, y2 als Startwerte fuer das 3—Schritt—Verfahren
# Aufruf: [y,x] = aufg85b(x0,x1,y0,h,epsilon)
function [y,x] = aufg85b(x0,x1,y0,h,epsilon);
n = (x1 — x0)/h;
yn = y0; y(1)=y0;
xn = x0; x(1)=x0;
# Berechnung von yl und y2
[y,x] = heun3_gb(x0,x0+2+h,y0, h)
yn = y(3); xn = x0+2+h;
# Berechnung von y3, y4,...
for k=3:n
f3=f (xn+h,yn) ;
f3a=f3+epsilon;
£2=f (x(k),y(k)); f1=f (x(k=1),y(k=1)); f0=f (x(k=2) y (k=2));
b = h+(38/45+£2 —47/180+£1+296/4995+£0)+y (k) ;
itfix = 0;
while (abs(f3—f3a) > epsilon)
f3a = f(xn+h,yn);
yn = h+7141/19980+f3a + b;
f3 = f(xn+h,yn);

itfix = itfix+1
f3—f3a
endwhile
xn = xn+h; x(k+1)=xn; y(k+1)=yn;
endfor
endfunction

Da es sich bei dem 3-Schritt-Verfahren um ein implizites Verfahren handelt, ist
pro Zeitintegrationsschritt eine Fixpunktiteration im Programm aufg85b.m im-
plementiert. In der Regel sind jedoch nur 2 bis 3 Fixpunktiterationen pro Zeit-
schritt erforderlich.

6) Zur Losung der Aufgabe kann man das Programm 9.3 (rwp2nl_gb.m) nutzen.
Die Octave-Kommandozeile

y,x] = rwp2nl_gb(l.,6.79e-12,0,10,3000,105.4,100);
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erzeugt mit dem Vektor y an den Stiitzstellen = die numerische Losung. Dabei
waren 7 Newton-Iterationen notig, um den Defekt des bei der Diskretisierung
entstandenen nichtlinearen Gleichungssystems von 10 auf 10~'Y zu verringern.

7) Grundlage fiir die Losung der Zweipunkt-Randwertaufgabe
y'=oy", 0 <z <10, y(0) = ya, y(10) =y

ist das Programm 8.5 (schiessv_gb.m). Es sind letztlich die beiden Anfangswert-
probleme

y'=oy", 0<z <10, y(0) = ya, ¥'(0) =,
bzw.
y! =Adoy’yc . 0 <z <10, y(0) =0, y(0) =1

pro Newton-Iterationsschritt zu 16sen. Fiir die konkrete rechte Seite f(z,y) = oy*
miissen die Programme 8.5d, 8.5e angepasst werden. Es ergibt sich

# Programm aufg8.7a
function [y] = fs2(x,vy1,v2);
sigma = 6.79e-12;
y = sigmaxylxx4;

endfunction
# Programm aufg8.7b
function [y] = fsy2(x,vk,v1l,vy2);

sigma = 6.79e-12;
y = sigmax4xykx*x3%yl;
endfunction

Mit den Octave-Kommandozeilen

a=0;b=10;eta0=3000;etal=770;n=100;
[yl,x] = schiessv_gb(a,b,etal,etal,n,-765);

erhilt man fir ¢ und g(¢) die Resultate der nachfolgenden Tabelle.

Newton-Iteration ¢ 9(¢)
1 —773,62 8764,6
2 —788,89 4020,0
3 —807,13 1676,1
4 —816,97 486,87
5 818,46 59,747
7 —818,52 2,2364
8 818,52 0,056316
9 _818,52 3,4381c — 05
10 —818,52  8,4929e — 07

Hierzu ist allerdings anzumerken, dass das konvergente Newton-Verfahren erst
nach verschiedenen Fehlversuchen mit ungeeigneten Starwerten fiir ¢ schliefllich
mit dem Startwert ( = —765 erhalten wurde.

Die Wahl dieses Startwerts basierte auf einer genaueren Betrachtung der Losung
der Aufgabe 6).
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Kapitel 9
1) Die DAE (9.14) kann man offensichtlich in der Form
z1\’ X sin(t)
A T2 + B o = 0
3 T3 0
mit
0 0 0 100
A=N=1| -1 0 O und B=| 0 1 0
0 -1 0 0 01

aufschreiben. Es ist N# = 0 erstmals fiir y = 3, also ist die DAE vom Index 3.

2a) Nach der Differentiation der zweiten Gleichung erhilt man
x) = —exp(—t) — nro — ntzh

und damit folgt aus der ersten Gleichung
23(t) = exp(—1)

und schlieSlich
21(t) = (1= nt) exp(—1) .

2b) Als konsistente Anfangswerte ergeben sich damit
r10=1 und a9 =1.

Mit dem folgenden Programm kann man durch die Wahl des DAE-Types
"classic” oder “proper” die numerische Losung der DAE (9.45) bzw. (9.46) mit
einem BDF3-Verfahren berechnen. Aus dem Programm ldsst sich auch leicht ein
Programm fiir ein BDF1-Verfahren (Euler-riickwirts) bzw. ein BDF2-Verfahren
(sind im octave-Programm-Verzeichnis auf der Webseite vorhanden) herleiten.
Fiir die Bereitstellung der Anfangswerte fiir das BDF2- bzw. BDF3-Verfahren
werden jeweils das BDF1- bzw. BDF2-Verfahren benutzt (ist in den Quelltexten
ersichtlich). Im Python-Verzeichnis findet man auch die entsprechenden Python-
Programme.

function F = bdf3_dae_step_fo (X, xk,xkml,xkm2, tkpl,6h, daetype, parameter)
# Die Loesung X eines BDF2—Schrittes
# ist eine Nullstelle von bdf2_dae_step_fo.

# input: X Startnaeherung fuer die Stufen

# x_k Loesung des vorherigen BDF-Schrittes ,
# t_k vorheriger Zeitpunkt, h Schrittweite ,
# daetype (’proper’ or ’‘classic’),

# parameter fuer Parameter von f und d

# output: F Funktionswert der Nullstellenfunktion
#
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# benutzte Programme: Nutzerfunktionen f

# der Form f = f(y,x,t,daetype, parameter)

#

# Aufruf: F = bdf3_dae_step_fo(X,xk,xkml,xkm2, tkpl,h, daetype , parameter)

dX = bdf3_dae_do_GearPetzold (X, tkpl, daetype, parameter) ;

dxk = bdf3_dae_do_GearPetzold (xk, tkpl—h, daetype, parameter) ;

dxkml = bdf3_dae_do_GearPetzold (xkml, tkpl —2+h, daetype , parameter) ;
dxkm2 = bdf3_dae_do_GearPetzold (xkm2, tkpl —3+h, daetype , parameter) ;
ykpl = (11+dX/6 — 3.0+dxk + 1.5+dxkml — dxkm2/3)/h;

F = bdf3_dae_fo_GearPetzold (ykpl,X, tkpl,daetype, parameter) ;
endfunction

function d = bdf3_dae_do_GearPetzold (x,t,daetype, parameter)
eta = parameter;
if strcmp(daetype, 'proper’)
d = x(1) + etaxt=*x(2);
else # daetype = ’classic’
= X;
end
end

function f = bdf3_dae_fo_GearPetzold (y,x,t,daetype, parameter)
eta = parameter;
if strcmp(daetype, "proper’)
f1 =y + x(2);
f2 = x(1) + etaxt*x(2) — exp(—t);
else # daetype = ’classic’
fl = y(1) + etaxtxy(2) + (I+eta)=x(2);
f2 x(1) + etaxt*x(2) — exp(—t);

end
f = [f1 f2];

end

function [x,t] = bdf3_dae(t0,tf,x0,h,daetype, parameter)
Programm 9.1 (bdf3_dae.m)
zur Loesung von DAEs f ((d(x,t))’,x,t)=0
BDF2—Verfahren
input: Intervallgrenzen t0,tf,
Anfangswert x0=x(t0), Schrittweite h
daetype (’proper’ or ’classic’),
parameter fuer Parameter von f und d
Beispiel: t0 = 0; tf = 3; x0 = [1.0,1.0]; h = 0.05; daetype = ’classic ’; parameter
= 0.1;
output: Loesung x(t) an den Punkten t
benutztes Programm: bdf2_dae_step_fo
Aufruf: [x,t] = bdf3_dae(t0,tf,x0,h, daetype, parameter)

#
#
#
#
#
#
#
#

I H*

n = floor((tf — t0)/h);
[r,m] = size(x0);

t = zeros(n+1,1); x = zeros(n+l,m);

t(l) = t0; t(2) = t0 + h;

x(1,:) = x0;

# Anfangswerte mit BDF2 berechnen

[X1,t] = bdf2_dae(t0,t0+2+h,x0,h,daetype, parameter);

x(2,:) = X1(2,:); x1=x(2,:);
x(3,:) = X1(3,:); x2=x(3,:);
xkm2 = x0;
xkml = x1;
xk = x2;
tkpl = t0 + 2.0+h;;
options = optimset(’Display’, off");
for k = 3:n
# berechne Nullstelle von bdf2_step_f
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# und nehme x_k als Startnaeherung:

Xstart = xk;

fun = @(x)bdf3_dae_step_fo(x,xk,xkml,xkm2,tkpl,h, daetype, parameter);
xkpl = fsolve (fun, Xstart ,options);

t(k+1) = tkpl; # speichere Zeitpunkt t_{k+1}

x(k+1,:) = xkpl; # speichere Loesung x_{k+1}

tkpl = tkpl + h; # update t_{k+1} fuer naechsten Schritt
xkm2 = xkml; # update x_{k—2} fuer naechsten Schritt
xkml = xk; # update x_{k—1} fuer naechsten Schritt
xk = xkpl; # update x_{k} fuer naechsten Schritt

endfor

endfunction

# Hauptprogramm zum Aufruf von bdf3_dae

t0 = 0; tf = 3.0; h = 0.5e—01; x0 = [1.0,1.0]; parameter = —0.1;
daetypel = ’proper’;

# daetype2 = ’classic ’;

[x,t] = bdf3_dae(t0,tf ,x0,h,daetypel , parameter);

# [y, t] = bdf3_dae(t0,tf,x0,h,daetype2, parameter);

figure (1)

plot(t,x(:,1))
xlabel(’t”)

ylabel(’x1")
legend('proper”)
title(’Gear—Petzold-DAE")
figure(2)

plot(t,x(:,2))
xlabel(’t’)

ylabel(’'x2")
title(’Gear—Petzold-DAE’)
legend('proper”)

2c) DAE-Typ “classic”. Fiir die Parameter = 0,1, n = —0,1 ist die Losung nur
mit dem BDF1-Verfahren und dem BDEF2-Verfahren erfolgreich. Fir n = —0,6
versagen beide Verfahren. Das BDF3-Verfahren ist fiir keinen der Parameterwerte
erfolgreich.

2f) Mit

A—(é), D= (1 nt), B‘(? 1:7;77>’ r_(g>

und damit
A(Dx) +Bx=r

hat das System einen proper formulierten Ableitungsterm.

2g) DAE-Typ “proper”. Das BDF3-Verfahren ist fiir keinen der n-Parameter er-
folgreich. Die BDF1- und BDF2-Verfahren ergeben fiir alle 3 n-Werte akzeptable
Losungen. Diese Resultate bilden auch das abnehmende Stabilitdtsverhalten bei
hoher-schrittigen BDF-Verfahren ab.

3a) Die DAE (9.44) lasst sich mit den Funktionen
y+g(z1 — 22)

fly,x,t) = | —glx1 —22) + 23 und d(x,t) = Cxy
To — Vin
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in der Form

d

Zd(x(), 1), x(1), 1) = 0

b

darstellen. Mit D = (C 0 0) erhélt man die DAE mit proper formulierten Ablei-
tungsterm

f((Dz),z,t)=0.

3b) Mit

1/C 1 g9 -9
D™ = 0 s fy=101], fx=| -9 g
0 0 0 1

ergibt sich die Regularitdt von

C —g 0
G=fD+ Q=10 1

o = O

) e

g
0 1 0

mit det(Q) = —C. Also ist die DAE (9.44) reguldr vom Index 1.

0
0
0

o = O

= O O
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Kapitel 10

1) Sei w;; eine FV-Kontrollzelle mit dem Stiitzwert u;; im Zentrum. Az und Ay
seien die Lange und Breite von w;;. Das Gebiet 2 wird richtungsdquidistant in
N x M Kontrollzellen unterteilt. Als Randbedingungen werden etwas allgemei-
ner

u=u, aufly, gradu-1=g¢q aufls

vorgegeben. Aufierdem wird in der Gleichung ein Quell-Senken-Glied f auf der
rechten Seite beriicksichtigt. Die Geschwindigkeit 7' = (v, w)” ist auf Q U 99 ge-
geben. Fiir den konvektiven Term ergibt sich die Bilanz

/div(uz_)’)dF :/ ut - fids
w Bwij

ij

U5 + Uit1j U5 + Ui—1j
~ [W-&-l/Qj% — vi—1/2j%]Ay
U+U+1 U"+U“_1
_,_[win/Q% — wij71/2%]A$

Fiir den Diffusionsterm erhilt man

div (Agradu) dF = / Agradu - fids
Ow;j

wij

Uit 1i — WUii WUii — Wi—154 Uiir1 — Wiq WUii — Wii_1
~ /\[ i+1j o7y ? ]]Ay+)\[ i+ 1J 1 v ]AZ’

Ax Ax Ay Ay
Nach Division durch AzAy ergibt sich insgesamt die Gleichung
Uij + Uiy1j Uij + Ui—1j Uij + Uij41 Uij + Uij—1
[le/zj% _ Uifl/Qj%]/Ax + [wij+1/2% _ wijq/z%]/Ay
QUji — Uj1i — Wim1i  2Uii — Wiig1 — Ui
2y iy | D Vg v
fiir innere Zellen w;;. Fiir Randzellenan I'y, d.h. i = 1,1 < j < M, ergibt sich mit
7Uij +2Ui71j = Uy < Uij—15 = 2’U,T — Uij
die Randgleichung
Uij + Uiy Ugj + Ugj41 Ujj + Uij—1
[W-&-l/Qj% - Ui—1/2jur]/A1' + [wij+1/2% - wij—l/2%]/Ay
Buij — Uip1j — 2Up 20U — Ugjp1 — Usj—1
+Al Az? Ay? J= "t
Fiir Randzellen an I'; ergibt sich fiir 1 <4 < N, j = 1 mit
(uij — uij—1) /Dy = —q <= ugj—1 = ui; + qAy
die Randgleichung
Ujj + Uit14 Ujj + Uj—15 Uij + Uij41 qAy
[W-Q—l/Qj% - Ui—1/2j%]/Ax =+ [wij+1/2% - wij—l/Q(uij + T)]/Ay
QUi — Wit1j — Wim1j | Ui — Uij+1 — qAY
+A[ J +1j J J Jt+ ] = fii s

Ax? Ay?
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firi = N,1 < j < M mit

(ui+1j — UZ])/A(E =(q < Uit1j = W4y + qAx

die Randgleichung
qAzx Uij + Ui—1j Uij + Ujj Ui + Uij—
[Vit1/25 (uij + T) —Vi-1/2j jﬁzu]/ﬁﬂlC + [wij+l/2%w+l — Wij—1/2 %]/Ay
Uij — Ui—1j — QAT | 2wy — Ui — U1,
+>‘[ Ax2 AyQ ] - fij
und fiir 1 <i < N,j = M mit
(ul‘j+1 — u”)/Ay =q < Ujj4+1 = Uy + QAy
die Randgleichung
Ujj + Uj415 Ujj + Uj—15 qAy Uij + Ujj—1
[Ui+1/2j% - Ui—l/?j%}/Ax + [wij1/2(ui; + T) - wij—1/2%]/Ay
2uij — U1y — Ui—1j | Ui — Uig—1 — gAY
A J +15 J J J = fi:.
+Al Ax? Ay? I= 1y
An den Eckpunkten erhélt man fiir i = 1, j = 1 die Gleichung
WUii + u; . Uii + W, qu
["%#1/2]‘%%1] — Vi1/25tr|/ AT + [wij+1/2%m+1 — wij—1/2(uij + T)]/Ay
Buj; — Uip1 — 2Uy Ui — U1 — QAY
A AmQj E in 1= fij»
furi =1, j = M die Gleichung
Uij + Uiy1j gAy Uij + Uij—1
[Ui+1/2j% - Ui—1/2jur]/Ax + [wij+1/2(uij + T) - wijfl/Q%]/Ay
3uij — wiy1; — 2ur | Uj — uzi—1 — gAYy
A Aq:Qj J in | = fij,
fiiri = N, j = 1 die Gleichung
qAx Uij + Ui—1j Uij + Uijy1 qAy
[Vi1/25 (wig + =) = vz‘—lﬂj%]/ﬁx + [wij+1/2% = wij—1/2(uij + 7))/ Ay
+)\[U” — Uj—15 — qA.T U5 — Ujj41 — qu] _ fij

Ax? + Ay?
und schliefSlich fiir i = N, j = M die Gleichung

qAx Uij + Ui—1j qAy Uij + Uij—1
[Vig 1725 (wij + T) = Vi—1/2; %]/Al“ + [wijy1/2(uwij + T) - wz‘jﬂﬂ%]/ﬁy

Uij —Ui—1j — AT | ui; — w1 — qAy

Die Losung des Gleichungssystems fiir die Unbekannten w;;, 4 = 1,...,N,j =
1,..., M kann direkt oder iterativ erfolgen. Als Orientierung fiir die Implemen-

tierung der iterativen Losung kann man das Programm 9.1 verwenden. Im nach-
folgenden Programm wurde ein SOR-Verfahren realisiert. Allerdings wurde auf-
grund der Rechteckgeometrie ohne Gebietsidentifikationsmatrix gearbeitet.
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Programm zur Loesung der Aufgabe 10.1
mit Dirichlet— und Neumann—RB, iterative Loesung
input: n,m Stuetzpunkte in x— und y—Richtung
output: Loesung u(x,y) auf dem Gitter x,y,
udiff Abstand zweier Loesungen, it Iterationszahl
Aufruf: [u,x,y,udiff ,it] = aufg91i(n,m omega, epsilon ,itmax);
function [u,x,y,udiff,it] = aufg91li(n,m, omega, epsilon ,hitmax);
# Materialdaten , Quellen
la = 3.0; ff=0;
# Gebeitslaenge , Gebietshoehe
11 = 2; hh = 1;
# Dimensionierung des Gitters
dx = 11/n; dy = hh/m;
h = dx; k = dy;
# Gitterinitialisierung
x(1) = dx/2; y(1) = dy/2;
for i=1l:n
x(i) = (i—=1)*+dx+x(1);
endfor
for j=1lm
y(j) = (j—D=dy+y(1);
endfor
# Startfeld
for i=1l:n
for j=1lm
u(i,j) = 1.0;
endfor
endfor
# Konstanten
h2=h~2; k2=kA"2; dx2=2+dx; dy2=2xdy;
udiff = 1; unorm = 1; it = 0;
# Randwerte
uw=1; ql1=0; q2=0; q3=0;
# Aufbau der Matrix und der rechten Seite
for i=l:n
for j=1m
ind = i+(j —1)*n;
vm = (x(i)—0.5+dx)"2; vp = (x(i)+0.5+dx)"2;
wm = (1-y(j)+0.5+dy)"2; wp = (1—y(j) —0.5+dy) "2;
if (1 <i&ki<né&kl<j&kij<m)
a(ind,ind) = 2+la/h2+2xla/k2 + (vp—~vm)/dx2 + (wp-wm)/dy2;
a(ind,ind+1) —(la/h2 — vp/dx2);
a(ind,ind —1) —(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind+n) —(la/k2 — wp/dy2);
a(ind ,ind-—n) —(la/k2 + wm/dy2);
ffl(ind) = ff;
endif
if (i ==1&& 1< j&&j<m)
a(ind,ind) = 3+la/h2+2+la/k2 + vp/dx2 + (wp-wm)/dy2;
a(ind ,ind +1) —(la/h2 — vp/dx2);
a(ind ,ind+n) —(la/k2 — wp/dy2);
a(ind,ind—n) —(la/k2 + wm/dy2);
ffl(ind) = ff+vms+uw/h+la*2+uw/h2;
endif
if (1 <i&ki<né&kij==1)
a(ind,ind) = 2+la/h2+la/k2 + (vp—vm)/dx2 + wp/dy2 —wm/dy;
a(ind,ind+1) —(la/h2 — vp/dx2);
a(ind,ind —1) —(la/h2 + vm/dx2);
a(ind ,ind+n) —(la/k2 — wp/dy2);
ff1(ind) = ff+wmeqlxk/dy2+laxql/k;
endif
if (i ==n&&k 1< j&&j<m)
a(ind,ind) = la/h2+2+la/k2 + vp/dx —vm/dx2 + (wp-wm)/dy2;

B

a(ind ,ind —1) —(la/h2 + vm/dx2);
a(ind ,ind+n) —(la/k2 — wp/dy2);
a(ind,ind—n) —(la/k2 + wm/dy2) ;
ff1(ind) = ff—vp+q2/2+laxq2/h;
endif
if (1 < idkei<nékij==m)
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a(ind,ind) = 2+la/h2+la/k2 + (vp—vm)/dx2 + wp/dy — wm/dy2;
a(ind,ind+1) —(la/h2 — vp/dx2);
a(ind ,ind —1) —(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind-n) —(la/k2 + wm/dy2);
ff1(ind) = ff-wp+q3/2+la=q3/k;
endif
if (i == 1&& j ==
a(ind,ind) = 3+la/h2+la/k2 + vp/dx2 + wp/dy2 — wm/dy;
a(ind,ind+1) = —(la/h2 — vp/dx2);
a(ind,ind+n) = —(la/k2 — wp/dy2);
ff1(ind) = ff+vm+uw/h+swm+ql/2+1a+2+uw/h2+la+ql/k;

endif
if (i ==1&%j ==m)
a(ind,ind) = 3+la/h2+la/k2 + vp/dx2 + wp/dy — wm/dy2;
a(ind,ind+1) = —(la/h2 — vp/dx2);
a(ind,ind—n) = —(la/k2 + wm/dy2);
ff1(ind) = ff + vmsuw/h — wp=*q3/2 + la+2+uw/h2 +laxq3/k;
endif

if (i == n && j ==
a(ind,ind) = la/h2+la/k2 + vp/dx — vm/dx2 + wp/dy2 — wm/dy;
a(ind ,ind—1) = —(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind+n) = —(la/k2 — wp/dy2);
ff1(ind) = ff—vp=*q2/2+wm+ql/2+la*q2/h+la*ql/k;
endif
if (i == né&& j ==m )
a(ind,ind) = la/h2+la/k2 + vp/dx — vm/dx2 + wp/dy — wm/dy2;
a(ind ,ind —1) —(la/h2 + vm/dx2);
a(ind,ind—n) —(la/k2 + wm/dy2);
ff1(ind) = ff—vp+q2/2—wp=q3/2+la+q2/h+la=q3/k;
endif
endfor
endfor
# SOR—Iteration
while (sgrt(udiff/unorm) > epsilon && it < itmax)
ualt = u;
udiff
it
#
for i=1l:n
for j=1m
ind = i+(j —1)*n;
if (1 <i&i<né&kl<j&j<m)
u(i,j)=(ff1(ind)—-a(ind,ind+1)+u(i+1,j)—a(ind,ind—-1)+u(i—-1,j) ..
—a(ind,ind+n)*u(i,j+1)— a(1nd ind—n)+u(i,j—1))/a(ind, 1nd)

endif
if (i ==1&& 1< j && j<m)
u(i,j)=(ffl1(ind)—a(ind,ind+1)+u(i+1,j)—a(ind,ind+n)=u(i,j+1)
—a(ind,ind-—n)+u(i,j—1))/a(ind,ind);
endif
if (1 <i&ki<né&kij==1)
u(i,j)=(ffl(ind)—a(ind,ind+1)*u(i+1,j)—a(ind,ind—1)*u(i—1,j)
—a(ind,ind+n)*u(i,j+1))/a(ind,ind);
endif
if (i ==n&& 1< j & j<m)
u(i,j)=(ffl(ind)—a(ind,ind—1)*u(i—1,j)—a(ind,ind+n)+u(i,j+1)
—a(ind,ind-n)=*u(i,j—1))/a(ind,ind);
endif
if (1 <ié&ki<né&kij==m)
u(i,j)=(ffl(ind)—a(ind,ind+1)*u(i+1,j)—a(ind,ind—-1)+u(i—1,j)
—a(ind,ind—n)»*u(i,j—1))/a(ind,ind);

endif

if (i ==1&&j ==1)
u(i,j)=(ff1(ind)—a(ind,ind+1)*u(i+1,j)—a(ind,ind+n)=u(i,j+1))/a(ind,ind);
endif

if (i ==1&kj ==m)
u(i,j)=(ffl(ind)—a(ind,ind+1)*u(i+1,j)—a(ind,ind-—n)=+u(i,j—1))/a(ind,ind);
endif

if (i == n && j == )
u(i,j)=(ffl(ind)—a(ind,ind —1)*u(i—1,j)—a(ind,ind+n)+u(i,j+1))/a(ind,ind);
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endif
if (i == n&& j ==m )
u(i,j)=(ffl(ind)—-a(ind,ind —1)*u(i—1,j)—a(ind,ind-—n)=*u(i,j—1))/a(ind,ind);
endif
endfor
endfor

udiff = 0.0; unorm = 0.0;
for i=1l:n
for j=1m
u(i,j) = omega*u(i,j)+(l—omega)+ualt(i,j);
udiff = udiff + (u(i,j)—ualt(i,j))"2;
unorm = unorm + ualt(i,j)”2;
endfor
endfor
if (unorm == 0.0)
unorm = 1;
endif
it = it + 1;
endwhile
endfunction

Im Programm wurde die Koeffizientenmatrix a und die rechte Seite ff1 des li-
nearen Gleichungssystems aufgebaut, um auch die Moglichkeit der direkten Lo-
sung zu haben. Die Koeffizientenmatrix des zu l6senden linearen Gleichungssys-
tems ist aufgrund der konvektiven Glieder der Differentialgleichung nicht sym-
metrisch und positiv definit. Deshalb gibt es keinen Bereich fiir den Relaxations-
parameter w, wo die Konvergenz des SOR-Verfahrens gesichert ist. Fiir w = 1,2
lag bei einer Diskretisierung von 40 x 20 finiten Volumenzellen Konvergenz vor,
wéhrend das SOR-Verfahren fiir w = 1,6 nicht konvergierte. Allerdings treten
groflere Probleme bei der Losung erst dann auf, wenn die konvektiven Glieder
die diffusiven dominieren.

2) Die Upwind-Approximation ergibt mit den Vereinbarungen

- Vit1/2; +2|Ui+1/2j| Cup = Vit1/2; _2|Ui+1/2j| 7
vy Vi—1/2; Jr2|vi—1/2j| C om = Vi—1/2j ;‘%‘—1/23‘\ ’
wpy = Wij+1/2 +2|wij+1/2| Cwp = Wij41/2 _2|wij+1/2| ,
wmy = Wij—1/2 ‘*‘2|wij71/2| C wm_ = Wij—1/2 —2\7«01‘3‘71/2|

gemdfs dem Vorgehen in Abschnitt 10.2.3 fiir den konvektiven Term die FV-
Approximation

div (u¥) dF = / ut - fids
Wij 6(4)”'
R (VP4 Ui + VD—Uig1j — VM U1 — UM_Ui;| Ay

Hwppui + wp_uij1 — wmypui—1 — wm_u;| Az .

Mit der Bilanz des Diffusionsterms {iber w;; und nach Division durch AzAy er-
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gibt sich insgesamt die Gleichung

vp4 — vm_ vp— VM4 WP — WM_ wp— wmy
Tuij + E“Hlj - Eui—lj + Ay U5 + Ay Uij+1 — Tyuij—l

2uij — i1y ~Uim1j | 2Wi T Uijtl  Uijod

A = fij
Al Au? Ay I=fi
fiir innere Zellen w;;. Analog zum Vorgehen bei der Aufgabe 1 werden durch Be-
riicksichtigung der Randbedingungen in den FV-Zellen am Rand die jeweiligen
Ghostwerte eliminiert und Rand- bzw. Eckgleichungen aufgestellt. Im Einzelnen
erhilt man:
Fiir Randzellen anI'y, d.h. i = 1,1 < j < M, ergibt sich mit
71“]. +2’U/i71j = Uy < Uj—15 = 2’LLT — Uij
die Randgleichung
vpL —vm_ + vmy vp_ vmg wp4 — wm_ wp— wm_
ij T AT Uit — 2 r ij i1~ o Wij—
Az u]—’_AJUUJrU Az " * Ay uj+Ayu]+1 Ay Hij—1
BUij — Uig1j — 2Up | 2Usij — Uijp1 — Uij—1
A J +1; J J+ J = fii.
+Al Az? Ay? I=1y
Fiir Randzellen an I'; ergibt sich fiir 1 <4 < IV, j = 1 mit
(uij —wij—1) /Ay = —q <= wij1 = uij +qAy
die Randgleichung
vpL — vm_ up_ umy WP — WM_ — WMy wp_
N Ay e S Vi e Vi Ay uij + Ay Mt T wmeg
2uij — Uip1j — Ui—1j | Ui — Uij+1 — gAY
A2 +1j J J g — f
+ [ AJ}'Z Ayg ] f] ’
fiiri = N,1 < j < M mit
(Wit1; — Uij)/Ax = ¢ <= Uip1j = wij + qAx
die Randgleichung
vpy —uvm_ +vp_ vmy wps — wm_ wp— wm.y
Az Uij +vp-q — Ap il + T Ay Ui + Ay Uij+1 — Ay Ujj—1
Uij — Ui—1j — QAT | 2Ujj — Uiy — Uij—1
A = fij
+ [ AIEQ Ayg ] f]
und fiir 1 <i < N,j = M mit
(uin — uw)/Ay =q < Ujj+1 = Uiy + QAy
die Randgleichung
vpy —vm_ L VP vmy 4 WPy —wmo + wp_ n wmy
Ui Uil — o Ui—1; Uij +WPp_q — ——Ujj—
Az T A YT A 1 Ay J p=a Ay Y !

2Uij — Wity — Uim1y | Uij — Uij—1 — gAY

Al Ax? Ay? b= fi-
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An den Eckpunkten erhélt man fiir i = 1, j = 1 die Gleichung

vpy — vm_ +vmy vp_ vmy wpy —wm_ —wmy wp—_
Az U5 + Ar Ujp1j — 2 Ax Uy + Ay U5 + Ay Uij+1 — WM4q
Buij — wi1; — 2ur | Ui — Uiy — gAY
+A[ A2 Ay 1= fij»
firi = 1,j = M die Gleichung
Upy —um_ +vmy vp_ VMg WPy — WM_ + wp_ WMy
Ar Ui+ J Wil 2 Ag Ut Ay uij +wp-q — Ay Y
3u7;j - uiJrlj - 2'LLT ’LLZ'j — UZ‘]‘,1 — qu
+A] A2 Ay? 1= fij
fiiri = N, j = 1 die Gleichung
vpy — vm_ + vp_ vmy WPy — WM_ — wmy wp_
Az Ujj +Vp_q — Ap Yl + Ay wij + Ay Ujjr1 — WM q
Uij —Ui—1j — qAT Ui — w1 — gAY,
und schlieSlich fiir i = N, j = M die Gleichung
Upy —uvm_ + vp_ UMy wp4 — wm—_ + wp— wmy
Ar Uij +Up-q — Ag li-ti + Ay Ui +wp—q — Ay Uij—1
Ujj — Ui—1; — QAT ui; —uij—1 — qAy,
+)‘[ A2 Ay2 ] - fij .

Aufgrund der Eigenschaft
vpy >0, vmy >0, vp_ <0, vm_ <0, wpy >0, wmy >0, wp_ <0, wm_ <0

ergibt sich mit der gewdhlten Upwind-Approximation ein Gleichungssys-
tem mit einer stabilisierten Diagonale zur Bestimmung der gesuchten Werte
uij, ¢ = 1,...,N,j = 1,..., M. Im nachfolgenden Programm ist die Upwind-
Approximation implementiert.

# Programm zur Loesung der Aufgabe 10.2

# mit Dirichlet— und Neumann-RB, iterative Loesung

# input: n,m Stuetzpunkte in x— und y—Richtung,

# omega Relaxationsparameter, epsilon Genauigkeit

# output: Loesung u(x,y) auf dem Gitter x,y,

# udiff Abstand zweier Loesungen, it Iterationszahl
# Aufruf: [u,x,y,udiff,it] = aufg92i(n,m,omega, epsilon ,itmax)
function [u,x,y,udiff ,it] = aufg92i(n,m,omega, epsilon ,hitmax);

# Materialdaten , Quellen
la = 3.0; ff=0;
# Gebeitslaenge , Gebietshoehe
11 = 2; hh = 1;
# Dimensionierung des Gitters
dx = 11/n; dy = hh/m;
h = dx; k = dy;
# Gitterinitialisierung
x(1) = dx/2; y(1) = dy/2;
for i=1l:n
x(i) = (i—1)=dx+x(1);

endfor
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for j=1lm
y(j) = (=Dxdy+y(1);
endfor
# Startfeld
for i=1l:n
for j=1lm
u(i,j) = 1.0;
endfor
endfor
# Konstanten
h2=h~2; k2=kA"2; dx2=2+dx; dy2=2xdy;
udiff = 1; unorm = 1; it = 0;
# Randwerte
uw=1; ql1=0; q2=0; q3=0;
# Aufbau der Matrix und der rechten Seite
for i=l:n
for j=1m
ind =i + (j—1)*n;
vm = (x(i)—0.5+dx)"2; vp = (x(i)+0.5+dx)"2;
wm = (1-y(j)+0.5+dy)"2; wp = (1—y(j) —0.5+dy) "2;

avm = abs(vm); avp = abs(vp);
awm = abs(wm); awp = abs(wp);
vpp = 0.5%(vp+avp); vpm = 0.5%(vp—avp);
vmp = 0.5+(vm+avm); vmm = 0.5x(vm-avm) ;
wpp = 0.5x(wp+awp); wpm = 0.5x(wp-awp) ;

wmp = 0.5x%(wmtawm) ; wmm = 0.5 (wm-awm) ;
if (1 <1 &ki<né&kl<j&&kj<m)
a(ind,ind) = 2+la/h2+2+la/k2 + (vpp—~vmm)/dx + (wpp-wmm)/dy;
a(ind,ind+1) —(la/h2 — vpm/dx) ;
a(ind ,ind —1) —(la/h2 + vmp/dx);
a(ind ,ind+n) —(la/k2 — wpm/dy) ;
a(ind,ind-n) —(la/k2 + wmp/dy) ;
ff1(ind) = ff;
endif
if (1==1&1<j&kj<m)
a(ind,ind) = 3+la/h2+2+la/k2 + (vpp—~vmm#vmp)/dx + (wpp-wmm)/dy;
a(ind,ind+1) —(la/h2 — vpm/dx);
a(ind ,ind+n) —(la/k2 — wpm/dy) ;
a(ind,ind—n) —(la/k2 + wmp/dy) ;
ff1(ind) = ff —2+vpmsuw/h+la+2xuw/h2;
endif
if (1 < idfei<nékej==1)
a(ind,ind) = 2+la/h2+la/k2 + (vpp—~vmm)/dx + (wpp — wmm — wmp) /dy;
a(ind,ind+1) = —(la/h2 — vpm/dx);
a(ind,ind—-1) = —(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind+n) = —(la/k2 — wpm/dy) ;
ff1(ind) = ff+wmpsql+laxql/k;
endif
if (i==n&kl<j&kj<m)
a(ind,ind) = la/h2+2+la/k2 + (vpp — vmm + vpm)/dx + (wpp-wmm)/dy;
a(ind,ind—1) = —(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind+n) = —(la/k2 — wpm/dy);
a(ind ,ind—n) = —(la/k2 + wmp/dy);
ff1(ind) = ff—vpm+q2+la*q2/h;
endif
if (1 < iddei<nékij==m)
a(ind,ind) = 2+la/h2+la/k2 + (vpp—~vmm)/dx + (wpp — wmm + wpm)/dy;
a(ind,ind+1) = —(la/h2 — vpm/dx);
a(ind ,ind —1) —(la/h2 + vmp/dx);
a(ind ,ind-—n) —(la/k2 + wmp/dy) ;
ff1(ind) = ff-wpm+q3+la*q3/k;
endif
if (i == 1 &k j ==
a(ind,ind) = 3+la/h2+la/k2 + (vpp — vmm + vmp)/dx +(wpp — wmm- wmp) /dy;
a(ind,ind+1) = —(la/h2 — vpm/dx);
a(ind,ind+n) = —(la/k2 — wpm/dy) ;
ff1(ind) = ff+2+vmp+uw/h+wmp+ql+la+2+uw/h2+lax*ql/k;
endif
if (i == 18&%j ==m)
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a(ind,ind) = 3+la/h2+la/k2 + (vpp — viom + vmp)/dx + (wpp — wmm + wpm) /dy;
a(ind,ind+1) = —(la/h2 — vpm/dx);
a(ind,ind—n) = —(la/k2 + wmp/dy);
ff1(ind) = ff + 2svmpsuw/h — wpm+q3 + la=2xuw/h2 +la+q3/k;

endif

if (i ==n &k j ==
a(ind,ind) = la/h2+la/k2 + (vpp — vinm + vpm)/dx + (wpp — wmm — wmp) /dy;
a(ind,ind—-1) = —(la/h2 + vmp/dx);
a(ind,ind+n) = —(la/k2 — wpm/dy);
ff1(ind) = ff-—vpmxq2+wmp=ql+la=q2/h+laxql/k;

endif

if (i == n&& j ==m )
a(ind,ind) = la/h2+la/k2 + (vpp — vmm + vpm)/dx + (wpp — wmm + wpm)/dy;
a(ind,ind—1) = —(la/h2 + vmp/dx);
a(ind ,ind—n) = —(la/k2 + wmp/dy);
ff1(ind) = ff—vmp+q2-wmpxq3+lax*q2/h+lax*q3/k;

endif

endfor
endfor

# sor—Iteration
while (sgrt(udiff/unorm) > epsilon && it < itmax)

ualt

= u;

udiff

it

for i=l:n

for j=1m

ind = i + (j—1)*n;
if (1 <i&ki<né&kl<j&j<m)

u(i,j)=(ff1(ind)—a(ind,ind+1)+u(i+1,j)—a(ind,ind—1)+u(i—1,j) ...
—a(ind ,ind+n)*u(i,j+1)—a(ind,ind-n)+u(i,j—1))/a(ind,ind);

endif
if (i ==1&& 1< j &&j<m)

u(i,j)=(ffl1(ind)—-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)—a(ind,ind+n)=u(i,j+1)

—a(ind,ind—n)=*u(i,j—1))/a(ind,ind);
endif
if (1<id&ki<nkj==01)

u(i,j)=(£f1(ind)—a(ind,ind+1)*u(i+1,j)—a(ind,ind —1)*u(i—1,j)

—a(ind,ind+n)=u(i,j+1))/a(ind,ind);
endif
if (i==n&kl<i&kij<m)

u(i,j)=(ff1(ind)—-a(ind,ind —1)*u(i—1,j)—a(ind,ind+n)x*u(i,j+1)

—a(ind,ind-—n)=*u(i,j—1))/a(ind,ind);
endif
if (1 <i&ki<né&kj==m)

u(i,j)=(ff1(ind)—-a(ind,ind+1)*u(i+1,j)—a(ind,ind—1)*u(i—1,j)

—a(ind,ind——n)=*u(i,j—1))/a(ind,ind);
endif
if (i == 1 && j ==

u(i,j)=(ff1(ind)—a(ind,ind+1)*u(i+1,j)—a(ind,ind+n)=u(i,j+1))/a(ind,ind);

endif
if (i == 1&& j ==m )

u(i,j)=(ff1(ind)-a(ind,ind+1)+u(i+1,j)—a(ind,ind—n)=+u(i,j—1))/a(ind,ind);

endif
if (i == n&& j ==

)
u(i,j)=(ffl(ind)—-a(ind,ind—1)*u(i—1,j)—a(ind,ind+n)+*u(i,j+1))/a(ind,ind);

endif
if (i == n&& j ==m)

u(i,j)=(ff1(ind)—-a(ind,ind—1)*u(i—1,j)—a(ind,ind—n)=u(i,j—1))/a(ind,ind);

endif

endfor

endfor
udiff = 0.0; unorm = 0.0;
for i=l:n

for j=1m

u(i,j) = omega*u(i,j)+(l—omega)xualt(i,j);
udiff = udiff + (u(i,j)—ualt(i,j))"2;
unorm = unorm + ualt(i,j)”2;

endfor

endfor
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if (unorm == 0.0)
unorm = 1;
endif
it = it + 1;
endwhile
endfunction

3) Die zentrale Differenzenapproximation ergibt mit den bekannten Beziehungen

h h Uit1j — 2Ui5 + Uj—1,
Vit1/2j = Uij+§va:+0(h2)a Vi—1/25 = Uij—§Uz+O(h2)7 +1J h2j Y _ Um-i'O(hQ)
fiir die erste Komponente uv von ut
Uit1j + Uij Uit Uiy 4
- i+1/2j Vi—1/2j
2 2
Ui414 h W4 h
= =55 lig + 5ve + O] + Sl [vig + S + O(h?)]
(7% h Ui—15 h
—op v = e+ O(R?) = = vig = 5va + O(h%)]
Uit1j — Ui—15 Uit 15 + Ui—1 Uij
_ .72h jvij+ J4 J”UT+7]’UT+O(h2)
i1y T Uim1j + 2u45
— wgv + O(h?) + L+l *“4 152G, L on?)
i1y T Uim1j — 2u45 4
e )
1
= up¥ + ~ (Uzz + O(h?))h?vy + vy + O(h?)

4
= uyv + vy + O(h?) = (w), + O(h?) .

Der Nachweis fiir die zweite Komponente uww von u@ erfolgt analog.

4) Mit den Bezeichungen

Vig1/2; + |Vig1/2;] Vig1/25 — |Vig1/2;]
ops = l/J2Z/J’Up_:l/J21/J’
e +2|“i71/2j|7 o = VimL/2i —2|Ui71/2j|

gilt im Fall v;1;/0;v;—1/2; > 0 fiir die erste Komponente die Upwind-
Approximation

Vit1/2jWi5 — Vi—1/25Ui—1j
h
und durch Taylorreihenentwicklung erhilt man

Vit1/2jWi5 — Vi—1/25Ui—1j
h

Falls v;11/25v;—1/2; < 0 ist, erhdlt man fiir die erste Komponente die Upwind-
Approximation

= (vu)y +O(h) .

Vit1/25Wi5 — Vi—1/25 Ui
h
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und mit geeigneten Taylorentwicklungen folgt
Vit1/2jUij — Vi—1/25Uij
h

Aufgrund der unterschiedlichen Vorzeichen von v;;/2; und v;_; /5; im nichttri-
vialen Fall ergibt sich

= uv, + O(h?) .

Vit1/25 + Vi—12;
2
und damit auch v;; = O(h) bzw. u,v = O(h). Insgsamt gilt dann

= 0(h)

Vit1/25Wi5 — Vi—1/25Uij

h

= wy + O(h?) = uv, + uzv — O(h) + O(h?)
= wvy +uzv + O(h) = (uv)y + O(h) .
Der Nachweis fiir die zweite Komponente ww von u@ erfolgt analog.
5) Die Diskretisierung erfolgt in radialer, azimuthaler und z-Richtung, der Ein-
fachheit halber mit den Diskretisierungsinkrementen Ap, Ay und Az dquidi-
stant. Fiir eine Volumenzelle w;;;, gilt dann
wij = {(pcosp,psing,z) |1+ (i —1/2)Ap < p <1+ (i+1/2)Ap,

(1 =1/2)Ap <o < (j +1/2)Ap, (k= 1/2)Az < z < (k+1/2)Az},
firi=1,...,N,j=1,...,M,k=1,..., P, wobei die Punkte

(@i, Y5, 2x) = (picos j, (pising;, zi), pi=14+1i0p, ¢; = jAp, 2z, = kAz

jeweils die Mittelpunkte der Zellen w; 1, sind, wo auch die Stiitzwerte u;;, berech-
net werden sollen.

Die Bilanz der rechten Seite der Differentialgleichung ergibt fiir konstantes A

Fet1/z (Pit1/2 fPit1/2 1 8 8u 1 0%u  0*u
AMudV = / I+ 555 + 5] pdpdpdz
Wijk Zk—1/2 Pj—1/2 Pi—1/2 p 8p ap 2 850 072

Zk4+1/2 Pit+1/2 Py+1/2 a au 1 82 82
= —)+- + p=——]dpdpdz .
/¢ / 9,8t vo2 o

Die iterierte Integration ergibt mit den ostlichen und westlichen,
nordlichen und siidlichen sowie hinteren und vorderen Randflichen
OWo, Owy, Own , Ows, Owy,, Owy VON Wik

Zk—1/2 j—1/2 Pi—1/2

ou
AudV' =~ [pir1/25 |8wo Pi- 1/2 \awu,]AsﬁAZ
Wijk

1 8u ou ou ou
wr T 4 |Ow A A i1l |Ow, = 4§ |[0w A A
+pl[&plah WIa JJAp Z+p[azlan 5, 10w ] 8pAY

~ ) Wit1jk — Uik Usjk — Wi—15k AvA

[le/ziAp P¢71/27Ap JApAZ

1o Wijpin — Wijk  Uijk — Wij—1k
— — ApAz
pi [ Ap Ay ]
Uijht1 — Uijk  Uijk — Uijk—1
+p2[ 4 AZ E - E AZJ }APASO
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Die Division durch p;ApApAz und die Beriicksichtung von %} = 0 ergibt die
FV-Approximation

1 Ui4-15k — Uijk Uijk — Ui—15k Uijk+1 — Uijk  UWijk — Uijk—1
—[pi — i A — A
pi[pl+1/2 Ap pl 1/2 Ap ]/ p+[ AZ AZ ]/ z
furalle j = 1,..., M. Fir die linke Seite der Differentialgleichung bilanziert man

ou Ou;ik
—dV =~ —2E p; ApApAz
L5 =5

und die Division durch p; ApApAz ergibt die Approximation d%—;" Da die Ap-

proximationen unabhéngig von j sind, kann man auf den Index j verzichten und
erhilt fiir die Differentialgleichung letztendlich die FV-Approximation

Oug, )\[pi+1/2(ui+1k — Wik) — Pi—1/2(Wik — Ui-1k) | Wik — 2k + Uit
ot pilp? Az2 '

Mit der Beriicksichtigung der Anfangs- und Randbedingungen erhilt man ein
Anfangswertproblem zur Berechnung der Stiitzwerte u;;, im Zeitintervall ]0,10].

6) Mit dem Hilbertraum
U=V =H01]) = {u|u,u, € Ly([0,1]), u(0) = 0}

definiert man auf U x V die Bilinearform

Au,v) = /01[(1 + 2%)upv, + 3uv] dr + du(1)v(1)
und auf V' das Funktional

F(v) = /01 e~ vdr + 8v(1)

was nachfolgend gerechtfertigt werden soll. Testet man die linke Seite der Glei-
chung mit einer Funktion v € U, dann ergibt sich durch partielle Integration

/l[j((l + xQ)d—u) + 3ujvdzx
0 T

dzx

du ! du dv !
7(1+x2)%v|é+/0 (1+x2)%%dx+/o 3uv dx

1
d
/ [(1 4 2?)ugv, + 3uv] dz — 2—uv\gg:1
0 dx

/1[(1 + 2%)upv, + 3uv] dr — 2(4 — 2u(1))v(1)
0

= /1[(1 + 22Uz, + 3uv] dz 4 4u(1)v(1) — 8v(1) .
0

Der Test der rechten Seite der Gleichung mit einer Funktion v € U ergibt

1
2
/ef”vdac,

0
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so dass man insgesamt
1 (N

/ [(1+2%)upv, +3uv] de+4u(1)v(1)—8u(1) z/ e T vdr < A(u,v) = F(v)
0 0

und damit die schwache Formulierung erhalt.

7) Zu zeigen ist die Existenz von Konstanten C, D, v > 0, so dass
a) |A(u,v)| < Cllullvlv]lv , [F(v)] < Dlv|lyv (Stetigkeit) und

b)  A(u,u) > v||u||? (Koerzitivitat)

1
HMW=HMMmﬂA(@+u%MWQ

gilt. Fur z € [0,1] gilt aufgrund der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
A, )] < 2wz |z, Vel |2, + 3llullr ol 2, + 4lullv|lollv < 9ullvlv]lv

da
1 1
lalles = ([ el < ([ (a2 + ?) da]'”2 = fully
0 0
und
1 1
lulles = ([ o el < ([ 2+ ) de 2 = fally
0 0
gilt. Aufierdem gilt
1 5 1
|F(v)] = \/ e’ de—|—8v(1)\§eo/ |v| dx + 8|v(1)]
0 0

1 1 1
9/ |v\dx§9[/ v2dx]1/2§9[/ V2 4 02 22 = 9oy .
0 0 0

IN

Damit ist a) mit C' = D = 9 bewiesen.
Da (1 + 2?) > 1 fiir alle z € [0,1] ist, folgt

1 1 1 1
A(u,u)Z/ uidm+3/ u2dac2/ uidx—i—/ u?de = ||ul} ,
0 0 0 0

also b) mity = 1.
8) Mit den quadratischen FE bzw. Basis-Funktionen
—xi)2 —Zi
2(%)1 53%411 Ty < T < Tig1
2( h17 ) - ;;7 Ti—1 <z < T
sonst
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firi=1,...,n,z; =%-h, h=1/n,und

4E=Li(] — =2 T < T < Tjg1
<Pi+1/2(33) Z{ 0 h ( h ) sonst *
furi=1,...,n — 1 sind zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix die Integrale
[ @ [ e@em@d [ pleds,
supp @i supp @i supp @i
/ %2+1/2(x) dz, / <Pi+1/2(~’0)901(50) dx, / <Pi+1/2(93)901+1(93) dzx,
SUPp Pit1/2 SUPp Pit+1/2 SUPp Pi+1/2
bzw.
[ e [ d@ea@d [ gl
supp @i supp @; supp @i
/ 90;11/2(95) de, / ‘P2+1/2(9C)<P;(9C) de, / ‘P;+1/2($)@2+1($) dz,
SUPP Pi+1/2 SUPP Pi+1/2 SUPP Pit+1/2
und
[ @ [ @@
Supp i supp p;i
[ @ [ 202, () do,
Supp p; SUPP Pi+1/2
/ x2g0;+1/2 (2)p;(2) da, / $2902+1/2 (:U)(péJrl(:v) de,
SUpp Pi+1/2 SUpPp Pit+1/2
zu bestimmen. Man erhélt mit den Ableitungen
(4%—3)/h T, <T < Tig1
gilr) ={ @=5=-1)/h @1 <z
0 sonst

und

4(1_2@)/]1 T, <T < Tig1
O o

im Ergebnis der Integration

4h
2

Payde = 7o,
/supp ®i 15

h
/ pi(T)piy1(z) dr = / pi(w)pi—1(v) dx = —30
supp @; supp @i
8h
/ <P@2+1/2(95) dr = 5’
SUPp Pity1/2

/ Pit1/2(@)pi(r) dr = / Gip1/2(T)pit1(x) dr = 5
SUPP Pit+1/2 SUPP Pi+1/2
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bzw.
14
12

/Suppsoi 3h

1
| d@da@di= [ G @de= o

supp @i Supp i
16
12

Pit1 2(93) dr = —,

/SUPP%‘,+1/2 ’ / 3h

8
[ dap@d@de= [ @ @) de= -

SUpPp Pi+1/2 SUpPp Pi+1/2

Am rechten Intervallende ist statt tiber supp ¢,, tiber

supp n, N [0,1]

zu integrieren, so dass sich dort nur das 0,5-fache der fiir ¢ < n angegebenen
Werte ergibt.
Fiir die weiteren Integrale ergibt sich

14 a2 | +2? h 13h2
2 12 i—1 7 .
o (x)de = ——[—%——+ —(xi-1+3x;)+ ——], 1 <i<n,
/Supp @i 3h 2 14 35
7 11h 23h2
2 12 2
?pi(r)de = —[xs 1+ —xp_1+ I,
nlupp ©nN[0,1] 3h 7 35

2 1 ! 1 2 3h2
o (T)piq(2)dr = %[:Cz + ha; + 5 1,
supp @i

2 7 / 1 2 3h2
2 (z)pi_q(x)dr = %[ffiq + hx;_q + ?L
supp @;

16 2h2
/ o (x)de = %[x?+hxi+7],
Supp Pit1/2

8 h 3h2

[ dap@e@ds =~ + e S
SUpp Pit1/2
8 3h 13h2
2/ / 2
TP o(@)pi(x)de = ——[vi + -z + ].

/supp iir)e / 3h 2 20

Zur Berechnung des Lastvektors benétigt man noch die Integrale

h
/ e_zchi(x) dr =~ —[eﬁfflﬂ + efmf*1/2]/2 , i=1,...,n—1
Supp @i 3

h
/ e_‘"”2<pi(x) dr = ~e -1/ , i=n
supp ¢nN[0,1] 6

und

) 2h _ 2 .
/ e x@i+1/2(m)dx%?e +1/2 0 5=0,...,n—1.
SUPP Pi+1/2
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Ausgehend von der schwachen Formulierung erhélt man mit dem Ansatz
2n
up(z) = Zuj/290j/2(39)
j=1

das lineare Gleichungssystem

A(uhv<Pi/2) = F(Soi/Q) , 1=1,...2n

zur Bestimmung der Koeffizienten

Uy/2, Ul, U3/2, U2, ..., Up_1/2, Un -

Die Integrale zur Berechnung des Lastvektors konnen bei Bedarf durch eine Qua-
draturformel genauer als hier bestimmt werden. Im nachfolgenden Programm ist
die FE-Methode implementiert.

Programm zur Loesung der Aufgabe 10.8, FEM, quadratische Elemente
—((I+c*xM2)u_x)_x + d=u = exp(=x”2), u(0)=0, [u_x + alphaxu](1l) = peta
Input: c¢,d,alpha,peta und Zahl der ganzen Indizes n

Output: Loesung u an den Stuetzstellen x, Matrix a und rechte Seite f
Aufruf: [u,x,a,f] = aufg98fem2(c,d,alpha, peta,n);

function [u,x,a,f] = aufg98fem2(c,d,alpha, peta,n);

m= 2sn; h =1/n; h2 = h/2; h3 = 1/(h*3); hl15 = h/15;

h163 = 16/(h+3); h83 = 8/(h+3); hl143 = 14/(h+3);

o3 3 3

x(1) = 0;
f = zeros(m,1);
a = zeros(2xn,2*n);

for i=1:m
x(i+1)=i*h2;
endfor
# Aufbau der Steifigkeitsmatrix a und des Lastvektors f
for i=l:n
jh = 2+i-1;
j o= 2%i;
if (i == 1)
a(jh,jh) =
a(jh,jh+1)
a(j,j—1) = —h83+(1+c*(x(j —1)"2+3+h+x(j —1)/2+13+h”"2/20))+d+h15;
a(j,j) = h143+(1+c*((x(j —1)"2+x(j+1)72)/2+11+hxx(j —1)/14
+3+h+*x(j+1)/14+13+h"2/35))+d*4+hl5;
a(j,j+1) = —h83x%(1+c*(x(j+1)"2+h*x(j+1)/2+3+h"2/20))+d+h15;

h163#(1+c*(x(jh)A2+hsx(jh)+2+hA2/5))+d*8+h15;
= —h83x(1+c*(x(jh)A2+3sh+x (jh) /2+13+hA2/20))+d+h15;

a(j,j+2) = h3#(1+cx(x(j+1)"2+hsx(j+1)+3+hA2/5))—d+h15/2;
endif
if (2 <j&&j<m)
a(j,j—2) = h3+(1+c#*(x(j —1)A2+h*x(j —1)+3+h”2/5))—d+h15/2;
a(j,j—1) = —h83x(1+c*(x(j —1)A2+3xh*x(j —1)/2+13+h"2/20))+d+h15;

a(j,j) = h143+(1+c+((x(j —1)A2+x(j+1)A2) /2+11+hsx(j —1)/14
+3+h+x(j+1)/14+13+hA2/35))+d+4+h15;

a(j,j+1) = —h83x+(1+c*(x(j+1)"2+h*x(j+1)/2+3+h"2/20))+d+h15;
a(j,j+2) = h3#(1+c+(x(j+1)"2+hx*x(j+1)+3+h”"2/5))—d+h15/2;
endif
if (1 < jh )

a(jh,jh—1) = —h83+(1+c#(x(jh)*2+h+x(jh)/2+3+h”2/20))+d+h15;
a(jh,jh) = h163+(1+c*(x(jh)A2+hsx(jh)+2+hA2/5))+d+8+h15;
a(jh,jh+1) = —h83+(1+cx(x(jh)A2+3shxx(jh)/2+13+h"2/20))+d+h15;

endif

if (j ==m)
a(j,j—2) = h3*(1+c+(x(j —1)"2+hx*x(j —1)+3+h”"2/5))—d+h15/2;
a(j,j—1) = —h83x*(1+c*(x(j —1)"2+3+h+x(j —1)/2+13+h"2/20))+d+h15;

a(j,j) = 7+h3+(1+c*(x(j —1)A2+11shex(j —1)/7+23%hA2/35))+d+2+h15+2+alpha ;

endif
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f(jh) = exp(—x(j)"2)*2+h/3;
£(j) = (exp(—x(j)A2)+exp(—x(j+1)A2))+h/6;
if (j =m)
f(j) = exp(—=x(j)"2)+h/6 + 2speta;
endif
endfor
# Loesung
uu = a\f;
u(l) = 0;
for i=1m
u(i+1) = uu(i);
endfor
endfunction

Zum Vergleich mit der FE-Methode mit quadratischen Elementen sind in den
nachfolgenden Programmen ein FE-Verfahren mit linearen Elementen und ein
FV-Verfahren zur Losung des Randwertproblems implementiert.

# Programm zur Loesung der Aufgabe 10.8 mit einem FE—Verfahren, lineare Elemente
# —((1+c*x"2)u_x)_x + dxu = exp(—x”"2), u(0)=0, [u_x + alpha+u](1) = peta
# Input: «c¢,d,alpha,peta und Zahl der Elemente n
# Output: Loesung u an den Stuetzstellen x, Matrix a und rechte Seite f
# Aufruf: [u,x,a,f] = aufg98feml(c,d,alpha, peta,n);
function [u,x,a,f] = aufg98feml(c,d,alpha,peta,n);
h = 1/n;
f = zeros(n,l);
x(1)=0;
for i=1l:n
x(i+1)=ixh;
endfor
# Aufbau der Steifigkeitsmatrix a und des Lastvektors f
for i=1l:n

if (i == 1)
a(i,i) = (2+c*(x(i)A2+x(i+1)A2+h+(x(i)+x(i+1))+2+h"2/3))/h + d+2+h/3;
a(i,i+1) = —(l+c*(x(i+1) " 2+h*x(i+1)+h”2/3))/h +d=h/6;

f(i) = exp(—(x(i)+h/2)"2)+h/3+exp(—(x(i+1)+h/2)"2)+h/3+exp(—x(i+1)"2)=h/3;
endif
if (1 < i && i <n)
a(i,i—1) = —(1+c*(x(i)"2+h+x(i)+h”2/3))/h + d=h/6;
a(i,i+l) = —(I+c*(x(i+1)A2+hx*x(i+1)+h”2/3))/h +d+h/6;
a(i,i) = (Q+c*(x(i)"2+x(i+1)"2+h*(x(1)+x(i+1))+2+h”2/3))/h + d*2xh/3;
f(i) = exp(—(x(i)+h/2)"2)+h/3+exp(—(x(i+1)+h/2)"2)xh/3+exp(—x(i+1)"2)+h/3;
endif
if (i == n)
a(i,i—1) = —(I+c*(x(i)"2+hx*x(i)+h”2/3))/h + d+h/6;
a(i,i) = (I+c*(x(i)"2+h*x(i)+h”2/3))/h + dx1+h/3 +2xalpha;
f(i) = exp(—(x(i)+h/2)72)%h/3+exp(—x(i+1)"2)+h/6 +2+peta;
endif
endfor
# Loesung
uu = a\f;
u(1l)=0;
for i=l:n
u(i+l) = uu(i);
endfor
endfunction

# Programm zur Loesung der Aufgabe 10.8 mit einem FV—Verfahren
# —((1+c*x"2)u_x)_x + dxu = exp(—x”"2), u(0)=0, [u_x + alpha+u](1l) = peta
# Stuetzwerte u_i an den Stuetzstellen x_{i—1/2}, i=1,...,n
# Input: c,d,alpha,peta und Zahl der Stuetzstellen n
# Output: Loesung u an den Stuetzstellen x, Matrix a und rechte Seite f
# Aufruf: [u,x,a,f] = aufg98fvm(c,d,alpha, peta,n);

function [u,x,a,f] = aufg98fvm(c,d,alpha, peta,n);

h = 1/n;

f = zeros(n,1);

for i=1l:n
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x(i)=(i—1/2)+h;
endfor
# Aufbau der Steifigkeitsmatrix a und des Lastvektors f
for i=l:n

if (i == 1)
a(i,i) = 2/h + (1+c*h”2)/h + dsh; a(i,i+1) = —(1+c+hA2)/h;
f(i) = exp(—(h/2)"2)+h;

endif

if (1 <i && i <n)
a(i,i—1) = —(Q+c+((i—1)*h)~2)/h; a(i,i+1) = —(1+c*(i*h)~2)/h;

a(i,i) = —(a(i,i—1)+a(i,i+1))+d=h;
f(i) = exp(—((i—1/2)+h)~"2)=h;
endif
if (i == n)

cl = 1/h + alpha/2;
a(i,i—1) = —(1+c*((i—1)xh)~2)/h;
a(i,i) = (I+c+((i—1)*h)~2)/h + alphax*(1+c+(ixh)”2/(h*cl)) + dxh;
f(i) = exp(—((i—1/2)*h)"2)+h+ (1+c+(i*h)”2)+peta/(hxcl);
endif
endfor
# Loesung
u = a\f;
endfunction

Beim FV-Verfahren wurde die Randbedingung v = 0 am linken Intervallende
z = 0 durch

Ug + U1

5 0

und die Randbedingung %* + au =  am rechten Intervallende z = 1 durch

Up+1 — Up Up+1 + Up, o
A + 3 =0

approximiert. Die Ghostwerte u¢ und u, 11 wurden mittels der Randbedingun-
gen aus den Approximationen der Differentialgleichung an den Punkten x5
und z,,_; /2 eliminiert.

In allen 3 Programmen wurde die Tridiagonalitédt der Steifigkeitsmatrizen nicht
beriicksichtigt. Zur Speicherplatzeinsparung und zur Effizienzsteigerung sei hier
eine Modifizierung der Programme zwecks Nutzung der Routine “tridia.m” zur
Losung der linearen Gleichungssysteme empfohlen.
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Kapitel 11

1) Das folgende Programm ergibt die numerischen Losungen im Vergleich zur
exakten Losung.

# Programm em_milstein_allgemein_vs_exakt_gb.m ;
# Euler—Maruyama und Milstein—Methode zur numerischen Loesung von
#

# SDE: dX = (alpha + mu+X) dt + (peta + sigmaxX) dW, X(0) = Xzero ,
# alpha =2 , mu= -3 , peta =1 , sigma = 1 und Xzero = 1 .

#

# im Vergleich zur exakten Loesung

#

# Wiener—Prozess ueber [0,1], dt = 2°(—8).

# Euler—Maruyama, Milstein auf einem Gitter mit Dt = R+dt (R Zweierpotenz)
randn(’state’,100) # random seeding

alpha = 2 ; mu = -3 ; peta =1 ; sigma = 1 ; Xzero = 1 ; # Problemparameter
T=1,;N=2r8 ; dt = 1/N;

dW = zeros(1,N); W = zeros(1,N); Xtrue = zeros(1,N); # Pre—Allokierung

dW = sgrt(dt)srandn(1l ,N) ; # Inkremente des Wiener—Prozesses

W = cumsum(dW) ; # Wiener—Prozess

# Aufbau der exakten Loesung

j=0

while (j < N)
j=j+ 1
ctl = 0;
k = 0;
while (k < j)
k =k + 1;
summa = exp( (0.5xsigma”2—mu)x+k+dt — sigmasW(k) );
ctl = ctl + summaxdt;
ct2(k) = exp( (0.5+sigma™2—mu)+k+dt — sigmasW(k) );
endwhile

wito = ito_integral_gb (ct2(1:j),dW(1:j),j);
Xtrue(j) = ( Xzero+exp(sigmasW(1))+( (alpha—petassigma)=ctl+petarwito ) )...
rexp( (mu—0.5+sigma”2)+j+dt+sigma=(W(j)-W(1)) );
endwhile
plot ([0:dt:T],[Xzero, Xtrue], 'g—"), hold on
xlabel(’t’, FontSize’,16); ylabel(’X_t’, FontSize’ ,16);
R =4 ; Dt = R«dt ; L = N/R; # L Schritte der numerischen Verfahren Dt = Rxdt
Xem = zeros(1,L); Yem zeros(1,L); # Pre—Allokierung
Xtemp = Xzero ;

Ytemp = Xzero ;

j =0;

while (j < L)
=3+ 1

sWinc = sqgrt(Dt)+sign(sum(dW(R+(j —1)+1:R+j))) ;
Xtemp = Xtemp + Dtx(alpha+mu+Xtemp) +(peta+sigma=Xtemp)+sWinc ;
Xem(j) = Xtemp ; #  schwache Euler—Maruyama—Loesung
Ytemp = Ytemp+Dt+(alpha+muxYtemp) +(peta+sigma=+Ytemp)+sWinc. ..
+0.5+sigma *( peta+sigmaxYtemp) »(sWinc2—Dt) ;
Yem(j) = Ytemp ; #  schwache Milstein—Loesung
endwhile
plot ([0:Dt:T],[ Xzero,Xem], 'r—="), hold off
figure(2)
plot ([0:dt:T],[ Xzero, Xtrue], 'g—"), hold on
plot ([0:Dt:T],[Xzero,Yem], '"b——="), hold off
xlabel(’t’,’FontSize’ ,16); ylabel(’'X_t’, FontSize’,616);
eerrx = abs(Xem(end)—Xtrue(end))
merry = abs(Yem(end)—Xtrue (end))
# Programmende

2) Hier muss nur die im Buch angegebene Losungsformel konkretisiert werden,
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es gilt dann

L1 " -3
o = 1—|—/ —(2—3*1)ds+/ —dWs ,
0o hs o N

t 1 t 1
he — exp(/ (1—512)ds+/ AW,) = exp(t + W, ~ W)
0 0

und

‘1 “1
Xt:Ctht:[l—/O Ed8—3/0 EdWS]ht

3) Mit dem folgenden Programm 16st man die Aufgabe. einer effizienteren Pro-
grammierung.

Programm loesung113.m
Milstein—Methode zur numerischen Loesung von

SDE: dX = (alpha + mu+X) dt + (peta + sigmaxX) dW, X(0) = Xzero ,
alpha =2 , mu = -3 , peta = 1 , sigma = 1 und Xzero = 1 .

Mittelwert von M Loesungspfaden
der numerischen Loesung im Vergleich zur exakten Loesung

Wiener—Prozess ueber [0,1], dt = 2~(—8).
Milstein auf einem Gitter mit Dt = R+«dt (R Zweierpotenz)
randn(’state’,100) # random seeding
alpha = 2 ; mu = -3 ; peta = 1 ; sigma = 1 ; Xzero = 1 ; # Problemparameter

=1,; N=278 ; dt = 1/N; M= 100; #
R =4 ; Dt = R«dt ; L = N/R; # L Schritte der numerischen Verfahren Dt = Rxdt
dW = zeros(MN); W = zeros(M,N); Xtrue = zeros(1,N); # Pre—Allokierung
dW = sgrt(dt)*randn(M,N) ; # Inkremente des Wiener—Prozesses
W = cumsum(dW,2) ; # Wiener—Prozess
Uemean = zeros(1,N); Unmean = zeros(1,L); # Pre—Allokierung
s = 0;
while (s <M)

s =s + 1;

dw = dW(s,:) ;

w=W(s,:);
# Aufbau des s—ten Pfades der exakten Loesung

= 0;

while (j < N)

. ) 1,

B TR T S

] J
ctl = 0;
k = 0;
while (k < j)
k =k + 1;
summa = exp( (0.5+sigma’”2—mu)xk+dt — sigmasw(k) );
ctl = ctl + summa=dt;
ct2(k) = exp( (0.5+sigma’2—mu)+k+dt — sigmaxw(k) );
endwhile
wito = ito_integral_gb(ct2(1:j) ,dw(1:j),j);
Xtrue(j) = ( Xzero+exp(sigmas*w(1))=( (alpha—petassigma)x*ctl+petaxwito ) )...
sexp( (mu—0.5*+sigma”2)+jx*dt+sigmas(w(j)-w(l)) );
endwhile
Uemean = Uemean + Xtrue;
# Berechnung des s—ten Pfades des numerischen Milstein—Loesung
Yem = zeros(1,L) ; # Pre—Allokierung
Ytemp = Xzero ;
2 0;
while (j < L
] =]
sWinc
Ytemp

sc’p:t(Dt) +sign(sum(dw(Rx*(j —1)+1:R=j))) ;
Ytemp+Dt+(alpha+mu+Ytemp) +(peta+sigma=Ytemp) *sWinc . . .

nn +
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+0.5+sigma +( peta+sigmaxYtemp) »(sWinc 2—Dt) ;
Yem(j) = Ytemp ; #  schwache Milstein—Loesung
endwhile
Unmean = Unmean + Yem;
endwhile
Uemean Uemean/M;
Unmean Unmean/M;
plot ([0:dt:T],[ Xzero,Uemean], 'b—"), hold on
plot ([0:Dt:T],[ Xzero,Unmean], 'r—="), hold off
xlabel(’t’, FontSize’,16); ylabel(’X_{mean}’, FontSize’ ,616);
for j=1:L
Uem(j) = Uemean(Rx(j—1)+1);
endfor
error = norm(Uem-Unmean)
# Programmende

4) Mit dem folgenden Programm 16st man die Aufgabe.

Programm loesungll4.m

Milstein—Methode zur numerischen Loesung von

SDE: dX = kappa(theta — X) dt + sigmassqrt(X) dW, X(0) = Xzero ,
Wurzel-Diffusionsprozess

Wiener—Prozess ueber [0,1], dt = 2~(—8).
Milstein auf einem Gitter mit Dt = Rxdt
Input—Parameter: kappa, theta, sigma und Xzero
Aufruf: loesungl04 (kappa, theta ,sigma,x0);
function loesungl04 (kappa, theta ,sigma, Xzero) ;
randn(’state’,100) # random seeding
T=1; N=28 ; dt = 1/N;
dW = zeros(1,N); W = zeros(1,N); # Pre—Allokierung
dW = sgrt(dt)srandn(1,N) ; # Inkremente des Wiener—Prozesses
W = cumsum(dW) ; # Wiener—Prozess
# Mit R = 4,2,1 waehlt man die Feinheit der Zeitdiskretisierung (R=4 —> grob...)
R=2; Dt = R«dt ; L = N/R; # L Schritte der numerischen Verfahren Dt = Rxdt
Yem = zeros(1,L); # Pre—Allokierung
Ytemp = Xzero ;
D0
while (j < L)
i =3+ 1;
Winc = sum(dW(R#(j —1)+1:R+j)) ;
Ytemp = Ytemp+Dt+kappa+(theta— Ytemp)+sigmaxsqgrt (Ytemp)+Winc. ..
+0.25+sigma A 2+(Winc2—Dt) ;
Yem(j) = Ytemp ; #  Milstein—Loesung
endwhile
plot ([0:Dt:T],[ Xzero,Yem], 'g—=")
xlabel(’t’,’FontSize’ ,16); ylabel(’X_t’, FontSize’,616);
endfunction

B

5) Wir gehen von

erf(z) = % /Oz e de und B(x) = ®(z;0,1) = L /m e‘% d¢

aus und erhalten nach Differentiation

erf' (z) = %e’wz und @'(z) = \/12767é )
s ™
also gilt
erf/ (<) = ™% = 2130/ (x) = exf/ (<) = 2120/ (x) .
v2© T 2
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Durch Integration ergibt sich

\@erf(ﬁ

mit der Integrationskonstanten C. Da erf(0) = 0 und ®(0) = % gilt, folgt fiir die
Integrationskonstante C' = —+/2. Das bedeutet

) = 2V2®(z) + C

erf(%)z?@(x)—l bzw. ®(z) = 1+ 1erf(\i[)
6) Es gilt
P{x; < X <z} = — 5 M)
\/ﬂ @
Die Substitution £ = p + o, d§ = odn liefert
Pl < X <z} = \/%/H L€ %nzdn,

also ist mit ®(z) = = [* e~ 28 dg

Plo; < X <z} = @(”32;“) - @(%) .
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Appendix

In diesem Anhang sind die Themen “"Monte-Carlo Methode” und “Lineare Op-
timierung” kurz erldutert. Zur Monte-Carlo-Methode sei zum genaueren Lesen
auf das sehr gehaltvolle Buch des sowjetischen Mathematikers I.M. Sobol “Die
Monte-Carlo-Methode” (deutsche Ubersetzung z.B. vom “Deutschen Verlag der
Wissenschaften”, Berlin 1971) verwiesen.

Beschreibungen zur Losung linearer Optimierungsprobleme findet man in den
im Buch zitierten “Numerical Recipes” oder z.B. in der Monographie “Metho-
den und Probleme der Unternehmensforschung” von Sasieni, Yaspan, Friedman
(deutsche Ubersetzung “Physica-Verlag”, Wiirzburg 1965).

Die Quelltexte der in diesem Anhang angegebenen Programme sind in den
Aufgabenlosungs-Files zu finden.
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Monte-Carlo Methode

Im Folgenden soll die Monte-Carlo Methode am Beispiel der Berechnung eines
bestimmten Integrals erldutert werden.

Soll irgendeine unbekannte Grofie m berechnet werden, dann versucht man eine
Zufallsgrofie € zu finden, fiir die der Erwartungswert der Beziehung

E[f] =m

geniigt. Die Varianz (Dispersion) sei V[¢] = b2. Sind nun &, &, . .., {x unabhén-
gige Zufallszahlen, deren Verteilung mit der von £ iibereinstimmt, und ist IV hin-
reichend grofs, dann gilt

PULS 6~ ml < 2y ~ 0907, ®
N & VN

D.h. man kann m durch den Mittelwert ndherungsweise berechnen, also

1 N
me Y &
j=1

und man hat durch
£l
VN
eine Fehlerinfomation im Sinne der Beziehung (3).

Die eben beschriebene niherungsweise Berechnung einer unbekannten Grofie
soll nun am Beispiel der Berechnung des Integrals

b
1= [ gta)ds @

verwendet werden. Sei p¢(z) eine beliebige Verteilungsdichte, die im Intervall
]a, b] definiert ist, mit den bekannten Dichteeigenschaften

b
pe(x) >0 (a <z <b), /pg(x)dz:l.

Mit der im Intervall ]a, b[ definierten Zufallsgrofie £ mit der Dichte p fiihren wir
die Zufallsgrofie

9(§)

L)

ein. Aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist nun die Beziehung

b b
E[n}=/ npg(ff)dw=/ 9(7) pe(x)de =1

pe()
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fur den Erwartungswert von 7 bekannt. D.h. man kann das Integral I durch die
Beziehung

1 1 <. g(&))
N;”J N;pg@-)

mit &1, &o, . . ., {n unabhéngigen Zufallszahlen aus dem Intervall ]a, b], deren Ver-
teilung mit der von ¢ tibereinstimmt, berechnen. Der Fehler tibersteigt dabei den

Wert 34/ % mit gro8er Wahrscheinlichkeit nicht. Die einfachste Wahl von pe (z)

ist offensichtlich

1

Man kann aber leicht zeigen, dass die Varianz V'[n]
b 2
Pe(x)

dann minimal wird, wenn p¢(z) proportional zu |g(x)| ist. Wir werden beim
nachfolgenden Beispiel sehen, dass sich die Wahl einer geeigneten nichtkonstan-
ten Dichte p¢(z) durchaus lohnt.

Vi = Eln?] - (El)? = /

Beispiel:
Es soll das Integral

/2
/ sin z dx
0

berechnet werden. Wir setzen das Vorhandensein einer zwischen 0 und 1 gleich-
verteilten Zufallsgrofie v voraus. Uber die Beziehung

£
| petarda =+ ©)

bestimmt man eine Zufallsgrofe ¢, die im Intervall ]a, b] mit der Dichte p¢(x) ver-
teilt ist. Den Nachweis der Beziehung (5) zum sogenannten “auslosen” von Zu-
fallszahlen mit einer Dichte p¢(x) und viele andere kluge Ausfiihrungen findet
man z.B. in “Die Monte-Carlo Methode” von I.M. Sobol vom VEB Deutscher Ver-
lag der Wissenschaften, Berlin 1983 oder in seinem sehr guten Buch “Numerische
Monte-Carlo-Methoden” (russ.), Verlag “"Nauka”, Moskau 1973.

Mit der konstanten Dichte

2

ergibt sich im Beispielfall gemaf (5) aus

§ €9
/pf(ﬂﬁ)dx:/ —dr =1
0 o T
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die in )0, Z[ mit der Dichte p¢(z) = 2 verteilte Zufallsgrofe

_om
e=2.

Mit dem Programm

# Programm zur Berechnung des Integrals \int_0/"\pi sin(x) dx
# mit der Monte—Carlo—Methode

# input: 2z, Feld von nsamples Zufallszahlen

# output: integral genaeherter Integralwert, fehler

# Aufruf: [integral , fehler] = montecarlol(z,nsamples);
function [integral, fehler] = montecarlol (z,nsamples);

dichte = 2/pi;

mw = 0;

var = 0;

for j=1:nsamples
xi = pixz(j)/2;
mw = nw + sin(xi)/dichte;
var = var + (sin(xi)/dichte)”2;
endfor
integral = mw/nsamples;
fehler = sqgrt((var/nsamples — integral”2)/nsamples);
endfunction

wird die ndherungsweise Integralberechnung mit der konstanten Dichte reali-
siert. Wahlt man nun die Dichte
8z

pi(l.) = ﬁ )

von der als Ubung die Dichteeigenschaft gezeigt werden sollte, dann erhélt man
gemaf (5) aus

die in ]0, 5[ mit der Dichte p¢(z) = 3% verteilte Zufallsgrofe

™

§:§\ﬁ-

Im folgenden Programm ist die Integralberechnung des Beispiels mit der nicht-
konstanten linearen Dichte p¢(z) = 2% realisiert.

# Programm zur Berechnung des Integrals \int_0/{\pi/2} sin(x) dx

# mit der Monte—Carlo—Methode und einer nicht—konstanten Dichte p = 8x/pi”2
# input: 2z, Feld von nsamples Zufallszahlen

# output: integral genaeherter Integralwert, fehler

# Aufruf: [integral, fehler] = montecarlo2(z,nsamples);

function [integral, fehler] = montecarlo2(z,nsamples);

mw = 0;

var = 0;

for j=1:nsamples
xi = pi*sqrt(z(j))/2;
dichte = 8#xi/pi~2;
mw = nw + sin(xi)/dichte;
var = var + (sin(xi)/dichte)”2;
endfor
integral = mw/nsamples;
fehler = sqgrt((var/nsamples — integral”2)/nsamples);
endfunction
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Die Anwendung der Programme zeigt den Vorteil der Verwendung der linearen
Dichte p¢(z) = 2%, die zwar nicht proportional zur Funktion g(z) = sin z ist, aber
einen dhnlichen Verlauf hat. Mit den 10 Zufallszahlen ~,...,7v1o (hier konnte
man mit dem Octave-Befehl rand(1,N) N gleichverteilte Zufallszahlen erzeugen)

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

v; 0865 0,159 0,079 0566 0,155 0,664 0345 0,655 0,812 0,332

erhdlt man mit der konstanten Dichte (Programm “montecarlol”) den Nihe-
rungswert

I ~0,95179

und mit der linearen Dichte (Programm ”“montecarlo2”) den deutlich genaueren
Wert

I ~1,0160 .

Zu der beschriebenen Methode mit einer nicht-konstanten Dichte ist der Auf-
wand der Berechnung von £ ausgehend von + iiber die Beziehung (5) zu bertick-
sichtigen. Dieser sollte sinnvollerweise nicht zu hoch sein, d.h., die Dichten soll-
ten nicht zu kompliziert sein oder eben konstant, falls man keine geeignete Dichte
fiir die zu integrierende Funktion findet.

Die fiir die Integralberechnung beschriebene Monte-Carlo-Methode ist aber nur
dann Quadraturformeln vorzuziehen, wenn es sich um mehr- oder hochdimen-
sionale Integrale handelt. Denn im Fall von Mehrfach-Integralen ist die Realsie-
rung von Quadraturformeln ungeheuer aufwendig, wahrend die beschriebene
Monte-Carlo-Methode sehr einfach zu implementieren ist.
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Lineare Optimierung

Die lineare Optimierung oder auch lineare Programmierung hat die Bestimmung
von Extremwerten (wir betrachten hier die Suche nach einem Minimum, den Fall
der Suche eines Maximums erfasst man durch die Suche nach dem Minimum von

—f(x1,za,...,2,)) einer linearen Funktion
f@1, 22, 20) =Y wic; =minl  (¢; €R) ©6)
k=1

unter Beriicksichtigung von Nebenbedingungen der Form

1051 + Toajo+ -+ xpai;y < by (F=1,...,m1) )
T1G51 + T2aj2 + -+ + TpQjn > bj (jzml—l—l,...,ml —|—m2) (8)
1051 + 2050+ -+ Tpajn, = b (F=mi4+me+1,...,m +ma+mf))
zum Ziel, wobei x; > 0, b; > 0(j =1,--- ,m = m1 + ma + m3) gefordert ist. Mit

der Einfithrung sogenannter Schlupfvariablen

Tnt1s Tt - Tntmy+my = 0

kann man das Problem (6), (7)-(9) in der Form

n+mi-+mso
f(xlvl'Qa"';xnaxn+17"‘vl'n+m1+m2) = Z LiCi = min! (10)
k=1
(ci €R,cpy1 =+ = Cntmy+m, = 0) mit den Nebenbedingungen
1051 + Toljo + -+ TpQjn + Tjnyj =b; , 7 =1,...,mq, (11)
zlajl —+ Igajg + -+ xnajn — Ijn+m1+j = bj ,j = ma + 1, NN 5 4—(172;)

T1aj1 + Toajo + -+ Tpajn = b j=mi+ma+1,...,my +mo + (@3)

aufschreiben. Mit den Verabredungen N = n+m; +mo und M = my +mg +mg
und

Z=(z1,20,..,a0)", @=(ct,...,cn,0,....00T €RY | b= (by,...,0n)"

und der Koeffizientenmatrix A vom Typ M x N des Gleichungssystems
(11),(12),(13) kann man das Problem (10),(11),(12),(13) in der kompakten Form

f(@) =¢T . %= min! (14)
AZ=b (15)
7,6>0 (16)

aufschreiben. Dabei bedeutet @ > d bzw. A > D, dass dieﬁVektor— bzw. Matrix-
komponenten von @ bzw. A grofier oder gleich denen von d bzw. D sind.

Die Nebenbedingungen (7)-(9) bzw. (11)-(13) beschreiben ein konvexes Polyeder
des RM, das durch Hyperebenen berandet ist (jede Gleichung (11), (12) oder (13)
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beschreibt eine Hyperebene im RM). Es ldsst sich zeigen, dass lineare Funktio-
nen der Form (10) bzw. (14) ihre Extremwerte in den Ecken des Polyeders (oder
auf Randfldchen, falls die Ebenenschar ' - ¢ = «, v € R parallel zu einer Rand-
flache des Polyeders ist) annehmen. Hat man eine Ecke des Polyeders, d.h. eine
nichtnegative Losung Z der Gleichung

AT =b

gefunden, kann man sich auf den Polyderkanten bewegen und priifen, ob der
Wert der Zielfunktion fallt oder nicht. Wird der Wert auf samtlichen Kanten, die
in der betreffenden Ecke beginnen, grofler, dann ist man fertig und hat das Mi-
nimum gefunden. Anderenfalls muss man zu einer anderen Ecke wechseln, die
einen kleineren Funktionalwert ergibt. Dabei sucht man sich die Kante aus, auf
der der Funktionalwert am stdrksten féllt. Eine Polyederecke Z, d.h. eine nichtne-
gative Losung des Gleichungssystems (15) nennt man auch zuldssige Losung
oder Basislosung. Diese Methode des systematischen Suchens der optimalen
Ecke nennt man Simplexverfahren.

Beschreibungen des Simplexverfahrens findet man z.B. in den Monographien
von Sasieni, Yaspan, Friedman "Methoden und Probleme der Unternehmensfor-
schung” (Physica-Verlag Wiirzburg 1965) oder in den grundlegenden Biichern
von H. P. Kiinzi.

Bestimmung einer Basislosung

Hat man es bei den Nebenbedingungen nur mit Bedingungen der Form (11) zu
tun, dann sieht man sofort, dass

T = (0707 s 707x1n+1; Ton42,- .- 7xm1n+m1)T = (0707 cee 707 b17 b27 cee 7bm1)T
eine Basislosung ist, mit der das Simplexverfahren gestartet werden kann. Zur
Bestimmung einer Basislosung des allgemeinen Problems (14), (15), (16) formu-
liert man ein Hilfsproblem der Form

9(Z,Y) =1 +y2 + -+ + ynu = min! 17)
AT+ §7=0b (18)

74,6 >0 (19)

mit einem Hilfsvektor ¥ = (y1,v2,...,ym)T € RM. Die optimale Lésung des

Problems (17), (18), (19) ist offensichtlich (%, %) = (&,0) mit der nichtnegativen
Losung & des Gleichungssystems (15), falls das Gleichungssystem (15) eine nicht-
negative Losung hat, wovon wir ausgehen. D.h., mit der optimalen Losung des
Problems (17), (18), (19) hat man eine Basislosung & des eigentlichen Ausgangs-
problems (14), (15), (16) bestimmt.

Diese Uberlegungen fiihren dazu, dass man die Losung des linearen Optimie-
rungsproblems in 2 Schritten ermittelt.

1) Man bestimmt die optimale Losung des Hilfs-Problems (17), (18), (19), fiir
das man eine triviale Basislosung hat, mit dem Simplexverfahren. Im Ergeb-

nis erhdlt man eine Basislosung des eigentlichen Ausgangsproblems (14),
(15), (16).
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2) Mit der im 1. Schritt bestimmten Basislosung & bestimmt man mit dem Sim-
plexverfahren die optimale Losung des Ausgangsproblems (14), (15), (16).

Im folgenden Programm von Bjorn Harzer (Stuttgart 1995) ist die beschriebene
Methode implementiert.

# Programm zum Simplexverfahren der linearen Optimierung/Programmierung
# Berechnet die Loesung X eines linearen Programms in der Standardform ()
# C’X — min (Zielfunktion)

#  AsX=B

#  X>=0

#  B>=0

#

# Eingabe: A = m x n — Matrix

# B = m — Vektor

# C = n — Vektor

# Ausgabe: X = n — Spaltenvektor

#

# Aufruf: X=simplex_o(A,B,C)

function X=simplex_o(A,B,C);

# 19.6.95 Bjoern Harzer

eps = 1.0e—10;

[m,n] = size(A);

B =B(:);

C=C(:);

b length(B);

c length(C);

if (b~=m | c~=n)
disp(’error_in_format’);
return

endif

# Eine Basisloesung des Problems (xx)
y(1)+...+y(m) —> min

AxX+Y=B
X,Y>=0
ist [X;Y] = [0;B]
I = n+l:n+m; # Indexmenge
B; # Basisloesung
eye(m); # Inverse zu a(:,II)

[zeros(n,1) ;ones(m,1) ]; # Schlupfvariablen einfuehren
[A eye(m) ];
Phasel: optimale Loesung von (#*) bestimmen
= T:n+m; K(II) = 0+II; K = £ind(K~=0);
= c(K)—a(:,K) «U'xc(II);
while any(D<—eps)

disp('Phasel’);

[minl,k]=min (D) ;

k=K(k) ;

Z=Usxa (: ,k);

Zl=find(Z>eps) ;

P=X(ZI)./Z(Z1);

[minl,1] = min(P);

j=11(ZI(1));

Uneu=U(ZI(1) ,:)./Z(ZI(1));

U=U-Z+Uneu;

U(ZI(1) ,:)=Uneu;

Xneu=X(ZI(1))./Z(ZI(1));

X=X—Zx*Xneu ;

X(ZI(1))=Xneu;

I1(ZI(1))=k;

K = 1:ntm; K(II) = 0+1I; K = £find(K~=0);

D = c(K)—a(:,K) U’ *c(II);

#
#
#
I
X
U
c
a
#
K
D

endwhile
# Phase2: optimale Loesung von (xx) gleich Basisloesung von (x),
# nun optimale Loesung von (*) bestimmen

K= 1:n; K(II) = 0+II; K = £ind(K~=0);
for jj=1:length(II)
if (II(jj) > length(C))
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disp(’Problem _nicht, loesbar , Nebenbedingungsmenge_ ist leer!”);
X =11
return
endif
endfor
D = C(K)-A(: ,K) "+U’+C(11);
while any(D<—eps)
disp('Phase2”);
[minl,k]=min (D) ;
k=K (k) ;
Z=U+A(: ,k);
Zl=£find(Z>eps);
if isempty(ZI)
X=inf+C(:);
disp(’Zielfunktion_unbeschraenkt!’);
return
endif
P=X(Z1)./Z(Z1);
[minl, 1] = min(P);
j=11(ZI(1));
Uneu=U(ZI(1) ,:)./Z(ZI(1));
U=U-ZxUneu;
U(ZI(1) ,:)=Uneu;
Xneu=X(ZI(1))./Z(ZI(1));
X=X—Zx*Xneu ;
X(ZI(1))=Xneu;
11(Z1(1))=k;
K= 1:n; K(II) = 0+II; K = £ind(K~=0);
D = C(K)-A(: ,K) "+U"+C(11);
endwhile
Y = X;
X = zeros(n,l);
X(II) =Y;
endfunction
# Ende des Programms

Als erstes Beispiel betrachten wir das Problem

f(l‘l,dfg) = 581—3372:111111!
—x1+x < 1

€T €T .
| 1 2 =

Als Eingangsparameter fiir das Programm simplex_o.m ergeben sich

1
_(-r1rroy (1 | -3
Tl 2101 )7 \3)T o
0
Der Aufruf
x = simplex_o(a,b,c)
liefert das Ergebnis

z1 = 1,14286, 35 = 2,14286

sowie z3 = x4 = 0. Bei der Eingabe von “a” und ”“c¢” muss man immer darauf
achten, dass die Schlupfvariablen auch berticksichtigt werden.
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Als zweites Beispiel betrachten wir das Problem

f($1,$2,l‘3) = 221 + x9 — 33 = min!
201+ 3x0+23 < 3
xr1 — Lo + 21’3 S 2

I1+I’271’3 Z 1.

Als Eingangsparameter fiir das Programm simplex_o.m ergeben sich

2
1
2 3 110 0 3 _3
a=(1 -1 201 0 [,b=]2],c= 0
1 1 -100 -1 1
0
0
Der Aufruf
x = simplex_o(a,b,c)
liefert das Ergebnis

.’E1:0, 1'2:1, 1’320

sowie x4 = x4 =0, x5 = 3.
Als letztes Beispiel betrachten wir die lineare Optimierungsaufgabe

f(xy, w2, 23) 1 + 3x2 + 223 = min!

201+ 322+ 23 < 3
TG — 29+ 2x3 < 5
T+ 29 —x3 = 1.

Als Eingangsparameter fiir das Programm simplex_o.m ergeben sich

1
2 3 110 3 3
a=(1 -1 201 /[,b=(5],c=] 2
1 1 -100 1 0
0
Der Aufruf
x = simplex_o(a,b,c)
liefert das Ergebnis

LC1:]., LCQZO, £C3:0

sowie x4 = 1, x5 = 4.



